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Розділ 1: «Елементи лінійної алгебри»
§1.   Аксіоматична будова теорії натуральних чисел, аксіоми Пеано

Вивчаючи курс геометрії, ви звернули увагу на те як вона була побудована. Було введено поняття трьох основних геометричних фігур: точка, пряма, і площина. Ці фігури не мають означень. Потім між ними були введені основні співвідношення: належність точки прямій, прямої площині, тощо.   Були сформульовані  очевидні твердження, які неможливо було ні спростувати, ні довести. Їх називали аксіомами. Далі, використовуючи аксіоми, доводили інші твердження, які називали теоремами, і виражали властивості фігур. При побудові геометрії точки, прямі і площини були об’єктами, природа яких для побудови формальної геометрії байдужа.

За такою схемою можна побудувати інші аксіоматичні теорії. 

Розглянемо аксіоматичну побудову теорії натуральних чисел (аксіоми Пеано).

Аксіоми Пеано – одна із систем аксіом для натуральних чисел.

В 1860-х роках Герман Грасеман показав, що багато тверджень арифметики можуть виводитись через властивості наступного числа та математичну індукцію. Використовуючи  його роботи,  Ріхард Дедекінд в 1888 р. запропонував систему аксіом для натуральних чисел, яка в 1889 р. була  уточнена італійським математиком Джузеппе Пеано.

Аксіоми Пеано дозволили формалізувати арифметику.

Означення. Натуральними числами називають елементи  будь-якої непорожньої множини М , в якій для елементів а, b  існує відношення «b йде за а»( число «йде за а» позначають [image: image2.png]


) , що задовольняє такі аксіоми.

1. Існує число 1, яке не йде ні за яким числом, тобто [image: image4.png]


≠[image: image6.png]1Va



.

2. Для будь-якого а існує наступне за ним число [image: image8.png]


 , і при тому єдине, тобто а=b[image: image10.png]


 [image: image12.png]


=[image: image14.png]


.

3. Будь-яке число йде не більше, ніж за одним числом, тобто [image: image16.png]


=[image: image18.png]


⇒ а=b.

4. Аксіома індукції. Будь-яка множина М натуральних чисел, що має властивості: 

а) 1 є  М; б) а є М ⇒ (а+1) є М , містить усі натуральні числа, тобто збігається   з N. 

У запису аксіом знак «= » означає, що елементи множини збігаються, а знак «≠» - різні елементи множини.

Аксіома індукції відіграє важливу роль у математиці, вона й дає можливість довести теорему про законність індуктивних доведень.

Теорема. Якщо деяка теорема, формулювання якої містить натуральне число n, доведена для випадку, коли n=1, і за припущенням, що вона правильна для n, доведена для натурального числа [image: image20.png]


, то ця теорема справджується для будь-якого n.

Цю теорему покладено в основу принципу математичної індукції.
§2. Метод математичної індукції, його застосування
Вивчаючи навколишній світ, нам часто доводиться на підставі результатів спостережень і дослідів робити висновки.

Загальні висновки, отримані на підставі окремих випадків, називають індуктивними, а сам метод таких міркувань – індуктивним методом або індукцією (від лат. іnductio -  наведення).

Наприклад, задовго до відкриття законів руху Землі люди зробили висновок, що Сонце вранці встає на сході, а ввечері зникає за обрієм на заході. Цей висновок є індуктивним: адже він базувався лише на спостереженнях.

Звісно за допомогою індукції не завжди можна отримати правильні висновки. Так, якщо у вашій і у сусідній школах серед вчителів математики немає чоловіків, то це не означає, що всі вчителі математики – жінки.

Незважаючи на необхідність ставитися до індуктивних висновків з певним ступенем недовіри, індуктивний метод знаходить широке застосування в математиці.

При розв’язуванні математичних задач інколи виникає потреба довести, що деяке твердження (рівність або нерівність) правильне при будь-якому натуральному значенні n або починаючи з деякого значення n. Для розв’язування таких задач застосовують принцип математичної індукції.

Доведення тверджень цим методом можна провести в три етапи:

1) перевірка твердження при n=1 або при найменшому допустимому значенні n. На цьому етапі у дане твердження слід підставити найменше допустиме значення n  і переконатися, що твердження правильне.

          2) припущення індукції.

На цьому етапі слід припустити, що твердження правильне при n=k . У дане твердження замість n потрібно підставити  k  і вважати, що це твердження істинне.

          3)доведення індукції.

На цьому етапі потрібно, використовуючи припущення індукції, довести, що твердження правильне при  n=k+1. Якщо це вдалося зробити, то твердження вважають доведеним.

Наведемо приклади використання принципу математичної індукції.
Приклад 1.

Довести, що [image: image22.png]


 + [image: image24.png]


 +…+ [image: image26.png]n(n+1)



 = [image: image28.png]nt1



    правильна при будь-якому натуральному n. 

Розв’язання.

Перевіримо, чи правильне дане твердження при n=1.

[image: image30.png]


 =[image: image32.png]141




[image: image34.png]


 =[image: image36.png]


 . Твердження правильне.

Припустимо, що твердження правильне при n=k,  тобто правильною є рівність

[image: image38.png]


 + [image: image40.png]


 +  … + [image: image42.png]1
- (er1)




 = [image: image44.png]k1



.

Використовуючи припущення індукції доведемо, що твердження правильне при n=k+1, тобто потрібно довести, що виконується рівність

[image: image46.png]


 + [image: image48.png]


 +  … + [image: image50.png]1
- (er1)




 + [image: image52.png]S —
(et D(k+2)



 = [image: image54.png]k+1
P



;

[image: image56.png]


 + [image: image58.png]


 +  … + [image: image60.png]1
- (er1)




 + [image: image62.png]S —
(et D(k+2)



 = [image: image64.png]k1



 + [image: image66.png]S —
(et D(k+2)



 = [image: image68.png]k1



 ( k+ [image: image70.png]k+2



) =

= [image: image72.png]


 [image: image74.png]k2+2k+1
K+2



 = [image: image76.png](k+1)*
(et D(k+2)



 = [image: image78.png]k+1
P



 ,

що й треба було довести.

Приклад 2.

Довести, що правильна рівність

[image: image80.png]13



 + [image: image82.png]23



 +[image: image84.png]33



 + … +[image: image86.png]


 = [image: image88.png]n? (n+1)



  , де n є N.

Розв’язання

Перевіримо правильність твердження при n = 1.

[image: image90.png]13



 = [image: image92.png]12 (1+1)*
N



;


1 = [image: image94.png]


;

1=1.
Твердження правильне.

Припустимо, що твердження правильне при  n=k,  тобто виконується рівність:

[image: image96.png]13



 + [image: image98.png]23



 +[image: image100.png]33



 + … +[image: image102.png]k3



 = [image: image104.png]k? (k+1)
N



.  

Використовуючи припущення індукції, доведемо, що рівність правильна при n=k+1. Тобто потрібно довести, що правильна рівність

[image: image106.png]13



 + [image: image108.png]23



 +[image: image110.png]33



 + … +[image: image112.png]k3 +
(k+1)°



 = [image: image114.png](k+1)2 (k+2)*
B



. 
[image: image116.png]13



 + [image: image118.png]23



 +[image: image120.png]33



 + … +[image: image122.png]k3



+ [image: image124.png](k+1)3



 = [image: image126.png]k? (k+1)
N



   + [image: image128.png](k+1)3



=

= [image: image130.png](k+1)2



([image: image132.png]Eoik+1
"



) = [image: image134.png](k+1)2



 [image: image136.png]


 [image: image138.png]k2+4k+s



 =  [image: image140.png](k+1)2 (k+2)*
B



,

що й треба було довести.

Приклад 3.

Довести, що [image: image142.png]4m >



 7n [image: image144.png]


 5 , якщо  n Є N.

Розв’язання

Перевіримо правильність твердження при n = 1.

[image: image146.png]41
>



 7[image: image148.png]


 [image: image150.png]


 5 ;

4[image: image152.png]


7-5;

4[image: image154.png]


 2.
Твердження правильне.

Припустимо, що твердження правильне при n = k, тобто виконується нерівність [image: image156.png]


7k- 5.

Використовуючи припущення індукції доведемо, що твердження правильне при  n = k + 1, тобто потрібно довести , що [image: image158.png]4R+1



7(k+1) -5 = 7k + 2;
[image: image160.png]4R+1



 = [image: image162.png]


 [image: image164.png]


 4 [image: image166.png]


 4[image: image168.png]


 (7k- 5) =28k – 20.
Розглянемо різницю чисел 28k - 20 і 7k -2.

28k – 20- (7k +2) =28k – 20- 7k -2 = 21k-22.

Враховуючи, що k – натуральне число не менше 2, зазначимо, що знайдена різниця додатня, а отже

28k – 20 [image: image170.png]


7k +2, тому [image: image172.png]4R+1



 28k – 20 [image: image174.png]


 7k +2.

[image: image176.png]4R+1



 [image: image178.png]


 7k +2, що й треба було довести.

Приклад 4.

Доведіть, що [image: image180.png]gn



-8n-1 ділиться на 16 при будь-якому натуральному n.

Розв’язання

Перевіримо, чи правильне твердження при n=1.

Одержимо [image: image182.png]91



 - 8[image: image184.png]


1-1 =9 -8 -1 = 0 [image: image186.png]


 16 .

Отже, твердження правильне.

Припустимо, що твердження правильне при  n=k, тобто

( [image: image188.png]


 – 8k -1)  [image: image190.png]


 16 .

Використовуючи припущення індукції доведемо, що твердження правильне при n = k + 1.

Тобто ( [image: image192.png]gk+1



 – 8(k +1) -1)  [image: image194.png]


 16,

 [image: image196.png]gk+1



 – 8(k +1) -1 = 9[image: image198.png]


 [image: image200.png]


- 8[image: image202.png]


k -8 -1 =  

= 9[image: image204.png]


 [image: image206.png]


- 9 [image: image208.png]


8k – 9 + 64k= 9 ( [image: image210.png]


-8k-1) +64 k.

Перший доданок кратний 16, бо  [image: image212.png](9%



-8k-1) [image: image214.png]


 16  за припущенням індукції.

Другий доданок кратний 16, бо 64 = 16 [image: image216.png]


 4, а отже і сума буде кратною 16. 

Тобто ( [image: image218.png]gk+1



 – 8(k +1) -1)  [image: image220.png]


 16, що й треба було довести.

Задачі для самостійного розв’язування.

1. Доведіть, що при будь-якому натуральному n виконується рівність:

1) [image: image222.png]12



+[image: image224.png]22+
32



+… +[image: image226.png]


 = [image: image228.png]n (n+1)(2n+1)
P



;

2) [image: image230.png]12



+[image: image232.png]32+
52



+… +[image: image234.png](2n—1)?



 = [image: image236.png]n(4n®-1)



;

3) [image: image238.png]13



+[image: image240.png]3%+
53



+… +[image: image242.png](2n—-1)3



 = [image: image244.png]n?
(2n?



-1);

4) [image: image246.png]1-3+4+2-5+



 3[image: image248.png]


7 + … + n (2n+1) = [image: image250.png]n(n+1)(4n+5s)
.



;

5) [image: image252.png]1-242-343-4+



… + n (n+1)= [image: image254.png]n(n+1)(n+2)
3



;

6) [image: image256.png]1-442-7+3-10+



… + n (3n+1)= [image: image258.png]n(n+1)>?



;

7) [image: image260.png]


 + [image: image262.png]25
34



 + [image: image264.png]


 + … + [image: image266.png]n(n+3)
(et (n+2)



 = + [image: image268.png]n(n+1)
iz



;

8) [image: image270.png]15 | 50 @ o913



… + [image: image272.png]N —
(an—2)(an+1)



 = [image: image274.png]P



;

9) (1- [image: image276.png]Al



)(1- [image: image278.png]


 ) (1- [image: image280.png]25



 ) [image: image282.png]


 … [image: image284.png]


 (1- [image: image286.png](2n-1)7



 = [image: image288.png]1+2n
1-2n



.

2. Доведіть, що для будь-якого натурального n.
1) ([image: image290.png]32n+l
+ 2m*2) 17



;

2) [image: image292.png](62" + 19" —27*1) : 17



;

3) [image: image294.png](5" —3"+ 2n) i 4



;

4) [image: image296.png](4"+ 15n—1) : 9



;

5) [image: image298.png](77 + 8%
+8%71) 119



;

6) [image: image300.png](5"+ 5-3"— 3) : 8



;

7) [image: image302.png](7" + 3" —-2) :8



 ;

8) [image: image304.png](2373 — Tn+41) : 49



;

9) [image: image306.png](7 - 24"



 - 5 [image: image308.png]137 — 2™ 111



;

10) [image: image310.png](32"2 —8n—9) : 64



.
3. Доведення  нерівностей.

1) доведіть нерівність [image: image312.png]2" >2n+1



 , де n Є N ,  n [image: image314.png]


 3 ;

2) доведіть нерівність [image: image316.png]3" >4n+1



 , де n Є N ,  n [image: image318.png]


 3;

3) доведіть нерівність [image: image320.png]2" > nd



, де n Є N ,  якщо n [image: image322.png]


 10.

§3. Поняття про алгебраїчні операції  та алгебраїчні структури. Група, кільце, поле.

Алгебра вивчає множини, на яких введено певні відношення, що називаються алгебраїчними операціями. Наприклад, додавання, множення, тощо.

Ці операції виконуються над парами елементів множин, а тому ці операції називають бінарними.

Дамо означення бінарної операції.

Нехай М – довільна множина елементів a, b, c , … 

Бінарна операція – це закон, за яким будь-яким двом (однаковим або різним)  елементам цієї множини ставиться у відповідність третій цілком визначений елемент. Позначатимемо [image: image324.png]apb




, де [image: image326.png]


 - деяка бінарна операція.

Операцію називають асоціативною, якщо для будь-яких елементів множини a, b, c справджується рівність 

[image: image328.png]) = (apb)pc
ap (bpc,



.

Операцію називають комутативною, якщо для будь-яких елементів a і b множини справджується  рівність [image: image330.png]apb

bpa



.

Операцію [image: image332.png]


 називають дистрибутивною над операцією ┬, якщо для будь-яких елементів a, b і c виконується рівність [image: image334.png]ap (brc) = (apb)T(apc)



.

 Елемент е називають нейтральним елементом відносно операції [image: image336.png]


, якщо [image: image338.png]ape=a i epa=a



 .

Елемент  [image: image340.png]


 називають симетричним елементу [image: image342.png]


  відносно операції  [image: image344.png]


, якщо [image: image346.png]apa =e [ apa=





Нехай G  - непорожня множина, на якій введено операцію t. 

Цю множину називають групою, якщо операція t асоціативна, множина G   містить нейтральний елемент е, і для кожного елемента [image: image348.png]


 з множини G  існує симетричний елемент [image: image350.png]


.

Якщо  крім зазначених вище трьох властивостей  операція  t   ще й комутативна, то таку групу  називають  абелевою. 

Якщо множина G  містить скінченну кількість елементів, то таку групу називають скінченною, в іншому випадку – нескінченною.

Якщо група скінченна, то кількість її елементів називають порядком групи.

Наведемо приклади груп. Розглянемо множину цілих чисел з введеною на ній операцією додавання. Зрозуміло, що ця операція асоціативна, оскільки на множині цілих чисел справджується закон
 [image: image352.png]a+(b+c)=(a+b)+c



. Ця множина містить нейтральний елемент відносно операції додавання . Це число 0. 

[image: image353.png]a+0=0+a





Для кожного цілого числа [image: image355.png]


  у множині цілих чисел знайдеться симетричний відносно додавання елемент [image: image357.png]


 [image: image359.png]



Якщо множина є групою  відносно операції  додавання, то таку групу називають адитивною. Отже, множина цілих чисел – адитивна група.

 Розглянемо множину додатних раціональних чисел з введеною на ній операцією множення. Ця операція асоціативна, оскільки для раціональних чисел виконується рівність

[image: image361.png]a-(b-c)=(a-b)-c



. Ця множина містить нейтральне відносно  множення число 1.

[image: image362.png]



У цій множині для кожного елемента [image: image364.png]


 знайдеться симетричний відносно  множення елемент  [image: image366.png]


.

[image: image367.png]Rim

Qe




Отже, множина додатних раціональних чисел є групою відносно операції множення. Якщо деяка множина є групою відносно  множення, то таку групу називають мультиплікативною.

В адитивній групі нейтральний елемент позначають 0, [image: image369.png]


 симетричний – [image: image371.png]


.

А у мультиплікативній групі нейтральний елемент 1, а симетричний[image: image373.png]


  Для того, щоб множина була групою  необхідно й достатньо, щоб множина була замкненою відносно введеної операції, а також містила симетричний елемент для будь-якого елемента.

Непорожня   множина К називається кільцем, якщо на ній визначено дві алгебраїчні операції, причому перша операція асоціативна і комутативна, має нейтральний елемент  і для кожного елемента  цієї множини існує елемент, симетричний відносно цієї операції, а друга операція асоціативна та дистрибутивна відносно першої.

Множина цілих чисел є кільцем відносно операцій додавання і множення, тому що множина цілих чисел є групою відносно операції додавання і операція множення асоціативна, комутативна і  дистрибутивна відносно операції додавання.

В будь-якому кільці  існує лише один нейтральний елемент [image: image375.png]


. В кожному кільці існує один елемент – [image: image377.png]


, симетричний до будь-якого елемента [image: image379.png]


.

Комутативне кільце P називається полем, якщо в ньому є принаймні один елемент, відмінний від нуля, і якщо в ньому виконується операція ділення, крім ділення на нуль. Тобто, для будь-яких елементів [image: image381.png]aib



, з яких [image: image383.png]a+0



 є лише один елемент такий, що [image: image385.png]=b
aq =



 . 

Елемент  [image: image387.png]


 називають часткою елементів [image: image389.png]aib



  і записують [image: image391.png]


 .

Отже, множина раціональних чисел з введеними операціями додавання і множення є полем.

Задачі для розв’язування:

1. Встановіть чи є групою відносно операції додавання:
1) множина натуральних чисел;
2) множина цілих непарних чисел;
3) множина цілих парних чисел;
4) множина раціональних чисел;
5) множина дійсних чисел;
6) множина [image: image393.png]



2. Чи є мультиплікативною групою множина додатних дійсних чисел.

3. Доведіть, що множина парних цілих чисел є комутативним кільцем відносно операцій додавання і множення.

4. Доведіть, що множина:

1) А=[image: image395.png]{0};




2) Q;

3) R
          є кільцем відносно операцій додавання і множення.

5. Доведіть, що множина R є полем. 

§ 4. Поняття комплексного числа
        Ми знаємо, що квадрат будь-якого дійсного числа є числом невід’ємним. Припустимо, що знайдеться число, квадрат якого дорівнюватиме -1, тобто [image: image397.png]


.

Отже, рівняння[image: image399.png]


 тепер можна буде розв’язати.

 [image: image401.png]


.
Будемо число [image: image403.png]


, квадрат якого дорівнює -1, називати уявною одиницею.

Отже, тепер ми можемо розглядати числа [image: image405.png]b-iia+b-i.



 Всі числа виду [image: image407.png]a+b-i



,  де [image: image409.png]aib



 - довільні дійсні числа, будемо називати комплексними. Слово «комплексні» означає складені. Будь-яке комплексне число має дві складові : [image: image411.png]


- дійсна частина, [image: image413.png]bi



 - уявна частина. Число [image: image415.png]


називають коефіцієнтом при уявній частині або коефіцієнтом уявної частини. Будь-яке дійсне число є комплексним. Для цього досить взяти коефіцієнт уявної частини рівним нулю. Наприклад, 
 [image: image417.png]5=5-+0i,—;=—+oi



 , тощо.

Отже, множина дійсних чисел є підмножиною комплексних чисел.

Введемо поняття рівності двох комплексних чисел. Два комплексні числа вважатимемо рівними, якщо їхні дійсні частини рівні та рівні коефіцієнти уявних частин. Наприклад, маємо два числа           

 [image: image419.png]z,=a,+b,i, z,=a,+b,i.




[image: image421.png]Zy =12,



 тоді і тільки тоді, коли [image: image423.png]



[image: image425.png]by



 .
Очевидно, що порівняти два комплексних числа неможливо.

Два комплексних числа [image: image427.png]z,=a+Dbi iz,=a—Dbi



 називають спряженими.

Комплексні числа можна інтерпретувати геометрично. Для цього досить взяти за дійсну вісь x , а за уявну - вісь y. У такому випадку будь-якому комплексному числу буде відповідати єдина точки площини  хоу , а також можна інтерпретувати комплексне число у  вигляді радіус-вектора, який закінчується у відповідній точці координатної площини.

Наприклад, нехай маємо число [image: image429.png]z,=2+3i,2z,=3—-2i,z;=—4—





[image: image431.png]


 , то числу [image: image433.png]


 відповідатиме точка А (2;3) і радіус-вектор [image: image435.png]0¥



. Числу [image: image437.png]


 точка В (3;-2) і радіус-вектор [image: image439.png]OB



 , числу [image: image441.png]


точка С(-4;-1) і радіус-вектор [image: image443.png]OC



, числу [image: image445.png]


 точка D(-5;1) і радіус-вектор [image: image447.png]oD



. 

[image: image448.png]Y (ysieha sict)

x ( aicHa eick)




Задачі для розв’язування
1. Вказати число, квадрат якого дорівнює -4; -9; -16. Скільки є таких чисел?

2. Назвіть дійсну і уявну частину комплексного числа

1) z=6+i,
2) z=16-4i,
3) z=10-10i,
4) z=4+5i,
5) z=-4+6i,
6) z=8+3i.
3. Вкажіть коефіцієнт уявної частини комплексного числа:
1) z=2+3i,

2) z=-1-2i,

3) z=4+5i,

4) z=7i

5) z= -8i,

6) z=5,

7) z=-1.
4. Зобразіть комплексні числа, інтерпретувавши їх  як точки координатної площини:
1) z=7+3i,

2) z=1+4i,

3) z=-3+7i,

4) z=1+4i,

5) z=-3-2i,

6) z=-1-3i,

7) z=8-і,

8) z=5-2i.

5. Зобразити комплексні числа, інтерпретувавши їх як радіус-вектори:

1) z=5,
2) z=3+і,
3) z=4i,
4) z=-2+3i,
5) z=-3,
6) z=-1-2i,
7) z=-3i,
8) z=2-4i.

§ 5. Форми комплексного числа. Формула Ейлера. Алгебраїчна форма комплексного числа.

       Форма запису комплексного числа, запропонована у попередньому параграфі, називається алгебраїчною формою комплексного числа.

z=a+b[image: image450.png]


, a і b - дійсні числа; a, b є  R ; [image: image452.png]


 – число, квадрат якого дорівнює 1. 

Число a називають дійсною частиною комплексного числа,  b[image: image454.png]


 – уявною частиною.

Число b – коефіцієнт уявної частини.

           Тригонометрична форма комплексного числа
Для перетворення комплексного числа у тригонометричну форму скористаємося геометричною інтерпретацією. Комплексне число будемо зображати у вигляді радіус-вектора, проведеного у точку площини, що відповідає даному числу.

[image: image455.png]





z=a+b[image: image457.png]


. У цьому випадку[image: image459.png]0A = |a|,0B = |b|.



Отже, і  [image: image461.png]ZA = |b|.



  З прямокутного трикутника AОZ  за теоремою Піфагора  знайдемо

[image: image463.png]0Z =/lal® + |b|?,



      [image: image465.png]|0Z| = VaZ+ 2.
b2.



 
Модуль радіус-вектора, що відповідає даному комплексному числу будемо називати модулем комплексного числа і позначати  буквою r.

Отже, [image: image467.png]b2



.

Кут, який утворює радіус-вектор, що зображає дане комплексне число з додатнім напрямком осі х , називається аргументом комплексного числа. Зрозуміло, що таких кутів  безліч і всі вони відрізняються один від одного на цілу кількість обертів.

Значення аргументу, взяте в межах від [image: image469.png][0;2m)



 називається головним аргументом комплексного числа.

Надалі будемо говорити лише про головний аргумент комплексного числа.

Зазначимо, що число   z= о+о[image: image471.png]


 єдине комплексне число, яке не має свого аргументу.

З прямокутного трикутника   AOZ знайдемо

[image: image473.png]cos ¢



 ;

[image: image475.png]cosp =

=



 ;

[image: image477.png]sin @




 ;

[image: image479.png]tgp=



 ;

[image: image481.png]ctgp= ;.a%0,b=0.



 

Отже, [image: image483.png]


= [image: image485.png]b2



 [image: image487.png]- COSQ =T COSQ



,

[image: image489.png]b=+a? + b?-sing=rsing



 .

Тому [image: image491.png]zZ=rcos@ +rsing-i,




[image: image493.png]z = r(cos @ + isin @).



 

Одержану форму запису комплексного числа називають тригонометричною формою комплексного числа.

Показникова форма комплексного числа

Скориставшись формулою Ейлера [image: image495.png]cos ¢ + ising = e'?,



 записуємо комплексне число [image: image497.png]


 

Отже, одержали рівність

[image: image499.png]z =re'?



, де [image: image501.png]


 - модуль комплексного числа, [image: image503.png]


- головний аргумент, записаний в радіанах.

Задачі для самостійного розв’язування
1. Для кожного з даних комплексних чисел вкажіть значення головного аргументу

1) [image: image505.png]z, =2 +/2i



;
2) [image: image507.png]z, = 3 + 4i



;
3) [image: image509.png]


;
4) [image: image511.png]


;
5) [image: image513.png]|
2ln



;
6) [image: image515.png]


.
2. Вкажіть головний аргумент комплексного числа та його модуль:
1) z=1+[image: image517.png]V3i



;
2) z=-1+[image: image519.png]V3i



;
3) z=2+2[image: image521.png]V3i



;
4) z=-[image: image523.png]2ln
|




3. Подайте числа у тригонометричній і показниковій формах.
1) z=-[image: image525.png]V2 +2i



;
2) z=5[image: image527.png]


;
3) z=2;
4) z=[image: image529.png]



5) z=-2i;
6) z=-3;
7) z= -1-[image: image531.png]V3i



;
8) z=[image: image533.png]


.
4. Подайте комплексні числа в алгебраїчній та показникових формах.
1) z=4[image: image535.png](cos +isin




;

2) z=40[image: image537.png]V3(cos " +isin ")



;

3) z=2[image: image539.png](cos0 + isin0)



;

4) z=5[image: image541.png]V2 (cos 315° + i sin 315°)



;

5) z=7[image: image543.png](cosm + isinm)




5. Подайте число в тригонометричній та алгебраїчній формах.
1) z=[image: image545.png]Sez



;
2) z=[image: image547.png]J3e'



;

3) [image: image549.png]


;

4) [image: image551.png]


.
§6.  Дії з комплексими числами, формула Муавра. Корінь з комплексного числа
Сумою двох комплексних чисел z1= a+b[image: image553.png]


  і   z2= c+d[image: image555.png]


 називається комплексне число (a +с)+( b+d)[image: image557.png]


,  дійсна частина якого і коефіцієнт при уявній частині дорівнюють відповідно сумі дійсних частин і коефіцієнтів при уявних частинах доданків, тобто (a+b[image: image559.png]


) +  (c+d[image: image561.png]


)= (a +с)+( b+d)[image: image563.png]


.

Різницею двох дійсних чисел z1= a+b[image: image565.png]


   і  z2= c+d[image: image567.png]


 називається таке комплексне число z3 = x + y[image: image569.png]


 , яке в сумі з z2 дає  z1.

Приклад 1.

Знайти суму та різницю чисел z1 і  z2, якщо
 z1 =5+3[image: image571.png]


; z2  = -2-[image: image573.png]


;

z1  + z2 =5 + 3[image: image575.png]


 + (-2-[image: image577.png]


) = 3 + 2[image: image579.png]


;

z1 – z2 = 5 + 3[image: image581.png]


 - (-2 -[image: image583.png]


) = 5 + 3[image: image585.png]


 + 2 + [image: image587.png]


= 7 + 4[image: image589.png]


.

Знайдемо добуток комплексних чисел z1 = a + b[image: image591.png]


  i  z2 = c +d[image: image593.png]



z1 [image: image595.png]


 z2 = (a+b[image: image597.png]


)[image: image599.png]


(c+d[image: image601.png]


) = ac + ad[image: image603.png]


 + bc[image: image605.png]


 + bd[image: image607.png]


2 = (ac - bd) + (ad + bc)[image: image609.png]


.

Отже,  (a+b[image: image611.png]


) [image: image613.png]


(c+d[image: image615.png]


) = (ac - bd) + (ad + bc)[image: image617.png]


.
Одержана формула дає можливість помножити два комплексні числа, записані у алгебраїчній  формі.

Часткою комплексних чисел z1= a+b[image: image619.png]


  та   z2= c+d[image: image621.png]


 називається таке комплексне число z3 = x + y[image: image623.png]


, яке при множенні на z2 дає  z1 .

Нехай  z1= a+b[image: image625.png]


  та   z2= c+d[image: image627.png]


.
Знайдемо частку  [image: image629.png]zy _ a+hi

2, c+di



 =

Помноживши чисельник і знаменник дробу на число, спряжене до знаменника, одержимо

[image: image631.png]_ (a#bi) (c=di) _ (ac+bd)+(bc-ad)t _ (ac+bd)+(bc—ad)i
(c+di) (c—di) c2-d2i2 - c2+d?




 

Отже,

[image: image633.png]a+bi




 [image: image635.png]lac+bd) +(bc—ad)t
c2+d?



.
Ми бачимо, що виконувати додавання та віднімання комплексних чисел, записаних у алгебраїчній формі, досить просто, а виконувати дії множення та ділення значно важче.

Розглянемо числа, записані у тригонометричній формі.

[image: image637.png]z, =ry(cos@, + ising,), z, =nr(cos @, + ising,)



 ;

[image: image639.png]1,(cos @, +ising,) -n,(cosg, +ising,)




 

[image: image641.png]=1, -1, ((cos@; cos @, — sin g, sing,) + (cos ¢, sing, + cos@, sing,) -i) =
=771, (cos(g; + @,) + isin(e; + @,)).



 

[image: image643.png]


 Отже, щоб помножити два комплексні числа, записані у тригонометричній формі, достатньо перемножити їх модулі та додати  аргументи.

Сформульоване правило дає можливість підносити число до степеня.

Якщо [image: image645.png]r(cos @ +isin @)



, то [image: image647.png]r"(cosng + i sinng)



.

Отже, [image: image649.png]r(cos@ +ising))" = r*(cos¢ +ising)”.





[image: image651.png]Otsxe,7"(cos @ + isin@)" = r"(cosng + i sinng)



 .
[image: image653.png](cos @ +isin@)" = cosng + isinng



 .

Цю формулу називають формулою  Муавра.

Ця формула дає можливість добувати корінь з комплексного числа.

 Коренем n-го степеня з комплексного числа z називається будь-яке комплексне число, n-й степінь якого дорівнює z.

Корінь n-го степеня із числа z має n різних значень. Покажемо це.

[image: image655.png]


 = [image: image657.png]



Запишемо це число у тригонометричній формі [image: image659.png]z = r(cos¢ + isin @).




Нехай [image: image661.png]"[r(cos @ + ising) = p(cosy +isiny)



,

тоді [image: image663.png][o(cosy + isiny)]™ = r (cos @ + isin @),




         [image: image665.png]p™ (cosny + i sinny) = r(cos ¢ + i sing),




         [image: image667.png]


,тобто  [image: image669.png]p="17



, n[image: image671.png]


,

[image: image673.png]Po+2mk



 ,

k= 0,1,2,…, n-1.

Отже, 

[image: image675.png]i (ms Pot2mk

+isl

in

Pot2mk’



 ,

k=0,1,2…,n-1.

Приклад 1.

Обчислити   [image: image677.png]/8(cosm +isinm)



.
zk= [image: image679.png]/8(cosm +isinm)



= [image: image681.png]3, mA2nk | o THZHE
\/§(cas Tt isin ™ )




[image: image683.png]208 (cos § +isin])

(cos S +isin



 

[image: image685.png]Z,—\/’(Cﬂsii» in =227) = 2(cosT + isin);



 

[image: image687.png]2, = 8 (cos ™" +isin™ ") = 2 (cos T +isin 7).



 

Відповідь: [image: image689.png]20-2(cos T +isin?)



, [image: image691.png]2(cosT + isinT)




, [image: image693.png]L
2, = 2 (cos T +isin




.

Поділимо два комплексних числа, записаних у тригонометричній формі:

[image: image695.png]7,(cos @, + ising;




 

[image: image697.png]7, (cos @, + ising,).




 

[image: image699.png]zy _ rulcosgytising,) _ ry (cosg, +isin ¢y )(cos(-gz)tisin(-gz)) _

z,  ralcosggtising,) 1 (cos @ +isin @y )(cos(—@,)+isin(—gp,))



 

[image: image701.png]_ 1 cosl@y—@p)tisin(py—@;) _ 1y cosley—@s)+isin(e, —¢,))
7y coslgy—@z)+isin(pa—@) 1 1




 =

= [image: image703.png]= (cos(py — @) + isin(p; — 9,)).




Щоб поділити два комплексних числа, записаних у тригонометричній формі, досить їх модулі поділити  і від аргумента діленого відняти аргумент дільника.

Розглянемо число z, таке, що [image: image705.png]


, тоді

[image: image707.png]z =e'?cos¢ +ising



 .

[image: image709.png]e'?| = [cos @ +isin@| = \/cos?¢ + sin?
@ @ @ @



=1.

Отже, при будь-якому значенні [image: image711.png]



[image: image713.png]lee[ =1



 .

Розглянемо добуток

[image: image715.png]e'?1 - e'%z = (cos @, + isin @, )(cos @, + isin@,)



 =

[image: image717.png]= cos(@; +¢,) + isin(p; + @,) = e'ler+¢2)




 

Отже, маємо формулу, яка дає можливість знайти добуток двох комплексних чисел, записаних  у показниковій формі.

[image: image719.png]z, =1 - €'



 , [image: image721.png]Z, =T, - e'%z,




[image: image723.png]i@y +o2)
011,02 = e’
Zy- 2, = 1€ 1€’ )



. 

Враховуючи, що

 [image: image725.png]e'¥1 _ cosg,+ising,

= cos(p;—@,) + isin(p, ;) = &' @270

2102 cos g, +ising,



 

Запишемо правило для ділення

[image: image727.png]ryel®1

71 I opilpa—ea)
e ez o © ’




 
Так як [image: image729.png]Vfeosg Fising = cos (P77 + isin (27




 де k=0,1,…, n-1, то 

[image: image731.png]Po+27K

VT = Vrew = Yreih




 ;  k=0,1,…,n-1.

Завдання для самостійного розв’язування  

1. Виконати дії.

1) [image: image733.png]1+ 1
=
P



;

2) [image: image735.png]5(cos20° + isin 20%) - 3 (cos25° + i sin 259);





3) [image: image737.png]6(cos45° + isin45%):2 (cos 15° + i sin15°)



;

4) [image: image739.png]B+2) +(3-iv2)



;
5) [image: image741.png]Vcos 2259 + i sin225°



;
6) [image: image743.png]


;  7)[image: image745.png]G-5)+(C+)-C-3)



;
8) [image: image747.png]9+21




- [image: image749.png]


+[image: image751.png]


;  9)[image: image753.png]Q-3 | o1



;   9) [image: image755.png](1-1)(cos+isin’

VZ+iVZ



;

10) [image: image757.png]



2. Користуючись формулою Муавра, обчислити:
1) [image: image759.png](Z+:2)

200



;    2) [image: image761.png]


;

3) [image: image763.png](1+1)



;  4)[image: image765.png]z = (sinss—"+ (1 + casss—"))s.




§ 7. Матриці та визначники

Матрицею називають таблицю чисел  [image: image767.png]ij



 виду [image: image769.png]


,

яка містить m рядків і n стовпців.

Числа, якими заповнена ця таблиця, називають  елементами матриці. Таку матрицю називають прямокутною. Якщо m=1, то матриця складатиметься лише з одного рядка. Якщо n=1, то матриця складатиметься з одного  стовпця.

         Якщо матриця складається з одного рядка, то її  називають матриця-рядок. Якщо матриця складається лише з одного стовпця, то її називають матрицею-стовпцем.

Якщо матриця складається лише з одного числа, то вважають, що матриця дорівнює цьому числу.
Якщо m=n , тобто кількість рядків дорівнює кількості стовпців, то таку матрицю називають квадратною, а кількість її рядків (стовпців) називають порядком матриці.

Зокрема, матрицю, у якої два рядки і два стовпці, називають матрицею другого порядку. Якщо у матриці 3 рядки і 3 стовпці, то це матриця третього порядку.

Матрицю позначають великими буквами латинського алфавіту. Наприклад, [image: image771.png]A-(3 5



- матриця другого порядку.

[image: image773.png]


 - матриця третього порядку.

Дві матриці називають рівними, якщо вони одного порядку і їх відповідні елементи однакові.

Матриці однакових розмірів можна додавати. Щоб додати дві матриці, потрібно додати їх відповідні елементи.

Якщо [image: image775.png]A= (a;))mn,B = b;)mn iC=A+B,C=(¢:)mn



, то це означає що [image: image777.png]a;+ b

i = i j



 ([image: image779.png]


).

Зрозуміло, що за сформульованим правилом можна додати будь-яку скінченну кількість матриць однакового розміру.
 Різницею матриць А і В називають таку матрицю С, кожен елемент якої дорівнює різниці відповідних елементів матриці А і матриці В.

[image: image781.png]A= (a;))mn,B = b)mn i €= (C;))mn



 , [image: image783.png]


, то це означає, що [image: image785.png]ij = Qi — Dy



 [image: image787.png]


.

Щоб помножити матрицю на число, потрібно всі елементи матриці помножити на це число.

Нехай [image: image789.png]


 – деяке число. [image: image791.png]A= (a;))mn,B = (B)mn



, В= [image: image793.png]


A.  Це означає, що [image: image795.png]


, [image: image797.png]


.

Якщо відповідні елементи двох матриць є протилежними числами, то такі матриці називають протилежними.

Якщо матриці [image: image799.png]A= (a;))mn,B = (B)mn



- протилежні, то це означає, що [image: image801.png]b =—a;(i=12,.,m;




.

Щоб дістати матрицю, протилежну даній, досить її помножити на -1.

Якщо ми маємо квадратну матрицю n-го порядку, то елементи [image: image803.png]Ay1,035,033,



 утворюють головну діагональ, іншу діагональ називають побічною.
Матрицю, у якій елементами  головної діагоналі є одиниці, а всі інші елементи дорівнюють нулю, називають одиничною і позначають Е.  Матриця, всі елементи якої дорівнюють нулю ( [image: image805.png]


,  називається нульовою і позначається 0.

Властивості лінійних операцій над матрицями:

1) А+В=В+А;
2) (А+В)+С=А+(В+С);
3) А+0=А;
4) А+(-А)=0;
5) 1[image: image807.png]


А=А;
6) [image: image809.png]a(BA) = (aB)A;




7) [image: image811.png]a(A+ B) = aA + aB;




8) [image: image813.png](¢ + B)A=aA+ BA



, де А, В, С, О – матриці однакових розмірів; [image: image815.png]


- будь-які дійсні числа.
До нелінійних операцій  над матрицями відносять множення матриць.

Перемножати можна лише узгоджені матриці. Дві матриці називаються узгодженими, якщо кількість стовпців першої матриці дорівнює кількості рядків другої матриці.

Наприклад, матриця [image: image817.png]A= (a;)mniB=0bnp



  узгоджені, бо матриця А має n стовпців, а матриця В має n рядків.

Отже , матрицю А можна помножити на матрицю В, але це не означає, що матрицю В можна помножити на матрицю А.

Матриці перемножаються за слідуючим правилом. Матриці                      [image: image819.png]A=(ay), B=(b),, . C= (), C=AB



 , то
 [image: image821.png]= Qubyj+ by + o+ Qnbyy



,
[image: image823.png]


,

тобто добуток матриці А розмірів m×n на матрицю В розмірів n×p  є матриця С=АВ  розмірів m×p ; елемент [image: image825.png]i



 матриці С дорівнює сумі добутків елементів [image: image827.png]


-го рядка матриці А на відповідні елементи j-го стовпця матриці В.

Наприклад,  [image: image829.png]122
H )B (9 10) C=AB

1112




[image: image831.png]:(1-7+Z-9+3-11 1-8+Z-10+3-1Z) (
4-74+5-946-11 4-8+5-10+6-12 139 154




 

Дві матриці називають взаємоузгодженими, якщо кількість стовпців першої дорівнює кількості рядків другої і кількість рядків першої дорівнює кількості стовпців другої. Якщо матриці взаємоузгоджені, то можливі добутки АВ і ВА, але ці добутки неоднакові.  Отже, множення матриць не комутативне.

Якщо в матриці А поміняти місцями рядки і стовпці, то одержану матрицю називають транспонованою до матриці А і позначають через[image: image833.png]AT



 або[image: image835.png]A’



.

Визначники другого порядку 

Нехай маємо квадратну матрицю [image: image837.png]Q11 ulz)
A=

Az,
azy



. Визначником, що відповідає матриці А називають число, що знаходять за таким правилом
[image: image839.png]Ay1Q55 — Q304



 . Визначник, що відповідає матриці А, позначают[image: image841.png]


. 

[image: image843.png]@11 Q12
Al =

=a410,5, — 4,0,
a,, a5, 11022 — Q1202




.

Тобто, щоб обчислити визначник другого порядку потрібно від добутку елементів головної діагоналі відняти добуток елементів побічної діагоналі.

Наприклад

Обчислити визначник [image: image845.png]1 2
3 4



.

[image: image847.png]3 |71><4 2X3=4-6=-2



 

З правила обчислення  визначника другого порядку слідують такі властивості:

1) величина визначника  [image: image849.png][A]



 не зміниться, якщо його рядки і стовпці поміняти місцями, тобто [image: image851.png]|A] = |A7|



;

2) величина визначника не зміниться, якщо до елементів рядка або стовпця додати елементи іншого рядка або стовпця, помноженого на будь-яке число;

3) визначник змінить знак, якщо два його рядки або стовпці поміняти місцями між собою;

4) значення визначника зміниться у k разів, якщо елементи його рядка або стовпця помножити на k. Це означає, що спільний множник елементів рядка або стовпця визначника можна виносити за знак визначника.

Наприклад, [image: image853.png]2 4 _ 5.2 _q.4_ 4
|13723 1-4=6-4=2



,

[image: image855.png]2 4 _H5. 11 2|_5.1.3-1.2y21.2=
|13,2|1372(13 1-2)=1-2=2,



 

5) визначник дорівнює нулю, якщо він містить рядок або стовпець, всі елементи якого дорівнюють нулю;

6) якщо визначник містить два однакові рядки або два однакові стовпці, то він дорівнює нулю.

Визначник третього порядку
Нехай маємо матрицю [image: image857.png]@11
Q21
a3y

Q12
A2z
Az,

13
Q23
Qg



, то визначником, що 

відповідає матриці А, називають число 
[image: image859.png]@11 Q1 Qg3

Al = |21 @22 Qo3| = @11855053 + Q12823001 + (2132013 — ~A1322031 —
d31 Q3z Qa3

(32051 Qa3 — Ap33p gy




Це правило обчислення називають правилом трикутників.
+                            -

[image: image1.png]


[image: image3562.png]Y\

M;

Mixiy)




[image: image3563.png]I




[image: image3564.png]d

i



[image: image3565.png]


[image: image3566.png]


[image: image3567.png]


[image: image861.png]


                      [image: image863.png]



Наприклад.

Обчислити визначник, що відповідає матриці [image: image865.png]



[image: image867.png]


=

[image: image868.png]=1X5X9+2X6X7+4X8X3-3X5X7-2X4X9-6X8x1=
=45+84+96—-105—-72—48=0.




Мінором елемента [image: image870.png]ij



 називають визначник, який одержують з  даного викреслюванням і-го рядка та [image: image872.png]


-го стовпця, тобто, щоб одержати мінор деякого елемента визначника, потрібно викреслити рядок та стовпець на перехресті яких стоїть цей елемент.

Наприклад, маємо визначник [image: image874.png]


 . Щоб знайти  мінор елемента 6 потрібно викреслити другий рядок та третій стовпець. Після цього одержимо визначник [image: image876.png]1 2
7 8



.

Мінор елемента [image: image878.png]ij



  позначають [image: image880.png]ij



. 

Алгебраїчним доповненням елемента [image: image882.png]ij



 називають мінор цього елемента, помножений на [image: image884.png](1)



.

Алгебраїчне доповнення елемента [image: image886.png]ij



 позначають [image: image888.png]i



 .

Отже, [image: image890.png]1D X M,



.

Використовуючи алгебраїчні доповнення, можна обчислювати визначники, розклавши їх за елементами довільного рядка чи стовпця. Цей спосіб ґрунтується на слідкуючій теоремі.

Теорема. Визначник дорівнює сумі добутків елементів будь-якого рядка чи стовпця та їх алгебраїчних доповнень.

Наприклад, обчислимо визначник

[image: image892.png]


, розклавши його за елементами третього рядка.

[image: image894.png]O R I L s e i FE N

7 8 9
A= el ool Beraws e
(-3)—8-(—6)+9-(-3)=-21+48-27=0




 

Обчислимо цей же визначник, розклавши його за елементами другого стовпця.

[image: image896.png]5 el-rco s e -

4 6 1 3 1 3
:—2-|7 9|+5-|7 9|—8-|4 6|:—Z-(36—42)+5-(9—Zl)—8-
(6—12)=—2-(—6)+5-(=12)—8-(=6) = 12— 60+ 48 =0



 

Запропонований спосіб обчислення визначників дає можливість обчислити визначник будь-якого порядку. Зазначимо, що обираючи рядок або стовпець, за яким здійснюють розклад, зручно взяти той, у якому  найбільша кількість нулів. А якщо такого рядка чи стовпця не існує, то обирають той, у якому найбільші числа.

Запропонований метод обчислення визначників дає можливість ввести означення визначника n-го порядку.

Визначником матриці  A=[image: image898.png](ay),,



 називають суму добутків елементів будь-якого рядка чи стовпця на їх алгебраїчні доповнення.

Зазначимо, що визначники володіють слідуючими властивостями:

1. [image: image900.png]|A™ |



=[image: image902.png][A]



- при транспонуванні матриці її визначник не змінюються.

2. Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) визначника дорівнюють нулю, то визначник дорівнює нулю.

3. Якщо 2 рядки і 2 стовпці поміняти місцями, то визначник змінить знак.

4. Якщо визначник містить два однакових рядки або два однакових стовпці, то він дорівнює нулю.

5. Спільний множник всіх елементів рядка або стовпця визначника можна виносити за знак визначника.

6. Якщо всі елементи одного рядка (стовпця) визначника пропорційні відповідним елементом іншого рядка (стовпця), то визначник дорівнює нулю.

7. Якщо всі елементи і-го рядка (стовпця) визначника представлені у вигляді суми k доданків, то і весь визначник представляється  у вигляді суми k визначників, у яких всі рядки (стовпці) крім [image: image904.png]


-го такі ж, як і в початкового визначника, а [image: image906.png]


-й рядок (стовпець) у першому визначнику складається з перших доданків, у другому – з других і т.д.

8. Якщо до будь-якого рядка (стовпця) визначника додати інший рядок (стовпець), помножений на одне й те саме число, то значення визначника не змінюється.

9. Якщо б хоча б один рядок (стовпець) визначника лінійно виражається через інші його рядки (стовпці), то він дорівнює нулю. Справедливе і обернене твердження.

Зазначені вище властивості дозволяють сформулювати  ще одне правило обчислення визначників. 

Якщо виконуючи елементарні перетворення, досягти того, що під головною діагоналлю  або над нею будуть лише нулі, то визначник дорівнюватиме добутку елементів головної діагоналі.

Наприклад, обчислимо визначник

[image: image908.png]


 

Помноживши елементи першого рядка на (-4) та додавши одержаний рядок до другого рядка, а потім помноживши елементи першого рядка на (-7) і додавши їх до третього рядка, одержимо
[image: image909.png]



[image: image911.png]


 

Задачі для самостійного розв’язування.

1. Знайти матриці : 

1) А+3В-С;

2) 2А-3В+4С;

3) 3А-2В-С; 

Якщо А=[image: image913.png]3 2)Ee=(4 )=




2. Знайти АВ і ВА для матриць:

1) [image: image915.png]A= )E=( 7



;

2) [image: image917.png]a-(2 3)B=s g



;

3) [image: image919.png]


 .

3. Знайти матрицю Х, якщо:

1) Х+2А=Е , якщо  1) А=[image: image921.png]


 ; 2) А=[image: image923.png]7
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2) Х=[image: image925.png]1 3
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4. Знайти добуток А[image: image927.png]AT



, якщоА= [image: image929.png]ow o
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.

5. Знайти добутки АВ та ВА , якщо
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6. Обчислити визначники матриць всіма відомими вам способами.

1) [image: image933.png]-1

-1
1

)




7. Обчислити визначники:
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8. Обчислити визначники матриць А і [image: image938.png]AT



 , якщо [image: image940.png]Foma
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.

§ 8.  Системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Ранг матриці, його обчислення. Критерій Кронекера- Капеллі
Нехай задано систему n рівнянь з n невідомими
[image: image942.png]Q13X+ QX5 + o+ QypXy
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 .

Числа [image: image944.png]ij



 називають коефіцієнтами системи, а числа [image: image946.png]by,b,, ...,b, — BUIbHUMY YIeHaMH.




Якщо числа [image: image948.png]


 [image: image950.png]


одночасно дорівнюють нулю, то систему рівнянь називають однорідною.

Матрицю  [image: image952.png]



називають матрицею системи, а її визначник [image: image954.png][A]



 - визначником системи.

Розв’язком системи n лінійних алгебраїчних рівнянь з n невідомими називається впорядкована сукупність n чисел ([image: image956.png]


) таких, що при підстановці в систему [image: image958.png]


  кожне з рівнянь перетворюється у правильну числову рівність.

Система називається сумісною, якщо вона має розв’язки, і несумісною, якщо вона не має розв’язків. 

Сумісна система може бути:

а) визначеною, якщо вона має один розв’язок;

б) невизначеною, якщо вона має безліч розв’язків.

Матрицю [image: image960.png]=l
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 називають

розширеною матрицею заданої системи рівнянь.

Тобто розширена матриця системи рівнянь утворюється з матриці системи додаванням стовпчика  вільних   членів. Його будемо записувати після вертикальної риски.

Рангом матриці називається найбільший порядок відмінного від нуля мінора матриці. Позначається через RqA = r, ранг нульової матриці дорівнює нулю. 

Ранг матриці можна означити по-іншому.

Рангом матриці називають максимальну кількість лінійно-незалежних рядків або стовпців.

Над будь-якою матрицею можна виконувати елементарні перетворення. До таких перетворень відносяться:

1) множення деякого рядка(стовпця)матриці на відмінне від нуля число;

2) додавання до деякого рядка (стовпця) іншого рядка (стовпця) даної матриці, помноженого на відмінне від нуля число;

3) переставляння будь-яких двох рядків (стовпців) матриці.

Виконання елементарних перетворень матриць не змінює рангу матриці.

Якщо від однієї матриці до іншої можна перейти, виконавши скінченну кількість елементарних перетворень, то такі матриці називають еквівалентними.

Еквівалентні матриці мають однакові ранги.

Отже, виконання елементарних перетворень не змінює рангу матриці.

Для відшукання рангу матриці пропонуємо скористатися методом Гаусса.

Цей метод полягає в тому, що виконуючи елементарні перетворення намагатимемося звести матрицю до вигляду, коли під головною діагоналлю всі елементи матриці будуть рівними нулю. Одержані при цьому нульові рядки будемо відкидати.

Ранг матриці буде дорівнювати кількості ненульових рядків останньої матриці.

Наприклад.

Знайдемо ранг матриці [image: image962.png]



Елементи першого стовпця, що знаходяться під одиницею потрібно перетворити в нуль. Для  цього перший рядок матриці помножимо на (-4) і додамо до другого рядка, а потім перший рядок матриці помножимо на (-7) і додамо до третього рядка. 

[image: image963.png]



Помноживши другий рядок на [image: image965.png](-3)



, а третій на  [image: image967.png](-2)



 одержимо

[image: image968.png]



Віднявши від третього рядка другий, одержимо

[image: image969.png]



Отже, ранг даної матриці дорівнює 2.

RqA = 2

Приклад 2.

Знайти ранг матриці 
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Додамо до другого рядка перший рядок, помножений на (-2), а до третього рядка перший рядок, помножений на (-6).

[image: image971.png]



Поділимо третій рядок на -5.

[image: image972.png]



Віднявши від другого рядка третій, отримаємо

[image: image973.png]



Додамо до третього рядка другий, помножений на (-2).

[image: image974.png]11 1
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При виконанні елементарних перетворень, рядка, всі елементи якого дорівнювали б нулю, одержано не було. Отже, ранг цієї матриці дорівнює 3.

Ранг матриці можна було б обчислити і по-іншому.

Якщо відмінний від нуля мінор матриці А k-го порядку, то RqA [image: image976.png]


  k . Даний мінор переміщують у лівий верхній кут матриці і утворюють мінори (k+1)-го порядку, «обводячи» даний мінор по черзі всіма рядками і стовпцями, які залишились. Якщо всі мінори (k+1)-го порядку дорівнюють нулю, то
 RqA [image: image978.png]


  k. Якщо ж серед мінорів (k+1)-го порядку є ненульовий, то RqA[image: image980.png]


 k+1. Цей мінор переміщують у лівий верхній кут і процес продовжують.

Встановити чи сумісна система лінійних рівнянь дає можливість теорема Кронекера-Капеллі.

Теорема. Для того, щоб система була сумісною, необхідно й достатньо, щоб  ранг Rq [image: image982.png]


 розширеної матриці системи співпадав з рангом RqA матриці системи: Rq [image: image984.png]


=RqA. 

Наведемо приклад застосування сформульований вище теореми.

Приклад 1.

Перевірити чи є сумісною система рівнянь

[image: image986.png]


 
Розв’язання
Запишемо матрицю даної системи та її розширену матрицю

[image: image988.png]


,            [image: image990.png]


.

Використовуючи метод Гаусса, знайдемо ранг розширеної матриці. [image: image992.png]



Отже, система сумісна.

Сформульована вище теорема та розглянутий  приклад дають можливість сформулювати критерії сумісності так: якщо під час зведення розширеної матриці системи до вигляду, коли всі елементи, що знаходяться нижче головної діагоналі, дорівнюють нулю, не було отримано рядка, у якому всі елементи до вертикальної риски були б рівними нулю, а його елемент після вертикальної риски відрізнявся б від нуля, то така система сумісна. Якщо ж такий рядок було одержано, то система несумісна.
Задачі для розв’язування
№1. Знайти ранг матриці:
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№2. Записати матрицю системи та її розширену матрицю:
[image: image1000.png]


 ;          2)  [image: image1002.png]x+3y+z
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№3. Встановити чи сумісною є система рівнянь:

1)[image: image1004.png]{5x74y:1,
x+3y=2



     2) [image: image1006.png]x—Ty+z
x +4y+5z=
—2y+3




   3) [image: image1008.png]x—2y+3z—t=6,

X+2y+2z+t=8,
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2X—y+4z—t=6




.

№4.Завдання для самостійної роботи:
1) Знайти ранг матриці та ранг розширеної матриці системи рівнянь;

2) Встановити чи сумісна система рівнянь

[image: image1010.png](X +my+nz=m+n+1,
2x+2ny—3z=2n-1,
mx—y-—z=m-2



 , де m- номер місяця народження учня, n – число його народження.
§9. Системи лінійних рівнянь. Невизначені системи. Метод Гаусса.

Нагадаємо, що систему виду

[image: image1012.png]


 

де  [image: image1014.png]ij



  - деякі числа, [image: image1016.png]


які називають коефіцієнтами системи; [image: image1018.png]


 – змінні; [image: image1020.png]


- вільні члени називають системою  n лінійних  рівнянь з n невідомими.

Розв’язком системи називають упорядковану n-ку чисел [image: image1022.png]


 , які при підстановці у кожне рівняння системи, перетворюють його у правильну числову рівність.

Систему називають сумісною, якщо вона має розв’язки, і несумісною, якщо вона розв’язків не має.

Якщо система має лише один розв’язок, то її вважають визначеною. Якщо система має безліч розв’язків, то ця система невизначена.

Одним з методів розв’язування систем лінійних рівнянь є метод, запропонований Гауссом. Цей метод полягає у послідовному виключенні невідомих. Він дає змогу звести систему рівнянь до трапецієвидного виду, виконуючи перетворення, які називають елементарними:

1) будь-яке рівняння системи можна помножити на довільне число, відмінне від нуля;

2) до будь-якого рівняння системи можна додати інше рівняння системи, помножене на деяке число;

3) рівняння системи можна переставляти місцями.

Виконання цих перетворень не порушує рівносильності систем.

За допомогою перетворення 2) можна з усіх рівнянь, крім першого, вилучити [image: image1024.png]


 (при умові [image: image1026.png]


 ,  то на місце першого рівняння потрібно перемістити інше рівняння, в якому коефіцієнт при [image: image1028.png]


 не дорівнює нулю). Далі з усіх рівнянь, крім перших двох, вилучимо [image: image1030.png]X, iT. 4.



 в результаті одержимо так звану східчасту (трапецієвидну)систему при умові, що система невизначена або несумісна.

[image: image1032.png]C11X1 +CypXy + o Cpp X oo+ Ci Xy
Condy v+ CopXy o Oy =




 (1)

або систему трикутного вигляду при умові, що система визначена .

[image: image1034.png]Co0dy + o O Xy + o F Cogly

CoXy e Oty




 (2)

У випадку, якщо кінцева система набуде вигляду системи 2, то її розв’язок знаходять, починаючи з останнього рівняння системи.

Якщо кінцева система має вигляд системи 1, то вона буде несумісною, якщо серед чисел [image: image1036.png]dryq, e,



 є принаймні одне число відмінне від нуля.

Якщо ж [image: image1038.png]


, система (1) сумісна і невизначена, тобто вона має безліч розв’язків. При цьому для [image: image1040.png]r<n



  існує  n - r вільних невідомих, тобто таких, що можуть набувати довільних значень. А інші r невідомих називають головними  невідомими і виражають через вільні невідомі.

Розв’язання системи лінійних рівнянь методом Гаусса зручно оформлювати у  вигляді перетворень розширеної матриці системи. Покажемо як це зробити на прикладах.

Приклад 1.

Розв’язати систему рівнянь

[image: image1042.png]X +xX,+x;=6
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Запишемо розширену матрицю цієї системи
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Помноживши перший рядок на (-2) та додавши його до другого рядка, а потім віднявши від третього рядка перший рядок, одержимо
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Помноживши другий рядок останньої матриці на (-3) і додавши до останнього рядка, одержимо

[image: image1047.png]


 

Помноживши останній рядок на 2 і додавши його до другого рядка, а потім від першого рядка віднявши останній, одержимо 

[image: image1049.png]110
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Віднявши від першого рядка другий, одержимо
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Отже, [image: image1052.png]X, =1,%, =2,x;



 

Приклад 2.

Розв’язати систему
[image: image1054.png]
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Додамо до другого рядка перший, помножений на (-3), а до третього перший, помножений на (-4).

[image: image1058.png]RIS RAR
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Оскільки було отримано два однакові рядки, то слід записати лише один з них, бо віднявши їх одержимо рядок нулів.

Поділивши другий рядок матриці на (-2), одержимо

[image: image1060.png]~(5 1 29~



 

Віднявши від першого рядка другий, одержимо

[image: image1062.png](10712



 

Отже, [image: image1064.png]


- вільна змінна

[image: image1066.png]X, + X3



 ,

 [image: image1068.png]X, = 8 —x3,




[image: image1070.png]


 .

Тобто [image: image1072.png]


 

Відповідь: [image: image1074.png]


- вільна змінна, [image: image1076.png]X, =%3—2,%=8—1x;



.

Приклад 3.

[image: image1078.png]X +x; +x;
X — 3%, — X3
2%, — 2%,




 

[image: image1080.png](
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-2

1

0




 

Віднявши від другого рядка перший, а потім додавши до третього перший, помножений на (-2), одержимо

[image: image1082.png]-

1
0
0

1
—4
—4

1
=2
-2

7
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9



 

Віднявши від третього рядка другий, одержимо

[image: image1084.png]


 

Отже, одержали рядок, у якому всі числа, крім останнього, дорівнюють нулю, тому система не сумісна.

Відповідь: система розв’язків не має.

Завдання для розв’язування
Розв’язати систему методом Гауса:

1) [image: image1086.png]Xy + X, +2x3
2%, — %, +3%;
4%, 4+ 33,4+ 7%, =0





2) [image: image1088.png](X3 +2X; + 23
2%~ %~ %3
4%, +32,+ 21, = 0




;
3) [image: image1090.png]Xy + 2%, +3x3 =5
X, + 3%, + 4x,
25 —x—x =1




;
4) [image: image1092.png]X3~ X +2x3=4
3%~ % % =2
5x; — %, + 3%, = 06



;
5) [image: image1094.png]Xy —4x; +3x3 =1
3%, — 2%, + % = 2
20, + 61, —x, = 1



;
6) [image: image1096.png]36 —x +x3 =
Xy 2%, — % =
3, — 2%, +3%3 = 1,5




;
7) [image: image1098.png]X+t tay+x, =1
Xy + 2%, — X+ 2x, =4
—2x, 4+ X, + 3%, — x, = —4
3x;— X, +x3+5x, =1




;

8) [image: image1100.png]Xyt Xy — X3+ Xy =
—2x, — x, + 3%, — 2%,
2%+ 3%, +x; —5x, =0
X+ 3%, 4+ 3%, —6x,=3




;

9) [image: image1102.png]X3+ %+ X
X=X+ Xy
—X =1
Xy+x—x,=1




;

10) [image: image1104.png](X3 +X; +x3+x, =0
Xy — %, + X — Xy =1
Xy + %, — Xy + 2, = 0




.

§ 10. Метод Крамера .

Розв’язування системи n лінійних рівнянь з n невідомими методом Крамера ґрунтується на використанні теореми Крамера.

Теорема. Система n лінійних алгебраїчних рівнянь з n невідомими має єдиний розв’язок, що визначається формулою [image: image1106.png]


.

Якщо визначник матриці системи відмінний від нуля, тобто

[image: image1108.png]11 Az e Qg
A= |A] = |%r G2 Ganl %0,

Apy  Apa Ay




 

де [image: image1110.png]


 визначник системи, [image: image1112.png]


, [image: image1114.png]


 - визначник, який одержують з визначника [image: image1116.png]


 заміною в ньому [image: image1118.png]


-го стовпця стовпцем вільних членів.

Покажемо як застосувати цю теорему при розв’язуванні системи лінійних рівнянь.

Приклад 1.

Розв’язати систему рівнянь
[image: image1120.png]{2x173x2 1
3x, +x, = 18



 .
[image: image1122.png]|Z -3

: 1|:z-1—(—3) 3-2+9=11,



 
[image: image1124.png]=1-(-3)-18=1+54=55




 

[image: image1126.png]A= |3 18|—35 3=33



 

[image: image1128.png]


 

[image: image1130.png]


 

Відповідь: [image: image1132.png]X, =5,%



.

Приклад 2.

[image: image1134.png]2 +x+ X3
X=Xyt Xy
3x; —5x, + x; = 2.




 

[image: image1136.png]1 1
-1 1
-5 1

2-(-1)-1+1-1-3+1-(=5)-1-1-(~1)-3 -




 

[image: image1137.png]-1-1-1—(-5)-1-

—2+3-5+3-1+10=8,




[image: image1138.png]6 1 1
2 -1 1
2 -5 1

A= =6-(-1)-1+1-1-242-(-5)-1—-1-(~1)-2~





[image: image1140.png]—2-1-1—(-5)-1-

—6+2-10+2-2+30=16



 

[image: image1141.png]1

=2:2-146-1-3+1-2-1-1-2-3-1-6-1~




[image: image1143.png]—2-1-2=4+184+2-6-6—-4=38,



 

[image: image1144.png]2 1 6
1 -1 2
3 —5 2

A= =2-(-1)-2+1-2-3+1-(-5)-6—6-(~1)-3—





[image: image1146.png]-1-1-2—(-5)-2-

—4+6-30+18—-2+20=38,



 

[image: image1148.png]


 
[image: image1150.png]


 

[image: image1152.png]


 

Відповідь: [image: image1154.png]X, =2, =1,x;




Завдання для розв’язування.

Розв’язати методом Крамера:

1) [image: image1156.png]{ 7x; + 9%,
11x, +13%,



;
2) [image: image1158.png]3x; +2x,— 3x3
4y + 3%, + 2% = 1,
5x; — 2%, — 31, = 0




;
3) [image: image1160.png]5x; —4x; + 2x;
Txy — 5%, + 2x5
—9x, + 7x, — 3x.



;
4) [image: image1162.png]Xy —2X;+ X3
2%, + 3%, —x3 =3
4%, —x, + x5 =11




;
5) [image: image1164.png]X3 +2x; + X3
3x; — 5x, +3x3
22, + 7%, — %y



;
6) [image: image1166.png]Xy +2X; —X3 =2,
20— X, +%; =3
XX+ =6




;
7) [image: image1168.png]Tx; + 2%, +3x; =15,
5x, — 3x, + 2x, = 15,
10x; — 11, + 5%, = 36



;
8) [image: image1170.png]2x;+x; =
X+ 220+ X,
x, — 2x, + 2%,




.
§11. Матричний метод розв’язування системи лінійних рівнянь
        Покажемо як можна використати матриці для розв’язування систем лінійних рівнянь.

Введемо поняття оберненої матриці.

Поняття оберненої матриці можна ввести лише для квадратних матриць.

Матрицю, обернену до матриці А,  позначають [image: image1172.png]


 .

Матриця [image: image1174.png]


 - це матриця, що задовольняє умову [image: image1176.png]Al-A=Ei




[image: image1178.png]


 .

Якщо визначник матриці[image: image1180.png]|Al =0



, то матрицю А називають виродженою. В іншому випадку матрицю А називають невиродженою.

Відшукання оберненої матриці ґрунтується на використання слідуючої теореми.

[image: image1182.png]


.

У цьому записі [image: image1184.png]i



, [image: image1186.png]


=1,2,…,n; j=1,2,…,n –  алгебраїчне доповнення елемента [image: image1188.png]ij



 невиродженої матриці А.

Покажемо як застосувати цю теорему для відшукання оберненої  матриці.

Нехай    А= [image: image1190.png]



Знайдемо визначник 

   [image: image1192.png]»no

N~

=




=[image: image1194.png]1-7-04+2-5-(-1)+4-2-3-3-7-(-1)—4-2-0-2-5-1





[image: image1195.png]=0—-10+24+21-0—10=25.




Нехай [image: image1197.png]biy bip byg
ATt =|byy by by

byy by, iy




Тоді [image: image1199.png]


,

[image: image1201.png]—(0-6)
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[image: image1203.png]


 ,
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[image: image1207.png]25



 

[image: image1209.png]e
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[image: image1211.png]847
25

15
25

3



 ,

[image: image1213.png]


 ,

[image: image1215.png]


 

Отже, [image: image1217.png]



Перевіримо, чи знайдена матриця є оберненою до матриці А. Для цього знайдемо добуток

[image: image1219.png]


.
Отже, матрицю [image: image1221.png]


 знайдено правильно.

Зазначимо, що матрицю[image: image1223.png]


 можна знайти по-іншому. Для цього досить записати матрицю А і після вертикальної риски дописати відповідну матрицю Е, а також виконуючи елементарні перетворення рядків матриць досягти того, щоб перед вертикальною рискою була записана матриця Е, тоді після вертикальної риски одержимо матрицю [image: image1225.png]


 .

Покажемо як це зробити на прикладі:

[image: image1227.png]


 

Додамо до другого рядка перший, помножений на(-4), а до третього перший.

[image: image1229.png]1 0 0
4 -1 0]~

1 0 1




 

Додамо до третього рядка другий помножений на (-4):

[image: image1231.png]


 

Додамо до другого рядка третій, помножений на (-7), а до першого третій, помножений на (-3).

[image: image1233.png]


 

Додамо до першого рядка другий, помножений на (-2)

[image: image1235.png]


 

Отже, [image: image1237.png]25

25

2s,




Нехай маємо систему

[image: image1239.png]Q11 Xy +Qyp X+ + 0y X, = by
R

Apy Xy + App Xy + -+ App Xy



 
Тоді [image: image1241.png]Az
@21

Qny

(38}
A2z





Отже, дану систему можна записати у вигляді матричного рівняння
[image: image1243.png]A-X




 

Домноживши це рівняння зліва на матрицю [image: image1245.png]


, одержимо

 [image: image1247.png]



Х=[image: image1249.png]A-1-




Отже, щоб розв’язати таку систему рівнянь, достатньо знайти матрицю [image: image1251.png]


 та обчислити  добуток [image: image1253.png]A-1-



.

Покажемо як це можна зробити на прикладі:

[image: image1255.png]X, +2x,+3x; =14,
4x, + 7x, + 5x; = 33,
—xy + 2%, =3.



 

[image: image1257.png]


 

У викладеному вище обчислено матрицю [image: image1259.png]



[image: image1260.png]



[image: image1262.png]{

14
33
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[image: image1264.png]25’
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 .

Отже, [image: image1266.png]X, =1,%=2,%=3.




Завдання для розв’язування 
Розв’язати матричним методом:
1) [image: image1268.png]Xy —




;
2) [image: image1270.png](X3 —4x; + 3x; =1,
3%, 2%, + 1 =2,
20+ 61, — x5 =1



 ;
3) [image: image1272.png]3x,+2x,-3x3=
4, +30,+ 2%,
5x, — 2%, — 3%,




;
4) [image: image1274.png]3x; +4x, + x5
2%, + 6%, — 3%;
Xy + 8%, — x.




;
5) [image: image1276.png]5x; —4x, + 2x3 = —
7x; —5x,+ 2x5
—0x, + 72— 3x3=1




;
6) [image: image1278.png]3x; +2x, — 3x3 =6,
4, +3x,+ 203 = 3,
5x;,— 2%, — 3%, =0




;
7) [image: image1280.png]5%+ 7%, —9 %3 = —

4x; — 5%, + Tx;
2x; + 2%, — 3%





Розділ 2 : «Елементи аналітичної геометрії»
§1. Вектори. Дії з векторами. Колінеарні, компланарні вектори.

        Деякі фізичні величини визначаються повністю своїми числовими значеннями. Наприклад, маса, об’єм, площа. Такі величини називають скалярними. Але є ще й інші фізичні величини, які не можна повністю охарактеризувати лише їх числовим значенням. Це такі величини як сила, швидкість тощо. Ці величини визначаються своїм числовим значенням і напрямом. Такі величини називають векторними.

У шкільному курсі геометрії зручно скористатися слідуючим  означенням вектора.

Вектор – це напрямлений відрізок.

Напрямлений відрізок має дві характеристики: числову – його довжину та напрям. Отже, користуючись даним означенням, будь-яку векторну величину можна зобразити у вигляді напрямленого відрізка. Точка, у якій починається напрямлений відрізок, називається початком вектора, а точка, у якій  він закінчується, кінцем вектора. На малюнку кінець вектора позначають стрілкою.


А


В              
  У даного вектора початком є А, а кінцем – В .

Вектори можна записувати двома великими латинськими буквами, над якими стоїть стрілка(інколи горизонтальна риска). На першому місці повинен стояти початок вектора, на другому – кінець. Отже, зображений вище вектор можна назвати так [image: image1282.png]AB



 . Зручно також використовувати і інше позначення вектора. Вектори можна позначати малими буквами латинського алфавіту, над якими стоїть стрілка (інколи горизонтальна риска). 

(.
[image: image1284.png]=



                                                       [image: image1286.png]



Щоб знайти координати вектора, досить від координат його кінця відняти координати його початку.

(
[image: image1288.png]A(X41,¥1,21)



                           [image: image1290.png]B(x3,,,25)




Тоді, [image: image1292.png]AB (X, — X1, — V1,2, — Z1)



. При вивченні курсу векторної алгебри буде також використовуватися запис [image: image1294.png]AB = (a;,a,,a;)



 . Це пов’язано з іншою інтерпретацією вектора.

 Модуль вектора дорівнює  кореню квадратному з суми квадратів його координат.

Якщо [image: image1296.png]


 , то [image: image1298.png]ld| = /a2 + a,” + a5’



 .

Модуль вектора – це довжина напрямленого відрізка. 

Два вектори вважають рівними тоді і тільки тоді, коли вони мають рівні відповідні координати. 

Якщо маємо вектори [image: image1300.png]


, [image: image1302.png]b(by; by; by)



, то запис [image: image1304.png]g

o



   означає, що[image: image1306.png]a,=b,,a, =b,,a; = b,



. Зрозуміло, що  рівні вектори мають однакові напрямки та однакові модулі.

Якщо всі координати вектора дорівнюють нулю (це означає, що його початок співпадає з кінцем), то його називають нуль- вектор і позначають [image: image1308.png]


.

Очевидно, що модуль нуль-вектора дорівнює нулю. Про напрям нуль-вектора говорити не прийнято.

Якщо початок вектора знаходиться у початку координат, то його називають радіус-вектором. Координати радіус-вектора дорівнюють координатам його кінця. 

Щоб додати два вектори, досить додати їх відповідні координати.

Якщо [image: image1310.png]


, [image: image1312.png]b(by; by; by)



 і [image: image1314.png]¢=d+b,To¢(a,+by,a, +by,




[image: image1316.png]az + b;)



.

        Щоб відняти два вектори, потрібно від координат зменшуваного відняти координати від’ємника.

 Якщо [image: image1318.png]


, [image: image1320.png]b(by; by; by)



 і [image: image1322.png]d—b,To¢(a;—





[image: image1324.png]


 .

        Щоб помножити вектор на число, потрібно модуль вектора помножити на модуль цього числа, а напрям залишити без змін, якщо число додатнє або змінити  на протилежний, якщо число від’ємне.  

Щоб помножити вектор на число досить його координати помножити на це число. Якщо [image: image1326.png]


, [image: image1328.png]


 - деяке число (⋏≠0) і [image: image1330.png]



[image: image1331.png]b(Aay, Aay, Aay





Два вектори називають колінеарними, якщо вони лежать на одній прямій або на паралельних прямих.

Зрозуміло, що напрямки колінеарних векторів можуть бути або однаковими або протилежними.

Якщо колінеарні вектори мають однакові напрямки, то їх називають співнапрямленими. Якщо ж напрямки протилежні, то їх називають протилежно напрямленими.

Запис [image: image1333.png]


 означає, що вектори [image: image1335.png]=



 і [image: image1337.png]


 співнапрямлені; [image: image1339.png]


 , вектори [image: image1341.png]=



 і [image: image1343.png]


 протилежно напрямлені. 
Два вектори будуть колінеарними тоді і тільки тоді, коли їх відповідні координати пропорційні, причому, якщо відношення відповідних координат (відмінних від нуля) число додатнє, то вектори співнапрямлені, а якщо число від’ємне , то вектори протилежно напрямлені. Наприклад, [image: image1345.png]=



(1;2;3), [image: image1347.png]b(0,5;1;1,5).




Знайдемо відношення відповідних координат [image: image1349.png]


 Отже,  [image: image1351.png]


 , то вектори [image: image1353.png]=



 і [image: image1355.png]


 - колінеарні співнапрямлені, [image: image1357.png]



Приклад 2. 

[image: image1359.png]d(1;2;3),b(




 

[image: image1361.png]


 

Отже, [image: image1363.png]


. Вектори [image: image1365.png]=



 і [image: image1367.png]o



 колінеарні , протилежно-напрямлені, [image: image1369.png]


.

Приклад 3.

[image: image1371.png]d(1;2;3),b(




 

[image: image1373.png]


 . Отже, [image: image1375.png]


. Вектори не колінеарні.

Вектори  називають компланарними, якщо вони лежать в одній площині.          

Зрозуміло, що будь-які два вектори будуть компланарними, оскільки їх можна відкласти на прямих, що перетинаються або на паралельних прямих.

І в першому і в другому випадках вони будуть знаходитись в одній площині.

Ознаку компланарності трьох векторів сформулюємо пізніше, коли буде введено означення мішаного добутку векторів. Часто на уроках фізики доводиться додавати вектори, координати яких невідомі, а самі вектори зображені у вигляді напрямлених відрізків. 

Щоб виконувати дії з такими векторами , використовують слідуючі правила:

1. Правило трикутника.

За правилом трикутника можна додати два вектори, а отже і будь-яку скінченну кількість векторів.

Щоб додати два вектори за правилом трикутника, потрібно один з векторів перемістити так, щоб його початок  співпадав з кінцем іншого вектора. Потім потрібно сполучити початок вектора, який не переносили з кінцем перенесеного вектора. Стрілку слід поставити до стрілки. Одержаний вектор буде сумою двох даних векторів. Проілюструємо це правило на прикладі:


       [image: image1377.png]=





[image: image1378.png]




[image: image1380.png]o




     [image: image1382.png]=




        [image: image1384.png]s




2. Правило паралелограма.

Щоб додати два вектори за правилом паралелограма, потрібно один з векторів (або обидва, якщо це зручно ) перенести так, щоб початки векторів співпали, потім на цих векторах слід добудувати паралелограм. Із спільного початку векторів потрібно провести діагональ паралелограма, стрілку поставити у добудовану вершину. Одержаний вектор буде сумою двох даних.

  Проілюструємо це на прикладі:


                  [image: image1386.png]=






[image: image1388.png]



               [image: image1390.png]=




                [image: image1392.png]s





           [image: image1394.png]



3. Правило віднімання векторів.

Щоб відняти два вектори, потрібно один з них ( або обидва, якщо це зручно) перенести так, щоб їх початки співпали. Потім потрібно сполучити їх кінці, стрілку поставити в бік зменшуваного.

               [image: image1396.png]=





                       [image: image1398.png]



        [image: image1400.png]=



  


[image: image1402.png]g

o




          [image: image1404.png]



Якщо два вектори мають спільний початок, то вони утворюють певний кут, градусна міра якого може змінюватися від 0о   до 180о . Дамо означення скалярного добутку векторів. Скалярним добутком двох векторів називають суму добутків двох їх  відповідних координат.

[image: image1406.png]


 , [image: image1408.png]b(by; by; by





[image: image1410.png]_

a, - b,
1 by +ay b, +az-b,



 

Зрозуміло, що перемноживши вектори за вказаним правилом, одержимо якесь число-скаляр. Тому такий добуток називають скалярним.

Скалярний добуток можна обчислити по-іншому.

[image: image1412.png]d-b=|dl-|b|cosg



 , [image: image1414.png]


 - кут між векторами [image: image1416.png]=



 і [image: image1418.png]


 . 

Такий спосіб обчислення скалярного добутку дає можливість застосувати його для обчислення кута між векторами.

[image: image1420.png]


 .

Також, використовуючи скалярний добуток, можна знайти проекцію одного вектора на інший.

[image: image1422.png]


 – проекція  [image: image1424.png]=



 на  [image: image1426.png]


.

[image: image1428.png]


  -  проекція [image: image1430.png]S



 на [image: image1432.png]=



.

Наведемо приклад, як можна застосувати скалярний добуток векторів.

Дано [image: image1434.png]AABC,A(1;2;3),B(5;—7;1),C (—3;2;8).




Знайти величину  ( ВАС.

Зазначимо, що ( ВАС – це кут між векторами  [image: image1436.png]AB



 і [image: image1438.png]AC



 . Знайдемо координати цих векторів.

[image: image1440.png]AB (5-1; —=7—2;1—3), AC(-3—1;2—2;8—3),



 

[image: image1442.png]


 

  [image: image1444.png]AB-AC=4-(—-4)+(=9)-0+(-2)-

-16+0-10=





[image: image1446.png]|AB|= vI6+81+4 = V101



 

[image: image1448.png]|AC| = v16+0+25 =41,



 

Отже, [image: image1450.png]



Отже, ( ВАС = arccos[image: image1452.png]( 26
Va1



.

Два вектори можуть утворювати гострий, прямий або тупий кут (випадок 0о  та 180о  розглядати не будемо).

Знайшовши косинус кута між векторами, можна дати відповідь на питання, який кут утворюють вектори.

Якщо [image: image1454.png]cosg >0



, то вектори утворюють гострий  кут. Якщо [image: image1456.png]cosg =0



, то вектори утворюють прямий  кут. Якщо [image: image1458.png]cosp < 0



, то вектори утворюють тупий кут [image: image1460.png](cosp =1, =0°% cosp =—1,¢ = 180°)



.

Якщо [image: image1462.png]cosg =0



, то це означає, що скалярний добуток [image: image1464.png]_



 має дорівнювати нулю. Тобто, два вектори будуть перпендикулярними тоді і тільки тоді, коли їх скалярний добуток дорівнює нулю.

Це ознака перпендикулярності векторів. Наведемо приклад застосування цієї ознаки для розв’язування задач.  

Нехай маємо [image: image1466.png]a(5;2;a)



,[image: image1468.png]b(b;4;10).



 

Якою може бути залежність між параметрами a і b, щоб вектори були перпендикулярними. Для того, щоб [image: image1470.png].



  були перпендикулярними, необхідно й достатньо, щоб їх скалярний добуток дорівнював нулю.

[image: image1472.png]i-b=>5b+8+10q,



 

5b+8+10[image: image1474.png]


=0,

5b=-10[image: image1476.png]


-8,

b=-2 [image: image1478.png]


-1,6 –шукана залежність.
Задачі для розв`язування:

1. Дано точки  A (5;7;9), B (-1;3;8),  C (7;9;5),  D (-5;1;8) . Чи є серед векторів [image: image1480.png]AB,BC,CD,AD,AC, DB



 колінеарні, рівні, вектори, що мають однакові модулі?

2. Дано [image: image1482.png]=



(5;7;8), [image: image1484.png]b(10;14;a)



 . При якому значенні параметра a вектори будуть колінеарні?  При якому значенні параметра а вектори будуть перпендикулярними?

3. Дано точки A (-2;3;0), B (1;-5;7),  C (2;3;8),  D (-5;10;11). Знайти:

1) [image: image1486.png]


;

2) [image: image1488.png]


;

3) [image: image1490.png]AB +AC



;

4) [image: image1492.png]CA—CD



;

5) [image: image1494.png]|AB|- 4D



;

6) [image: image1496.png]AB +BC+CD + 4D



 .

4. Дано   


[image: image1498.png]=




1) ⋏=2;

2) ⋏  [image: image1500.png]



3) ⋏[image: image1502.png]


;

4) ⋏ = -3.
        Побудувати ⋏[image: image1504.png]e



.
5.   Дано A (0;3;5), B (6;7;8),  C (-3;-2;1). Знайти (АВС, (ВАС, (АСВ, [image: image1506.png]


, [image: image1508.png]


 .
6. Дано       [image: image1510.png]=




                                    [image: image1512.png]


           

 Знайти :

1) [image: image1514.png]s



;

2) [image: image1516.png]g

o



;

3) [image: image1518.png]S

a



;
4) [image: image1520.png]


;
5) [image: image1522.png]


;
6) −2[image: image1524.png]


.
§ 2. Лінійно-залежні і незалежні системи векторів. Векторний базис.

Вектори [image: image1526.png]


 називаються лінійно залежними, якщо існують числа [image: image1528.png]A Az Ay



, такі, що [image: image1530.png]Ay Gy +Ay Gy + - +A, Ay =0



 , причому числа [image: image1532.png]


 не можуть одночасно бути нулями. 

Якщо ж  рівність [image: image1534.png]Ay Gy +Ay Gy + - +A, Ay =0



 можлива лише за умови 

[image: image1536.png]


 , то вектори [image: image1538.png]


 називають лінійно-незалежними.

Нехай маємо рівність  [image: image1540.png]Ay Gy +Ay Gy + - +A, Ay =0



, причому [image: image1542.png]A% 0



 , тоді одержимо

[image: image1544.png]


      або

[image: image1546.png]


.

Позначимо [image: image1548.png]


,

Одержимо  [image: image1550.png]ky @y + kydy + -+ ki,



.

Праву частину одержаного виразу називають лінійною комбінацією векторів. Якщо вектори лінійно-залежні, то принаймні один з них можна представити у вигляді лінійної комбінації інших.

Покажемо, що має місце обернене твердження. Якщо деякий вектор є лінійною комбінацією інших, то ці вектори лінійно залежні.

Перенесемо вектор [image: image1552.png]


 в праву частину рівності

[image: image1554.png]—dy + kydy + kyly + -+ Kyl = 0



.

Очевидно, що не всі коефіцієнти рівні нулю. Наприклад, коефіцієнт перед вектором [image: image1556.png]


  [image: image1558.png]


. Отже, система векторів  [image: image1560.png]


- лінійно-залежна.

Розглянемо лінійну залежність векторів на площині.

Теорема. Будь-які три вектори [image: image1562.png]R
=)

s



  (кожен з яких відмінний від нуль- вектора) на площині лінійно-залежні.

Доведення 

Розглянемо два випадки.

1. Якщо серед цих трьох векторів знайдеться два колінеарних. Нехай вектори [image: image1564.png].



  колінеарні ,  то [image: image1566.png]Il
™



  , причому ⋏≠0.

Отже, у цьому випадку буде правильна рівність [image: image1568.png]


  , то вектори [image: image1570.png]R
=)

s



 - лінійно залежні.

2. Якщо вектори [image: image1572.png]o
=)

s



 неколінеарні.

Відкладемо ці вектори від однієї точки.
     [image: image1574.png]=







                 
[image: image1576.png]ad

o



          
                      [image: image1578.png]


             [image: image1580.png]


                            
    Добудуємо паралелограм, для якого вектор  [image: image1582.png]


 буде діагоналлю,  а його сторони лежатимуть на тих прямих, що й вектори [image: image1584.png]


  .

Очевидно, що [image: image1586.png]2

o



 .

Вектори [image: image1588.png]=



 і [image: image1590.png]


 та [image: image1592.png]


  і [image: image1594.png]


 - колінеарні, тобто [image: image1596.png]


   де [image: image1598.png]Ay i A,



 не дорівнюють нулю. Отже, [image: image1600.png]


. Тобто вектори  [image: image1602.png]~

s



 – лінійно -залежні, що й треба було довести.

З доведеної вище теореми слідує, що якщо на площині взято більше трьох векторів, то система цих векторів буде лінійно-залежною. Оскільки три вектори лінійно-залежні, а перед рештою достатньо взяти коефіцієнти рівні нулю.

Для того, щоб два вектори на площині були лінійно-незалежними необхідно й достатньо, щоб ці вектори не були колінеарними.

Розглянемо лінійну залежність векторів у тривимірному просторі.

Теорема.  Будь-які чотири вектори (кожен з яких відмінний від нуль-вектора) у просторі лінійно-залежні.

Розглянемо два випадки:

1. Якщо серед даних чотирьох векторів знайдеться трійка компланарних, то ці три вектори лінійно-залежні, оскільки будь-які три вектори, що лежать в одній  площині, є лінійно-залежними. Нехай компланарні вектори [image: image1604.png]~

s



 , тоді

 [image: image1606.png]


, де [image: image1608.png]Ay i A,



 одночасно не дорівнюють нулю.

[image: image1610.png]Orie,d =A;-b +A,- &+ od



,  то система векторів  [image: image1612.png]S

1S

s



 лінійно-залежна, що треба було довести.

2. Якщо серед векторів [image: image1614.png]S

1S

s



 не знайдеться трійки компланарних, тоді відкладемо всі ці вектори від однієї точки.

         

           [image: image1616.png]



[image: image1618.png]


                           [image: image1620.png]=



 

                           [image: image1622.png]


 

          [image: image1624.png]



                    [image: image1626.png]


                      [image: image1628.png]



Добудуємо паралелепіпед, для якого[image: image1630.png]@ 6yae AiaroHanmo, a ioro peépa




[image: image1632.png]3HAXO/UTHMYThCS HA THX MPAMUX, 110 i BeKTOpH b, €, d.



Очевидно, що [image: image1634.png]


. Вектори [image: image1636.png]b, ib



; [image: image1638.png]


; [image: image1640.png]


 - колінеарні, тому

[image: image1642.png]Az
A1z,
dy,

Az

-&,d; =
=Ay

é

b, =A;"b,
b, =.



 - числа, відмінні від нуля.

Отже, [image: image1644.png]A=Ay b+Ay E+Ag d



, причому коефіцієнти відмінні від нуля, а отже система векторів [image: image1646.png]S

1S

s



 - лінійно-залежна, що й треба було довести. Очевидно, що коли в просторі взято більш, ніж чотири вектори, то система цих векторів буде лінійно-залежною, оскільки система чотирьох векторів у просторі лінійно-залежна, а коефіцієнти перед рештою векторів можна взяти рівними нулю.

Очевидно, що три вектори в просторі будуть  лінійно-незалежними лише тоді, коли вони будуть не компланарними.

Базисом на площині називають будь-які два не колінеарні вектори. Зрозуміло, що ці вектори будуть лінійно-незалежними.

Якщо вектори [image: image1648.png].



  знаходяться на площині, і вони не колінеарні, то ці вектори є лінійно-незалежними, а тому утворюють базис. Будь-який інший вектор [image: image1650.png]


 цієї площини може бути представлений  у вигляді лінійної комбінації базису.

[image: image1652.png]C=Ay-d+Ay b



 . Коефіцієнти розкладу [image: image1654.png]Ay i A,



 називаються координатами вектора [image: image1656.png]


 у базисі, утвореному векторами [image: image1658.png].



 .

Базисом тривимірного простору називають трійку будь-яких лінійно-незалежних векторів.

Отже, щоб три вектори утворювали базис тривимірного простору достатньо, щоб ці вектори не були компланарними.

Нехай вектори [image: image1660.png]~

s



  утворюють базис тривимірного простору. Будь-який четвертий вектор [image: image1662.png]


 можна подати у вигляді лінійної комбінації векторів [image: image1664.png]~

s



, тобто [image: image1666.png]d =Ay-d+Ay b +Ag €



. Коефіцієнти розкладу [image: image1668.png]Ay Az Az



 називають координатами вектора [image: image1670.png]


 у базисі, утвореному векторами [image: image1672.png]~

s



.

Розклад вектора за даним базисом є єдиним.

Зазначимо, що для того, щоб вектори утворювали базис необхідно й достатньо, щоб визначник рядками (стовпцями) якого є координати цих векторів не дорівнював нулю.

Зрозуміло, що для двовимірного простору (площин) таких векторів має бути два і кожен з них матиме лише дві координати.

Для тривимірного простору векторів має бути три і кожен з них матиме три координати.

Покажемо як застосувати матеріал викладений вище для розв’язування задач.

Приклад 1.

Дано вектор [image: image1674.png]d(5;6),b(9;25).




Довести, що вектори [image: image1676.png].



 утворюють базис та знайти координати вектора [image: image1678.png]


  у цьому базисі.

Покажемо, що вектори [image: image1680.png].



 утворюють базис. Для цього обчислимо визначник.

[image: image1682.png]A 7—57 6-(—6)=35+36="71% 0



.

Отже, вектори [image: image1684.png].



 утворюють базис. Нехай вектор [image: image1686.png]


 у цьому базисі має координати [image: image1688.png]c(x;y)



. Це означає, що [image: image1690.png]


  або [image: image1692.png]{5x76y—9
6x+7y =25




Для розв’язування цієї системи скористаємось методом Крамера.
[image: image1694.png]5 6
—6 7

|=71



 ,
[image: image1696.png]=9-7—(~6)-25=63+ 150 = 213



 
[image: image1698.png]|6 25|—5 25-9-6 =125 54 =71



.
Отже, [image: image1700.png]



Отже, у цьому базисі   [image: image1702.png]c(3;1)



.

Приклад 2.

Довести, що вектори [image: image1704.png]~

s



 утворюють базис тривимірного векторного простору та знайти координати вектора [image: image1706.png]


  у цьому базисі. [image: image1708.png]d(1;2;3),b(—1;4;5),6(0; —3;6),d(3; —3;7)




.

Розв’язання
Покажемо, що вектори [image: image1710.png]~

s



  утворюють базис тривимірного простору. Для цього обчислимо визначник
[image: image1712.png]146+ (~1)(~3)-3+2-5-:0-0-4-3 -



 

[image: image1714.png]—2-(-1)-6—-5-(-3)-1=24+9+0-0+12+15= 60+ 0.



 

Отже, вектори [image: image1716.png]~

s



 утворюють базис. Нехай у цьому базисі вектор [image: image1718.png]d(x;y;2)



, тоді [image: image1720.png]d = xd + yb + z¢



. 
Запишемо цю рівність у вигляді системи:

[image: image1722.png]-y
2x+4y —3z=—3
3x+5y+6z=




. 
Одержану систему розв’яжемо методом Крамера.

[image: image1724.png]


   

[image: image1726.png]=3-4-6+(~1)-(-3)-7+(-3)-5:0-0-47 —




 

[image: image1728.png]—(—3)-(-1)-6—-5-(-3)-3=72+21+0—-0— 18+ 45 = 120;



 

[image: image1730.png]=1-(-3)-6+3-(=3)-3+2-7-0-0-(-3)-3~




 
[image: image1732.png]-2-3-6—-7-(-3)-

—18—-274+0+0—-36+2

—60



 ;

[image: image1733.png]



[image: image1735.png]


 
Отже, у цьому базисі [image: image1737.png]d (2; —-1;1).




Задачі для розв’язування
1. Довести, що вектори [image: image1739.png].



 утворюють базис двохвимірного простору та знайти координати вектора [image: image1741.png]


 у цьому базисі, якщо : 

1) [image: image1743.png]d(—3;5),b(2;7),6(—4;17)



;

2) [image: image1745.png]d(—1;-3),b(5; —8),é(16; —21)



;

3) [image: image1747.png]d(1;2),b(3;7),8(2;5)



;

4) [image: image1749.png]d(—1;8),b(=2; —3),€(0; 13);




5) [image: image1751.png]d(0;3),b(1;-5),8(5; —22)



.

2. Довести, що вектори [image: image1753.png]~

s



 утворюють базис тривимірного векторного простору та знайти координати вектора [image: image1755.png]


 у цьому базисі:

1) [image: image1757.png]d(3;5;7),b(—1;4;5),6(0; —2;4),d(2;1;8)




;

2) [image: image1759.png]d(—2;3;1),b(5; —1;2),6(3;2;—1),d (—10;2;0)




;

3) [image: image1761.png]i(2;0;0),5(0;5;0),8(0; 0;7),d(6;10;7)



;

4) [image: image1763.png]d(—5;0;7),b(2;3;8),6(—1;2;0),d(—16; —5;13




;

5) [image: image1765.png]d(—1;1;1),b(3:0;7),6(2; —5;0),d(—13;

; —19)




§3. Векторний добуток векторів. Властивості, геометричний зміст
Введемо поняття правої та лівої трійки векторів.  Нехай маємо три вектори [image: image1767.png]R
=)

s



, які мають спільний початок. Ці вектори не компланарні, а отже не лежатимуть в одній площині. Упорядкована трійка не компланарних векторів називається правою, якщо з кінця третього вектора найкоротший поворот від першого вектора до другого здійснюється проти обертання годинникової стрілки. Якщо ж такий поворот  здійснюється за годинниковою стрілкою, то  трійку називають лівою.

Дамо означення добутку векторів, в результаті якого буде одержано вектор. Такий добуток називають векторним.

Означення
Векторним добутком двох векторів [image: image1769.png].



 називається вектор [image: image1771.png]


, який задовольняє таким умовам:

1) довжина вектора [image: image1773.png]


 дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах [image: image1775.png].



, тобто:

[image: image1777.png]¢ = ldl- |b|sin(g b)



;
2) вектор [image: image1779.png]


  перпендикулярний до площини цього паралелограма , тобто перпендикулярний і до вектора [image: image1781.png]=



 і до вектора [image: image1783.png]o



.

[image: image1785.png]_

o




;
3) Вектори [image: image1787.png]R
=)

s



, взяті у такому порядку, утворюють праву трійку векторів.

Векторний добуток [image: image1789.png]


 вектора [image: image1791.png][



 на вектор [image: image1793.png]


 позначають [image: image1795.png]


 або 

[image: image1797.png]"~
Il

1o



  або [image: image1799.png]


 .

Якщо вектори – множники взаємно перпендикулярні, то в цьому випадку паралелограм побудований на векторах [image: image1801.png].



 буде прямокутником, а отже  

[image: image1803.png]&l = lal - |p]



 .

Зрозуміло, що коли вектори [image: image1805.png].



 - колінеарні, то паралелограм побудувати на цих векторах неможливо, а тому [image: image1807.png]


.

Векторний добуток не комутативний (не володіє переставною властивістю).

[image: image1809.png][ab] = —[pa]



 .
Векторний добуток володіє сполучною та розподільною властивостями.

Якщо [image: image1811.png]


 - деяке число, то 

           [image: image1813.png]alab] = [(ad@)b] = [d(ab)],



 

            [image: image1815.png][a(b +&)] = [ab] + [a¢]



 

Якщо відомі координати векторів [image: image1817.png].



 , то використовуючи визначник можна обчислити векторний добуток цих векторів.

[image: image1819.png]


 ,[image: image1821.png]


, тоді[image: image1823.png][

G-

5=

a;
by

az
b,

az
by




.

Тут [image: image1825.png]


 - орти, одиничні вектори осей координат, [image: image1827.png]0),k(0;0;1)




.

Використовуючи векторний добуток, можна обчислювати площу паралелограма, побудованого на цих векторах та площу трикутника, побудованого на цих векторах.

Для того, щоб знайти площу паралелограма, побудованого на векторах  [image: image1829.png]™



 достатньо знайти модуль їх векторного добутку

[image: image1831.png]TJ

a
iy Az 3
b, b, b;

5= i@ 5=




 .

Наприклад. Знайдемо площу паралелограма, побудованого на векторах [image: image1833.png]d(0;5;6),b(3;4;5)



.

S= [image: image1835.png]G

YT

ao =y

[t-5:5+76:3+0-4-k—k-53-0-7-5-4-6-

1




[image: image1836.png]|257+ 187+ 0 — 15k — 0 — 247

7+ 18] — 15k| = /(17 + 182+ (—15)2)





[image: image1838.png]— V1 +324+225= /550 =+/22- 25 = 5v/22



  кв.од. 

Площа трикутника дорівнює половині площі відповідного паралелограма .

Отже, площа трикутника, побудована на векторах [image: image1840.png]d(3;4;6),b(





[image: image1842.png](L

oo =

[f-4-6+7-6(~3)+3-5-k—K-4-(-3)—



 

[image: image1844.png]—3-7-5—5-5-i|:§|z4i—187+152+1zi—187—30i|:



 

[image: image1845.png]1 71 1
=5 —67 — 36 + z7k|:i\/(—s)br(—35)2+z72 =5 36+ 1296+ 729 =




[image: image1847.png]- 2\/9-229 :%-3\/229: 1,5v229



 кв. од.

Введення векторного добутку дає можливість сформулювати ознаку колінеарності векторів по-іншому.

Два вектори колінеарні тоді і тільки тоді, коли їх векторний добуток дорівнює нулю.

Завдання для розв’язування. 

1. Знайти площу заданого трикутника та, використовуючи площу, знайти довжини його висот, якщо А(1;-1;2), В(5;-6;2),  С(1;3;-3).

2. Дано точки А(0;1;3),  В(3;4;5),  С(-1; -2;-3). Знайти:

1)  площу паралелограма, побудованого на векторах [image: image1849.png]ABiAC



 та його висоти;

2) площу паралелограма, побудованого на векторах [image: image1851.png]BAiBC



 та його висоти;

3) площу паралелограма, побудованого на векторах [image: image1853.png]CAiCE



 та його висоти.

Які висновки можна зробити?

3. Дано: [image: image1855.png]


 Обчислити [image: image1857.png]|[aB]|



.

4. Які умови повинні задовольняти вектори [image: image1859.png].



 , щоб вектори 5[image: image1861.png]


 і 2[image: image1863.png]


 були колінеарними?

§4. Мішаний добуток векторів. Властивості, геометричний зміст
         Мішаним добутком трьох векторів [image: image1865.png]~

s



 називається число, яке дорівнює векторному добутку[image: image1867.png][ab],



 помноженому скалярно на вектор [image: image1869.png]


 .

Мішаний добуток позначають [image: image1871.png][ab]é = (abé) = (&,b,¢)



.

Мішаний добуток володіє такими властивостями:

 [image: image1873.png](abé) = (béd) = (éab) = —(bac) = —(éba) = —(aéb).




Колова перестановка трьох множників мішаного добутку не змінює його значення; перестановка двох сусідніх множників змінює знак добутку.

[image: image1875.png](@, +a,)b¢) = (@:b¢) + (@, bo).



 

Мішаний добуток суми векторів на два інших вектори дорівнює сумі мішаних добутків кожного з векторів – доданків на два інших вектори.

[image: image1877.png]((@be) =a (abe).



 

Скалярний множник  можна виносити за знак мішаного добутку.

Знаючи координати векторів, можна обчислити їх мішаний добуток.

Якщо [image: image1879.png]d(ay,a3,a;),b(by,by, by), E(cy,C5,05)




[image: image1881.png]@y Az A3
Gbé) = |by by by
(abé) bl




 

З’ясуємо геометричний зміст мішаного добутку векторів.




                     [image: image1883.png]



                               [image: image1885.png]=




                [image: image1887.png]S

o

o





      [image: image1889.png]






                                                        

Мішаний добуток – це є число, що виражає об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах   [image: image1891.png]


, взятого із знаком плюс, якщо трійка [image: image1893.png]


 права, із знаком мінус, якщо ця трійка ліва.

Отже, три вектори компланарні тоді і тільки тоді, коли їх мішаний добуток дорівнює нулю.

Використовуючи мішаний добуток векторів, можна обчислювати об’єм паралелепіпеда, побудованого на цих векторах.

Об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах [image: image1895.png]


 дорівнює модулю мішаного добутку цих векторів.

[image: image1896.png]a; a; a,
by b, bs|.
€163 €3

v |(a5 &) -





Якщо потрібно обчислити об’єм трикутної призми, побудованої на векторах [image: image1898.png]


 , то зрозуміло, що об’єм такої призми дорівнює половині об’єму відповідного паралепіпеда.  У цьому випадку

[image: image1900.png]@y @y a3
2'1 by by
€1 € C3

2l(ase)| =




.

Так як об’єм піраміди дорівнює  [image: image1902.png]


  об’єму паралелепіпеда, при умові, що їх основи співпадають і висоти однакові, то об’єм чотирикутної піраміди, побудованої на векторах [image: image1904.png]


 , які мають спільний початок
[image: image1906.png]@y @y a3
2'1 by by
€1 € C3

2l(ase)| =




 , 

а об’єм трикутної піраміди 
         [image: image1908.png]@y @y a3
2'1 by by
€1 € C3

2l(abe)| =




.

Наприклад, маємо точки А(1; 2; 3), В (-3; 4; 5), С(1; -2; 3), D(3; 4; -5). Знайти :

1) об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах [image: image1910.png]AB



, [image: image1912.png]AC,AD



;

2) об’єм трикутної призми, побудованої на векторах [image: image1914.png]AB



, [image: image1916.png]AC,AD



;

3) об’єм чотирикутної піраміди, побудованої на векторах [image: image1918.png]AB



, [image: image1920.png]AC,AD



;

4) об’єм трикутної піраміди, побудованої на векторах [image: image1922.png]AB



, [image: image1924.png]AC,AD



;

Знайдемо координати векторів [image: image1926.png]AB



, [image: image1928.png]AC,AD



.

[image: image1930.png]AB(—4;2;2),AC(0;—4;0),AD (2;2;-8).



 

1. Знайдемо об’єм паралепіпеда:

[image: image1932.png]


 

[image: image1934.png]


 

[image: image1935.png]=16-|(-2)-1-(—4)+1-0-1+0-1-1—-1-1-1—




[image: image1936.png]—0-1-(-4)—1-0-(-2)|=16[8+0+0-1+0+0| =




[image: image1938.png]=16-17| =112



 кубічних одиниць

2. Знайдемо об’єм трикутної призми.

[image: image1940.png]2

2




 куб. од.

3. Знайдемо об’єм чотирикутної призми.

[image: image1942.png]


  куб. од.

4. Знайдемо об’єм трикутної піраміди.

[image: image1944.png]


  куб. од.

Задачі для розв’язування:

1. Знайти мішаний добуток векторів:

1) [image: image1946.png]d(3;0;3),b (1;2;3),6(3;5;7);




2) [image: image1948.png]d(2; —1;1),b (7;8;9) ,€(10; —1;9).




2. При якому значенні k  вектори [image: image1950.png]


 будуть компланарними?

1) [image: image1952.png]d(0;3;5),b (4;5;6) ,E(2;k; 3);




2) [image: image1954.png]d(1;2;3),b (k;3;5) ,E(3;4; k).




3. Дано точки А(1; 2;5), В(-1;3;8), С(2;-5;7), [image: image1956.png]


(3; 9; -2). Знайти:

1) об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах [image: image1958.png]AB



, [image: image1960.png]AC,AD



;

2) об’єм трикутної призми, побудованої на векторах [image: image1962.png]DA,DE,DC



;

3) об’єм чотирикутної піраміди, побудованої на векторах [image: image1964.png]BA,BC,BD



;

4) об’єм трикутної піраміди, побудованої на векторах [image: image1966.png]CA,CE,CD



.

§ 5  Рівняння прямої на площині

1. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом

Розглянемо пряму [image: image1968.png]


 не паралельну осі y. Нехай ця пряма перетинає вісь y в точці B(0;b) і утворює кут [image: image1970.png]


 з додатнім напрямом осі х. Кут [image: image1972.png]


 відраховується від осі х проти годинникової стрілки і називається кутом нахилу прямої .

[image: image1973.png]



Виведемо рівняння прямої [image: image1975.png]


 . Нехай М(х; у) – довільна точка прямої [image: image1977.png]


. З прямокутного трикутника BMN за співвідношенням маємо 

[image: image1978.png]MN = BN -tga,MP = MN + NP.




Врахувавши, що [image: image1980.png]MP = y,NP = b,BN = x,



  одержимо [image: image1982.png]y = xtga +b.




Позначивши [image: image1984.png]tga = k,opepxumo y = kx + b.




[image: image1986.png]k=tga—



кутовий коефіцієнт. Якщо [image: image1988.png]k>0



,то пряма утворює з додатнім напрямом осі х гострий кут.

 Якщо [image: image1990.png]k < 0,TO IIpsiMa YTBOPIOE 3 J0AATHIM HANPAMOM OCi X TYTHH KyT




[image: image1992.png]


Якщо [image: image1994.png]


, то пряма горизонтальна.

Рівняння [image: image1996.png]y=kx+b



- рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. Зокрема, якщо [image: image1998.png]


 то пряма проходить через початок координат. Залежно від коефіцієнтів [image: image2000.png]kib



 пряма може розташовуватись дев’ятьма різними способами. 

             Пропонуємо дослідити це питання самостійно.

2. Загальне рівняння прямої

У попередньому пункті було зазначено, що рівнянням з кутовим коефіцієнтом може бути задана будь-яка  не вертикальна пряма.

Загальним рівнянням може бути задана будь-яка пряма на площині.

 Теорема.

Будь-яка пряма на площині у прямокутній системі координат може бути задана рівнянням [image: image2002.png]Ax+By+C=




 і навпаки будь-яке рівняння [image: image2004.png]Ax+By+C=




 задає деяку пряму на площині при умові, що А і В одночасно не дорівнюють нулю.

Доведення
Нехай маємо пряму, не паралельну осі у. Тоді її можна задати рівнянням 

[image: image2006.png]y=kx+babokx—y+b=0



.

Отже, [image: image2008.png]



        Якщо ж пряма паралельна осі у, то її рівняння матиме вигляд [image: image2010.png]X = a abo




[image: image2012.png]X+ o0y —




 У цьому випадку [image: image2014.png]



        Отже, будь-яку пряму площини можна задати рівнянням [image: image2016.png]Ax+By+C=




.

        Доведемо, що будь-яке рівняння [image: image2018.png]Ax+By+C=




 задає деяку пряму на площині.

1) Якщо [image: image2020.png]B +# 0,T0 0iepxHMO




[image: image2021.png]—Ax —C,




[image: image2022.png]



Позначивши [image: image2024.png]


одержимо рівняння [image: image2026.png]y=kx+b



 - рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом.

2) Якщо [image: image2028.png]B=0iA#0



, то одержимо рівняння [image: image2030.png]Ax =—C,x=-°5



. Позначивши [image: image2032.png]


 одержимо [image: image2034.png]X = @ — BepTUKa/IbHa NpsiMa.




Рівняння [image: image2036.png]Ax+By+C=




, де А і В одночасно не рівні нулю, називають загальним рівнянням прямої на площині.

Зазначимо, що вектор [image: image2038.png]fi(A; B)



 - нормальний вектор даної прямої (вектор перпендикулярний до прямої).

3.Рівняння прямої у відрізках

Нехай у рівнянні [image: image2040.png]Ax+By+C=




 жоден з коофіціентів [image: image2042.png]ABiC



 не дорівнює нулю, тоді

 [image: image2044.png]Ax + By




.

[image: image2045.png]



[image: image2046.png]



Позначивши, [image: image2048.png]


 одержимо [image: image2050.png]


 - рівняння прямої у відрізках.

[image: image2052.png]aib



 – відрізки, які відтинає пряма на осях координат, причому знак цих чисел вказує по який бік від початку координат знаходиться відітнутий відрізок на осі. 

4.Рівняння прямої, що проходить через дві дані точки
Виведемо рівняння прямої, що проходить через точку [image: image2054.png]M, (xg;y1) i My (p5 ).



 Скористаємося для цього загальним рівнянням прямої: [image: image2056.png]Ax+By+C=




.

Так як пряма проходить через точки [image: image2058.png]


 то їх координати задовольняють рівняння 

[image: image2060.png]Ax+ By +C =0 (1)



 

Тому        [image: image2062.png]Ax, + By, + C = 0(2),




                  [image: image2064.png]Ax, + By, + C =0 (3).




Віднявши від рівняння (1) рівняння (2), одержимо

[image: image2066.png]A(x—x)+B(y—y,) =0



 або [image: image2068.png]A(x—x;)=—-B(y—v,)



  (4).

Віднявши від рівняння (3) рівняння (2), одержимо

[image: image2070.png]A(x,; —x;)+B(n —y,) =0



 або [image: image2072.png]A(x, —x;) = —B(y, —y,) (5).




Поділивши  почленно рівняння (4) на рівняння (5), одержимо

[image: image2074.png]Alx—xy) _ —BO-yi)
A(xz—x1)  —B(y2-¥1)



   або  [image: image2076.png]s S S

Xz=%y  V2=¥1




 – рівняння прямої, що проходить через дві дані точки.

Зазначимо, що в цьому рівнянні у знаменнику дробу може стояти нуль.

1) [image: image2078.png]


; [image: image2080.png]Xy =Xy



. Це означає, що пряма вертикальна;

2) [image: image2082.png]Vo — V1



;    [image: image2084.png]Vo =V



. Це означає що пряма горизонтальна.

5. Рівняння прямої, що проходить через дану точку у даному напрямі 

Скористаємося рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом [image: image2086.png]y =kx+b.



 Зрозуміло, що за напрям прямої відповідає кутовий коефіцієнт k, оскільки він дорівнює тангенсу кута, який утворює дана пряма з додатнім напрямом осі х. 

Нехай ця пряма проходить через точку [image: image2088.png]


. Тоді її координати задовольняють рівняння прямої. Отже, [image: image2090.png]v, =kx; +b



. Почленно віднявши рівності одержимо

[image: image2091.png]y —y; = kx+ b — (kx, + b);




[image: image2092.png]y—y, =kx+b—kx;—





[image: image2093.png]y — ¥y = kx — kxy;




[image: image2094.png]y —y; = k(x — x,) — myKaHe piBHSAHHS IPAMOL.




6. Канонічне рівняння прямої 

Запишемо рівняння прямої , що проходить через точки [image: image2096.png]M, (xg;y1) i My (p5 ).




[image: image2098.png]s S S

Xz=%y  V2=¥1




.

Зрозуміло, що [image: image2100.png]


 і [image: image2102.png]Vo — V1



 – деякі числа. Можливо одне з них дорівнює нулю (обидва не можуть дорівнювати нулю, оскільки точки [image: image2104.png]M, iM,



 - різні).

Позначимо [image: image2106.png]X, —

=D
Xy



, [image: image2108.png]Vo — Y1 = Da-




Вектор [image: image2110.png]p(P1;P2)



 називають напрямним вектором прямої. 

Рівняння [image: image2112.png]


 - називають канонічним рівнянням прямої.

 Якщо [image: image2114.png]p, =0, x,—x;

0



 , [image: image2116.png]Xy = Xy



, то пряма паралельна осі у.

Якщо [image: image2118.png]


 , [image: image2120.png]Vo =V



, то пряма горизонтальна.

7. Параметричне рівняння прямої 

Скористаємося рівнянням [image: image2122.png]



Нехай  [image: image2124.png]


 , тоді  [image: image2126.png]


                                                                                               [image: image2128.png]0w =Pit

Y — ¥ =p,t’




[image: image2130.png]


- параметричне рівняння прямої, де t – параметр. 
Задачі для розв’язування

1. [image: image2132.png]Criiacry



 рівняння прямої, яка утворює з додатнім напрямом очі х кут [image: image2134.png]60°



 і проходить через точку А(3;7). Подати одержане рівняння у загальному вигляді та як рівняння прямої, що проходить через точку в даному напрямку, та подати його у параметричному вигляді.

2. [image: image2136.png]


аписати рівняння прямої, що проходить через точки 

1) А(0;5),  В(3;6) ; 2)А(-1;7),  В(5;-4). Подати одержане рівняння у кожному з відомих вам видів.

3. [image: image2138.png]


аписати рівняння прямої, що проходить через точки А(-5;8),  В(4;2). Знайти площу трикутника, який утворює дана пряма з осями координат.

4. Записати рівняння прямої з нормальним вектором [image: image2140.png]1(2;5)



, якщо ця пряма проходить через точку K(7;8).

5. Записати рівняння прямої, для якої [image: image2142.png]BeKTOp p(—7;2)



 є напрямним при умові, що пряма проходить через точку D(-1;-3).

6. Пряма задана рівнянням [image: image2144.png]


.

Записати рівняння цієї прямої у відрізках та вказати координати напрямного вектора.

7. Трикутник ABC заданий вершинами A(-1;2), B(1;3), C(2;-5). Записати :

1) рівняння його сторін;

2) рівняння його медіан;

3) рівняння його висот .

§6. Основні задачі на пряму на площині.

1. Напрямний вектор.

Запишемо рівняння прямої, що проходить через точки [image: image2146.png]My (xg;y1) i My (x2;52)




[image: image2148.png]s S S

X2—%1  Ya=¥1




 

Зрозуміло, що [image: image2150.png]X, —

=D
Xy



   і [image: image2152.png]Vo — Y1 = D2



 - деякі числа одночасно не рівні  нулю, оскільки точки [image: image2154.png]


 різні. Нехай точка[image: image2156.png]M(x;y)



 - довільна точка прямої. У такому випадку в чисельниках дробів записані координати вектора [image: image2158.png]


, а у знаменниках координати вектора [image: image2160.png]


, причому ці вектори колінеарні, оскільки вони лежать на одній прямій, а  їх відповідні координати пропорційні.

Отже, точка[image: image2162.png]M(x;y)



 належатиме прямій лише тоді, коли вектор [image: image2164.png]p(P1;P2)



 ,буде напрямлений вздовж прямої [image: image2166.png]M, M,



. Цей вектор називають напрямним вектором даної прямої. Зрозуміло, що будь-яка пряма має безліч напрямних векторів, оскільки помноживши вектор [image: image2168.png]


 на будь яке число ⋏, відмінне від нуля, одержимо вектор [image: image2170.png]


  колінеарний вектору [image: image2172.png]


 .  При  ⋏(0 ці вектори співнапрямлені, при ⋏(0 – протилежно напрямлені до вектора [image: image2174.png]


, але у нашому випадку це значення не має, оскільки кожен з них розташовується на даній прямій.

Знайдемо координати напрямного вектора прямої, що проходить через  точки K(-2;-3) і  L(7;9).

Знайдемо рівняння даної прямої
[image: image2176.png]x+2 _ y+3
742 9+3



 ;
[image: image2178.png]x+2 _ y+3
5 12



 .

Скоротивши знаменники на 3, одержимо

[image: image2180.png]x+2 _ y+3



 

Отже, [image: image2182.png]p(3;4) — HanpsMHUII BeKTOp JaHoi IpsMOL.




Будь-який вектор, колінеарний вектору [image: image2184.png]


 теж буде напрямним для даної прямої.

2. Вектор нормалі
Запишемо загальне рівняння прямої

Ax+By+С=0.

Нехай ця пряма проходить через точки [image: image2186.png]


 і [image: image2188.png]M, (X3;¥2)



, тоді координати цих точок задовольняють рівняння прямої.

Отже, маємо рівність

[image: image2190.png]Ax; + By, + C = 0(1),



 

[image: image2192.png]Ax, + By, + C = 0(2).



 

Віднявши від рівності ( 2) рівність (1), одержимо

 [image: image2194.png]A(x,; —x;)+B(n —y,) =0



.

Врахувавши, що [image: image2196.png]X, —

=D
Xy



, [image: image2198.png]Vo — Y1 = D2



, одержимо

[image: image2200.png]Ap; + Bp, = 0(3),7 (p,



, [image: image2202.png]29



  -  напрямний вектор прямої.

Ліва частина рівності ( 3) є скалярним добутком двох, відмінних від нуль-вектора, векторів  [image: image2204.png]f(A4; B) ip (p,



, [image: image2206.png]D).



 

Оскільки скалярний добуток векторів [image: image2208.png]=l



і [image: image2210.png]


  дорівнює нулю, то це означає, що вектори [image: image2212.png]=l



і [image: image2214.png]


  взаємно перпендикулярні.

Так як вектор  [image: image2216.png]


  - напрямний вектор прямої  [image: image2218.png]M, M,



  , то вектор [image: image2220.png]=18



 - перпендикулярний(нормальний) вектор до даної прямої.

Вектор [image: image2222.png]fi(4; B)



 називають нормальним вектором, або вектором нормалі.

Отже,  якщо пряма, записана загальним рівнянням Ax+By+С =0, то [image: image2224.png]f(4; B)



нормальний вектор до даної прямої.

Зрозуміло, що будь-який вектор [image: image2226.png]


 колінеарний вектору [image: image2228.png]


 теж буде нормальним вектором даної прямої.

3. Нормальне рівняння прямої
      [image: image2230.png]


    у  





Р

                            [image: image2232.png]


           М

0 х

[image: image2234.png]xcosa +ysina —p=0—



 нормальне рівняння прямої де x, y – координати довільної точки М даної прямої;  [image: image2236.png]


 - довжина вектора [image: image2238.png]OP



 (нормалі), проведеного з початку координат на пряму ([image: image2240.png]


), [image: image2242.png]


 – кут нахилу вектора [image: image2244.png]OP



  до осі х.

4. Відстань від точки до прямої
Нехай пряму 𝓁 задано  рівнянням Ax+By+С =0. Поза цією прямою взято точку [image: image2246.png]My (x0; o)



. Знайдемо відстань від точки [image: image2248.png]


 до прямої 𝓁.

Розглянемо спочатку випадок, коли пряма 𝓁 не вертикальна, тоді В≠0.

[image: image2250.png]


 

[image: image2252.png]


 ,

[image: image2254.png]


 – кутовий коефіцієнт 𝓁, тоді кутовий коефіцієнт прямої [image: image2256.png]£, 18



 

[image: image2258.png]


 .
 То рівняння прямої [image: image2260.png]


 можна записати у вигляді 

[image: image2262.png]y=2-x+b



 .

Враховуючи, що пряма [image: image2264.png]


 проходить через точку [image: image2266.png]My (x0; o)



 , одержимо

[image: image2267.png]Yo ==X +b




[image: image2269.png]


.

Отже, пряма  [image: image2271.png]


 має рівняння: [image: image2273.png]2 (x = %)+,
y=,(




               у

                                [image: image2275.png]



                                 (  [image: image2277.png]



                        [image: image2279.png]


                             

                   0

                                     𝓁             х
Точка  [image: image2281.png]


 належить одночасно прямим 𝓁 і [image: image2283.png]


 . Отже, щоб знайти її координати, достатньо розв’язати систему : [image: image2285.png]5

Ax+By+C =0,
y=7"G=x)+x%




.

[image: image2287.png]{(Ax Axy ) +Axg + (By—Byp) + By, +C= 0
Y=Y =2(x—x0)



 
[image: image2289.png]{A(x Xo) +B(y—y,) + Ax, + By, +C= 0
Y=Y =2(x—x)



 

[image: image2291.png]{A(xfxn)+B(§(x7xn))+Axn +By, +C=0

Y=Yo=2(x=%)



 ;
[image: image2293.png]A= x0)+ 2 (x = x0) + Axg + By +C= 0

Y= Yo =% (=)



 ;
[image: image2295.png]{Az(x %) + BZ(x —x,) + A(Ax, + By, +C) = 0
Y=Y =2 =)



 

[image: image2297.png]{(A2 +B?)(x = xo) = —A(Ax + By, +C)
Y=Y =2G—x%)



 

[image: image2299.png]—A(Axo +Byo+0)
42152

¥ =30 =5 (=)

X—Xo=



 .
[image: image2301.png]MoM;* = (x — x5)* + (Y — yo)* =



 

[image: image2303.png]Alaxg +By, +0).

BN + E(r —x0)) =




 

[image: image2305.png]_ AlAxo +Byo+0)p | B? - AlAxo +Byo+0yp _
O TR M el G roera M

—(



 

[image: image2307.png]_ (1 + a:) (7 A(Axl:::iay:ﬂl)) e AZU:;::Z :Z;:QZ




 

[image: image2309.png](Axg +Byo+0)%
AZ4+B2




 

[image: image2311.png](Ax, +Byo+0)”

MoM,* = AZ+B?



 , то [image: image2313.png]Ax, +By,o+Cl

MoM, = =5





Позначивши [image: image2315.png]


   [image: image2317.png]Axp +Byo+Cl
AZ+B?



 -  формула відстані від точки  [image: image2319.png]M, (Xo;¥o)



  до прямої Ax+By+С =0.

Якщо ж пряма вертикальна, то її рівняння можна записати у вигляді Ax=-С,   В=0, тоді [image: image2321.png]


. 

Точка [image: image2323.png]My (Xo; Vo)



  поза цією прямою.

Відстань від точки [image: image2325.png]


 до прямої

[image: image2327.png]laxg +C1 _ lAxg +0yp+Cl

vaz Vaz+o2




 

=[image: image2329.png]|Axp +Byp+Cl

VaZi5?



.

Отже, у обох випадках    [image: image2331.png]lax +By, +Cl

VaZi5?



.

5. Кут між прямими
Нехай прямі  задані рівняннями з кутовим коефіцієнтом [image: image2333.png]£ty =kyx+b,



 i 

[image: image2335.png]£,y =k,x+b,



, тоді [image: image2337.png]ky=tgp,



, [image: image2339.png]k, =tge,



, де [image: image2341.png]@11,



  - кути нахилу прямих до осі х.

 Кутом між прямими будемо називати менші з кутів, що утворюються при їх перетині.


              [image: image2343.png]


                                                  [image: image2345.png]



                                                     [image: image2347.png]@41



 

                                                                            [image: image2349.png]@2



 

                     [image: image2351.png]@41



 

             
                 
отже, [image: image2353.png]Q=@ — ¢,



   або

 [image: image2355.png]19927991 _ kahi
tge=tg(p— @) = [ = T




При виведенні цієї формули було взято, що [image: image2357.png]Q1 > @,



. Якщо ж  при розрахунку [image: image2359.png]tgy



 виявиться числом від’ємним , то зрозуміло, що знайдений кут [image: image2361.png]


 буде тупим. Щоб знайти гострий кут між прямими, достатньо змінити знак одержаного виразу.

Якщо прямі паралельні, то їх кутові коефіцієнти однакові [image: image2363.png]ky



 , а отже [image: image2365.png]Q1 =@,



. В такому випадку кут між прямими буде дорівнювати нулю. Кут між прямими можна знайти як кут між їх нормальними векторами.

Нехай [image: image2367.png]£, Ajx +By+Cy





[image: image2368.png]£, A;x + B,y +Cy





Тоді [image: image2370.png]ny (A;,B;)



, [image: image2372.png]n, (4,,B,)



- нормальні вектори цих прямих.

Отже, [image: image2374.png]n, n, = |y ||n;] - cos @.




[image: image2376.png]cos ¢



,

[image: image2377.png]n, n, = A;A, +B;B,,




[image: image2379.png]


,

[image: image2381.png]


.

Отже, [image: image2383.png]A1 Az 4B, By

cosgp = —=2 12
4,245,2 [4,745,°




Якщо виявиться, що [image: image2385.png]cos@ <0



, то це означатиме, що знайдено тупий кут між прямими. Щоб знайти гострий кут, достатньо буде змінити знак одержаного виразу, оскільки [image: image2387.png]cos(180° —a) = —cos @



. Щоб знайти гострий кут між прямими, достатньо скористатися однією з формул

[image: image2389.png]


 , якщо [image: image2391.png]


, то  прямі  перпендикулярні.

[image: image2393.png]414,485,

4,245,2 4,745,7

a60 cos ¢ =



 

6. Умови взаємного розташування двох прямих на площині
Якщо прямі задані рівнянням  [image: image2395.png]y=kyx+b,



 та [image: image2397.png]y=k,x+b,



:

1) Якщо [image: image2399.png]ki # k,



 , то прямі перетинаються, зокрема [image: image2401.png]


- прямі перпендикулярні;

2) [image: image2403.png]ky



 і [image: image2405.png]b, # b,



 - прямі паралельні;

3) [image: image2407.png]ky



 і [image: image2409.png]by



 - прямі співпадають. Будь-яка точка першої прямої є точкою другої прямої і навпаки.

Якщо [image: image2411.png]£, A;x +B;y+C; =0



 і [image: image2413.png]£, A;x + B,y +Cy





1) [image: image2415.png]A | B



, то прямі перетинаються, зокрема, якщо [image: image2417.png]A;A, + BB




то прямі перпендикулярні;

2) [image: image2419.png]4 _ B, G
A B G
A, B, G



, то прямі паралельні;

3) [image: image2421.png]


 - прямі співпадають.
Задачі для розв’язування.

№1 . Дано точки А(2; 5), В(3; -7), С(-1;-2), D(7;3). Записати рівняння прямих АВ і С D, вказати їх напрямні та нормальні вектори. Знайти кут між прямими. Знайти відстань від точки С до прямої АВ. Знайти відстань від точок А і В до прямої С D.

№2. В якому відношенні пряма -2х+3у-6=0 ділить відрізок MN,  якщоM(-1;2), N(3;3)? Задачу розв’язати , використовуючи формулу обчислення відстані  від точки до прямої.

№3. При яких значеннях параметра [image: image2423.png]


  система [image: image2425.png]{(u+3)x+4y:3u—5,
ax+(a—-1)y=2



 не має розв’язків?

№4. При яких значеннях  параметра b система

[image: image2427.png]l

xX+y




  має розв’язки при будь-якому значенні параметра [image: image2429.png]


?
№5 встановіть кількість розв’язків системи залежно від параметра [image: image2431.png]


:

[image: image2432.png]{(a—l)x—zw:z—zm,
ax+(a+2)y=3.




§7. Рівняння площини в просторі
1. Рівняння площини, що проходить через дану точку, перпендикулярно до заданого вектора
Зазначимо, що рівняння f(x,y,z)=0 визначає в просторі деяку поверхню, тобто множину всіх точок простору, координати яких задовольняють це рівняння.

Рівняння f(x,y,z)=0 називають рівнянням цієї поверхні.

Нехай маємо точку [image: image2434.png]M, (Xo; Vo3 Zo)



  і  деякий вектор [image: image2436.png]


, причому [image: image2438.png]


.

Складемо рівняння площини, яка проходить через точку [image: image2440.png]


  і перпендикулярна до вектора [image: image2442.png]


 . Нехай точка [image: image2444.png]


(x;y;z) – довільна точка цієї площини. Тоді вектор [image: image2446.png]


(x-[image: image2448.png]Xo; ¥ — YoiZ — Zg)



 буде перпендикулярним до вектора [image: image2450.png]


, отже, їх скалярний добуток дорівнюватиме нулю.

[image: image2452.png]


 

[image: image2454.png]MM = A(x—x,) + B(y — %) + C(z — z,)



 .

Одержимо [image: image2456.png]A(x—x) +B(y—y,) +C(z—2,) =0



  - шукане рівняння площини.

Отже, рівняння площини, що проходить через точку [image: image2458.png]M, (Xo; Vo3 Zo)



  перпендикулярно до вектора [image: image2460.png]n'(4; B; C)



 має вигляд

 [image: image2462.png]A(x—x) +B(y—y,) +C(z—2,) =0



 .

2. Загальне рівняння площини

Розкривши дужки у рівнянні [image: image2464.png]A(x—x) +B(y—y,) +C(z—2,) =0



, одержимо  

 [image: image2466.png]Ax + By + Cz— Ax, — By, — Cz, =0



.

Позначивши число [image: image2468.png]Axy— By, —Czy =D



, одержимо
 [image: image2470.png]Ax+By+Cz+D=0



- загальне рівняння площини.

У цьому рівнянні [image: image2472.png]n'(4; B; C)



- нормальний вектор даної площини. 

Покажемо, що будь-яке рівняння виду [image: image2474.png]Ax+By+Cz+D=0



 є рівнянням площини.

У цьому рівнянні принаймні один з коефіцієнтів [image: image2476.png]ABiC



 не дорівнює нулю.

Нехай С≠0, тоді одержимо

[image: image2478.png]AG—0)+Bl—0)+C(z+7)=0



.

Одержали рівняння площини  з нормальним вектором [image: image2480.png]


, що проходить через точку [image: image2482.png]D
Mo (0;0; =2



) , що й треба було довести.

Отже, будь-яке рівняння виду [image: image2484.png]Ax+By+Cz+D =0



 задає площину.

3. Неповне рівняння площини
Рівняння площини називають неповним, якщо хоча б один з коефіцієнтів  [image: image2486.png]A,B,C,D



 дорівнює нулю. Розглянемо можливі випадки:

1) [image: image2488.png]


. Одержимо рівняння [image: image2490.png]Ax+By+Cz=0



. Очевидно, що координати точки О(0;0;0)  задовольняють це рівняння.

Отже, [image: image2492.png]Ax+By+Cz=0



 - це рівняння площини, що проходить через початок координат.

2) А=0. Одержимо рівняння [image: image2494.png]By+Cz+D=0



. У цьому випадку вектор [image: image2496.png]n (0;B;C)



. Вектор [image: image2498.png]


(1;0;0) – одиничний вектор осі ox.
[image: image2499.png]-

1-0+0-B+0-C=0.




Отже, вектор [image: image2501.png]


 перпендикулярний осі  х, а тому площина задана рівнянням [image: image2503.png]By+Cz+D=0



 паралельна осі х.

3) В=0. Тоді [image: image2505.png]Ax+Cz+D=0.




[image: image2507.png]n (4;0;0),7 (0;1;0)



 - одиничний вектор осі y.

[image: image2509.png]- m=0-A+1-0+0-C=0



 .

Отже, [image: image2511.png]


, тому площина задана рівнянням [image: image2513.png]Ax+Cz+D=0



  паралельна осі у. 

4) С=0, тоді [image: image2515.png]Ax+By+D =0,




[image: image2517.png]7' (A; B; 0),k(0;0; 1),



 
[image: image2519.png]kK-m=0-A+0-B+1-




 , то   [image: image2521.png]


.

А отже, площина задана рівнянням [image: image2523.png]Ax+By+D =0,



 паралельна осі z.
5) А=0, В=0, то [image: image2525.png]Cz+D=0



 або z= - [image: image2527.png]


 . Ця площина паралельна одночасно осі  х і осі у, а отже [image: image2529.png]Cz+D=0



 - рівняння площини, паралельної площині ху. Зокрема, якщо D=0, одержимо Cz=0, z=0- рівняння площини xy.
6) А=0, С=0. Тоді [image: image2531.png]By+D=0



 або y= - [image: image2533.png]


.
Ця площина паралельна осі х і  осі z.  Отже, [image: image2535.png]By+D=0



 - рівняння площини, паралельної площині хz. Зокрема, при [image: image2537.png]


 , [image: image2539.png]


, у=0 – рівняння площини хz.

     7)В=0, С=0. Тоді [image: image2541.png]Ax+D=0



. Ця площина паралельна осі у і  осі z, а отже, паралельна площині уz, тому рівняння [image: image2543.png]Ax+D=0



 задає площину, паралельну площині уz. Зокрема при[image: image2545.png]


, одержимо  [image: image2547.png]


, х=0- рівняння площини уz.

8)А=0, [image: image2549.png]


. У цьому випадку одержимо рівняння [image: image2551.png]Bx+Cz=




. Ця площина проходить через точку (0;0) і її нормальний вектор  перпендикулярний вектору [image: image2553.png]


. Отже, це рівняння площини, що містить вісь х.

9)В=0, [image: image2555.png]


. [image: image2557.png]Ax+Cz=0



 - рівняння площини, що містить вісь у, бо її нормальний вектор перпендикулярний вектору [image: image2559.png]


  і вона проходить через точку (0;0;0).

       10)С=0, [image: image2561.png]


  [image: image2563.png]Ax+By =0



. Нормальний вектор цієї площини перпендикулярний вектору [image: image2565.png]1l



 і площина проходить через точку О(0;0;0) . Тому це рівняння задає площину, що містить вісь [image: image2567.png]


.

4. Рівняння площини у відрізках

Скористаємося загальним рівнянням площини.

Якщо А≠0, В≠0, С≠0, D≠0, то [image: image2569.png]Ax+ By +Cz





[image: image2571.png]


 

[image: image2573.png]


 

Позначивши [image: image2575.png]


,одержимо  [image: image2577.png]


 – рівняння площини у відрізках. Тут a, b,c – відрізки, які відтинає площина на осях координат.

5. Рівняння площини, що проходить через три дані точки [image: image2579.png]3anuueMo piBHAHHSA MIOUIMHH,
I110 TPOXOANTS Yepes Touku M; (X; ;.




 .

Нехай [image: image2581.png]M(x;y; z)



 - довільна точка цієї площини. Тоді вектори  

  [image: image2583.png]



[image: image2585.png]MM, (x;— X1,y — V1,25 — 2.



 
 [image: image2587.png]MiM; (X3—Xy;¥3 — V1323 — Z1)



- компланарні , а отже, їх мішаний  добуток дорівнює нулю, тому рівняння площини можна записати у вигляді

[image: image2589.png]x, —
s —

X
X1

Yy=—hn
Y2 =0
Vi — V1

Z =z
Z;— 7
Z3 — Z4|



 

6. Рівняння площини, що проходить через точку паралельно двом заданим векторам
Запишемо рівняння площини, що проходить через точку [image: image2591.png]M, (Xo; Vo3 Zo)



 паралельно векторам  [image: image2593.png]d(ay; az;a3),b(by; by;bs)



. Нехай  M(x;y;z)- довільна точка цієї  площини. Тоді вектори [image: image2595.png]MoM (X — Xo; ¥ — Y0; 2 — 25 )



 , [image: image2597.png]d(ay; az;a3),b(by; by;bs)



 - компланарні, а тому їх мішаний добуток дорівнює нулю.

[image: image2599.png]


 
7. Рівняння площини,що проходить через дві точки паралельно даному вектору
Нехай площина проходить через точку [image: image2601.png]


 [image: image2603.png]M, (X3; V25 Z,)



  паралельно вектору [image: image2605.png]


 M(x;y;z)- довільна точка цієї площини. Тоді  вектори 

 [image: image2607.png]-V 2—12y),




[image: image2609.png]MM, (X, —Xy;¥, — V1322 — 21



 [image: image2611.png]


- компланарні.

А отже, їх мішаний добуток дорівнює нулю.

Тому [image: image2613.png]


.

Задачі для розв’язування:

1. Знайти рівняння площини, яка:

1)паралельна осі у і проходить через точки М (2; -1; 2) і N(-4; 3; 7);

2)паралельна осі z і проходить через точки А((1; 2; 3) і В(-4; 3; 5);

3)паралельна осі х  і проходить через точки А(1; -4; 5), В(2; -3; 1).

2. Знайти рівняння площини, яка проходить:

1)через вісь х  і точку А(1; 3; 7);

2)через вісь y і точку В(2; 3; 4);

3)через вісь z і точку С (1; -2; 3).

3. Знайти рівняння площини, яка перпендикулярна вектору [image: image2615.png]n (1;2;3) i npoXoAUTH Yepes TOUKY



 N(1; -2; 2).

4. Знайти рівняння площини, що проходить через точки:

1) А(2; 0; 0), В( 0; 5; 0), С(0; 0; 7);

2) А(-2;0;0), В(0; -8; 0), С(0; 0; 2);

3) А(7; 0; 0), В(0; -1; 0), С(0; 0; 2).

5. Знайти рівняння площини, що проходить через три точки:

1) А(1; 2; 3), В(5; -1; 2), С( 0; -5; -4), С(0; -5; -4).

2) А(-1; 3; 7), В(3; -2; 8), С(3; 4; -5).

6. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки А(1; 2; 3), В(-3; 5; 7) паралельно вектору [image: image2617.png]d (3;3;3).




7. Знайти рівняння площини, яка проходить через точку М(1; 2; 3) паралельно вектору  [image: image2619.png]d(2;3;5),b(1;-2;1).




§8.  Основні задачі на площину
1. Вектор нормалі до площини. Нормальне рівняння  площини
Нормальною прямою до площини називають будь-яку пряму, перпендикулярну до цієї площини. Нормаллю до площини будемо називати вектор, перпендикулярний до даної площини.

Нехай вектор [image: image2621.png]=18



 – нормальний вектор площини.

Пронормувавши вектор [image: image2623.png]=



  одержимо вектор [image: image2625.png]





                                                              
                                                      [image: image2627.png]=18



        [image: image2629.png]~l




[image: image2631.png]o= 28
Z Fvid)



-радіус-вектор довільної точки площини.

[image: image2633.png]


 –нормальне рівняння площини у векторній  формі,
[image: image2634.png]



Запишемо це рівняння у координатній формі.

[image: image2635.png]xcosa +ycosf +zcosy —p =0,1e




[image: image2637.png]


- кут , який утворює вектор [image: image2639.png]OP



  з віссю х,

[image: image2641.png]


 - кут, який утворює вектор [image: image2643.png]OP



 з віссю у,

[image: image2645.png]


- кут, який утворює вектор [image: image2647.png]OP



 з віссю z.

[image: image2649.png]cos @, cos 3, cosy



 - називають напрямними косинусами.

Щоб одержати нормальне рівняння площини із загального Ах+Ву+Cz+D=0, достатньо його поділити на [image: image2651.png]++/
+VA2+ B2+ (C?



 , причому знак «+»  або «-» слід обрати протилежний до знаку параметра D. Зазначимо, що завжди буде правильною рівність

 [image: image2653.png]cos? @ + cos? B + cos?y





2. Відстань від точки до площини
Знайти відстань від точк[image: image2655.png]u M, (X3;)4; Z4)



  до площини, заданої рівнянням Ах+Ву+Cz+D=0 .

Нехай  М(x;y;z)  - довільна точка даної площини. Розглянемо спочатку випадок, коли вектори

 [image: image2657.png]MM, (x; — X;¥; — ¥; 2, — Z)



  і  [image: image2659.png]fi(4; B; C)



  утворюють гострий кут. 


                                     [image: image2661.png]=18



 

                                  [image: image2663.png]



Відстань від точки до площини  - це відрізок  [image: image2665.png]M;M,



. Кут між векторами [image: image2667.png]MM,



   і  [image: image2669.png]=18



  дорівнює [image: image2671.png]


. Тоді з

 ( [image: image2673.png]MM, M,



 за співвідношенням
 [image: image2675.png]MM, |- cosa

MM, - cosa



.

[image: image2676.png]|MM; |- |7 - cos a.




Звідси [image: image2678.png]



[image: image2679.png]Al —0)+BOn =) +C(z1—2) _

|FAE;] - cos =




[image: image2680.png]_Axy + By, +Cz, —Ax —By—(Cz _
- VAT C =




Враховуючи, що [image: image2682.png]—Ax—By—Cz



,  одержимо

[image: image2684.png]_ Ax,+By, +Cz, +D

Vazipric?



.

Отже, [image: image2686.png]Axy +By, +Cz, +D

MMy == s




.

У розглянутому випадку чисельник дробу додатній, оскільки кут між векторами [image: image2688.png]MM,



і [image: image2690.png]=18



 - гострий. Якщо ж кут буде тупим, то вираз, що стоїть в чисельнику, слід взяти по модулю.

 Отже, відстань від точки [image: image2692.png]


  до площини Ах+Ву+Cz+D = 0 обчислюється за формулою  h=[image: image2694.png]lax, +By, +Cz, +DI




 .

3. Кут між площинами
Кутом між площинами називається будь-який з двогранних кутів, утворених цими площинами. Цей кут дорівнює куту між нормальними векторами цих площин .

          Нехай маємо дві площини [image: image2696.png]A;x+Byy+Ciz+D,




  і
 [image: image2698.png]A, x+B,y+Cz+D, =



0.
Тоді  [image: image2700.png]Cy),1;(A;;B,5;Cy)



.

 [image: image2702.png]


, [image: image2704.png]


- кут між нормальними векторами, а отже й кут між площинами.

[image: image2705.png]



[image: image2706.png]cosp =

73] - 17|




[image: image2707.png]n;-n; =A;A;+ BB, +C,C,




[image: image2709.png]Il




,

[image: image2711.png]Inz1




,

[image: image2713.png]A1 8,48, B,4C, Gy

Cosp = —=2t a2
4,248,740, % (4,248, 4G,



.

Якщо [image: image2715.png]cos < 0,



 це означає, що знайдено тупий кут. Для того, щоб знайти гострий кут, достатньо змінити  знак, зокрема, якщо площини перпендикулярні, то вектори  [image: image2717.png]


 теж перпендикулярні , а тому

 [image: image2719.png]


, тобто [image: image2721.png]A;A, +B;B, + C,C, = 0 — yMOBa nepreHAUKy/ISPHOCTI IIOLIMH.




Якщо площини паралельні, то вектори [image: image2723.png]


 - колінеарні. 

Отже, [image: image2725.png]A B G



- умова паралельності площин.

Задачі для розв’язування:

1. Записати нормальне рівняння площини, що проходить через точки А(1;2;3), В(1;-2;4), С(-3;5;7).

2. Знайти відстань від точки К(-1;-3;-5) до площини, що проходить через три точки А( 1;2;3), В(-1;4;5), С(2;-4;6).

3. Знайти відстань від точки К(3;4;5)  до площини, яка проходить через точку А(2;-3;6) паралельно векторам [image: image2727.png]


.
4. Знайти кут між площинами 2х-3у+3z-1=0
і -2x+3y-3z+5=0.

5. Дано точки  А(3;4;5), В(-2;1;7), С (2;3;-5), 

D (1;2;-8).
1) Знайти кут між площинами (АВС) і( АDС);

2) Відстань від точки D до площини (АВС);

3) Відстань від точки В до площини ( АDС).

§9. Рівняння прямої  у просторі:  перетином двох площин, через дві точки, канонічне 
 Нехай маємо дві площини, задані рівняннями

 [image: image2729.png]A;x+Byy+Ciz+D; =

iA,x+B,y+C,z+D,




.

Якщо їх нормальні вектори [image: image2731.png]n,(4;,B,,C)i




[image: image2733.png]n,(4,,B,,C,)



  не колінеарні, то площини перетинаються. Як відомо дві площини можуть перетинатися лише по прямій.

Отже, система [image: image2735.png]A x+Byy+Cz+Dy =0
{ Ayx+Byy+ Cz+ Dy =0




задає пряму у просторі.

Ця пряма є прямою перетину цих площин.

Систему [image: image2737.png]A x+Byy+Cz+Dy =0
{ Ayx+Byy+ Cz+ Dy =0



  називають  загальним рівнянням прямої в просторі.

2. Канонічне рівняння прямої
Нехай дано точку[image: image2739.png]My (x0; Y05 Zo)



  і  ненульовий вектор  [image: image2741.png]P(P1;P2; P3)



. Потрібно скласти рівняння прямої, що проходить через точку [image: image2743.png]


 , паралельно  вектору [image: image2745.png]


. Нехай M (x;y; z) – довільна точка цієї прямої. Тоді вектори
 [image: image2747.png]


(x-[image: image2749.png]


, y-[image: image2751.png]Vo



; z- [image: image2753.png]


) і вектор [image: image2755.png]P(P1;P2; P3)



 - колінеарні, а отже їх відповідні координати пропорційні. Тобто маємо рівняння 

[image: image2757.png]


.
Ці рівняння називають  канонічними рівняннями прямої.

Зазначимо, що в цьому рівнянні деякі із знаменників можуть дорівнювати нулю. Цей нуль слід сприймати як відповідну координату вектора [image: image2759.png]


. 

Зокрема, якщо [image: image2761.png]p, = 0,To NpsiMa napasesbHa



 площині [image: image2763.png]yz



; якщо[image: image2765.png]p, = 0,To npsiMa napanebHa IUIOLKHI XZ;



 якщо [image: image2767.png]


 то пряма паралельна площині x[image: image2769.png]


.

 Якщо [image: image2771.png]p;, = p, = 0,To mpsAMa



 паралельна осі [image: image2773.png]


. 

Якщо [image: image2775.png]p; = p; = 0,To NpsiMa napasebHa oci y.




[image: image2777.png]


Якщо [image: image2779.png]p,=p;=0



, то пряма паралельна осі х. 

3. Рівняння прямої, що проходить через дві дані точки
Складемо рівняння прямої, що проходить через точки [image: image2781.png]


 і [image: image2783.png]M, (X755 2,)



. Нехай  M(x;y;z) - довільна точка прямої, відмінна від точок  [image: image2785.png]M, iM,



. Тоді вектори [image: image2787.png]


([image: image2789.png]


-[image: image2791.png]


, y-[image: image2793.png]Vi



, z- [image: image2795.png]


) і 
[image: image2797.png]MM, (6 — X455 — V152, — Z)



колінеарні, оскільки належать одній прямій, а отже, їх відповідні координати пропорційні.

 Отже, [image: image2799.png]Xy _YTH

X=Xy Y2~V  Zz—Z




 - рівняння прямої, що проходить через дві дані точки.

Зазначимо, що в цьому випадку в знаменниках теж можуть стояти нулі. Наприклад, [image: image2801.png]X, — X, = 0,%, = x,



. Це означає, що пряма паралельна площині [image: image2803.png]yz



 (перпендикулярна до осі х).

[image: image2805.png]Vo=V =0,y,=y —



 пряма паралельна площині [image: image2807.png]


 (перпендикулярна осі у).

[image: image2809.png]Z,— 2, =0,2, =2, —



пряма паралельна площині [image: image2811.png]


(перпендикулярна осі [image: image2813.png]


).

4.  Параметричні рівняння прямої
Скористаємося канонічним рівнянням  прямої

[image: image2815.png]


.

Нехай кожне з цих відношень дорівнює t. 

[image: image2817.png]


  або [image: image2819.png]



[image: image2821.png]P1t+ %o
V=Pt +5




 - параметричні рівняння прямої, t- параметр.

5. Кут між прямими
Нехай задано дві прямі  

 [image: image2823.png]



[image: image2825.png]


 .
[image: image2827.png]P(P3;P2;P3) i G(415G2;G3)



 - їх напрямні вектори. Кут між цими прямими знайдемо як кут  між їх напрямними векторами.

Для цього скористаємося скалярними добутком векторів.   

[image: image2829.png]p-4=I1pl-1G|-cose



 , [image: image2831.png]


 - кут між векторами [image: image2833.png]


, тоді [image: image2835.png]



[image: image2837.png]B4 =01q:1+P292 + P3Gz,



 

[image: image2839.png]


 

[image: image2841.png]Va2 + g2+ g5



 

Отже, [image: image2843.png]P191%P202Pads

2740, 74052 [, 2 +a 7 4a,

cosp =





Якщо [image: image2845.png]cosg >0



, то знайдений кут  є кутом між прямими. 

Якщо [image: image2847.png]cosp < 0



, то щоб знайти кут між прямими потрібно змінити знак знайденого виразу.

Якщо [image: image2849.png]cosp=0=p,q,+p,q, +pP:q; =0



, то прямі перпендикулярні.

Задачі для розв’язування:

1. Знайти рівняння прямої у кожному з таких випадків:

1) пряма проходить через початок координат і паралельна прямій, яка проходить через точки  [image: image2851.png]M,(1;1;

iM;(2;-1;3)



;

2) пряма перпендикулярна площині о[image: image2853.png]


 і проходить через точки [image: image2855.png]M(1;-1;2)



;

3) пряма паралельна осі ох і проходить через точку [image: image2857.png]M,(1;1;1)



;

4) пряма проходить через точку [image: image2859.png]


  і паралельна площинам оху  і  о[image: image2861.png]


.

2. Знайти канонічне рівняння прямої в кожному з випадків:

1) пряма проходить через точку [image: image2863.png]M(1;1;2)



 паралельно прямій [image: image2865.png]{Zx7y+2273—
X+y—4z+1=0



;
2) пряма належить площині [image: image2867.png]


, перетинає пряму

 [image: image2869.png]


   і перпендикулярна до цієї прямої;

3) пряма проходить через точку [image: image2871.png]M(1;1;0)



 паралельна площині

 [image: image2873.png]x+2y—z—1=0



 і перетинає пряму [image: image2875.png]


.

3. Знайти відстань від точки [image: image2877.png]M(1;2;-1)



 до даної прямої    [image: image2879.png]x—1

y+1
1

.



.

§10. Кут між прямою та площиною. 

Нехай пряма задана рівняннями

[image: image2880.png]



  а площина Ax + By + Cz + D = 0.

Вектор [image: image2882.png]B(p1;02;D3)



 - напрямний вектор даної прямої. Вектор [image: image2884.png]f(4; B; C)



 - нормальний вектор площини.


                             [image: image2886.png]=18



             𝓁
                                 α    φ[image: image2888.png]



                                  [image: image2890.png]S




Зрозуміло, що площина, задана  векторами [image: image2892.png]


 , перпендикулярна до даної площини. Отже пряма 𝓁1  - проекція прямої 𝓁 на площину буде належати площині,  заданій векторами [image: image2894.png]


.

Кут між прямою і площиною – це кут між прямою і її проекцією на площину. На малюнку цей кут позначено φ. Зрозуміло, що α + φ =[image: image2896.png]EE]



.

Знайдемо кут α між векторами [image: image2898.png]


.

[image: image2899.png]=l

|7] - 18] - cos a,




[image: image2900.png]



[image: image2902.png]P1A+P;B+paC

Rre e N

cosa =



.

Так як кут α повинен бути гострим, а одержаний дріб може набувати від’ємних значень , тобто кут між векторами [image: image2904.png]


 може бути тупим, то

 [image: image2906.png]Iy A+p,B4paCl

D740, 74D,



 .

Тоді [image: image2908.png]IpyA+p;B+paCl

fre e N el

a = arccos




[image: image2910.png]|pyA+p;B+p,Cl

= I — arccosmmmatPe B0
$=3 e Wz



 ,
[image: image2911.png]sing = sin(

arccos

Ip;A+p,B+p,Cl
P12+ P2 +ps?

):




[image: image2912.png]IpsA+p,B+psC|





[image: image2913.png]|psA+p,B+psCl

VETB A C
TAB O pt tp o




Зазначимо, що у випадку, коли пряма 𝓁 виявиться паралельною площині, то її  напрямний вектор буде перпендикулярний нормальному вектору площини,  а отже [image: image2915.png]


.

[image: image2917.png]piA+p,B+p,C=0



 - умова паралельності прямої і площини.

Якщо пряма 𝓁 виявиться перпендикулярною до площини, то в цьому випадку вектори [image: image2919.png]


 будуть колінеарними, тому

[image: image2921.png]


  або [image: image2923.png]T] K
A B C|=0-ymosanepnenmuxynaprocTi mpsof i miomuHH

D1 D2 Pa3




З’ясуємо, за яких умов дві прямі лежать в одній площині.

Нехай прямі задані канонічними рівняннями 
[image: image2925.png]


  і [image: image2927.png]


 .
Перша пряма проходить через точку [image: image2929.png]


 і має напрямний вектор [image: image2931.png]B(p1;02;D3)



. Друга пряма проходить через точку [image: image2933.png]M, (X3; V25 Z,)



 і має напрямний вектор [image: image2935.png]G(q1;92:93)



 . Так як прямі лежать в одній площині, то
 вектори [image: image2937.png]MM, (X, — X1; Vs — V1; 22 — 21),



 [image: image2939.png]B(p1;02;D3)



 і [image: image2941.png]G(q1;92:93)



- компланарні. А отже, їх мішаний добуток дорівнює нулю.

Тому [image: image2943.png]X2=X1 V27N 22727
P1 12 Ps
qy qz qs



 - умова належності двох прямих площині.

Умови належності прямої площині
З’ясуємо, за яких умов пряма задана  рівняннями 

[image: image2945.png]


  - належить площині

    Ax+ By+ Cz+ D =0.

Зрозуміло, що пряма проходить через точку [image: image2947.png]


 і має напрямний вектор [image: image2949.png]B(p1;02;D3)



. Так як точка [image: image2951.png]


  належить площині, то її координати  задовольняють рівняння площини. Отже, маємо правильну рівність

A[image: image2953.png]


+B[image: image2955.png]Vi



+C[image: image2957.png]


+D=0.

Вектор  [image: image2959.png]


 належить площині, а вектор [image: image2961.png]il (A;B;C)



 перпендикулярний до неї, то   [image: image2963.png]


 

[image: image2965.png]Ap, + Bp, + Cp; =0



 .  Отже,

[image: image2967.png]{ Apy + Bp, +(p;
Ax, + By, + Cz,+ D




 – умова належності прямої площині.

Задачі для розв’язування:
1. Знайти кут між прямою, заданої рівняннями 

[image: image2969.png]


 і площиною 5x+3y+4z+8=0.

2. Знайти кут між прямою, що проходить через точки А(-3; 7; 8), В (3;5;9) і площиною 2x-3y-4z+6=0.

3. Написати рівняння прямої, що проходить через точку А(3; 5; 7)  паралельно до площини -2x+4y+5z-3=0. Скільки розв’язків має ця задача?

4. Знайти кут між прямою і площиною, якщо пряма й площина задані рівняннями:

[image: image2971.png]{ X—y+z=
x+2y+2z—2=0,



2х-5у+z-2=0.

5. Знайти значення параметрів [image: image2973.png]P4



 і d , якщо відомо, що пряма [image: image2975.png]


 належить площині 2x+3y-2z+ d =0.
6. Знайти значення параметрів [image: image2977.png]p, 1 p;



, якщо відомо, що пряма [image: image2979.png]


 перпендикулярна до площини 2x-3y+10z+-4 =0.

7. Записати рівняння прямої, що проходить через точку А(1;2;3) перпендикулярно до площини 7x-4y-3z+ 1 =0.

§11. Еліпс та його властивості. Канонічне рівняння еліпса.

Еліпсом називають множину точок площини, сума відстаней від кожної з яких до двох даних точок[image: image2981.png]F, iF,



  залишається сталою. Будемо позначати її 2а. Точки [image: image2983.png]F, iF,



 називаються фокусами еліпса.

Виведемо рівняння еліпса. 

Нехай фокуси [image: image2985.png]F, iF,



  належатимуть осі х, а початок координат буде серединою відрізка [image: image2987.png]


 Позначимо  [image: image2989.png]FiF,

2c



. Отже, [image: image2991.png]F;(—¢;0),F,(c;0)



.



у

                                         В         М(x;y)                              


[image: image2993.png]


                                                  A
                                                                       [image: image2995.png]




                                                                         x


Нехай M(x;y) – довільна точка еліпса. Тоді
  M[image: image2997.png]F,=JG+0)?+ (- 0)?



; M[image: image2999.png]F,=J(x—c)+(y—0)?



.

 За означенням

 M[image: image3001.png]F, + MF, = 2a.




Отже, [image: image3003.png]Ja+oT+y?



+[image: image3005.png]


=2[image: image3007.png]


.

Одержане рівняння задає еліпс.

Перетворимо його .

[image: image3008.png]Ja+)P+y2=2a—/(x—c)?+y?%




[image: image3009.png](J(x+ P+ 3
7)) =(2a- VG- +17)




[image: image3010.png](x+
)+
y2 = 4a? — 4
x—c)2+y?
+
(x—c)?+y?





[image: image3012.png]x? +2xc+c?

4a®—4a\/(x — )2+ y? +x% — 2xc + c?



 ,

[image: image3013.png]4a(x— 0 + y% = 4a? — 4xc,




[image: image3014.png]



Піднісши до квадрату, одержимо

[image: image3015.png]a((:
X —
c)?
+y?)
= (a®
—xc)?




[image: image3016.png]a?(x? —2xc+c? +y?) = (a* — 2a’xc + x* ¢?),





[image: image3017.png]a’x?—

2a*xc +a*c* + a’y? = a* — 2a*xc+ x* ¢




[image: image3019.png]a*x?+alc?+aly?=a* +x2c?



,

[image: image3020.png]a’

2y2 —

cixP+a*y?’=a




[image: image3021.png]x?(a?—c?)+a*y? =a*(a® — ¢




[image: image3022.png]



[image: image3023.png]



Позначимо [image: image3025.png]


. Це можна зробити, так як [image: image3027.png]a>c



, а тому [image: image3029.png]a? —c?> 0.




Одержимо рівняння 
[image: image3031.png]


 – канонічне рівняння еліпса.

Очевидно, що еліпс симетричний відносно обох осей координат, бо змінна х і  змінна у  входять до його рівняння у другому степені. 

 [image: image3033.png]=(=x)% y*=(—y)?



.

Знайдемо точки перетину еліпса, заданого канонічним рівнянням, з осями координат.

Якщо еліпс перетинає вісь х, то у=0.

 [image: image3035.png]1,x2 =a?, x = +a;A(a;0),A;(—a; 0).




Якщо еліпс перетинає вісь у , то х=0.

Отже, [image: image3037.png]—1y? =,y = b



, точка В(0;[image: image3039.png]b),B;(0; —b).




Точки [image: image3041.png]A;, By, AB



 називають вершинами еліпса.

А1А  – велика вісь еліпса,  В1В  - мала вісь еліпса.

Отже, [image: image3043.png]


 - довжина великої півосі еліпса, [image: image3045.png]


 - довжина малої півосі еліпса.

Зокрема, якщо фокуси еліпса співпадуть, то еліпс перетворюється в коло. При цьому с=0. Отже, коло – частинний випадок еліпса, в якому велика й мала півосі однакові і дорівнюють радіусу кола.

Відношення відстані між фокусами еліпса до його великої осі називають ексцентриситетом еліпса.

[image: image3047.png]


=[image: image3049.png]2L
4,4

2c
2a




Очевидно, що [image: image3051.png]0=e<1



 , бо [image: image3053.png]0<c<a



 . Зокрема, якщо с=0, то [image: image3055.png]


=0, маємо коло. 

Отже, ексцентриситет показує настільки еліпс було стиснуто.

[image: image3057.png]


 . Звідси 

[image: image3059.png]


 

[image: image3061.png]


 

[image: image3063.png]


 

[image: image3065.png]


 .

Отже, чим більше [image: image3067.png]


, тим меншим повинно бути відношення [image: image3069.png]


. При [image: image3071.png]e—=1



 мала піввісь буде зменшуватись, а велика збільшуватись.

Отже, чим більше значення [image: image3073.png]


, тим більш витягнутий еліпс.

Нехай маємо еліпс, заданий рівнянням [image: image3075.png]


 і цей еліпс витягнутий вздовж осі х, тобто [image: image3077.png]a>bhb



. Дві прямі, що перпендикулярні до великої осі еліпса і знаходяться на відстані [image: image3079.png]


 від центру еліпса, називаються директрисами еліпса. Отже, директриси мають рівняння [image: image3081.png]H

.



 .

Оскільки [image: image3083.png]e<1



, то [image: image3085.png]“>a,-2<-a



.

Отже, директриси проходять поза межами еліпса.

       
[image: image3087.png]


                                                                                           [image: image3089.png]



Якщо M [image: image3091.png]


 відстань від точки еліпса до відповідної директриси, MF=r – відстань від цієї точки до відповідного фокусу, то [image: image3093.png]Rl



.

Задачі для розв’язування

1. Знайти велику й малу півосі, центр і побудувати еліпс для всіх точок якого сума відстаней до точок [image: image3095.png]F, iF,



 стала величина, що дорівнює [image: image3097.png]2a



, якщо:

1) [image: image3099.png]F,(—3;0),F,(3;0),a = 15;




2) [image: image3101.png]F;(2;1),F,(8;9),a = 1;




3) [image: image3103.png]F,(1;3),F,(—1;5),a =3



.

2. Знайти a, b, c, [image: image3105.png]


 , якщо еліпс задано рівнянням 

[image: image3106.png]



3. Звести рівняння еліпса [image: image3108.png]5x% +
4y? = 8
= 80



 до канонічного та вказати його параметри.
§12. Гіпербола та її властивості. Канонічне рівняння гіперболи
     Гіперболою називають множину точок площини, різниця відстаней від кожної з яких до двох даних точок [image: image3110.png]F,iF,



 залишається сталою і дорівнює 2a.  Точки  [image: image3112.png]F,iF,



  називають фокусами гіперболи.

Нехай [image: image3114.png]FiF,

2c



, M (x;y)- довільна точка гіперболи. Розглянемо випадок, коли фокуси гіперболи знаходяться на осі х  і початок координат є серединою відрізка  [image: image3116.png]


. Тоді [image: image3118.png]F;(—¢;0),F,(c;0)



.  

 [image: image3120.png]MF, = J(x + )7 + 7



,[image: image3122.png]MF, = /(x —c)2+ )?



 . Отже, [image: image3124.png]IMF, — MF,| = 2a



.

Модуль взято  тому, що невідомо який з відрізків [image: image3126.png]MF,



 чи [image: image3128.png]MF,



 буде більший. 

[image: image3129.png]NG+ +y7 - =7 +7| = 2a




                                   або  [image: image3131.png]Ja+oT+y - Jx—o?+yZ=+2a



.

Зрозуміло, що [image: image3133.png]a<c



, а отже [image: image3135.png]2a < 2¢



.

Випадок, коли [image: image3137.png]


 розглядати не будемо, бо тоді

[image: image3139.png]IMF, — MF,| = F,F,



 - сукупність всіх точок прямої [image: image3141.png]


, що лежать поза межами відрізка [image: image3143.png]


.

[image: image3144.png]Ja+P+y2 = +2a+/(x—c)2+y?,




 [image: image3146.png](x+c)?+y?
4a®+4ay
G—c)32+y?
+(x—c)?



+[image: image3148.png]



[image: image3150.png]x2+2xc+ct=4a?+4af/(x—c)* +y?+x? —2xc+ 2



 ,

[image: image3152.png]F4a/(x— )7+ yZ = 4a® — 4xc



 ,

[image: image3154.png]


 ,

[image: image3156.png]a’((x—¢)?* +y?) = a* — 2a%xc + x*¢?




 ,

[image: image3158.png]a* —2a’xc+ x*c?

a?(x? —2xc+ 2 +y?)



,

[image: image3160.png]22

a’x? —2a’xc+ a’c? + a’y? = a* — 2a*xc + x*¢?



 ,

[image: image3162.png]a’x? —x*c? + a*y? = a* — a*¢?



 ,

[image: image3164.png]x?(a?— )+ a*y?=a*(a® - ¢




 

[image: image3166.png]


 ,

[image: image3168.png]a?—c2 <0



, оскільки [image: image3170.png]a<c



, то позначимо

 [image: image3172.png]


.

Отже,[image: image3174.png]



[image: image3176.png]


 -  канонічне рівняння  гіперболи.

[image: image3177.png]<\




AA1 – дійсна вісь гіперболи, [image: image3179.png]


 - дійсна піввісь, [image: image3181.png]


 - уявна піввісь. Так як змінні  х і у  входять до канонічного рівняння гіперболи  у парних степенях, то гіпербола задана канонічним рівнянням, симетрична відносно обох осей координат.

Знайдемо точки, в яких вітки гіперболи перетинають вісь  х, то у=0.
 [image: image3183.png]


, то ([image: image3185.png]a; 0



)  і (-[image: image3187.png]


;0). Якщо графік перетинає вісь y, то х=0, [image: image3189.png]


 або [image: image3191.png]() =-1



 . Очевидно, що ця рівність виконуватись не може. Отже, гіпербола, задана канонічним рівнянням, вісь у не перетинає. Прямі [image: image3193.png]H
e



 - асимптоти гіперболи. Ексцентриситетом гіперболи називають [image: image3195.png]


=[image: image3197.png]


. 

Так як [image: image3199.png]c>a



, то для гіперболи  [image: image3201.png]e>1.




[image: image3203.png]


 

[image: image3205.png]


 

[image: image3207.png]


 

[image: image3209.png]


 ,

[image: image3211.png]


  або [image: image3213.png]


.
Якщо [image: image3215.png]


, то рівняння набуває вигляду

[image: image3217.png]


.

Таку гіперболу називають рівносторонньою або рівнобічною. Її асимптотами  є бісектриси координатних чвертей.

Прямі, задані рівняннями [image: image3219.png]H

.



 - називають директрисами гіперболи, заданої канонічним рівнянням  [image: image3221.png]


. Так як [image: image3223.png]e>1,"<a



.

Отже, директриси гіперболи не перетинають .

                [image: image3225.png]


                [image: image3227.png]




Якщо  М (х;y) – довільна точка гіперболи, [image: image3229.png]


 -  відстань до відповідної директриси,  MF=r – відтань до відповідного фокусу, то [image: image3231.png]aln



.

Задачі для розв’язування:

1. Знайти дійсну та уявну півосі, ексцентриситет і побудувати гіперболу для всіх точок якої абсолютна величина  різниці відстаней до точок [image: image3233.png]F,iF,



 стала величина, що дорівнює 2[image: image3235.png]


, якщо:
1) [image: image3237.png]F,(—3;0),F,(3;0),a = 2;




2) [image: image3239.png]F,(-7;8),F,(9;4),a =





3) [image: image3241.png]F,(1;3),F,(—1;5),a = 1.




2. Знайти a,b, c,  [image: image3243.png]


  та рівняння асимптот. Якщо гіперболу задано рівнянням 

1) [image: image3245.png]



2) [image: image3247.png]5x2 —
4y? =80



.

3. Звести рівняння гіперболи    [image: image3249.png]y24x — 6y =17



 до канонічного. Вказати рівняння  асимптот в новій та старій системах координат.

§ 13. Парабола та її властивості. Канонічне рівняння параболи.

   Параболою називають множину всіх точок площини, рівновіддалених від даної прямої та даної точки. Пряму називають директрисою параболи, а точку її фокусом. Фокус не можне лежати на директрисі.

Виведемо канонічне рівняння параболи.

Виберемо систему координат так, щоб  вісь х проходила через фокус F  і була перпендикулярна до директриси, а початок координат знаходився на однаковій відстані від фокуса і директриси.

[image: image3250.png]



Нехай відстань від фокуса до директриси буде p – параметр параболи. Тоді F([image: image3252.png]™



 і відстань від директриси до осі у   [image: image3254.png]


 .

Нехай M (х;y) – довільна точка параболи. MM1 – відстань від точки M  до директриси.   

MM1 = MM2 + M2M1, MM2 = х, M2M1=[image: image3256.png]ISNE]



,

то MM1 = х+[image: image3258.png]ISNE]



.
M F=[image: image3260.png]N S [




За означенням параболи M F= MM1 .  

Тоді [image: image3262.png]’ 2
(—; +y? =x+l




Піднісши до квадрату, одержимо
[image: image3263.png]PV, a2 P
(x—i +yP =t Hpr+




[image: image3265.png]L
N

—px+Z
42
2 HY = 2
X +px+



,

[image: image3267.png]


 - канонічне рівняння параболи.

Так як змінна  у входить до канонічного рівняння параболи у  парному степені, то парабола задана канонічним рівнянням, симетрична осі х. Зрозуміло, що у цьому випадку директриса параболи має рівняння [image: image3269.png]


.

Так як [image: image3271.png]p >0



, то рівняння [image: image3273.png]


 має зміст лише при [image: image3275.png]


, тому вітки параболи, заданої канонічним рівнянням, знаходяться у І  і ІV чвертях. 

Вершиною параболи називають точку перетину параболи з її віссю симетрії. У нашому випадку з віссю х. Отже, [image: image3277.png]y=0,2px=0,x=0.



 Тобто вершиною параболи , заданої канонічним рівнянням, є початок координат.

Задачі для розв’язування

1. Парабола з вершиною в початку координат симетрична осі х  і проходить через точку А(9;3). Напишіть її рівняння.

2. Знайти вершину й побудувати параболу, для всіх точок якої відстані до даної точки М  і даної прямої 𝓁 рівні між собою, якщо рівняння прямої і координати точки задані:

1) 3х-4у-15=0; М(7;4).

2) 5х+12у - 4=0;  М(1;1).

3) х+у=0, М(5;3).

§14.  Поверхні другого порядку. Класифікація 
1. Еліпсоїд 

Еліпсоїдом називають поверхню, яка в прямокутній  системі координат  задається рівнянням

[image: image3279.png]


.

Це рівняння  називають канонічним рівнянням еліпсоїда, де a,b,c – півосі.

Так як всі змінні входять до рівняння у другому степені, то координатні площини є площинами симетрії  еліпсоїда. Початок координат  є його центром симетрії. Точки перетину еліпсоїда з осями координат називають його вершинами. Отже, вершинами є точки [image: image3281.png](£a;0;0), (0;+b;0),(0;0;+c)



.  

Розглянемо перетин еліпсоїда площиною z=h  - паралельною площині хоу. Тоді одержимо систему

[image: image3283.png]


   або  [image: image3285.png]



Зрозуміло, що  [image: image3287.png]—c<h<c



  (інакше площина не перетне еліпсоїд)
[image: image3289.png]


,

[image: image3290.png]



[image: image3291.png]- -2
cZ—h?z cZ2—h?




Позначивши  [image: image3293.png]=i




,  [image: image3295.png]b2c?

=i




,  одержимо 

[image: image3297.png]


 - канонічне рівняння еліпса.

Зрозуміло, що  коли еліпсоїд перетнути площинами [image: image3299.png]



[image: image3301.png]


,  то в перерізі теж одержимо еліпс.[image: image3302.png]?)





Якщо еліпсоїд  перетнути будь-якою площиною, паралельною до координатних площин, то в перерізі одержимо еліпс. 

Якщо, наприклад, [image: image3304.png]


, то одержимо рівняння [image: image3306.png]


. Отже, півосі, що знаходяться на осі у  і на осі z однакові, а  це означає, що такий  еліпсоїд можна буде отримати обертанням еліпса, заданого рівнянням [image: image3308.png]


 навколо осі х.

Отже, еліпсоїд буде еліпсоїдом обертання, якщо дві його півосі однакові.

Якщо [image: image3310.png]


, то обертання здійснювалось навколо осі [image: image3312.png]


. Переріз такого еліпсоїда площиною, перпендикулярною до осі [image: image3314.png]


 є коло з центром на осі [image: image3316.png]


.

Якщо [image: image3318.png]


, то обертання здійснюється навколо осі х.  Переріз такого еліпсоїда площиною, перпендикулярною осі х, є коло з центром на осі х.

Якщо [image: image3320.png]


, то обертання здійснюється навколо осі у, а тому переріз площиною, перпендикулярною осі у, буде коло.

Якщо [image: image3322.png]


, то одержимо рівняння

 [image: image3324.png]


 або [image: image3326.png]


. Отже, одержали рівняння сфери з центром у початку координат і радіусом [image: image3328.png]


.

Таким чином сфера – це еліпсоїд, у якого всі півосі однакові.

2. Однопорожнинний гіперболоїд

Однопорожнинним гіперболоїдом називають поверхню, що задається в прямокутній системі координат рівнянням [image: image3330.png]


.

Це рівняння називають канонічним рівнянням однопорожнинного гіперболоїда.

[image: image3331.png]


[image: image3333.png]a,b,c



 - його півосі. Так як всі змінні [image: image3335.png]X,¥,Z



 входять до рівняння у другому степені, то координатні площини є площинами симетрії гіперболоїда, а початок координат його центром симетрії. З’ясуємо, які фігури будуть одержані при перетині гіперболоїда площинами, паралельними площинами координат.

1) z=h (площина перпендикулярна осі z).

[image: image3336.png]



[image: image3337.png]



[image: image3338.png]2
y: cr+h?





[image: image3339.png]2 2
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2 Rl 2 k2
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Позначивши [image: image3341.png]


 одержимо
[image: image3343.png]


 - канонічне рівняння еліпса.

Отже, при перетині однопорожнинного гіперболоїда площиною, перпендикулярною осі z, одержуємо еліпс. Зокрема, якщо [image: image3345.png]


, то коло з центром на осі [image: image3347.png]


. Такий гіперболоїд називатимемо гіперболоїдом обертання. 

2) [image: image3349.png]y=h,—b<h<b



 (площина перпендикулярна осі у).

[image: image3351.png]


. Тут[image: image3353.png]|R|



 [image: image3355.png]< b,





[image: image3357.png]



[image: image3358.png]



[image: image3359.png]2
2

X
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Позначивши  [image: image3361.png]a?b? 2 c*b?

a’b? 2 b
b - M e



, одержимо

[image: image3363.png]


-  канонічне рівняння гіперболи.

Отже, при  перерізі площиною, перпендикулярною до осі у , отримаємо гіперболу.

Якщо [image: image3365.png]


 , то [image: image3367.png]


 - дві прямі.

3) [image: image3369.png]


. Аналогічно до випадку 2  отримаємо рівняння

[image: image3371.png]


 - канонічне рівняння гіперболи.

Отже, в цьому випадку перерізом  теж є гіпербола.

Зокрема, [image: image3373.png]


 - пара прямих.

3. Двопорожнинний гіперболоїд

Двопорожнинним гіперболоїдом називають поверхню, задану рівнянням  [image: image3375.png]


.

Це рівняння називають канонічним рівнянням двопорожнинного гіперболоїда.

Так як всі змінні входять до цього рівняння у другому степені, то координатні площини є площинами його симетрії, а початок координат центром симетрії.

З’ясуємо, які фігури буде отримано в результаті перетину двопорожнинного гіперболоїда площинами, паралельними координатним.

[image: image3376.png]



Розглянемо деякі перерізи:

1) z=h,

[image: image3377.png]



[image: image3378.png]



[image: image3379.png]



При[image: image3381.png]|R|



 [image: image3383.png]



[image: image3384.png]Pz m—c




Позначивши  [image: image3386.png]


, одержимо [image: image3388.png]


+[image: image3390.png]


=1- канонічне рівняння еліпса.
Отже, в перерізі буде одержано еліпс. Зокрема, при [image: image3392.png]


 – коло з центром на осі z.  У цьому випадку одержимо гіперболоїд обертання .

2) [image: image3394.png]


,

[image: image3395.png]



[image: image3397.png]


,

[image: image3399.png]


,

[image: image3401.png]


 або [image: image3403.png]


- канонічне рівняння гіперболи.

Отже, при перетині площиною, перпендикулярною осі у, одержимо гіперболу.

3) [image: image3405.png]


.

Тоді
[image: image3407.png]


 

[image: image3409.png]


;

[image: image3411.png]a®+h?




 або [image: image3413.png]


 - канонічне рівняння гіперболи.  

Отже і в цьому випадку одержимо гіперболу.

4. Еліптичний параболоїд

Еліптичним параболоїдом називають поверхню, що задається в прямокутній системі координат рівнянням [image: image3415.png]



Так як змінні х і у входять до рівняння у парних степенях, то площини  yz i xz  є площинами симетрії параболоїда, а вісь z  його віссю симетрії.

[image: image3416.png]



З’ясуємо, по яких лініях перетинають еліптичний параболоїд площини,  паралельні координатним.

1) [image: image3418.png]


, [image: image3420.png]h>0




[image: image3421.png]



[image: image3422.png]



[image: image3424.png]


,

[image: image3426.png]


- канонічне рівняння еліпса.

Отже, площина перпендикулярна осі  z перетинає еліптичний параболоїд по еліпсу. Зокрема, якщо [image: image3428.png]


, то одержимо рівняння кола з центром на осі z . У цьому разі маємо еліптичний параболоїд обертання.

2) [image: image3430.png]



[image: image3431.png]



[image: image3433.png]


  або [image: image3435.png]h?
(=K
»



 - рівняння параболи.

3) [image: image3437.png]



[image: image3438.png]



[image: image3440.png]


- рівняння параболи.

Отже, площини перпендикулярні до осей х  та у,  перетинають еліптичний параболоїд по параболах.

5. Гіперболічний параболоїд

Гіперболічним параболоїдом називають поверхню, яку у прямокутній системі координат задає рівняння [image: image3442.png]


.

Так як змінні х і у  до канонічного рівняння параболічного гіперболоїда входять у парних степенях, то площини  yz i xz  є площинами його симетрії, а вісь z – його віссю симетрії .

[image: image3443.png]



З’ясуємо, які фігури отримаємо перетинаючи гіперболічний параболоїд площинами, паралельними координатним.

1) [image: image3445.png]


, тоді 

[image: image3447.png]


. При [image: image3449.png]h#0



  одержимо рівняння  гіперболи. При [image: image3451.png]


([image: image3453.png]


 - рівняння площини ху) пару прямих [image: image3455.png]



2) [image: image3457.png]



[image: image3458.png]



[image: image3460.png]


 - рівняння параболи.

3) [image: image3462.png]



Тоді [image: image3464.png]


 - рівняння параболи.

Отже, площини перпендикулярні до осей х та у,  перетинають гіперболічний параболоїд по параболах.

6. Циліндри другого порядку

1) еліптичний циліндр.

Еліптичним циліндром називають поверхню, яка у прямокутній системі координат задається рівнянням [image: image3466.png]


.

Зазначимо, що це рівняння не містить змінної z. Це рівняння на площині  ху задає еліпс з півосями [image: image3468.png]


. 

[image: image3469.png]>

)




Отже, еліптичний циліндр складається з усіх прямих, паралельних осі z, що перетинають еліпс  [image: image3471.png]


.

Ці прямі називають твірними циліндра.

Цей еліпс називають напрямною циліндра, а тому циліндр еліптичний. Зокрема, якщо [image: image3473.png]


, то еліпс перетвориться в коло, а циліндр буде круговим. Так як рівняння еліптичного циліндра не містить змінних  х , y,  z  у непарних степенях, то координатні площини є площинами  його симетрії, осі координат – осями симетрії. Початок координат є центром симетрії. Зрозуміло, що будь-яка площина, перпендикулярна осі z  перетне еліптичний циліндр по еліпсу, а площина паралельна осі z може перетнути циліндр по двох паралельних або одній прямій (у випадку дотику).

2) гіперболічний циліндр.

Поверхня, задана у прямокутній системі координат рівнянням [image: image3475.png]


 називається гіперболічним циліндром.

Напрямною даного циліндра є гіпербола, задана у площині ху рівнянням [image: image3477.png]


.

[image: image3478.png]



Твірні паралельні осі z.  Так як канонічне рівняння гіперболічного циліндра не містить змінних х , y,  z  у непарних степенях, то координатні площини є його площинами симетрії, осі координат – осі симетрії, початок координат – центр симетрії. Площина, перпендикулярна осі z, перетинає гіперболічний циліндр по гіперболі. Площина, паралельна осі z, може перетнути гіперболічний циліндр лише по прямих, паралельних осі z.

3) Параболічний циліндр.

Параболічним циліндром називають поверхню, яка у прямокутній системі координат задається рівнянням [image: image3480.png]


. 

[image: image3481.png]- /1“ ~





Твірні цього циліндра паралельні осі z, а напрямною є парабола, задана у площині ху рівнянням [image: image3483.png]


. Рівняння містить змінну у в другому степені і не містить змінної z. Тому площини хz та уz є площинами симетрії цього циліндра, а вісь х – віссю його симетрії. Зрозуміло, що перетнувши цей циліндр площиною, перпендикулярною осі z, одержимо параболу. А площина, паралельна осі z може перетинати даний циліндр не більше як по двох прямих, паралельних осі z. Взагалі, циліндричною поверхнею називають поверхню, утворену паралельними прямими, що перетинають деяку плоску лінію 𝓁 і не лежать з нею в одній площині. Зокрема, площина теж є циліндричною поверхнею, а її напрямна – пряма.

7.Конус другого порядку
Конусом називають поверхню, задану у прямокутній системі координат рівнянням 

[image: image3485.png]


. Це канонічне рівняння конуса. 

[image: image3486.png]



Так як змінні х , y і  z  входять до рівняння у другому степені, то конус симетричний відносно координатних площин. Осі координат є його осями симетрії. Початок координат – центр симетрії.

Розглянемо деякі перерізи конуса:

1) [image: image3488.png]



Якщо [image: image3490.png]


 , то

[image: image3492.png]


. Це рівняння задовольняє лише одна точка (0;0;0).  Якщо [image: image3494.png]h#0



, то одержимо рівняння

[image: image3495.png]



[image: image3496.png]



Позначивши  [image: image3498.png]


, одержимо
[image: image3500.png]


- канонічне рівняння еліпса. Отже, перерізом буде еліпс. Зокрема, якщо [image: image3502.png]


, то перерізом буде коло з центром на осі z. Такий конус будемо називати конусом обертання.

2) [image: image3504.png]



Якщо [image: image3506.png]


, то [image: image3508.png]


 - пара прямих.

[image: image3510.png]h#0



,  тоді  [image: image3512.png]


 або  [image: image3514.png]


;

[image: image3516.png]oF T @
Tz T




- рівняння гіперболи. Отже перерізом є гіпербола.

3) [image: image3518.png]



Якщо [image: image3520.png]


, то [image: image3522.png]


- пара прямих.

[image: image3524.png]h#0



, тоді

[image: image3526.png]


,

[image: image3527.png]



[image: image3528.png]



Позначивши  [image: image3530.png]


, одержимо 

[image: image3532.png]


 - гіпербола.  Отже, перерізом площиною перпендикулярною осі х і х≠0 є  гіпербола.

Задачі для розв’язування:

1. Скласти рівняння поверхні, утвореної обертанням еліпса 

[image: image3534.png]


 навколо осі оу.

2. Знайти рівняння і тип кривих, утворених при перерізі координатними площинами поверхні:

1) [image: image3536.png]


;

2) [image: image3538.png]


;

3) [image: image3540.png]


;

4) [image: image3542.png]


;

5) [image: image3544.png]


;

6) [image: image3546.png]


.

3. Встановити, по якій лінії площина  [image: image3548.png]


 перетинає поверхню [image: image3550.png]


. Визначити її півосі та вершини.

4. Встановити, по якій лінії площина [image: image3552.png]


 перетинає поверхню  [image: image3554.png]


, і знайти її півосі та вершини.

5. Скласти рівняння поверхні, утвореної обертаннями навколо осі ох кола

[image: image3555.png]|

(x—1)2+y*=1
z=0




6. Знайти координати центра А і радіус R сфери, яку задано рівнянням:

a) [image: image3557.png]x2+y2+z2+2x—2y—6z+9=0



;
b) [image: image3559.png]x> +y2+z2—8x+10y+25=0



;
c) [image: image3561.png]x2+y2+z2—6x+4y—8z+1=0



.
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