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предметних і ключових компетентностей
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3

Шановні десятикласники і десятикласниці!
Ви продовжуєте вивчати геометрію. Мета цього підручника — допомог-

ти вам опанувати її розділ, який називається стереометрією. У попередніх 
класах ви вивчали плоскі фігури та їхні властивості, а тепер розглядати-
мете просторові об’єкти. У процесі вивчення стереометрії ви вдосконалите 
навички логічного мислення, розвинете просторову уяву, уміння подумки 
моделювати нові геометричні фігури й будувати їх зображення, а голов-
не — оволодієте системою математичних знань, навичок і вмінь, які необ-
хідні для вивчення інших шкільних дисциплін, продовження навчання, 
а також стануть у пригоді в повсякденному житті, майбутній діяльності.

Засвоюючи стереометрію, ви ознайомитеся з новими геометричними 
поняттями і закономірностями, багато з яких люди здавна застосовують 
у виробничій діяльності, використовують в архітектурі, живописі тощо. 

Ви побачите зв’язок геометрії з мистецтвом і, напевно, погодитеся 
з думкою геніального французького архітектора XX ст. Шарля Едуара 
Ле Корбюзьє, що навколишній світ є світом геометрії і своїми художніми 
враженнями людина зобов’язана саме геометрії. Ви зрозумієте слова ви-
датного французького математика і філософа Блеза Паскаля: «Того, хто 
володіє геометрією, ця наука просуває настільки далеко, що він виявля-
ється озброєним абсолютно новою силою». 

як користуватися підручником
Підручник має чотири розділи, кожний з яких складається з пара-

графів. Параграфи зазвичай містять такі структурні блоки.
Довідкові таблиці наведені на початку більшості параграфів і вміщу-

ють основні означення, ознаки та властивості розглядуваних понять теми, 
систематизацію теоретичного матеріалу та способів діяльності з цим ма-
теріалом у формі спеціальних орієнтирів з розв’язування завдань. Радимо 
опрацювати цей матеріал у першу чергу, а вже після цього переходити до 
наступного блоку. 

Пояснення й обґрунтування являють собою докладне викладення те-
оретичного матеріалу, наведеного в таблицях. Таке подання навчального 
матеріалу (спочатку структурованого у вигляді таблиць, а потім описа-
ного детально) дозволить вам вибрати свій власний рівень ознайомлення 
з обґрунтуваннями, будуючи власну освітню траєкторію.

Приклади розв’язування задач ознайомлять вас із основними ідеями 
щодо розв’язування задач, допоможуть усвідомити й засвоїти способи дій 
з основними геометричними поняттями, набути необхідних предметних 
компетентностей. Для того щоб виділити орієнтовні основи діяльності 
з розв’язування завдань (загальні орієнтири), у прикладах власне розв’я-
зання супроводжуються коментарями, які допоможуть вам скласти план 
розв’я зування аналогічних завдань.

Розв’язання Коментар

Як можна записати розв’язання 
задачі. 

Як можна міркувати під час 
розв’язу вання такої задачі.
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4 Як користуватися підручником

За такого подання коментар не заважає сприйняттю основної ідеї роз-
в’язування завдань певного типу і дає змогу за потреби отримати деталь-
ну консультацію щодо розв’язування, яка міститься в коментарі.

З метою закріплення, контролю і самооцінювання засвоєння навчаль-
ного матеріалу наприкінці кожного параграфа запропоновано систему за-
питань і вправ.

Запитання допоможуть вам пригадати й осмислити вивчене, зверну-
ти увагу на головне в параграфі, оцінити рівень засвоєння теоретичного 
матеріалу параграфа.

Вправи подано за трьома рівнями складності:
 ◆ задачі середнього рівня мають позначку «°»;
 ◆ задачі достатнього рівня (дещо складніші) подано без позначки;
 ◆ задачі високого рівня мають позначку «*». 

До більшості вправ наприкінці підручника наведено відповіді. 
У рубриці «Виявіть свою компетентність» наведено задачі практично-

го змісту та завдання, які для отримання розв’язку вимагають аналізу, 
узагальнення, систематизації набутих знань.

Зверніть також увагу на запропоновані в тексті параграфів супро-
воджуючі запитання, що спонукають до більш глибокого самостійного 
осмислення навчального матеріалу, та завдання, виконання яких, на 
нашу думку, сприятиме формуванню певних предметних і ключових 
компе тентностей. Ці запитання та завдання мають відповідні позначення.

Матеріали рубрики «Відомості з історії» до по можуть вам дослідити 
розвиток геометричної науки у світі та в Україні.

Інтернет-підтримка підручника дозволить здійснити онлайн-тестуван-
ня за кожною темою та отримати додаткову інформацію.

Для того щоб підручник допоміг вам повною мірою, радимо ознайо-
митися із системою умовних позначень:

 початок обґрунтування твердження;

 закінчення обґрунтування твердження;

 початок розв’язання задачі;

 закінчення розв’язання задачі;

запитання до учнів;

цікава інформація або така, яку варто обміркувати;

матеріали, пов’язані з ІКТ та інтернет-підтримкою  
підручника;

завдання, які вимагають самостійного опрацювання,  
сприяють активізації розумової діяльності;

діяльність, розрахована на роботу в команді.
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Розділ 1 

ВСТУП ДО СТЕРЕОМЕТРІЇ

У ЦЬОМУ РОЗДІЛІ ВИ:

 дізнаєтеся про застосування в геометрії аксіоматичного 
методу — одного з методів побудови наукової теорії; 

 ознайомитеся з основними поняттями й аксіомами 
стереометрії та наслідками з них; 

 навчитеся, застосовуючи їх, розв’язувати найпростіші 
задачі на побудову перерізів призми та піраміди
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Розділ 1. Вступ до стереометрії66

§1.  поняття про аксіоматичний метод у геометрії. 
аксіоми планіметрії. аксіоми стереометрії  
та найпростіШі наслідки з них

Таблиця 1

1. аксіоми планіметрії

I. Аксіоми належності
II. Аксіоми взаємного розміщення точок 

на прямій і площині

A
B

a

A a∈ , B a∉

A B aC

Точка B лежить між точками A і C.

C D b

Через точки C і D проходить  
єдина пряма b. a

C Da NM
A

B

Точки лежать  
в одній півплощині

Точки лежать у різ
них півплощинах

b

Пряма a розбиває площину  
на дві півплощини α  і β

III. Аксіоми вимірювання та відкладання відрізків і кутів

A Ba   AB a= , a > 0

A CB   AC AB BC 

O Am

Відрізок OA m=  — єдиний.

� ABC n  ,

n  0

 

D
180°

C
O

�COD  180

A

C

Ba n°

�CAB n   — єдиний 

0 180    n

O

A

C

B

� � �AOB AOC COB 

IV. Аксіома існування трикутника, що дорівнює даному

A

C

B A1

C1

B1

a

          

� �A B C ABC1 1 1 =

V. Аксіома паралельних прямих 

a
B

     B a∉
Через точку B можна провести на пло-
щині не більш як одну пряму, паралель-
ну даній.

§ 1

B

A

Cn°
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§ 1. Поняття про аксіоматичний метод у геометрії. Аксіоми планіметрії. Аксіоми стереометрії... 7

2. аксіоми стереометрії

Ілюстрація Формулювання

M

A
a

Яка б не була площина, існують точки, що належать цій 
площині, і точки, які не належать їй.
A  ; M  .

A aC
B

Через будь-які три точки, які не лежать на одній прямій, 
можна провести площину, і до того ж тільки одну.

A
aB

a

Якщо дві різні точки прямої лежать у площині, то і вся 
пряма лежить у цій площині.
Якщо A   і B, то AB.

a bA Якщо дві різні площини мають спільну точку, то вони 
перетинаються по прямій, що проходить через цю точку.

Відстань між будь-якими двома точками простору одна і та сама  
на всіх площинах, що містять ці точки.

3. наслідки з аксіом стереометрії

B
aCA

Через пряму і точку, що не лежить на ній, можна про-
вести площину, і до того ж тільки одну.

b a
C

a
Через дві прямі, що перетинаються, можна провести пло-
щину, і до того ж тільки одну.

4. означення, ознаки та властивості геометричних фігур і відношень

Геометричні фігури  
або відношення

(рівність, подібність,  
паралельність, перпен-

дикулярність тощо)

Означення 
включає в себе 

характери стичні 
властивості фігури

Ознака
дозволяє довести, що  

фігури, які розглядаються, 
є шуканими або пов’язані 

необхідним співвідно-
шенням (рівність,  
подібність тощо)

Властивості

Закінчення табл. 1
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Розділ 1. Вступ до стереометрії8

пояснення й обґрунтування

поняття про стереометрію

Курс геометрії включає планіме-
трію і стереометрію. На уроках геометрії 
в 7–9 кла сах ви вивчали в основному пла-
німетрію, тобто геометрію на площині. Усі 
 фігури, які розглядають у планіметрії, на-
приклад трикутник, паралелограм, коло, 
лежать в одній площині. Усі точки кожної 
з цих фігур належать площині. Тому такі 
фігури називають плоскими.

Цього року ми вивчатимемо геометрію 
в просторі — стереометрію. Стереоме
трією називають розділ геометрії, що ви-
вчає просторові фігури та їхні властивості. 
Просторові фігури можуть бути неплоски
ми (наприклад, куб чи сфера) або  плоскими. 
Усю сукупність точок, які розглядають 
у стереометрії, називають простором. 
 Фігурою (або фігурою в просторі) називати-
мемо довільну множину точок, розташова-
них у просторі. Зокрема, це всі фігури, 
розміщені в будь-якій площині, і сама ця 
площина також. Отже, плоскі  фігури 
 також є просторовими  фігурами. Тому 
основ ними властивостями плоских фігур, 
відомими з курсу планіметрії, ми користу-
ватимемося і в стереометрії.

Проте в стереометрії найважливішими 
є просторові фігури, що не лежать повністю 
ні в одній площині, тобто неплоскі фігури.

Із деякими простими неплоскими фі-
гурами ви зустрічалися в курсі математи-
ки початкової школи та 5 класу. До них 
відносять (рис. 1.1): куб (а); прямокутний 
паралелепіпед (б); призму (в); піраміду 
(г–д); конус (е); циліндр (ж); кулю (з).

Деякі фігури в просторі ще називають 
тілами*. Наочно геометричне тіло мож-
на уявити собі як частину простору, що 
зай має фізичне тіло, обмежене деякою 
поверхнею. Наприклад, поверхня кулі — 
сфера — складається з усіх точок про-
стору, віддалених від однієї точки — цен
тра — на відстань, що дорівнює радіусу. 
Ця поверхня обмежує кулю, що склада-
ється з усіх точок простору, які віддалені 
від однієї точки — центра — на відстань, 
що не перевищує радіуса.

Куб, паралелепіпед, призма і пірамі-
да є многогранниками. Строге означення 
многогранника дамо в 11 класі. Проте 

1

Планіметрія — від латин. 
planum — площина.

Стереометрія — від грецьк. 
стереос — просторовий.

Puc. 1.1

S

B C
A D

F E

ба в г

ед ж з

* Строге означення тіла та його поверхні буде дано в курсі геометрії 11 класу.

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



9§ 1. Поняття про аксіоматичний метод у геометрії. Аксіоми планіметрії. Аксіоми стереометрії...

оскільки ми почнемо працювати з деяки-
ми видами многогранників у 10 класі, то 
запропонуємо означення, що спираються 
на наочно-інтуїтивні уявлення.

Многогранником називатимемо обме-
жене тіло, поверхня якого складається 
зі скінченного числа плоских многокут-
ників. Кожний із цих многокутників на-
зивають гранню многогранника, сторони 
многокутників — ребрами многогранника 
(рис. 1.2).

Вершина

Грань

Ребро

Puc. 1.2

Діагональ

Вершинами многогранника називають 
вершини його граней. Відрізок, що спо-
лучає вершини многогранника, які не на-
лежать одній грані, називають діагоналлю 
многогран ника.

Зображаючи многогранники, невиди-
мі ребра (які закриті передніми граня-
ми) виконують штриховими лініями (див. 
рис. 1.1 і 1.2). Як буде показано далі, під 
час креслення многогранників слід збе-
рігати паралельність відповідних ребер, 
тому, наприклад, на зображенні куба чи 
прямокутного паралелепіпеда всі грані 
є паралелограмами (див. рис. 1.1, а і б).

Нагадаємо, що всі грані куба — 
квадрати, а всі грані прямо-
кутного паралелепіпе-
да — прямокут-
ники.

Многогранник, дві грані якого — рів-
ні n-кутники, а всі інші n граней — па-
ралелограми, називають n-кутною при
змою. Рівні n-кутники називають основа
ми призми, а паралелограми — бічними 
гранями. 

Куб і прямокутний паралелепіпед є 
окремими випадками чотирикутної призми.

Пірамідою називають многогранник, 
одна з граней якого — плоский многокут-
ник, а решта граней — трикутники, що 
мають спільну вершину (рис. 1.1, г–д).  
Трикутні грані називають бічними гра
нями піраміди, спільну вершину бічних 
граней — вершиною піраміди, а много-
кутник — основою піраміди. Відрізки, що 
сполучають вершину піраміди з вершина-
ми її основи, називають бічними ребрами 
піраміди. Піраміду називають n-кутною, 
якщо її основою є n-кутник. 

Піраміду називають правильною, 
якщо її основою є правильний многокут-
ник, а всі бічні ребра рівні. 

Наприклад, якщо в піраміді SABCDEF 
(рис. 1.1, д) ABCDEF — правильний ше-
стикутник і SA SB SC SD SE SF= = = = = , 
то це правильна шестикутна піраміда.

Трикутну піраміду іноді називають 
тетраедром (рис. 1.1, г). Тетраедр, усі 
грані якого — правильні три-
кутники, називають пра
вильним.
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Розділ 1. Вступ до стереометрії10

аксіоматична побудова геометрії 

Курс планіметрії, який ви вивчали 
в 7–9 класах, і запропонований курс сте-
реометрії значною мірою спираються на 
певні наочні уявлення про геометричні 
 фігури. Водночас геометрія як наукова 
теорія про властивості фігур, розташова-
них у просторі, може бути побудована ло-
гічним (дедуктивним) методом на основі 
системи аксіом.

Пояснимо суть аксіоматичного методу 
побудови геометрії. Вводять основні (не-
означувані) поняття — фігури і формулю-

ють основні положення (аксіоми), у яких 
виражені основні співвідношення між 
основними поняттями*. Далі, використо-
вуючи основні поняття й основні співвід-
ношення між ними, визначають нові по-
няття —  фігури, формулюють і доводять 
нові твердження — теореми про власти-
вості введених понять. При цьому дово-
дять теореми строго логічним шляхом, 
спираючись на аксіоми і раніше доведені 
теореми. Таким чином одержують гео-
метричну систему тверджень, пов’язаних 
низкою логічних залежностей.

2

* Зауважимо, що крім суто геометричних понять у планіметрії та стереометрії використовують де-
які основ ні (неозначувані) поняття, спільні й для інших розділів математики, наприклад понят-
тя «множина».

Основні означення та властивості фігур на площині, які ви вивчали 
в курсі геометрії 7–9 класів, наведено в інтернет-підтримці підручника 
(див.«Система опорних фактів курсу планіметрії», табл. 1–13).

відомості з історії

Ідею дедуктивного методу побудови геоме-
трії висунув ще давньогрецький філо соф, 
учень Сократа (469—399 рр. до н. е.), 
Платон (422—347 рр. до н. е.). Проте 
дійсним засновником наукової теорії ло-
гічного виведення вважають учня Плато
на, давньогрецького мислителя Аристо
теля (384—322 рр. до н. е.).

Аристотель

Зазначимо, що практично кожну тео-
рему можна сформулювати у вигляді умов-
ного твердження «Якщо A, то B», де літе-
рою A позначено умову теореми, а B — її 
висновок. Наприклад, якщо в прямокут-
ному трикутнику позначити довжину гіпо-
тенузи через c, а довжини катетів — через 
a і b, то теорему Піфагора можна сформу-
лювати так: «Якщо трикутник ABC прямо-

кутний із прямим кутом C, то c a b2 2 2  ». 
Умовою A цієї теореми є «трикутник ABC 
прямокутний із прямим кутом C», а ви-

снов ком B — « c a b2 2 2  » (квадрат гіпо-
тенузи дорівнює сумі квадратів катетів).

Якщо поміняти місцями умову і ви-
сновок теореми, тобто розглянути твер-
дження «Якщо B, то A», і це твердження 
буде правильним, то отримаємо так звану 
теорему, обернену до даної. Наприклад, 
для теореми Піфагора обернене тверджен-
ня: «Якщо в трикутнику ABC зі сторона-

ми a, b, c виконується рівність c a b2 2 2  , 
то цей трикутник прямокутний із прямим 
кутом C» теж правильне. Тому останнє 
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11§ 1. Поняття про аксіоматичний метод у геометрії. Аксіоми планіметрії. Аксіоми стереометрії...

твердження є формулюванням теореми, 
оберненої до теореми Піфагора. 

Нагадаємо, що не кожна теорема має 
обернену. Наприклад, розглянемо теорему 
про суміжні кути: «Якщо два кути суміж
ні, то їх сума дорівнює 180°» (умова A — 
«два кути суміжні», висновок B — «їх 
сума дорівнює 180°»). Сформулюємо обер
нене твердження («Якщо B, то A»): «Якщо 
сума двох кутів дорівнює 180°, то ці кути 
суміжні». Це твердження неправильне, 
тому що, наприклад, сума двох верти
кальних прямих кутів дорівнює 180°, але 
ці кути не є суміжними. Отже, для тео
реми про суміжні кути не існує оберненої 
теореми.

   Які ще теореми, які не мають оберне-
них, вам відомі?

Деякі математичні твердження іно
ді формулюють із використанням понять 
«необхідна умова» і «достатня умова». По
яснимо ці терміни.

У випадку, коли умовне твердження 
«Якщо A, то B» правильне, умову A на
зивають достатньою для умови B, а умо
ву B — необхідною для умови A (див. 
 схему).

«Якщо A , то B » —  
правильне  
твердження

A — достатня  
умова для B

B — необхідна 
умова для A

Наприклад, властивість суміжних ку
тів із курсу планіметрії: «Якщо кути су
міжні, то їх сума дорівнює 180°» містить 
два твердження: «кути суміжні» — твер
дження A і «їх сума дорівнює 180°» — 
твердження B. Тоді наведену вище вла
стивість можна сформулювати так: «Для 
того щоб кути були суміжними (тверджен
ня A), необхідно, щоб їх сума дорівнюва
ла 180°» (твердження B) або так: «Для 
того щоб сума двох кутів дорівнювала 180° 
(твердження B), достатньо, щоб ці кути 
були суміжними» (твердження A).

У випадку, коли правильними є і пря
ме твердження «Якщо A, то B», і оберне
не «Якщо B, то A», кожну з умов A і B 
називають необхідною і достатньою для 
іншої. Наприклад, пряму теорему Піфаго
ра і обернену до неї можна сформулювати  
у вигляді одного твердження: «Для того 
щоб трикутник був прямокутним, необ-
хідно і достатньо, щоб квадрат однієї 

Відомості з історії

Стосовно геометрії ідеї Аристотеля реалізував давньогрецький 
математик Евклід (III ст. до н. е.) у своєму трактаті з гео-
метрії «Елементи». Протягом 2000 років це творіння Евкліда 
було єдиним посібником, за яким навчали геометрії; від нього 
йшли й усі задуми подальшого досконалішого обґрунтування 
геометрії. Слід зазначити, що система сформульованих Евклі-
дом аксіом (постулатів) потребувала вдосконалення, оскільки 
була неповною, а тому доведення нерідко «грішили» звер-
ненням до наочності.
Кропітка праця в галузі математики дозволила створити 
на уковий аксіоматичний метод побудови геометрії. Велика 
роль у цьому належить відомим німецьким математикам Фе-
ліксу Клейну (1849—1925) і Давиду Гільберту (1862—1943). 
У 1899 р. з’явилося видання «Основ геометрії» Гільберта, де 
він побудував аксіоматику таким чином, що логічна структу-
ра геометрії стала абсолютно прозорою.

Фелікс  
Клейн

Давид 
Гільберт
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Розділ 1. Вступ до стереометрії12

 сторони дорівнював сумі квадратів двох 
інших сторін». Іноді замість терміна «не-
обхідно і достатньо» використовують та-
кож словосполучення «тоді і тільки тоді». 
У цьому разі останнє твердження буде 
сформульовано так: «Трикутник буде пря-
мокутним тоді і тільки тоді, коли ква-
драт однієї сторони дорівнює сумі квадра-
тів двох інших сторін».

Отже, наявність у формулюванні тео-
реми (чи завдання) словосполучення «тоді 
і тільки тоді» вимагає доведення як пря-
мої, так і оберненої теорем.

основні поняття стереометрії 
Основними фігурами в просторі є точ

ка, пряма і площина. Як і в курсі плані-
метрії, точки в просторі будемо позначати 
великими латинськими буквами A, B, C,  
D, ..., а прямі — малими латинськими бук-

вами — a, b, c, ... або двома точками, що 
лежать на прямій. Площини позначатиме-
мо малими грецькими буквами — α , β,  
γ , ..., а зображатимемо у вигляді парале-
лограмів або довільних замкнених облас-
тей (рис. 1.3). Ці способи зображення від-
повідають наочному уявленню про площи-
ну як про гладеньку поверхню стола, озера 
(рис. 1.4) тощо. При цьому площину уяв-
ляють необмеженою в усі боки, ідеально 
рівною і такою, що не має ніякої товщини.

     Озеро Синевир, яке називають «Морським 
Оком» Карпат, утворилося внаслідок зем-
летрусу більш ніж 10 тис. років тому. Воно 
розташоване на висоті 989 м над рівнем 
моря, його площа — близько 5 га, най-
більша глибина — 24 м. Озеро входить до 
складу Національного природного парку 
«Синевир», на території якого в 2011 р. 
було створено єдиний в Україні реабіліта-
ційний центр для бурих ведмедів.

3

a

b

Puc. 1.3 Puc. 1.4. Озеро Синевир у Карпатах

Якщо A — точка площини α , то кажуть, що точка A 
лежить у площині α , а площина α  проходить через точ
ку A. Це можна записати так: A  . Якщо точка M не на-
лежить площині α , це записують так: M   (рис. 1.5).

Якщо кожна точка прямої a належить площині α , то 
кажуть, що пряма a лежить у площині α , а площина α  
проходить через пряму a (рис. 1.6). Це позначають так: 
a . Якщо пряма b не належить площині α , це позна-
чають так: b.

Якщо пряма a і площина α  мають тільки одну спільну 
точку A, то кажуть, що вони перетинаються в точці A, 
і записують так*: a A∩  . На рисунках частину прямої, 
яка «закрита» зображенням площини, вважають невиди-
мою і зображають штриховою лінією (рис. 1.7).

a

Puc. 1.5

A

M

a

Puc. 1.6

a

* У наведеному записі літерою A позначено геометричну фі гуру — 
множину точок, яка складається з однієї точки. Puc. 1.7 

A

a

a
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13§ 1. Поняття про аксіоматичний метод у геометрії. Аксіоми планіметрії. Аксіоми стереометрії...

аксіоми стереометрії

У стереометрії, як і в планіметрії, властивості геометричних 
 фігур установлюють шляхом доведення відповідних теорем. Але на 
початку курсу, коли нам невідомо жодної властивості фігур у про-
сторі, доводиться якісь властивості основних фігур приймати без до-
ведення. Як і в планіметрії, ті властивості основних геометричних 
фігур, які приймають без доведення, називають аксіомами. Нагада-
ємо, що основними фігурами в просторі є точка, пряма і площина. 
Аксіоми виражають інтуїтивно зрозумілі вла стивості площин та їх 
зв’язок з іншими основними фігурами — точками і прямими.

�аксіома 1. Яка б не була площина, існують точки, що належать 
цій площині, і точки, які не належать їй.
 аксіома 2. Через будь-які три точки, які не лежать на одній пря-
мій, можна провести площину, і до того ж тільки одну.
 аксіома 3. Якщо дві різні точки прямої лежать у площині, то 
і вся пряма лежить у цій площині.
 аксіома 4. Якщо дві різні площини мають спільну точку, то вони 
перетинаються по прямій, що проходить через цю точку (рис. 1.8).
 аксіома 5. Відстань між будь-якими двома точками простору 
одна і та сама на всіх площинах, що містять ці точки.

4









a bA

Puc. 1.8


Зауважимо, що властивості 
площин і прямих, зафіксовані 
в аксіо мах, часто використову-
ються у практичній діяльності. 

На рисунках проілюстрова-
но застосування аксіоми 2 (по-
ясніть чому).  

Твердження аксіоми 3 використовують, коли 
хочуть перевірити, чи є дана поверхня плоскою. 
Для цього до поверхні в різних місцях прикла-
дають рівну рейку (правиʹло) та перевіряють, чи 
є зазор між рейкою та поверхнею. 

Зміст аксіоми 4 мож-
на проілюструвати за до-
помогою зігнутого арку-
ша паперу або вашого 
підручника.
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Розділ 1. Вступ до стереометрії14

У курсі стереометрії ми будемо також 
вважати, що для будьякої площини в про
сторі мають місце всі основні означення, 
теореми і аксіоми планіметрії*.

Докладно про систематиза-
цію фактів і методів плані-
метрії дізнаєтесь, звернув-
шися до інтернет-підтрим-
ки підручника.

Зокрема, на кожній площині між двома 
вибраними точками існує певна відстань — 
довжина відрізка, що їх сполучає. Так, дві 
точки можуть належати одночасно різним 
площинам, але за аксіомою 5 відстань між 
цими точками на кожній із площин буде 
одна й та сама. Після того як вибрано оди-
ничний відрізок, довжину кожного відріз-
ка можна виразити додатним числом. До 
цього числа приписують назву одинич-
ного відрізка: 2 см, 1,5 км тощо. Якщо 
одиничний відрізок не має назви, а дов-
жина відрізка AB дорівнює, наприклад, 
5 одиницям довжини, то пишемо: AB =5, 
що є скороченням запису AB =5  одиниць.

Аксіома про відстані дозволяє порівню-
вати фігури, розміщені на різних площи-
нах, зокрема, застосовувати до них теоре-
ми про рівність і подібність трикутників.

Користуючись поняттям відстані, мож-
на означити рівність і подібність  фігур (зо-
крема, трикутників) у просторі так само, 
як це було зроблено в планіметрії. 

 означення 1. Фігури називаються рів-
ними, якщо існує відповідність** між 
їхніми точками, при якій відстані між 
парами відповідних точок рівні***.

 означення 2. Дві фігури називаються 
подіб ними, якщо існує відповідність 
між їхніми точками, при якій відстані 
між відповідними точками змінюють-
ся в одне і те саме число разів.

* Систему аксіом планіметрії О. В. Погорєлова розглянемо далі в цьому параграфі.



** Нагадаємо, що при встановленні відповідності між двома фігурами кожній точці однієї фігури ста-
виться у відповідність єдина точка іншої фігури.

*** Як і на площині, відповідність між двома фігурами, при якій зберігаються відстані між відповідними 
точками цих фігур, називають переміщенням, або рухом. Детальніше рух буде розглянуто в розділі 4.



Інакше кажучи, для двох довільних 
точок X і Y першої фігури і точок ′X  
і ′Y  другої фігури, які їм відповідають, 
справедлива рівність    X Y k XY.

Надалі аксіому 5 ми, як правило, бу-
демо використовувати неявно, тобто не по-
силаючись на неї, на відміну від перших 
чотирьох аксіом.

наслідки з аксіом стереометрії

Використовуючи аксіоми стереометрії, 
за допомогою логічних міркувань установ-
люють справедливість інших властиво-
стей. Розглянемо деякі з них.

 теорема 1.1. Через пряму і точку, що 
не лежить на ній, можна провести 
площину, і до того ж тільки одну.

 Доведення. Нехай точка A не ле-
жить на прямій l. Виберемо на прямій l 
довільні точки B і C (рис. 1.9). Через 
точки A, B, C, які не лежать на одній 
прямій l, за аксіомою 2 проходить єдина 
площина α . За аксіомою 3 пряма l лежить 
у площині α . Отже, площина α  прохо-
дить через пряму l і точку A.

B
aCA

Puc. 1.9

Покажемо, що ця площина єдина. Дій-
сно, будь-яка інша площина, що прохо-
дить через пряму l і точку A, проходитиме 
також через точки A, B, C. За аксіомою 2 
вона повинна збігатися з площиною α . 

 теорема 1.2. Через дві прямі, що пе-
ретинаються, можна провести площи-
ну, і до того ж тільки одну.

 Доведення. Нехай прямі a і b 
перетинаються в точці C (рис. 1.10). Ви-
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беремо на прямій a довільну точку A, 
а на прямій b — довільну точку B, від-
мінні від точки C. Через точки A, B, C, 
які не лежать на одній прямій, за аксіо-
мою 2 проходить єдина площина α . За 
аксіомою 3 пряма a лежить у площині α  
і пряма b лежить у площині α . Отже, пло-
щина α  проходить через прямі a і b.

b
C

a

Puc. 1.10

BA
a

Покажемо, що ця площина єдина. 
Дійсно, будь-яка інша площина, що про-
ходить через прямі a і b, проходитиме та-
кож через точки A, B, C. За аксіомою 2 
вона повинна збігатися з площиною α . 

З аксіоми 2 та доведених теорем ви-
пливає, що площину можна задати:
1) трьома точками, які не лежать на 

одній прямій;
2) прямою і точкою, яка не лежить 

на ній;
3) двома прямими, які перетинаються.

Домовилися, що для будь-якої площи-
ни в просторі мають місце всі основні озна-
чення, теореми й аксіоми планіметрії. Тому 
в нашому викладі система аксіом стерео-

Зауваження. Оскільки три точки A, 
B, C, які не лежать на одній прямій, од-
нозначно визначають деяку площину, то 
часто площину, що проходить через ці 
точки, позначають так: (ABC).

Вираз «площина ABC» записують 
також скорочено «пл. ABC». Інколи, 
щоб підкреслити, що розглядувані чоти-
ри або більше точок лежать в одній пло-
щині, використовують скорочені записи 
«площина ABCD» або «пл. ABCD», які 
означають, що площина проходить через 
точки A, B, C, D.  

метрії фактично складається з групи аксі-
ом 1–5 стереометрії і групи аксіом планіме-
трії (можливі аксіоматики шкільного кур-
су планіметрії наведено нижче та в табл.1). 

До системи аксіом висувають такі 
вимоги. Вона повинна бути:
1) несуперечливою, тобто такою, щоб із 

цієї системи аксіом неможливо було 
одержати логічним шляхом два твер-
дження, які суперечать одне одному, — 
деяке твердження та його заперечення;

2) незалежною, тобто такою, щоб жодна 
з аксіом даної системи не була логіч-
ним наслідком інших її аксіом;

3) повною, тобто такою, щоб за допомо-
гою аксіом тільки цієї системи, не до-
даючи нових аксіом, можна було до-
вести (або спростувати) строго логіч-
ним шляхом будь-яке твердження про 
властивості фігур даної геометрії.
У шкільних курсах геометрії найча-

стіше реалізується тільки перша вимо-
га — несуперечливість системи аксіом. 
Через прагнення досягти більшої наочно-
сті і простоти доведень застосовують систе-
му аксіом, яка не є незалежною і здебіль-
шого не є повною. Повну систему аксіом 
евклідової геометрії наведено на с. 25–26.

Для більш строгого й докладного ви-
кладення матеріалу потрібно доповнити 
та уточнити запропоновану систему аксі-
ом і обґрунтувати певні властивості, необ-
хідні для розгляду подальшого матеріалу 
курсу стереометрії. Зокрема, у планіме-
трії ми мали одну площину, на якій роз-
міщувались усі фігури, що розглядаються. 
У стереометрії багато, навіть безліч, пло-
щин. Через це розуміння деяких аксіом 
планіметрії як аксіом стереометрії потре-
бує уточнення.

  Які уточнення аксіом стереометрії ви б 
запропонували?

Дамо аксіоми планіметрії та їх уточне-
ні формулювання* для використання в сте-
реометрії.

* У наведених формулюваннях уточнення виділено курсивом. Аксіоми планіметрії, які не вимага-
ють уточнення для використання в стереометрії, наведено в таблиці без поділу на стовпчики.
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Розділ 1. Вступ до стереометрії16

Таблиця 2

аксіоми планіметрії

Аксіоми планіметрії за системою  
О. В. Погорєлова

Уточнені формулювання  
для використання в стереометрії

I. Аксіоми належності

І
1
.  Яка б не була пряма, існують точки, 

що належать цій прямій, і точки, які 
не належать їй.

A

B

a

І
1
.  Яка б не була пряма, існують точки, 

що належать цій прямій, і точки, які 
не належать їй.

Ця аксіома у стереометрії набуває дещо 
іншого змісту — докладіше це буде роз-
глянуто далі.

I
2
. Через будь-які дві різні точки можна провести пряму, і до того ж тільки одну.

C D b

II. Аксіоми взаємного розміщення точок на прямій і площині (аксіоми порядку)

II
1
. Із трьох точок на прямій одна і тільки одна лежить між двома іншими.

A B aC

II
2
.  Пряма розбиває площину на дві пів-

площини.
II

2
.  Пряма, яка належить площині, роз-

биває цю площину на дві півплощини.

III. Аксіоми вимірювання та відкладання відрізків і кутів

III
1
.  Кожний відрізок (рис. а) має певну довжину, більшу за нуль. Довжина відрізка 

дорівнює сумі довжин частин (рис. б), на які він розбивається будь-якою його вну-
трішньою точкою.

A Ba

AB a= , a > 0

а                     

A CB

AC AB BC 
б

III
2
.  На будь-якій півпрямій від її початкової точки можна відкласти відрізок даної 

довжини OA m , і до того ж тільки один.

O Am

III
3
.  Кожний кут має певну градусну міру, більшу за нуль (рис. а). Розгорнутий кут до-

рівнює 180° (рис. б). Градусна міра кута дорівнює сумі градусних мір кутів, на які 
він розбивається будь-яким променем, що проходить між його сторонами (рис. в).

 

B

A

Cn°

  ABC n , n  0  

D
180°

C

  COD 180

O

 

O

A
C

B

� � �AOB AOC COB 

 а б в
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аксіоми планіметрії
III

4
.  Від будь-якої прямої в дану півплощину можна 

відкласти кут з даною градусною мірою, меншою 
від 180°, і до того ж тільки один.

A

C

Ba n°

�CAB n   — єдиний 0 180    n

III
4
.  Від півпрямої на площині, 

яка мі стить її, у дану пів-
площину можна відкласти 
кут з даною градусною 
мірою, меншою від 180°, 
і тільки один.

IV. Аксіома існування трикутника, що дорівнює даному

IV
1
.  Який би не був трикутник, існує трикутник, що 

дорівнює йому, у даному розміщенні відносно да-
ної півпрямої.

A

C

B A1

C1

B1

a

� �A B C ABC1 1 1 =

IV
1
.  Який би не був трикутник, 

на площині, яка містить 
його, існує трикутник, що 
дорівнює даному, у зада-
ному розміщенні відносно 
даної півпрямої.

V. Аксіома паралельних прямих

V
1
.  Через точку, що не лежить на даній прямій, мож-

на провести не більш як одну пряму, паралельну 
даній.

a
B

V
1
.  На площині через дану точ-

ку, що не лежить на даній 
прямій, можна провести не 
більше як одну пряму, па-
ралельну даній.

Отже, аксіома I
1
 у стереометрії набуває дещо іншого змісту. 

У планіметрії ця аксіома стверджувала існування точок поза да-
ною прямою на тій площині, на якій лежить пряма (і всі роз-
глядувані фігури). Тепер ця аксіома стверджує взагалі існування 
точок, що не лежать на даній прямій. Із неї безпосередньо не ви-
пливає, що існують точки поза даною прямою на площині, на 
якій лежить пряма. Це потребує спеціального доведення.

 Доведення. Нехай дано площину α  і пряму a в цій пло-
щині (рис. 1.11). Доведемо існування у площині α  точок, що не 
лежать на прямій a.

Позначимо точку A на прямій a і точку ′A  поза площиною α . 
Через пряму a і точку ′A  проведемо площину  . Візьмемо точ-
ку B поза площиною   та проведемо через пряму AA′  і точку B 
площину β. Площини α  і β  перетинаються по прямій b, яка про-
ходить через точку A і відмінна від прямої a. Точки цієї прямої, 
відмінні від точки A, лежать у площині α  поза прямою a, що 
й потрібно було довести. 

b

a
a

a′

b

B

A

A′

Puc. 1.11

Закінчення табл. 2
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Розділ 1. Вступ до стереометрії18

відомості з історії

Олексій Васильович Погорєлов (1919—
2002) —— видатний вітчизняний математик, 
учений зі світовим ім’ям, академік Націо-
нальної академії наук України, заслужений 
діяч науки і техніки України.
Рідкісне поєднання математичного та ін-
женерного талантів визначило коло науко-
вих інтересів О. В. Погорєлова. Його праці 
належать до геометрії «в цілому», основ 
геометрії, теорії диференціальних рівнянь 
у часткових (частинних) похідних, теорії 
стійкості пружних оболонок, питань кріо-
генного електромашинобудування.

Погорєлов —— автор підручників з усіх 
основ них розділів геометрії для вищих на-
вчальних закладів. Ці підручники вирізня-
ються оригінальністю викладу матеріалу та 
математичною строгістю. Багато й успішно 
Олексій Васильович працював також над 
питаннями вдосконалення шкільної мате-
матичної освіти. Створений ним підручник 
з геометрії спрямовано на розвиток логіч-
ного мислення та здібностей учнів.
На будівлі Харківського національного уні-
верситету ім. В. Н. Каразіна, де навчався 
і працював О. В. Погорєлов, установлено 
меморіальну дошку.

Для розгляду деяких стереометричних понять корисно вве-
сти також поняття розбиття простору на частини кожною 
з площин.

Пригадаємо, що кожна з прямих на площині розбиває її на 
дві півплощини (рис. 1.12), що мають такі властивості:
1) півплощина, обмежена прямою a, містить цю пряму, але не 

збігається з нею;
2) якщо кінці A і B відрізка AB лежать в одній півплощині (але 

не належать прямій a), то відрізок AB не перетинає пряму a 
(рис. 1.12, а);

3) якщо ж кінці A і B відрізка AB належать різним півплощи-
нам (але не належать прямій a), то відрізок AB перетинає 
пряму a (рис. 1.12, б).

Аналогічно означають і частину простору, обмежену даною 
площиною, — півпростір.

Площину, яка обмежує півпростір, називають його границею.

Puc. 1.12

a

A a

B

а

a

A a

B

б
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 теорема 1.3. Площина розбиває про-
стір на два півпростори. Якщо точ-
ки A і B належать одному півпросто-
ру, то відрізок AB не перетинає пло-
щину (рис. 1.13, а). Якщо ж точки A 
і B належать різним півпросторам, 
то відрізок AB перетинає площину 
(рис. 1.13, б).

 Доведення. Нехай α  — дана площи-
на. Позначимо точку D, яка не лежить на 
площині α . Така точка існує за аксіомою 1 
стереометрії. Розіб’ємо всі точки простору, 
які не лежать на площині α , на два пів-
простори таким чином. Точку A віднесемо 
до одного півпростору, якщо відрізок AD 
не перетинає площину α , і до другого пів-
простору, якщо відрізок AD перетинає пло-
щину α . Покажемо, що це розбиття про-
стору має властивості, названі в теоремі.

Нехай точки A і B належать першому 
півпростору. Проведемо через точки A, B 
і D площину  . Якщо площина   не пе-
ретинає площину α , то відрізок AB теж 
не перетинає цю площину. Припустимо, 
що площина   перетинає площину α  
(рис. 1.14). Оскільки площини різні, то 

їх перетин відбувається по деякій пря-
мій a. Пряма a розбиває площину   на 
дві півплощини. Точки A і B належать од-
ній півплощині, а саме тій, у якій лежить 
точка D. Тому відрізок AB не перетинає 
пряму a, а отже, і площину α .

Якщо точки A і B належать другому 
півпростору, то площина   перетинає 
площину α , оскільки відрізок AD перети-
нає площину α . Точки A і B належать од-
ній півплощині розбиття площини   пря-
мою a. Звідси випливає, що відрізок AB не 
перетинає пряму a, а отже, і площину α .

Якщо, нарешті, точка A належить од-
ному півпростору, а точка B — іншому, 
то площина   перетинає площину α , 
а точки A і B лежать у різних півплощи-
нах площини   відносно прямої a. Тому 
відрізок AB перетинає пряму a, а отже, 
і площину α . 

Необхідно зазначити, що в стереоме-
трії існує декілька рівносильних систем 
аксіом, одну з яких ми й обрали. Якби ми 
обрали іншу систему, деякі з аксіом, наве-
дених вище, перетворилися б на теореми, 
а деякі теореми стали б аксіомами.



a 

a

a′
A

B

D

Puc. 1.14

a

Puc. 1.13

A B

a

B

A

а б

відомості з історії

На виняткове значення властивості про розбиття площиною простору на два 
півпростори чи не вперше звернув увагу всесвітньо відомий український 
математик Михайло Васильович Остроградський. Він створив підручник 
з елементарної геометрії, який мав величезний вплив на викладання гео-
метрії впродовж усього XIX ст.
Народився М. В. Остроградський у селі Пашенівка Кобеляцького повіту 
Полтавської губернії (тепер це Козельщинський район Полтавської обла сті) 
у родині дрібного поміщика. З діда-прадіда Остроградські належали до 
козацької старшини, а сам рід, за легендою, походив від знаменитих волин-
ських державників і просвітителів князів Острозьких; звідси й  прізвище —— 
Остроградські. Михайло Остроградський навчався спочатку в Полтавській 

  

Уявіть, що в деякій си-
стемі аксіом теорему 1.1 
прийнято за аксіому. Чи 
залишиться при цьому 
теоремою теорема 1.2?
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Розділ 1. Вступ до стереометрії20

гімназії, а потім —— у щойно відкритому Харківському університеті. Після 
закінчення університету Остроградський у 1822 р. їде до Парижа, де слу-
хає лекції таких корифеїв математичної науки, як Лаплас, Пуассон, Ампер, 
Фур’є, Штурм, Коші, Пуансо та ін. У 1826 р. Оґюстен Коші в одній зі своїх 
праць дуже схвально відгукнувся про успіхи молодого Остроградського. 
Такий відгук цінився тоді більше за будь-який диплом. 

М. В. Остроградський створив велику наукову школу, традиції якої ще 
й досі помітні в проблематиці вітчизняних математичних досліджень. Він 
був обраний академіком багатьох академій, почесним членом університе-
тів і наукових товариств. Поховали його на батьківщині. У Полтавському 
педагогічному інституті відкрито музей М. В. Остроградського. 200-річчя 
з дня народження видатного українського математика занесено до кален-
даря пам’ятних дат ЮНЕСКО.

М. В. Остроград-
ський

У нашому курсі система аксіом (так само, як і в інших 
підручниках для школи) не є повною. Так, зокрема, із на-
веденої системи аксіом не випливає, що між двома даними 
точками прямої обов’язково лежить ще точка цієї прямої. 
Це здається очевидним, оскільки пряма, за нашими уявлен-
нями, суцільна, неперервна, без «дірок». Але таке уявлення 
має одержати точне означення у вигляді властивості прямої. 
Аксіоми, які задають цю властивість, — це аксіоми неперерв-
ності. Ми не наводимо їх, оскільки це утруднило б виклад, 
тому доводиться частково поступитися строгістю заради на-
очності і простоти доведення.

Формулювання 
аксіом неперерв-
ності наведено  
на с. 26.

приклади розв’язування задач

Дано чотири точки, що не лежать в одній площині. Чи можуть три 
з них лежати на одній прямій?

Розв’язання Коментар

 Нехай дано чотири точки A, B, C, D, які 
не лежать в одній площині. Припустимо, 
що три з даних точок, наприклад A, B, C, 
лежать на одній прямій a (а четверта точ-
ка D не лежить на цій прямій).

Тоді через три точки A, B, D, які не ле-
жать на одній прямій, за аксіомою 2 мож-
на провести площину α  (рис. 1.15). Але за 
аксіо мою 3, якщо дві різні точки A і B пря-
мої a лежать у площині α , то і вся пряма 
лежить у цій площині, а отже, і точка C 
теж лежить у площині α . Таким чином, 
усі чотири точки лежать в одній площи-
ні α , що суперечить умові.

На запитання «Чи може виконуватися 
дане твердження?» можна дати відповідь:
«Так», і тоді достатньо навести хоча б один 
приклад, коли це твердження виконується;
«Ні», і тоді потрібно довести, що це твер
дження ніколи не виконується (найчасті-
ше це доводять методом від супротивного).
Використовуючи метод від супротивного, 
потрібно:
1) зробити припущення, протилежне 

тому, що ми хочемо довести;
2) спираючись на аксіоми та вже доведені 

теореми, отримати суперечність із умо-
вою або з відомою властивістю;

Задача 1
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A
C

B

Puc. 1.15

a

aD

Отже, наше припущення неправильне, 
і якщо чотири точки не лежать в одній 
площині, то жодні три з них не лежать на 
одній прямій. 

3) зробити висновок про те, що наше при
пущення неправильне, а правильним 
є те, що потрібно було довести.

Доведіть, що через будь-які дві різні точки простору можна про-
вести пряму, і до того ж тільки одну.

Розв’язання Коментар

 Нехай A і B — дві різні точки простору. 
Виберемо точку C, яка не лежить на одній 
прямій з точками A і B (за відповідною ак
сіомою планіметрії).

Через точки A, B, C, які не лежать на од
ній прямій, за аксіомою 2 проведемо площи
ну α . У площині α  за відповідною аксіо
мою планіметрії через точки A і B можна 
провести пряму a. Припустимо, що в про
сторі через точки A і B можна провести ще 
одну пряму a1 , відмінну від прямої a. За 
аксіомою 3 пряма a1  лежить у площині α  
(оскільки дві її точки A і B лежать у пло
щині α ). Тоді в площині α  через дві різні 
точки A і B проведено дві різні прямі a і a1 , 
що суперечить відповідній аксіомі планіме
трії. Отже, через дві різні точки в просто
рі можна провести тільки одну пряму. 

У планіметрії твердження «Через будь
які дві різні точки можна провести пряму, 
і до того ж тільки одну» було аксіомою. 
Проте в стереометрії ця аксіома стверджує 
тільки те, що в розглядуваній площині че
рез дві різні точки можна провести пря
му, і до того ж тільки одну.

Відповідний факт у просторі потребує 
доведення. Для цього слід використати до
датково таку аксіому планіметрії: «Яка б 
не була пряма, існують точки, що нале
жать цій прямій, і точки, які не нале
жать їй».

Ця аксіома і в просторі гарантує існу
вання точок, які не належать даній прямій 
(див. п. 1 табл. 2).

Дано пряму і точку, що не лежить на ній. Доведіть, що всі прямі, 
які перетинають дану пряму і проходять через дану точку, лежать 
в одній площині.

Розв’язання Коментар

 Нехай дано пряму a в просторі і точ
ку B, яка не лежить на ній. Через пря
му a і точку B проведемо площину   (за 
теоремою 1.1 ця площина єдина). Нехай 
довільна пряма b проходить через точку B 
і перетинає пряму a в точці A (рис. 1.16).  

Спочатку побудуємо площину, яка про
ходить через дані пряму і точку. Потім 
доведемо, що всі прямі, які перетинають 
дану пряму і проходять через дану точку, 
лежать у цій площині.

Для коректного доведення слід також 
упевнитися, що побудована площина єдина.

Задача 2*

Задача 3
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Розділ 1. Вступ до стереометрії22

Тоді точки A і B прямої b належать пло
щині α , отже, за аксіомою 3 і вся пряма b 
лежить у площині α .

Отже, усі прямі, які перетинають дану 
пряму a і проходять через дану точку B, 
що не лежить на ній, лежать в одній пло
щині α . 

b

a
A

a

Puc. 1.16

B

1. Наведіть приклади просторових фігур, плоских фігур, неплос
ких фігур. Яке мінімальне число точок може містити неплоска 
 фігура?

2. Назвіть основні поняття стереометрії. Сформулюйте аксіоми стерео
метрії та найпростіші наслідки з них.

3.* Дайте означення рівності та подібності фігур у просторі.

4.* Доведіть, що через пряму і точку, що не лежить на ній, можна 
провести площину, і до того ж тільки одну.

5.* Доведіть, що через дві прямі, які перетинаються, можна провести 
площину, і до того ж тільки одну. 

6. Поясніть зміст поняття «обернена теорема» і наведіть приклади 
прямої та оберненої теорем. Наведіть приклад теореми, яка не має 
оберненої, та поясніть, чому її немає.

7.* На прикладі твердження: «Якщо діагоналі чотирикутника пере
тинаються і точкою перетину діляться навпіл, то цей чотирикут
ник — паралелограм» поясніть зміст понять «необхідна умова», 
«достатня умова». Сформулюйте дане твердження, використовуючи 
терміни «необхідно», «достатньо». Чи можна поєднати умову і ви
сновок наведеного твердження терміном «необхідно і достатньо»? 
Якщо можна, то поясніть чому.

8. Поясніть суть аксіоматичного методу побудови геометрії.

9. Які вимоги висувають до системи аксіом? Поясніть суть кожної 
з вимог.

10. Поясніть, що називається півпростором, який визначається даною 
площиною α .

11. Сформулюйте теорему про розбиття простору площиною. Поясніть 
її зміст.

12.* Доведіть теорему про розбиття простору площиною.

1.1.° Поясніть, чому стіл, який має три ніжки, обов’язково стійкий, 
а про стіл із чотирма ніжками цього стверджувати не можна.

1.2.° (Жарт.) Три мухи одночасно злетіли з кришки стола. Чи можуть 
вони знову опинитися в одній площині?

Запитання

Вправи
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1.3.° Чи можна провести площину через три точки, які лежать на одній 
прямій? Відповідь поясніть, спираючись на відповідні аксіоми чи 
наслідки з них.

1.4.° Скільки площин може проходити через три дані точки?
1.5. Доведіть, що площина і пряма, яка не лежить на ній, або не пере

тинаються, або перетинаються в одній точці.
1.6. Доведіть, що існує пряма, яка перетинає дану площину.
1.7. Точка M належить площині α , а точка N не належить їй. Чи на

лежить площині α  середина відрізка MN? Поясніть відповідь, спи
раючись на відповідні аксіоми чи наслідки з них.

1.8. Дайте відповідь на запитання, спираючись на відповідні аксіоми 
чи наслідки з них. Чи є правильним, що можна провести площину 
через будьякі: 

 1) дві точки; 
 2) три точки;          
 3) чотири точки? 

1.9.°  Скільки площин можна провести через одну пряму? Обґрунтуйте 
свою відповідь.

1.10.° Чи можуть дві площини мати: 
 1) тільки одну спільну точку; 
 2) тільки дві спільні точки?

1.11.° Чи можуть дві різні площини мати дві різні спільні прямі?
1.12.   Як розташовані дві площини, якщо в кожній із них лежить один 

і той самий трикутник?
1.13.  Доведіть, що існує площина, яка перетинає дану площину.
1.14.   Точки A, B, C, D не лежать в одній площині. Доведіть, що прямі AC 

і BD не перетинаються.
1.15.   Дано площину α  і квадрат ABCD. Чи може площині α  належати: 

 1) тільки одна вершина квадрата; 
 2) тільки дві його вершини; 
 3) тільки три вершини?

1.16.*  Дві вершини трикутника належать площині α . Чи належить цій 
площині третя вершина, якщо відомо, що даній площині належить: 

 1) точка перетину медіан трикутника; 
 2) центр вписаного в трикутник кола? 

1.17.*  Чи кожна точка кола належить площині, якщо відомо, що цій пло
щині належать: 

 1) дві точки кола;     
 2) три точки кола?

1.18.*  Чи правильно, що через три прямі, які попарно перетинаються, 
проходить єдина площина?

1.19.*  Дано дві прямі, які перетинаються. Доведіть, що всі прямі, які 
перетинають обидві дані прямі і не проходять через точку їх пере
тину, лежать в одній площині.

1.20.*  Три площини мають спільну точку. Чи є правильним твердження, 
що всі ці площини мають спільну пряму? Скільки прямих можна 
отримати у разі попарного перетину цих площин?
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Розділ 1. Вступ до стереометрії24

1.21.   Серед прямих і площин, що проходять через 
вершини куба ABCDA B C D1 1 1 1  (рис. 1.17), 
назвіть:

 1) пари прямих, що перетинаються;
 2)  трійки прямих, які перетинаються в од

ній точці;
 3) пари площин, що перетинаються;
 4)  трійки площин, які перетинаються в од

ній точці.
1.22.*  Дано три різні площини, які попарно перетинаються. Доведіть, що 

коли дві з прямих перетину цих площин перетинаються, то третя 
пряма проходить через точку їх перетину.

1.23.   Дано чотири точки. Відомо, що пряма, яка проходить через будьякі 
дві із цих точок, не перетинається з прямою, яка проходить через інші 
дві точки. Доведіть, що дані чотири точки не лежать в одній площині.

1.24.   Чи лежать в одній площині прямі a, b і c, якщо будьякі дві з них 
перетинаються, але не існує точки, що належить усім трьом пря
мим? Виконайте рисунок.

1.25.   Прямі a, b і c, що лежать в одній площині, перетинаються в точ
ці O. Доведіть, що існує площина, яка не проходить через точку O 
та перетинає три дані прямі a, b і c.

1.26.  На яке найбільше число частин можуть розбивати простір: 
  1) дві площини; 2) три площини; 3) чотири площини?
1.27.   Поясніть, чому весь простір не може бути півпростором, що визна

чається деякою площиною α .
1.28.   Чи може площина, що перетинає площину α , бути повністю роз

ташованою в одному з півпросторів, які визначає площина α?
1.29.   Що можна сказати про взаємне розташування двох півпросторів та 

їх границь α  і β, якщо: 
 1) перетином* цих півпросторів є площина α ; 
 2) перетин цих півпросторів збігається з їх об’єднанням?

1.30.  У результаті перетину скількох півпросторів можна отримати: 
  1) куб;  2) трикутну піраміду?
1.31.*  Кінці ламаної, яка складається з двох ланок, лежать по різні боки 

від площини α . Доведіть, що ламана перетинає площину α .
1.32.   Поясніть, звідки випливає, що в кожному півпросторі лежить не

скінченна множина: 
  1) точок; 2) прямих.
1.33.*  Дано n > 4  точок, кожні чотири з яких лежать в одній площині. 

Доведіть, що всі ці n точок лежать в одній площині.
1.34.*  Дано n >3  прямих, кожні дві з яких перетинаються. Доведіть, що всі 

n прямих лежать в одній площині або всі проходять через одну точку.
1.35.   Скільки різних площин можуть визначати 5 точок? Дайте всі мож

ливі відповіді. Наведіть відповідні рисунки.
1.36.*  Площини α  і β  перетинаються по прямій a. Через точку A пря

мої a проведено площину γ , що не містить пряму a. Доведіть, що 
площина γ  перетинає площини α  і β  по двох різних прямих.

* Під перетином півпросторів розуміємо фігуру, яка складається з усіх спільних то
чок цих півпросторів.
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1.37.   Дано площину α  та три прямі AB, BC і AC, які перетинають її 
в точках A1, B1  і C1  відповідно. Доведіть, що точки A1, B1  і C1  
належать одній прямій.

		 Виявіть	 свою	 компетентність

1.38.°   Як можна перевірити якість виготовлення лінійки, якщо є гарно 
оброблена плоска плита? На який теоретичний факт спирається ця 
перевірка?

1.39.°  За допомогою двох ниток можна перевірити, чи буде стійко стояти 
на підлозі виготовлений стіл, який має чотири ніжки. Як потрібно 
натягнути ці нитки?

Відомості	 з	 історії

Аксіоматика	 евклідової	 геометрії	

Сучасна система аксіом евклідової геометрії складається з п’яти груп 
і спирається на шість основних (неозначуваних) понять. Це об’єкти трьох 
видів: точки, прямі та площини і три види відношень між ними, які ви-
ражаються словами «належить», «лежить між», «рух».

I.	 Аксіоми	 нАлежності

I1. Через кожні дві точки можна провести 
пряму, і до того ж тільки одну. 

I2. На кожній прямій лежать принаймні 
дві точки. Існують хоча б три точки, 
які не лежать на одній прямій.

I3. Через кожні три точки, які не лежать 
на одній прямій, можна провести пло
щину, і до того ж тільки одну.

I4. На кожній площині лежать принаймні 
три точки та існують хоча б чотири 
точки, які не лежать в одній площині.

I5. Якщо дві точки даної прямої лежать 
на даній площині, то і сама пряма ле
жить на цій площині.

I6.  Якщо дві площини мають спільну точ
ку, то вони мають ще одну спільну точ
ку (а отже, і спільну пряму).

II.	 Аксіоми	 порядку

II1. Якщо точка B лежить між точками A і C, то всі три точки 
лежать на одній прямій.

II2. Для будьяких точок A і B існує така точка C, що B лежить 
між A і C. 

II3. Із трьох точок прямої тільки одна лежить між двома іншими.
II4. (Аксіома Паша) Якщо пряма l перетинає одну сторону три

кутника (рис. 1.18), то вона перетинає ще й іншу його сторо
ну або проходить через його вершину (відрізок AB означають 
як множину точок, які лежать між точками A і B; відповідно 
означають і сторони трикутника).

III.	 Аксіоми	 руху

III1. Рух ставить у відповідність точкам точки, прямим — прямі, 
площинам — площини, зберігаючи належність точок прямим 
і площинам.

III2. Два послідовних рухи дають знову рух, і для всякого руху 
є обернений рух.
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Розділ 1. Вступ до стереометрії26

III3. Якщо дано точки A, B і півплощини α  та β, 
що обмежені продовженими півпрямими a, b, 
які виходять із точок A, B (рис. 1.19), то існує 
рух, і до того ж єдиний, який переводить точ
ку A, півпряму a, півплощину α , відповідно 
в точку B, пряму b, півплощину β  (півпряма 
і півплощина легко означаються на основі по
нять належності та порядку).

IV.	 Аксіоми	 неперерВності

IV1. (Аксіома Архімеда) Будьякий відрізок AB 
можна перекрити меншим відрізком AA1, 
відкладаючи його на AB достатнє число разів: 
AA A A A An n1 1 2 1    (рис. 1.20); відкладан

ня відрізка здійснюється рухом.
IV2. (Аксіома Кантора) Для послідовності вкладе

них відрізків A Bn n  (рис. 1.21), довжини яких 
прямують до нуля, існує, і до того ж  єдина, 
точка C, що належить усім відрізкам A Bn n.

V.	 АксіомА	 пАрАлельності

V1. Через дану точку поза даною прямою можна провести на пло
щині не більш як одну пряму, що не перетинає дану, тобто не 
більш як одну пряму, паралельну даній.

A a

a

B

b

b
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У наведеній системі аксіом III група містить 
аксіоми руху, які запропонував на початку 
XX ст. німецький математик Ф. Шур. Д. Гіль-
берт до числа основних понять замість руху 
ввів поняття «конгруентність». Відповідно до 
цього в системі аксіом Гільберта III група 
містить п’ять аксіом конгруентності фігур.

За допомогою основних визначають решту 
понять евклідової геометрії. Усі твердження 
про властивості геометричних фігур, що їх 
не містять аксіоми, повинні бути доведені 
суто логічним виведенням із цих аксіом. На-
ведена система аксіом евклідової геометрії 
має властивості повноти і несуперечності.

Якщо в аксіоматиці евклідової геометрії за-
мінити аксіому паралельності (через дану 
точку поза даною прямою можна прове
сти на площині не більш як одну пряму, 
що не перетинає дану, тобто паралель
ну даній) на твердження, що через точку, 
яка не лежить на даній прямій, проходять 
хоча б дві прямі, що лежать з даною 

в одній площині і не перетинають її, то 
одержимо іншу систему аксіом. Це система 
аксіом геометрії Лобачевського, що є теж 
несуперечливою. У ній аксіома паралельно
сті не залежить від решти аксіом евклідової 
геометрії.

Здавалося б, нова аксіома суперечить 
звичайним уявленням. Проте за належно-
го розуміння і ця аксіома, і вся геоме-
трія Лобачевського мають цілком реальний 
сенс. Її створив і розвинув визначний уче-
ний М. І. Лобачевський, який уперше по-
відомив про неї в 1826 р. Дещо пізніше 
з тією ж тео рією виступив угорський учений 
Я.  Больяї, тому геометрію Лобачевського 
називають іно ді гео метрією Лобачевсько-
го —— Больяї. Її називають також неевклідо-
вою геометрією, хоча термін «неевклідова 
геометрія» має ширше значення, включаю-
чи й інші теорії, що виникли слідом за гео-
метрією Лобачевського і засновані також на 
зміні аксіом евклідової геометрії.
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Як уже відзначалося, у зв’язку з аксіоматичною побудовою геометрії при-
родно виникають три питання:
1. Чи є не суперечливою прийнята нами система аксіом, тобто чи не 

можуть із неї бути виведені шляхом логічних міркувань два наслідки, 
які суперечать один одному?

2. Чи є повною система аксіом, тобто чи не можна її поповнити новими 
аксіомами, які не суперечили б уже прийнятим і не випливали б із них? 

3. Чи є незалежними прийняті аксіоми, тобто чи не випливають деякі 
аксіоми з інших?

Розв’язання цих питань тісно пов’язане з по-
будовою реалізацій системи аксіом. Реалі-
зація полягає в указанні об’єктів трьох ви-
дів довільної природи, що умовно назива-
ють «точками», «прямими» і «площинами». 
Відношення між ними умовно називають 
такими словами, як «належить», «лежить 
між», «рух», для яких у силу їх конкретно-
го змісту виконуються аксіоми.  

Річ у тім, що основні поняття геометрії не 
означають і все, що нам про них відомо, ви-
ражається аксіомами. Тому наші висновки від-
носяться до об’єктів довільної природи, аби 
тільки для них і відношень між ними викону-
валися аксіоми.

Доведення несуперечності системи аксіом зво-
диться до доведення існування хоча б однієї 
її реалізації. Доведення незалежності даної 
аксіоми зводиться до вказівки такої реаліза-
ції, у якій виконуються всі аксіоми, окрім цієї. 
Нарешті, доведення повноти системи аксіом 
зводиться до доведення того, що для всіх ре-
алізацій можна встановити таку взаємно од-
нозначну відповідність між точками, прямими 
і площинами, при якій відповідні елементи 
перебувають в однакових відношеннях.

Наприклад, для геометрії Лобачевського на 
площині може бути запропонована така реа-
лізація всередині круга на звичайній (евклі-
довій) площині.

Внутрішню частину якогось круга (тобто круг 
за винятком кола, що його обмежує) назвемо 
«площиною». Точкою «площини» буде точка 
всередині круга (рис. 1.22).

«Прямою» назвемо будьяку хорду з вилученими 
кінцями (оскільки коло круга вилучене з «пло-
щини»); «рухом» назвемо будьяке перетворен-
ня круга в себе, яке переводить хорди в хорди.

Рівними назвемо відповідно фігури всередині 
круга, що переводяться одна в іншу такими 
перетвореннями.

Тоді будьякий геометричний факт, описаний 
такою мовою, є теоремою або аксіомою гео-
метрії Лобачевського.

Іншими словами, усяке твердження геометрії 
Лобачевського на площині є не що інше, як 
твердження евклідової геометрії, що відно-
ситься до фігур усередині круга, лише пере-
формульоване в указаних термінах. Евклідо-
ва аксіома про паралельні прямі тут явно не 
виконується, оскільки через точку A, яка не 
лежить на даній хорді a (тобто на «прямій» a), 
проходить скільки завгодно хорд («прямих»), 
які її не перетинають.

Аналогічно реалізацією геометрії Лобачевського 
в просторі може бути геометрія всередині кулі, 
виражена у відповідних термінах («прямі» —— 
хорди, «площини» —— плоскі перерізи внутріш-
ньої частини кулі, «рівні» фігури —— такі, які 
переводяться одна в іншу перетвореннями, 
що переводять кулю в себе і хорди в хорди).

Таким чином, геометрія Лобачевського має 
абсолютно реальний сенс і така ж несупе
речлива, як і геометрія Евкліда.
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§ 2.  методи	 розВ’язуВАння	 геометричних	 зАдАч 
Таблиця 3

1.	 методи	 розв’язування	 геометричних	 задач

Геометричні методи Аналітичні методи

Використання «ключового» три
кутника, рівності та подібності 
трикутників, властивостей гео
метричних фігур

Метод геометричних перетворень 
(симетрія відносно осі та точки, 
паралельне перенесення, пово
рот, подібність фігур)

Уведення невідомих відрізків  
та кутів і використання рівнянь  
та їх систем чи властивостей  
функцій

Метод площ

Координатний метод

Векторний метод

2.	 Введення	 невідомих	 для	 розв’язування	  
геометричних	 задач	 на	 обчислення

Орієнтир

Якщо в умові геометричної задачі на обчислення взагалі не дано 
відрізки або дані відрізки та кути не можна об’єднати в зручний 
для розв’язування задачі трикутник, то зазвичай вводять невідо
мий відрізок (або невідомий кут, або кілька невідомих).

Приклад

У рівнобедреному трикутнику медіана, проведена до основи, до
рівнює 25 см. Обчисліть площу цього трикутника, якщо радіус 
вписаного в нього кола дорівнює 10 см.
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§ 2. Методи розв’язування геометричних задач 29

План Розв’язання

1. Позначимо якоюсь бук
вою, наприклад x, невідо
мий відрізок (або кут, або 
кілька невідомих).

Нехай у рівнобедреному трикутни
ку ABC AC CB   медіана CM = 25  см 
(яка є і бісектрисою, і висотою) та ра
діус вписаного кола OM =10  см. Ці 
відрізки не є сторонами одного три
кутника. Тому для розв’язування зада
чі виберемо якийсь відрізок як невідо
мий. Необхідно, щоб вибраний відрізок 
разом із даними відрізками утворював 
зручні для розв’язування трикутники.
Нехай AM x= , де x > 0. Цей відрізок 
можна об’єднати в прямокутні трикут
ники і з медіаною CM, і з радіусом OM.

2. Спробуємо скласти  
рівняння (чи систему  
рівнянь) з уведеним  
невідомим.

Із �AMC : AC AM CM x x     2 2 2 2 225 625 . Щоб 
скласти рівняння, скористаємось тим, що центр вписано
го кола лежить у точці перетину бісектрис: AO — бісек
триса кута BAC. Тоді AO є також і бісектрисою � AMC . 
За властивістю бісектриси внутрішнього кута трикутника 

(див. п. 3 табл. 3) 
AC

AM

CO

OM
= , тобто 

x

x

2 625 15

10

  .

3. Розв’язуємо одержане 
рівняння (чи систему рів
нянь) або перетворюємо 
його (її) таким чином, 
щоб отримати відповідь 
на запитання задачі.  
З одержаних розв’язків 
вибираємо ті, які задо
вольняють умову геоме
тричної  задачі.

Піднесемо обидві частини одержаного рівняння до квадра

та та розв’яжемо останнє рівняння. Отримуємо: x2 500= . 

Звідси x = =500 10 5 .

(Оскільки x > 0, то другий корінь одержаного рівняння 

x    500 10 5  не задовольняє умову задачі і його не 
записують до розв’язання.)

4. Користуючись знай
деною величиною, даємо 
відповідь на запитання 
задачі.

Тоді S AB CM AM CM xABC�      1

2
25 250 5  (см2). 

Відповідь: 250 5  см2.

A B
Mx

O

C

Продовження табл. 3
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Розділ 1. Вступ до стереометрії30

3.	 Використання	 методу	 площ	 для	 розв’язування	 геометричних	 задач

Зміст деяких прийомів розв’язування задач за допомогою методу площ

• Розбити даний многокутник на частини і записати окремо площу 
всього многокутника і окремо суму площ його частин та прирівня
ти одержані величини.

• Щоб знайти відношення відрізків, розміщених на одній прямій, іноді 
буває корисним замінити відношення відрізків відношенням площ 
трикутників зі спільною вершиною, основами яких є розглядувані 
відрізки.

Приклад

Доведіть, що бісектриса внутрішнього кута трикутника ділить 
протилежну сторону на відрізки, довжини яких пропорційні до-
вжинам прилеглих сторін трикутника.

План Коментар

Щоб знайти відношення 
відрізків BD і DC, спро
буємо знайти відношення 
площ трикутників ABD 
і ACD зі спільною вер
шиною A, основами яких 
є дані відрізки (тоді,  
і висота цих трикутників, 
проведена з вершини A, 
буде спільною).

Нехай AD la=  — бісектриса трикутника ABC зі сторонами 
AB c= , AC b=  і    BAD CAD  , BD m= , DC n= . Тоді, 

з одного боку: S clABD a�  1

2
sin, S blACD a�  1

2
sin  

і 
S

S

cl

bl

c

b

ABD

ACD

a

a

�

�

 

1

2
1

2

sin

sin




.  (1)

З іншого боку: 

S mhABD a� = 1

2
, S nhACD a� = 1

2
 

і 
S

S

mh

nh

m

n

ABD

ACD

a

a

�

�

= =

1

2
1

2

.  (2)

Прирівнюючи праві частини виразів (1) і (2), одержуємо 
m

n

c

b
= , що і потрібно було довести.

пояснення	 й	 обґрунтуВАння

У курсі планіметрії 7–9 класів ви 
розглянули значну кількість геометрич
них задач та їх розв’язань різними мето
дами. Дамо короткий огляд розглянутих 
типів задач та методів їх розв’язування, 
оскільки вони застосовуються і в стерео
метрії. Так, розв’язування значної кіль
кості стереометричних задач можна звести 

до розв’язування кількох планіметричних 
задач у різних площинах.

За вимогою геометричні задачі можна 
поділити на такі типи: на доведення, на об
числення, на побудову, на дослідження. За
дачі кожного із цих типів розв’язують різни
ми методами, які умовно поділяють на гео
метричні та аналітичні (див. п. 1 табл. 3).

B CD
m

A

n

c b

a

a a

Закінчення табл. 3
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§ 2. Методи розв’язування геометричних задач 31

Нагадаємо, що значна частина тео
рем курсу планіметрії відносилася до 
геометрії трикутника. Це не випадково, 
оскільки розв’язування багатьох задач 
зводиться до розгляду одного чи декіль
кох трикутників. Тому, говорячи про гео
метричні методи розв’язування планіме
тричних задач, можна умовно виділити 

метод «ключового» трикутника. За цим 
методом у даній фігурі потрібно знайти 
трикутник (або декілька трикутників), 
до дослідження якого (яких) зводиться 
розв’язування задачі. Інколи з цією ме
тою спочатку слід виконати якусь додат
кову побудову, наприклад у чотирикутни
ку провести діагональ.

Деякі з часто використовуваних додаткових побудов 
корисно пам’ятати. Зокрема, якщо в умові задачі фігурує 
медіана трикутника, то буває зручним продовжити цю 
медіану за сторону на таку саму відстань і доповнити 
рисунок до паралелограма. Наприклад, у трикутнику ABC 
зі сторонами BC a= , AC b= , AB c=  (рис. 2.1) продовжи
мо медіану AM за сторону BC на відстань MD AM ma= =  
та з’єднаємо відрізками точку D з точками B і C. Тоді 
отримаємо паралелограм ABDC, оскільки його діагоналі 
в точці перетину діляться навпіл (див. «Систему опорних 
фактів курсу планіметрії», табл. 7). Але сума квадратів 
діагоналей паралелограма дорівнює сумі квадратів усіх 
його сторін:

AD BC AC AB2 2 2 22   , або 2 2
2 2 2 2m a b ca     .

Звідси

m b c aa   1

2
2 22 2 2 .

Іноді додаткові побудови здійснюють, використовую
чи певні геометричні перетворення (див. «Систему опо
рних фактів курсу планіметрії», табл. 5). Наприклад, 
розв’язуючи задачі, пов’язані з трапецією, часто буває 
зручним використати паралельне перенесення її бічної 
сторони або діагоналі (див. «Систему опорних фактів курсу 
планіметрії», табл. 10, друга і третя додаткові побудови).

M

A Cb

c
a

B D

Puc. 2.1

ma

«Систему опорних 
фактів курсу пла
німетрії» наведено 
в інтернетпідтрим
ці підручника

Розв’язуючи геометричні задачі на доведення, слід 
пам’ятати, що твердження деяких з них доводять методом 
від супротивного. Нагадаємо його зміст:
1. Робимо припущення, протилежне тому, що потрібно 

довести.
2. Спираючись на аксіоми та теореми, отримуємо з при

пущення наслідок, який суперечить умові або відомій 
властивості.

3. Робимо висновок, що наше припущення є неправильним, 
а правильним є твердження, яке потрібно довести.

Використовуючи метод доведення від супротивного за
звичай рисунок виконують до тієї геометричної ситуації, 
яка випливає з припущення. 
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Розділ 1. Вступ до стереометрії32

Наприклад, розв’язування задачі «До
ведіть, що на площині пряма, яка перети
нає одну з двох паралельних прямих, пере
тинає і другу пряму» може бути таким.

 Доведення

1) Нехай прямі a і b паралельні. Припу
стимо, що пряма c, яка перетинає пря
му a в точці A, не перетинає пряму b 
(рис. 2.2).

Puc. 2.2

A a

b
c

2) Отже, пряма c паралельна прямій b. 
Але тоді через точку A проходять дві 
прямі a і c, паралельні прямій b, що су
перечить аксіомі паралельних прямих.

3) Таким чином, наше припущення є не
правильним, і пряма c обов’язково пе
ретне й пряму b. 

Приступаючи до розв’язування геоме
тричної задачі, слід ураховувати, що май
же кожна геометрична задача потребує 
індивідуального підходу, винахідливості 
та інтуїції. Проте можна дати деякі за
гальні рекомендації, що будуть корисними 
під час розв’язуван ня багатьох задач.

Розв’язування практично будьякої гео
метричної задачі починають з рисунка. 

Він 
повинен 
бути досить ла
конічним. Слід зобража
ти лише «функціонуючі» части
ни геометричних фігур. Так, наприклад, 
якщо в задачі розглядають радіус описа
ного кола, то часто можна не зображати 
коло (а зобразити тільки його центр і ра
діус). Але якщо в умові задачі йдеться 
про точку кола, то його зображення може 
бути корисним для розв’язання. Необхід
но уникати надмірного ускладнення ри
сунка. Для цього можна, наприклад, ви
конати  виносні рисунки, що зображають 
фрагменти даної конфігурації. З іншого 
боку, корисно безпосередньо на рисунку 
вказувати числові чи буквені значення лі
нійних або кутових величин. Зазначимо, 
що є такі задачі, у процесі розв’язування 
яких доводиться уточнювати особливості 
конфігурації, яка розглядається, та пере
робляти початковий рисунок таким чином, 
що остаточного вигляду він набуває лише 
одночасно із закінченням розв’язування.

Розв’язуючи геометричну задачу, треба спиратися не 
лише на рисунок. Він може «підказати», що якісь точки 
лежать на одній прямій чи на одному колі. Проте в проце
сі розв’язування ці особливості розміщення точок повинні 
бути обґрунтовані без посилань на рисунок. Інколи рису
нок може стати причиною неповного розв’язу вання задачі, 
оскільки ті співвідношення, які виконані на ньому і зда
ються очевидними, насправді потребують спеціального об
ґрунтування. Тому завжди намагайтеся зобразити всі мож
ливі конфігурації, а потім за допомогою міркувань відки
нути зайві (якщо ці зайві дійсно є). Нагадаємо, що додат
кові побудови на початковому рисунку, якими вводять нові 
відрізки та кути, іноді полегшують розв’язування задачі.
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§ 2. Методи розв’язування геометричних задач 33

У задачах на обчислення має сенс спо
чатку, не проводячи обчислень, визначи-
ти, які взагалі відрізки та кути можна 
знайти, виходячи з даних величин. Як 
тільки до цього переліку потрапить потріб
ний відрізок чи кут, можна легко скласти 
ланцюжок послідовних обчислень, що при
веде до визначення шуканої величини. Іноді 
такий «прямий пошук» корисно доповнити 
пошуком плану розв’язування задачі «від 
шуканого», тобто виходячи з вимоги задачі 
(наприклад, «щоб знайти площу вписано
го круга, достатньо знайти його радіус»).

Проте ці способи не завжди вдаєть
ся застосувати. У таких випадках дуже 
часто допомагає алгебраїчний метод 
розв’язування геометричних задач на об
числення, пов’язаний із введенням неві
домих і складанням рівняння або системи 
рівнянь. У п. 2 табл. 3 наведено орієнтир, 
який дає змогу розпізнавати ситуації, 
коли потрібно вводити невідомі відрізки 
та кути, а також приклад відповідного 
розв’язання. Використовуючи цей метод 
для складання рівняння до задачі, часто 
поряд із вираженням даних елементів 

через невідомі зручно величину якогось 
елемента з розглядуваної конфігурації ви
разити двічі через введені невідомі. Крім 
того, не завжди, склавши рівняння чи си
стему рівнянь до геометричної задачі, до
цільно прагнути повністю їх розв’язати. 
З одержаного рівняння чи системи, насам
перед, слід знаходити ті невідомі (чи їх 
комбінацію), які дозволять дати відповідь 
на запитання задачі (див. розв’язання за
дачі 2 до цього параграфа).

У табл. 3 (п. 3) показано можливість 
використання методу площ для розв’я
зування планіметричних задач. 

Зміст та приклади  застосування 
координатного та векторного 
методів для розв’язування гео
метричних задач дивіться в інтер
нетпідтримці підручника

приклАди	 розВ’язуВАння	 зАдАч
У рівнобічній трапеції висота дорівнює 8 см, основи — 21 см і 9 см. 
Знайдіть радіус описаного навколо трапеції кола.

Зауваження. Приступаючи до розв’язування геометричної задачі, 
доцільно виконати відповідний рисунок і навести короткий запис 
умови, який дозволить пов’язати рисунок і позначення точок на 
ньому з величинами і співвідношеннями, заданими в умові.

Дано: ABCD — трапеція; AD BC� ; AB CD= ; AD = 21  см, BC = 9  см, 
BK = 8  см BK AD  .

Знайти: R — радіус описаного кола.

Розв’язання Коментар

 Нехай у трапеції ABCD (рис. 2.3) 
AB CD= , AD = 21  см, BC = 9  см, BK = 8  см 
BK AD . Якщо коло проходить через 

чотири точки A, B, C, D, то воно також 
проходить через будьякі три з цих точок 
і тому збігається з колом, описаним навко
ло трикутника ABD.

Спробуємо виділити «ключовий» трикут
ник для розв’язування задачі. Для цього 
проведемо діагональ BD трапеції і згадає
мо, що коло, яке проходить через верши
ни трикутника ABD, є описаним навколо 
трикутника. 

Задача 1

A K D

B C
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Розділ 1. Вступ до стереометрії34

Знайдемо радіус кола, описаного навколо 
трикутника ABD. Якщо CM — друга висота 
даної рівнобічної трапеції, то, ураховуючи 
рівність прямокутних трикутників ABK та 
DCM і те, що AD BC�  і BCMK — прямо
кутник, одержуємо:

AK MD  21 9

2
6  (см).

Тоді з � ABK: AB AK BK  2 2 10  (см).

Із прямокутного трикутника BKD:

BD BK KD  2 2 17  (см).

Таким чином, радіус кола, описаного 
навко ло трикутника ABD (отже, і навко ло 
трапеції ABCD), дорівнює:

R
AB BD AD

S

AB BD AD

AD BKABD

     

 4
4

1

2

10 625
�

,  (см).

Відповідь: 10,625 см. 

Обчислити його радіус можна за кількома 
формулами (див. «Систему опорних фактів 
курсу планіметрії», табл. 11), зокрема:

R
a

A
=

2sin
 та R

abc

S
=

4 �

.

З цих формул вибираємо ту, для якої лег
ко знайти всі величини, що входять до її 

запису: R
abc

S
=

4 �
. (Одну сторону трикутни

ка ABD дано за умовою, а дві інші легко 
визначити з відповідних прямокутних три
кутників.)

A K M D

B C

Puc. 2.3

Периметр прямокутного трикутника дорівнює 24 см, а його пло
ща — 24 см2. Знайдіть радіус кола, описаного навколо трикутника.

Дано: � ABC     C 90 ; P = 24  см, S = 24  см2.

Знайти: R —радіус описаного кола.

Розв’язання Коментар

 Нехай у прямокутному трикутнику ABC 
(рис. 2.4) �C  90 , P = 24  см, S = 24  см2.
Позначимо BC a= , AC b= , AB c=  ( a > 0, 
b > 0, c > 0).
Записуючи дані периметр і площу та тео
рему Піфагора, одержуємо систему

a b c

ab

a b c

  



 










24

24
1

2
2 2 2

,

,

.

З першого рівняння a b c  24 . Тоді

a b c    2 2
24 ,

або

a b ab c c2 2 2 22 24 48     .

Оскільки в умові цієї геометричної зада
чі на обчислення не дано жодного відрізка, 
для розв’язування такої задачі доведеться 
ввести невідомий відрізок (або декілька не
відомих відрізків). Щоб записати периметр 
трикутника, потрібно мати всі його сторони, 
тому введемо як невідомі всі сторони три
кутника: a, b, c. Для складання рівнянь ви
користаємо теорему Піфагора та дані пери
метр і площу (записавши їх через невідомі). 
Оскільки в прямокутному трикутнику ра
діус описаного кола дорівнює половині гіпо
тенузи (див. «Систему опорних фактів курсу 
планіметрії», табл. 11), то, щоб одержати від
повідь, достатньо знайти із системи рівнянь 
гіпотенузу c, а для цього з першого рівняння 
системи знайти суму a b+ , піднести її до ква
драта і використати друге та третє рівняння.

Задача 2
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§ 2. Методи розв’язування геометричних задач 35

1. У яких випадках для розв’язування геометричної задачі на обчис
лення зручно вводити невідомі? Поясніть це на прикладі.

2. Поясніть, як можна використовувати метод площ для розв’язування 
геометричних задач. Наведіть приклад.

2.1.° У табл. 4 «Системи опорних фактів курсу планіме
трії» (див. інтернетпідтримку підручника) симво
лічно записано наслідки з теореми косинусів. Сфор
мулюйте ці наслідки словесно. 

2.2° Визначте вид (за кутами) трикутника зі сторонами 
6 см, 8 см і 11 см.

2.3° Дано два рівнобедрених трикутники зі спільною основою. Доведіть, 
що їхні медіани, проведені до основи, лежать на одній прямій.

2.4. У рівнобедреному трикутнику бічна сторона дорівнює 12, а кут, 
протилежний до основи, — 120°. Знайдіть висоти трикутника.

2.5° У рівнобедреному трикутнику основа і висота, проведена до осно
ви, дорівнюють 4 см. Знайдіть площу круга, описаного навколо 
цього трикутника.

2.6. У прямокутному трикутнику висота, проведена з вершини прямо
го кута, ділить гіпотенузу на відрізки завдовжки 9 і 16. Знайдіть 
радіус кола, вписаного в цей трикутник.

2.7. У трикутнику ABC зі сторонами 4 і 6 та кутом між ними 120° 
знайдіть довжину медіани, проведеної з вершини тупого кута.

2.8. У трикутнику ABC зі сторонами a і b медіани, проведені до цих 
сторін, взаємно перпендикулярні. Знайдіть довжину третьої сто
рони трикутника.

2.9° Діагональ ромба завдовжки 10 см дорівнює його стороні. Знайдіть 
другу діагональ і кути ромба.

2.10. У паралелограмі ABCD проведено бісектрису кута A, яка перетинає сто
рону BC в точці K. Знайдіть довжину відрізка BK, якщо DC =10  см.

2.11. У прямокутному трикутнику точка дотику вписаного кола ділить 
гіпотенузу на відрізки завдовжки 5 см і 12 см. Знайдіть катети 
трикутника.

2.12. У трапеції паралельні сторони дорівнюють 25 см і 4 см, а бічні 
сторони — 20 см і 13 см. Знайдіть площу трапеції.

2.13. Навколо кола описано рівнобічну трапецію, бічна сторона якої ді
литься точкою дотику на відрізки завдовжки 4 см і 9 см. Знайдіть 
площу трапеції.

Запитання

Вправи

Підставляючи в цю рівність із другого рівняння 

ab = 48  і з третього рівняння a b c2 2 2  , одержуємо:

c c c2 296 576 48    ,

звідки c =10  (см). Оскільки радіус описаного кола 
прямокутного трикутника дорівнює половині гіпоте
нузи, то R =5  см.
Відповідь: 5 см. 

O

A

C B

b c

aPuc. 2.4
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Розділ 1. Вступ до стереометрії36

2.14. У рівнобічну трапецію з бічною стороною 17 см вписано коло, діа
метр якого 15 см. Знайдіть основи трапеції.

2.15.* У трапеції, основи якої дорівнюють a і b, через точку перетину діа
гоналей проведено пряму, паралельну основам. Знайдіть довжину 
відрізка цієї прямої, який відтинають бічні сторони трапеції.

2.16. Три кола попарно дотикаються зовнішнім чином. Знайдіть радіуси 
кіл, якщо відстані між їхніми центрами дорівнюють 5 см, 7 см і 8 см.

2.17. У трикутнику ABC зі сторонами AC =10  см, CB = 20  см і ку
том ACB, що дорівнює 135°, проведено медіану CD. Знайдіть пло
щу трикутника ACD.

2.18. У трапеції ABCD BD AD�   діагоналі перетинаються в точці O. До
ведіть, що площі трикутників ABO і COD дорівнюють одна одній 
(тобто ці трикутники рівновеликі).

2.19. Знайдіть площу рівнобічної трапеції, висота якої дорівнює 10 см, 
а діагоналі взаємно перпендикулярні.

2.20.* Доведіть, що сума відстаней від точки, узятої всередині правильно
го трикутника, до його сторін дорівнює висоті цього три кутника.

2.21. У трикутнику ABC кут A прямий, кут B дорівнює 30°. У трикут

ник вписано коло, радіус якого дорівнює 3 . Знайдіть відстань 
від вершини C до точки N дотику цього кола до катета AB.

2.22. Середня лінія трапеції дорівнює 10 і ділить площу трапеції у від
ношенні 3 : 5. Знайдіть довжини основ цієї трапеції.

2.23. У рівнобічній трапеції основи дорівнюють 42 і 18, а висота — 16. 
Знайдіть довжину описаного навколо трапеції кола.

2.24. У трапеції ABCD з основами AB і CD діагоналі перетинають
ся в точці E. Знайдіть площу трикутника BCE, якщо AB = 30, 
DC = 24, AD = 3  і �DAB  60 .

2.25. У трапецію ABCD з основами AD і BC вписано коло з центром 
в точці O. Знайдіть площу трапеції, якщо �DAB  90 , OC = 2  
і OD = 4.

2.26. Одна з діагоналей паралелограма розбиває його на два рівносторон
ніх трикутники зі стороною a. Знайдіть довжину другої діагоналі.

2.27. Знайдіть площу паралелограма, якщо його діагоналі дорівню
ють 3 і 5, а гострий кут  60°.

2.28. Висота ромба дорівнює 12, а одна з його діагоналей — 15. Знайдіть 
площу ромба.

2.29. На площині розміщено квадрат ABCD і точку O. Відомо, що 

OB OD= =13, OC =5 2  і площа квадрата більша за 225. Знайдіть 
сторону квадрата і з’ясуйте, де розміщена точка O — усередині чи 
зовні квадрата. 

2.30. Квадрат зі стороною 3 см зрізали по кутах так, що утворився пра
вильний восьмикутник. Знайдіть сторону восьмикутника.

 Виявіть	 свою	 компетентність

2.31. Самостійно опрацюйте застосування координатного та векторного 
методів розв’язування геометричних задач (див. інтернетпідтимку 
підручника). Обговоріть з друзями та подругами, як оцінити до
цільність використання того чи іншого методу для розв’язування 
певної  задачі.
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§ 3.  
нАйпростіші	 зАдАчі	 нА	 побудоВу	 перерізіВ	
многогрАнникіВ Таблиця 4

переріз	 многогранника	 площиною

Означення і зміст побудови Приклад

Перерізом многогранника площиною нази-
вається многокутник, який є спільною ча-
стиною многогранника і цієї площини.

Для побудови перерізу достатньо побудува
ти відрізки перетину січної площини з відпо
відними гранями многогранника, а для цього 
потрібно побудувати точки перетину січної 
площини з відповідними ребрами многогран
ника (або з їх продовженнями).

B

C

A
α

Перерізом куба площиною α , яка про
ходить через точки A, B, C на ребрах 
куба, що виходять з однієї вершини, 
є трикутник ABC.

побудова	 перерізів	 методом	 слідів

Основні поняття

Якщо площина α  перетинає площину β  по прямій b, 
то пряму b називають слідом площини α  на площині β.

Для того щоб отримати слід площини α  на площині β  
(тобто пряму b), достатньо знайти точки перетину двох 
прямих площини α  з площиною β.

Приклад

Побудуйте переріз призми ABCA B C1 1 1  площиною, яка 
проходить через точки K, M, N, де M AA∈ 1, N AC∈  
і точка K лежить у грані AA B B1 1 .
Розв’язання
 1.  Розглянемо допоміжну площину AA B B1 1 . Слід 

цієї площини на площині основи — пряма AB.
 2.  У допоміжній площині розглянемо пряму MK, 

яка лежить у площині перерізу. Точка її перетину 
з площиною ABC лежить на прямій AB — це точ
ка H (а точка перетину з ребром BB1  — точка L).

 3.  Тоді точка H лежить і в площині перерізу, 
і в площи ні ABC. За умовою точка N теж ле
жить і в площині перерізу, і в площині ABC. 
Отже, площина перерізу перетинає площину осно
ви по прямій HN (слід січної площини на площи
ні ABC), яка перетинається з прямою BC у точці T.

 4.  Сполучаючи відрізками точки перетину січної 
площини з ребрами призми, одержуємо чотири
кутник MNTL — шуканий переріз. 

B
C

AB1

C1

A1

N

K

M

B
C

AB1

C1

A1

N

K

M

L
T

H
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Розділ 1. Вступ до стереометрії38

пояснення	 й	 обґрунту	ВАння

зміст	 задач	 на	 побудову	  
в	 стереометрії
У планіметрії задачі на побудову най

частіше розв’язували з використанням цир
куля і лінійки. За їхньою допомогою можна 
будувати відповідні фігури площини (пря
мі, кола, трикутники тощо). Але не існу
ють креслярські інструменти, які дозволя
ли б у просторі будувати неплоскі  фігури. 
З цієї причини завдання на побудову в сте
реометрії за своїм змістом суттєво відріз
няються від конструктивних завдань пла
німетрії. Стереометричні побудови викону
ють, насамперед, подумки. Це здебільшого 
завдання на доведення існування фігури, 
що задовольняє дані умови. Таке доведен
ня повинно спиратися на відповідні аксіо
ми та властивості стереометричних фігур.

Задачі на побудову в стереометрії мож
на умовно поділити на дві групи: задачі 
на уявлювані побудови (наприклад, про
вести площину через пряму і точку поза 
нею) і задачі на зображеннях просторових 
тіл — так звані задачі на проєкційному ри
сунку. Розв’язування стереометричних за
дач на побудову зазвичай супроводжують 
рисунками. Існує два принципово різних 
типи таких рисунків. Для задач на уявлю
вані побудови це зазвичай ескізний рису

нок, що ілюструє основні етапи побудови. 
Під час його виконання допускається пев
на довільність, якщо вона не приводить 
до суперечностей з умовою задачі (це, на
приклад, рис. 1.3, 1.5–1.10, 1.15–1.16). 
Другий тип рисунка до задачі — це плос
ке зображення на проєкційному рисунку, 
виконане з урахуванням властивостей па
ралельного проєктування*. Побудови на 
проєкційному рисунку однозначно відпо
відають просторовим побудовам зображу
ваної фігури в оригіналі.

задачі	 на	 побудову	 перерізів	
многогранників.	 метод	 слідів

Під час розв’язування деяких стерео
метричних задач, пов’язаних із много
гранником, доводиться будувати фігуру, 
що є перетином многогранника з площи
ною. Якщо такою фігурою є многокутник, 
то його називають перерізом** многогран
ника. Інакше кажучи,

перерізом многогранника площиною на-
зивається многокутник, який є спільною 
частиною многогранника і площини.

Цю площину ще називають січною пло-
щиною. У таких задачах зазвичай дано мно
гогранник (тобто зображення многогран
ника) і потрібно побудувати переріз (тоб
то зображення перерізу) площиною, яка 
задана певним чином, найчастіше трьома 
точками. Для побудови перерізу достатньо 
побудувати відрізки перетину січної площини 
з відповідними гранями многогранника. Для 
цього потрібно побудувати точки перетину 
січної площини з відповідними ребрами 
многогранника (або з їх продовженнями).

Наприклад, дано зображення куба 
і три точки A, B, C, які належать ребрам, 
що виходять з однієї вершини (рис. 3.1). 
Для побудови перерізу куба площиною α , 
яка проходить через ці точки, достатньо 
сполучити їх відрізками.

1

* Властивості паралельного проєктування буде розглянуто в § 7.
** Детальніше побудову перерізів многогранників див. у § 8.
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B

C

A
α

K

L M

K1 N1

L1 M1

Puc. 3.1

N

Дійсно, площина α  має з площиною 
KNN K1 1  передньої грані куба дві спільні 
точки A і C. Отже, AC — пряма перетину 
цих площин, а значить, площина α  пере
тинає передню грань — квадрат KNN K1 1  
по відрізку AC. Аналогічно дана площина 
α  перетинає верхню грань по відрізку AB, 
а бічну грань — по відрізку BC. Отже, 
трикутник ABC і є шуканим зображенням 
перерізу куба.

У складніших випадках для побудови 
перерізу многогранника часто буває зруч
ним побудувати спочатку пряму перети
ну січної площини з площиною якоїсь гра
ні (так званий «слід» січної площини на 
цій грані), а потім знайти точки перетину 
січної площини з відповідними ребрами 
многогранника (чи з їх продовженнями). 
Іноді доводиться розглядати певні допо
міжні площини, на яких також будують 
слід січної площини (або слід допоміжної 

площини на площині якоїсь грані). Цей 
метод побудови перерізів називають ме
тодом слідів.

  Як ви вважаєте, які аксіоми стереометрії 
покладені в основу методу слідів?

Для того щоб отримати слід пло
щини α  на площині β , тобто пряму b  
(рис. 3.2), достатньо знайти точки 
 перетину двох прямих площини α  з пло
щиною β  (оскільки дві точки, наприклад, 
A і C, однозначно визначають пряму b). 
Зазначимо також, що точка перетину 
будьякої прямої a площини α  з площи
ною β  завжди належить сліду пло
щини α  на площині β  (тобто прямій b).

Puc. 3.2

A

a

C
c

b

a

b

Приклад застосування методу слідів 
для побудови перерізу призми наведено 
в табл. 4, а методу слідів і допоміжних 
площин для побудови перерізу пірамі
ди — нижче.

приклАд	 розВ’язуВАння	 зАдАч

Побудуйте переріз піраміди ABCD площиною, 
що проходить через точки K, L, M (рис. 3.3, а), 
де L AC∈ , а точки K і M лежать у гранях ABD 
і BCD відповідно.

Розв’язання*

	 Відразу побудувати «слід» площини перері
зу на якійсь із граней неможливо. Розглянемо 
допоміжну площину DKM. Спочатку знайде
мо слід цієї площини на площині основи ABC. 
Для цього знай демо точки перетину з площи
ною основи двох прямих DK і DM допоміжної 
площини. 

* Коментар включено в запис розв’язання.

Задача 1 D
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Розділ 1. Вступ до стереометрії40

Оскільки точка K лежить у площині ABD, то пряма DK 
перетинає пряму AB (а  значить, і площину ABC) у де
якій точці E (рис. 3.3, б). Аналогічно точка F перетину 
прямої DM із прямою BC є точкою перетину прямої DM 
із площиною основи. Отже, слід допоміжної площини на 
площині основи — це пряма EF.

Далі розглянемо в допоміжній площині DKM пря
му KM. Оскільки точка перетину прямої KM із площиною 
основи лежить на прямій EF (на сліді допоміжної площи
ни), знаходимо точку P перетину прямих KM і EF. Це 
і буде точка перетину прямої KM із площиною основи ABC.

Точка P лежить у площині перерізу і в площині ABC. 
Але в цих площинах лежить і точка L. Отже, площи
на перерізу перетинає площину основи по прямій LP 
(рис. 3.3, в), що перетинається з  прямою BC в точці N. 
Тепер можемо послідовно знайти точки перетину площини 
перерізу з іншими ребрами піраміди. Точки N і M лежать 
у площині перерізу та в грані BCD. Тоді пряма NM пере
тинає ребро BD у точці H — це і буде наступна вершина 
многокутника перерізу. Аналогічно в площині ABD прово
димо пряму HK, яка перетинає ребро AD у точці T, і спо
лучаємо відрізком точки T і L. Чотирикутник LNHT — 
шуканий переріз. 

Puc. 3.3.  Закінчення

D

A C

B

K

M

L
F    PE

б

D

A C

B

K

M

L
FE

HT

PN
в

1. Поясніть, що називають перерізом многогранника площиною. Якою 
фігурою є переріз многогранника?

2. Поясніть, що називають слідом площини α  на площині β. Як 
можна одержати цей слід, маючи декілька прямих у площині α?

3. Поясніть на прикладі, як можна побудувати переріз многогранника 
методом слідів.

3.1. Користуючись зображенням куба ABCDA B C D1 1 1 1, наведеним на 
рис. 3.4, назвіть: 

 1) точку перетину прямої MC M AA 1  із площиною B BC1 1; 

 2) лінію перетину площин MC C1  і BCB1.

3.2. За зображенням піраміди, наведеним на рис. 3.5, назвіть: 
 1) точку перетину прямої MD M BD   і площини ABC; 
 2) лінію перетину площин MBC і BEC E AC .
3.3. Нарисуйте в зошиті зображення куба, наведене на рис. 3.6, і по

будуйте: 
 1) точку перетину прямої MH із площиною ABC; 
 2) лінію перетину площин MHC і ADC.
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§ 3. Найпростіші задачі на побудову перерізів многогранників 41

3.4.	 Нарисуйте	в	зошиті	зображення	піраміди,	наведене	на	рис.	3.7,	 і	по-
будуйте:	

	 1)	 точку	 перетину	 прямої	 MH	 із	 площиною	 ABC;	
	 2)	 лінію	 перетину	 площин	 MHB	 і	 ABC.

Puc. 3.4

A

B C

A1 D1

B1 C1

D

M

Puc. 3.6

A

B C

A1 D1

B1 C1

D

M

H
E

M

D

A C

B
Puc. 3.5

H

M
D

A B

C
Puc. 3.7

3.5.	 Побудуйте	 переріз	 куба	 ABCDA B C D1 1 1 1  площиною,	 що	 проходить	
через:	

	 1)	 точки	 A1,	 B	 і	 C1;	
	 2)	 точки	 B,	 D і	 середину	 ребра	 CC1.
3.6.	 Побудуйте	 переріз	 піраміди	 ABCD	 площиною,	 що	 проходить	 через:	
	 1)	 точки	 C	 і	 D	 та	 середину	 ребра	 AB;	
	 2)	 точку	 C	 та	 середини	 ребер	 AB	 і	 BD.
3.7.	 Користуючись	 рис.	 3.8,	 опишіть	 побудову	 перерізу	 трикутної	 піра-

міди	 SKLM	 площиною,	 що	 проходить	 через	 точки	 A,	 B,	 C	 ( A KM∈ ,	
B SK∈ ,	 C SL∈ ).	Обґрунтуйте	побудову,	спираючись	на	відповідні	ак-
сіоми	 і	 теореми.

3.8.	 Чи	 може	 перерізом	 тетраедра	 ABCD	 площиною	 бути	 чотирикут-
ник	 KLMN,	 зображений	 на	 рис.	 3.9?

3.9.	 Нарисуйте	 в	 зошиті	 зображення	 прямокутного	 паралелепіпеда	
ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 3.10)	 і	 побудуйте:	

	 1)	 	точку	 перетину	 прямої	 D M1 	 із	 площиною	 основи	 ABCD	 ( M CC∈ 1, 

і	 CM CC= 1

2 1);	

	 2)	 	точку	 перетину	 прямої	 D K1 	 із	 площиною	 основи	 ABCD	 ( K AA∈ 1 	

і	 AK AA= 1

5 1);	

	 3)	 слід	 площини	 D KM1 	 на	 площині	 основи	 ABCD;	
	 4)	 	переріз	 прямокутного	 паралелепіпеда	 ABCDA B C D1 1 1 1  площиною,	

що	 проходить	 через	 точки	 D1,	 K	 і	 M.
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Розділ 1. Вступ до стереометрії42

3.10.	 Нарисуйте	 в	 зошиті	 зображення	 піраміди	 ABCD	 (рис.	 3.11)		
і	 побудуйте	 переріз	 піраміди	 площиною,	 що	 проходить	 че-
рез	 точки	 K,	 L	 і	 M,	 які	 розташовані	 на	 гранях	 ABD,	 BCD	
і	 ACB	 відповідно.

3.11.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 із	 ребром	 a	 точка	 O	 —	 точка	 пере-

тину	 діагоналей	 грані	 A B C D1 1 1 1,	 точка	 K	 —	 середина	 ре-

бра	 DC;	 точка	 M	 лежить	 на	 промені	 BB1,	 B M a1 2= .	 По-

будуйте	 переріз	 куба	 площиною	 OKM.
3.12.	 Побудуйте	 переріз	 піраміди	 ABCD	 площиною,	 яка	 прохо-

дить	 через	 точки	 K,	 M,	 N,	 де	 K	 і	 M	 —	 середини	 ребер	 DC	

і	 BC,	 а	 N	 —	 точка	 ребра	 AB	 така,	 що	 AN AB= 1

3
.

3.13.	 Побудуйте	переріз	куба	 ABCDA B C D1 1 1 1 	площиною,	що	про-

ходить	 через	 середини	 M,	 N,	 K	 його	 ребер	 AD,	 DC,	 BB1.

3.14.	 Побудуйте	переріз	куба	 ABCDA B C D1 1 1 1 	площиною,	що	про-

ходить	 через	 середини	 K,	 L,	 M	 його	 ребер	 AA1,	 CC1,	 DC.

3.15.	 На	 рис.	 3.12–3.23	 вказано	 точки	 M,	 P	 і	 R,	 які	 лежать	 або	
на	ребрах,	або	на	гранях	куба.	Побудуйте	переріз	куба	пло-
щиною	 MRP	 для	 кожного	 із	 даних	 розміщень	 точок.
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§ 3. Найпростіші задачі на побудову перерізів многогранників 43

3.16.	 Ребро	правильного	тетраедра	MABC	дорівнює	18.	Точки	P	 і	K	 є	від-
повідно	 серединами	 ребер	 AM	 і	 BM,	 а	 точка	 T	 ділить	 ребро	 MC	
у	 відношенні	 MT TC: := 4 1 .	 Знайдіть	 відстань	 від	 вершини	 C	 до	
прямої	 перетину	 площин	 TPK	 і	 ABC.

3.17.	 У	кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	довжина	ребра	дорівнює	4.	Точка	M	належить	
ребру	AA

1
,	 AM = 3 ,	точка	P	належить	ребру	СС

1
,	 PC1 1= ,	точка	K	ді-

лить	ребро	DD
1
	у	відношенні	1	:	3,	починаючи	від	точки	D.	Знайдіть	

відстань	 від	 вершини	 B	 до	 прямої	 перетину	 площин	 KMP	 і	 ADC.

Завдання для підготовки до оцінювання

1.	 Пряма	a	лежить	у	площині	a.	Який	знак	потрібно	поставити	замість	
зірочки	 в	 записі	 a *α ?

А	 ∈	 Б	 ⊂ 	 В	 ⊃ 	 Г	 ∪

2.	 Відомо,	 що	 площини	 a	 і	 b	 мають	 спільну	 точку.	 Скільки	 ще	 спіль-
них	 точок	 мають	 ці	 площини?

А	 Тільки	 одну	 Б	 Тільки	 дві	 В	 Безліч	 Г	 Жодної

3.	 Скільки	 площин	 можна	 провести	 через	 дві	 точки?

А	 Тільки	 одну	 Б	 Тільки	 дві	 В	 Безліч	 Г	 Жодної

4.	 Шість	 точок	 не	 лежать	 в	 одній	 площині.	 Яка	 найбільша	 кількість	
цих	 точок	 може	 лежати	 на	 одній	 прямій?

А	 Три	 Б	 Чотири	 В	 П’ять	 Г	 Шість

5.	 Точки	 A,	 B,	 С	 і	 D	 не	 лежать	 в	 одній	 площині.	 Серед	 даних	 прямих	
укажіть	 таку,	 яка	 не	 лежить	 у	 площині	 BCD.

А	 BC	 Б	 AD	 В	 CD	 Г	 BD

6.	 Пряма	a	перетинає	площину	a	 і	лежить	у	площині	b.	Скільки	спіль-
них	 точок	 мають	 площини	a	 і	 b?

А	 Тільки	 одну	 Б	 Тільки	 дві	 В	 Жодної	 Г	 Безліч

7.	 Які	 з	 наведених	 тверджень	 є	 правильними?
І.	 	Якщо	 діаметр	 кола	 належить	 площині,	 то	 всі	 точки	 кола	 на-

лежать	 цій	 площині.
ІІ.	 	Якщо	 три	 вершини	 паралелограма	 належать	 площині,	 то	 всі	

точки	 паралелограма	 належать	 цій	 площині.
ІІІ.	 	Якщо	 пряма	 має	 спільну	 точку	 з	 кожною	 зі	 сторін	 AC	 і	 BC	 три-

кутника	 ABC,	 то	 вона	 лежить	 у	 площині	 цього	 трикутника.
IV.	 	Якщо	 бісектриса	 трикутника	 та	 центр	 кола,	 вписаного	 в	 даний	

трикутник,	 належать	 площині,	 то	 всі	 точки	 трикутника	 нале-
жать	 цій	 площині.

А	 Усі	 твердження	 є	 правильними	 В	 Тільки	 II

Б	 Тільки	 ІІ	 і	 ІІІ	 	 Г	 Тільки	 IV

Тест  
№ 1

Пройдіть	
онлайн-	
тестування
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Розділ 1. Вступ до стереометрії44

8.	 Дано	 п’ять	 точок	 A,	 B,	 M,	 N	 і	 K.	 Площина	 a	 проходить	
через	точки	A	 і	B,	але	не	проходить	через	жодну	з	точок	M,	
N	 і	 K.	 Серед	 даних	 точок	 укажіть	 таку,	 яка	 не	 може	 на-
лежати	 прямій	 AM.

А	 Точка	 B	

Б	 Точка	 N	

В	 Точка	 K

Г	 Будь-яка	 з	 даних	 точок	 може	 належати	 прямій	 AM

9.	 На	 ребрі	 DC	 тетраедра	 DABC	 позначили	 точку	 M	 (рис.	 1).		
Укажіть	 пряму	 перетину	 площин	 AMB	 і	 ADC.

А	 AB	 В	 AC

Б	 CD	 Г	 AM

10.	На	 рис.	 2	 зображено	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1 .	 Точка	 M	 нале-
жить	 ребру	 AA

1
.	 Серед	 даних	 прямих	 укажіть	 таку,	 якій	

належить	точка	перетину	прямої	BM	 із	площиною	 A D C1 1 1 .

А	 A
1
C

1
	 В	 B

1
C

1

Б	 A
1
B

1
	 Г	 A

1
D

1

11.	Точки	M	і	K	належать	ребрам	CC
1
	і	DD

1
	куба	 ABCDA B C D1 1 1 1 	

відповідно	 (рис.	 3).	 Укажіть	 лінію	 перетину	 площин	 CC
1
D

1
	

і	 AMK.

А	 MK	 В	 BM

Б	 AK	 Г	 Площини	 не	 перетинаються

12.	Точки	 E,	 F	 і	 K	 є	 серединами	 ребер	 AB,	 CC
1
	 і	 AD	 куба	

ABCDA B C D1 1 1 1 	 відповідно	 (рис.	 4).	 Скільки	 ребер	 куба	 пе-
ретинає	 площина	 EFK?

А	 3	 В	 5

Б	 4	 Г	 6

 навчальний проєкт
  Аксіоми стереометрії

Учні	 та	 учениці	 класу	 об’єднуються	 в	 три	 групи:	 «Досліджу-
ємо	 історію»,	 «Опановуємо	 математику»,	 «Застосовуємо	 на	 прак-
тиці».	

Робота	 першої	 групи	 присвячена	 дослідженню	 виникнення	
і	 розвитку	 сучасної	 системи	 аксіом.

Робота	другої	групи	стосується	альтернативних	си	стем	аксіом.

Метою	 роботи	 третьої	 групи	 є	 практичне	 застосування	 теоре-
тичних	 тверджень	 системи	 аксіом	 евклідової	 геометрії.

Результати	роботи	над	проєктом	кожна	група	оформлює	у	ви-
гляді	 комп’ютерної	 презентації.
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§ 3. Найпростіші задачі на побудову перерізів многогранників 45

Розділ 2 

ПАРАЛЕЛЬНІСТЬ ПРЯМИХ І ПЛОЩИН 
У ПРОСТОРІ

У ЦЬОМУ РОЗДІЛІ ВИ:

 ознайомитеся з паралельністю прямих і площин у просторі, 
поняттям і властивостями паралельного проектування;

 навчитеся застосовувати властивості паралельності прямих
і площин для розв’язування задач та будувати зображення
просторових фігур на площині за допомогою паралельного
проектування;

 навчитеся розв’язувати складніші задачі на побудову
перерізів призми та піраміди
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§4.  РоЗміщення двох пРямих у пРостоРі: пРямі,  
що пеРетинаються, паРалельні пРямі, мимобіжні пРямі

Таблиця 5

Розміщення двох прямих у просторі

Дві прямі

лежать	 в	 одній	 площині не	 лежать	 в	 одній	 площині	
(мимобіжні)

b

a

a

A

мають	 спільну	 точку	
(перетинаються)

b

a

a    
A

не	 мають	 спільної	 точки	
(паралельні)

b

a

a

пояснення й обґРунтування

§ 4

мимобіжні прямі 

Якщо	 дві	 прямі	 лежать	 в	 одній	 площині,	 то,	 як	 відомо	
з	курсу	планіметрії,	вони	або	перетинаються,	або	паралельні	
(див.	 відповідні	 рисунки	 в	 табл.	 5).	 У	 стереометрії	 можли-
вий	 ще	 один	 випадок:	 прямі	 не	 лежать	 в	 одній	 площині	 і	 не	
перетинаються	 (див.	 рисунок	 в	 табл.	 5	 та	 рис.	 4.1).

 означення. Дві прямі в просторі називаються мимобіж-
ними, якщо вони не лежать в одній площині.

Будемо	 казати	 також,	 що	 два	 відрізки	 мимобіжні,	 якщо	
вони	 лежать	 на	 мимобіжних	 прямих.	

Наприклад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 4.2)	 ребра	 DD1 	
і	 B C1 1 	 мимобіжні.

Наступну	 теорему	 називають	 ознакою мимобіжних пря
мих,	 оскільки	 вона	 визначає	 достатні	 умови	 для	 того,	 щоб	
прямі	 були	 мимобіжними.

 теорема 4.1. Якщо одна пряма лежить у даній площині, 
а друга пряма перетинає цю площину в точці, яка не 
належить першій прямій, то ці прямі мимобіжні.

	 Доведення.	 Нехай	 пряма	 b	 лежить	 у	 площині	 α ,	
а	 пряма	 a	 перетинає	 площину	 α 	 в	 точці	 A,	 яка	 не	 нале-
жить	 прямій	 b	 (рис.	 4.1).	 Якщо	 припустити,	 що	 прямі	 a	 і	 b	
лежать	 в	 одній	 площині,	 то	 в	 цій	 площині	 лежить	 і	 точ-
ка	 A	 (яка	 належить	 прямій	 a).	 Але	 через	 пряму	 b	 і	 точку	 A	

1
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	проходить	єдина	площина,	тому	розглядуваною	площиною	буде	
площина	 α .	 Тоді	 пряма	 a	 повинна	 лежати	 в	 площині	 α ,	 що	
суперечить	умові.	Отже,	прямі	a	 і	b	не	лежать	в	одній	площині,	
тобто	 вони	 мимобіжні.	

Наприклад,	у	піраміді	ABCD	 (рис.	4.3)	ребра	AD	 і	BC	мимо-
біжні,	 оскільки	 пряма	 BC	 лежить	 у	 площині	 ABC,	 а	 пряма	 AD	
перетинає	 цю	 площину	 в	 точці	 A,	 яка	 не	 належить	 прямій	 BC.

Наочне	 уявлення	 про	 мимобіжні	 прямі	 дають	 дві	 прямолі-
нійні	 дороги,	 одна	 з	 яких	 проходить	 по	 естакаді,	 а	 інша	 —	 під	
естакадою,	 та	 різні	 елементи	 будівельних	 конструкцій.

паралельні прямі в просторі 

Нагадаємо,	що	дві	прямі	на	площині	називаються	паралель
ними,	якщо	вони	не	перетинаються.	Для	паралельності	прямих	
у	 просторі	 потрібно,	 щоб	 вони	 не	 тільки	 не	 перетиналися,	 але	
ще	 й	 лежали	 в	 одній	 площині.

 означення. Дві прямі в просторі називаються паралельними, 
якщо вони лежать в одній площині і не перетинаються.
Як	 і	 в	 планіметрії,	 будемо	 казати,	 що	 два	 відрізки	 пара-

лельні,	 якщо	 вони	 лежать	 на	 паралельних	 прямих.	 Напри-
клад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 ребра	 AD	 і	 A D1 1 	 паралельні	 (див.	
рис.	 4.2).

Наочне	 уявлення	 про	 паралельні	 прямі	
дають	 колони	 будівлі,	 корабельний	 ліс,	 коло-
ди	 дерев’яного	 зрубу.

2
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Як	 відомо,	 на	 площині	 через	 точку	 поза	 даною	 прямою	
можна	 провести	 єдину	 пряму,	 паралельну	 даній	 прямій	 (ак-
сіома	 паралельних).	 Аналогічне	 твердження	 є	 справедливим	
і	 в	 просторі,	 тільки	 тут	 його	 вже	 потрібно	 доводити.

 теорема 4.2. Через точку в просторі, яка не лежить на 
даній прямій, можна провести пряму, паралельну даній, 
і до того ж тільки одну.

	 Доведення.	 Нехай	 точка	 B	 не	 належить	 прямій	 a.	 Про-
ведемо	 через	 цю	 пряму	 і	 точку	 B	 площину	 α 	 (рис.	 4.4).	 Ця	
площина	 —	 єдина.	 У	 площині	 α 	 через	 точку	 B	 проходить	
єдина	 пряма,	 назвемо	 її	 b,	 яка	 паралельна	 прямій	 a.	 Вона	
і	 буде	 єдиною	 шуканою	 прямою,	 яка	 паралельна	 даній.	

З	означення	паралельності	прямих	у	просторі	й	теореми	4.2	
випливає,	що	через дві різні паралельні прямі в просторі мож
на провести площину, і до того ж тільки одну.	 Отже,	 до	 ві-
домих	 із	 §	 1	 способів	 задавання	 площини	 можна	 додати	 ще	
один:	 площину можна задати двома паралельними прямими.

Як	 і	 на	 площині,	 має	 місце	 так	 звана	 властивість тран
зитивності	 паралельності	 прямих,	 яка	 виражає	 також	 озна
ку паралельності прямих.	 Для	 паралельності	 прямих	 транзи-
тивність	означає:	«Якщо пряма a паралельна прямій b, а пря-
ма b паралельна прямій c, то пряма a паралельна прямій c».

 теорема 4.3. Дві прямі, які паралельні третій прямій, па-
ралельні.

	 Доведення.	 Нехай	 прямі	 b	 і	 c	 паралельні	 прямій	 a.	 До-
ведемо,	 що	 прямі	 b	 і	 c	 паралельні.

Випадок,	коли	прямі	a,	b,	c	лежать	в	одній	площині,	було	
розглянуто	 в	 планіметрії.	 Тому	 припустимо,	 що	 наші	 прямі	
не	 лежать	 в	 одній	 площині.	 Нехай	 паралельні	 прямі	 a і	 c	 ле-
жать	 у	 площині	 α ,	 а	 паралельні	 прямі	 a	 і	 b	 —	 у	 площині	 β.	
Площини	 α 	 і	 β 	 різні	 (рис.	 4.5).

Візьмемо	 на	 прямій	 b	 довільну	 точку	 B	 і	 проведемо	 пло-
щину	 γ 	 через	 пряму	 c	 і	 точку	 B.	 Вона	 перетне	 площину	 β 	
по	 деякій	 прямій	 b1.	 Пряма	 b1	 не	 перетинає	 площину	 α
(а	 значить,	 і	 пряму	 c).	 Дійсно,	 якщо	 припустити,	 що	 пря-
ма	 b1	 перетинає	 площину	 α ,	 то	 точка	 перетину	 повинна	 на-
лежати	 прямій	 a,	 оскільки	 пряма	 b1 	 лежить	 у	 площині	 β.	
З	 іншого	 боку,	 вона	 повинна	 лежати	 на	 прямій	 c,	 оскільки	
пряма	 b1 	 лежить	 у	 площині	 γ .	 Але	 прямі	 a і	 c	 паралельні	
і	 не	 перетинаються.	 Тоді	 пряма	 b1 	 лежить	 у	 площині	 β 	 і	 не	
перетинає	 пряму	 a.	 Тому	 вона	 паралельна	 прямій	 a,	 а	 зна-
чить,	 збігається	 з	 прямою	 b	 за	 аксіомою	 паралельних.	 Таким	
чином,	 пряма	 b,	 що	 збігається	 з	 прямою	 b1,	 лежить	 в	 одній	
площині	 з	 прямою	 c	 (у	 площині	 γ )	 і	 не	 перетинає	 її.	 Отже,	
прямі	 b	 і	 c	 паралельні.	

Наприклад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 4.6)	 ребра	 AB	
і	 D C1 1 	паралельні,	оскільки	кожне	з	них	паралельне	ребру	DC.





b
a

a
B

Puc. 4.4

Транзитивність	 —	 	

від	 латин.	 transi ti

vus	 —	 перехідний	 —	

одна	 з	 властивостей	

логічного	 відношен-

ня	 величин.

c

b

b1

B

a

b

g

Puc. 4.5

Puc. 4.6

A

B C

A1 D1

B1 C1

D

a

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



§4. Розміщення двох прямих у просторі: прямі, що перетинаються, паралельні прямі, мимобіжні прямі 49

пРиклади РоЗв’яЗування Задач

Прямі	 a	 і	 b	 перетинаються.	 Доведіть,	 що	 всі	 прямі,	 які	 паралельні	
прямій	 a	 і	 перетинають	 пряму	 b,	 лежать	 в	 одній	 площині.

розв’язання коментар

	 Оскільки	 прямі	 a	 і	 b	 перетинаються,	
через	 них	 можна	 провести	 єдину	 площи-
ну	 a.	 Нехай	 деяка	 пряма	 c	 паралельна	
прямій	 a	 і	 перетинає	 пряму	 b	 в	 точці	 B	
(рис.	 4.7).	 Проведемо	 в	 площині	 α 	 через	
точку	 B	 пряму	 ′c a� .	 Але	 за	 теоремою	 4.2	
через	 точку	 B	 проходить	 єдина	 пряма,	 па-
ралельна	 прямій	 a.	 Отже,	 пряма	 c	 збіга-
ється	 з	 прямою	 ′c ,	 тобто	 пряма	 c	 лежить	
у	 площині	 α .	

Спочатку,	 користуючись	 властивістю,	 що	
через	 дві	 прямі,	 які	 перетинаються,	 мож-
на	 провести	 площину,	 і	 до	 того	 ж	 тільки	
одну,	 побудуємо	 площину,	 яка	 проходить	
через	 дані	 прямі.
Потім	 доведемо,	 що	 будь-яка	 пряма,	 яка	
перетинає	одну	пряму	і	паралельна	другій,	
лежить	 у	 цій	 площині.

 Зауваження.	Одержаний	результат	можна	коротко	
сформулювати	 так:	 усі прямі, які паралельні між со-
бою і перетинають дану пряму, лежать в одній пло-
щині.

Через	 кінці	 відрізка	 AB	 і	 його	 середину	 M	 проведено	 паралельні	
прямі,	 що	 перетинають	 деяку	 площину	 в	 точках	 A1,	 B1 	 і	 M1 	 від-
повідно.	 Знай	діть	 довжину	 відрізка	 MM1,	 якщо	 відрізок	 AB	 не	 пе-
ретинає	 площину	 і	 AA1 8= 	 см,	 BB1 6= 	 см.

Дано:	 	M  середина	 AB,	 AA BB MM1 1 1� � ,	 A B M1 1 1, , ,	 	
відрізок	 AB не	 перетинає	 α ,	 AA1 8= 	 см, BB1 6= 	 см.

Знайти:	 MM1.

Для	 розв’язування	 використаємо	 рис.	 4.8.
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розв’язання коментар

	 Оскільки	 паралельні	 прямі	 AA1,	 BB1,	
MM1,	 які	 перетинають	 пряму	 AB,	 лежать	
в	 одній	 площині,	 то	 точки	 A1,	 M1 	 і	 B1 	
лежать	 на	 одній	 прямій	 (рис.	 4.8,	 б),	 і	 ми	
одержуємо	плоский	чотирикутник	ABB

1
A

1
,	

який	 є	 трапецією	 AA BB1 1� .
За	 умовою	 точка	 M	 —	 середина	 відріз-
ка	 AB	 і	 MM AA1 1� .	 Тоді	 за	 теоремою	 Фа-
леса	 точка	 M1 	 —	 середина	 A B1 1.	 Отже,	
MM1 	 —	 середня	 лінія	 трапеції	 та

MM
AA BB

1
1 1

2

8 6

2
7   

	 (см).

Відповідь: 7	 см.	

Для	 побудови	 рисунка	 до	 задачі	 потрібно	
використати	 результат	 задачі	 1.	 Оскільки	
пряма	 AA1 	 перетинає	 пряму	 AB,	 а	 прямі	
MM1 	 і	 BB1 	паралельні	прямій	 AA1,	то	всі	
вони	лежать	в	одній	площині	b	(рис.	4.8,	а).	
Тоді	площина	b	перетинає	дану	площину	a	
по	 прямій	 A B1 1,	 на	 якій	 лежать	 усі	 спіль-
ні	точки	цих	площин,	зокрема	і	точка	 M1.
Отже,	 на	 рисунку	 точки	 A1,	 M1 	 і	 B1 	 по-
винні	лежати	на	одній	прямій	(рис.	4.8,	б).	
Фактично	 після	 побудови	 правильного	 ри-
сунка	 одержуємо	 планіметричну	 задачу	
в	 площині	 β.

Доведіть,	 що	 відрізки,	 які	 сполучають	 середини	 мимобіжних	 сто-
рін	 просторового	 чотирикутника,	 перетинаються	 і	 точкою	 перетину	
діляться	 навпіл	 (вершини	 просторового	 чотирикутника	 не	 лежать	
в	 одній	 площині).

розв’язання коментар

	 Нехай	 ABCD	 —	 даний	 просторовий	 чотирикут-
ник,	 а	 точки	 A1,	 B1,	 C1 	 і	 D

1
	 —	 середини	 його	 сто-

рін	 (рис.	 4.9).	
B
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C1D1
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Тоді	 A B1 1 	 —	 середня	 лінія	 трикутника	 ABC,	 отже,	

A B AC1 1 � 	 і	 A B AC1 1
1

2
= .	 Аналогічно	 C D1 1 	 —	 се-

редня	 лінія	 трикутника	 ACD,	 отже,	 C D AC1 1 � 	

і	 C D AC1 1
1

2
= .	 Тоді	 за	 теоремою	 4.3	 A B C D1 1 1 1� 	

(і	тому	 A B1 1 	і	 C D1 1 	лежать	в	одній	площині)	і,	крім	

того,	 A B C D1 1 1 1= .	 Таким	 чином,	 чотирикутник	
A

1
B

1
C

1
D

1
	 лежить	 в	 одній	 площині	 і	 дві	 його	 проти-

лежні	 сторони	 паралельні	 й	 рівні.	 Отже,	 це	 пара-
лелограм,	 а	 тому	 його	 діагоналі	 A

1
C

1
	 і	 B D1 1 	 пере-

тинаються	 і	 точкою	 перетину	 діляться	 навпіл.	 

Для	того	щоб	скласти	план	розв’я-
зування,	 достатньо	 згадати,	 що	
коли	 два	 відрізки	 перетинаються	
і	 точкою	 перетину	 діляться	 на-
впіл,	 то	 їхні	 кінці	 є	 вершинами	
паралелограма	 (для	 якого	 ці	 від-
різки	 є	 діагоналями).
Тому	 для	 доведення	 твердження	
задачі	 достатньо	 довести,	 що	 кін-
ці	 даних	 відрізків	 є	 вершинами	
паралелограма,	 а	 потім	 викори-
стати	 властивість	 діагоналей	 па-
ралелограма.

Задача 3*
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1.	 Які	 прямі	 в	 просторі	 називаються	 паралельними?

2.	 Які	 прямі	 називаються	 мимобіжними?

3.	 Поясніть,	 які	 дві	 прямі	 в	 просторі	 будуть	 непаралельними.

4.	 Сформулюйте	 ознаку	 мимобіжних	 прямих.

5.*	 Доведіть	 ознаку	 мимобіжних	 прямих.

6.	 Доведіть,	що	через	точку	поза	даною	прямою	в	просторі	можна	про-
вести	 пряму,	 паралельну	 цій	 прямій,	 і	 до	 того	 ж	 тільки	 одну.

7.*	 Доведіть	 ознаку	 паралельності	 прямих.

4.1.°	Запишіть	 пари	 мимобіжних	 ребер:	
	 1)	 у	 прямокутному	 паралелепіпеді	 ABCDA B C D1 1 1 1;	
	 2)	 у	 призмі	 ABCA B C1 1 1;	
	 3)	 у	 піраміді	 SABCD.
4.2.°	Дано	 дві	 площини,	 які	 перетинаються.	 У	 кожній	 із	 них	 лежить	

пряма,	 що	 перетинає	 лінію	 перетину	 площин.	 Як	 можуть	 бути	
розташовані	 ці	 дві	 прямі	 одна	 відносно	 одної?

4.3.°	Чи	 правильним	 є	 твердження,	 що,	 коли	 дві	 прямі	 лежать	 у	 різ-
них	 площинах,	 вони	 завжди	 мимобіжні?

4.4.	 Пряма	 a	 мимобіжна	 з	 прямою	 b,	 а	 пряма	 b	 мимобіжна	 з	 пря-
мою	 c.	 Чи	 випливає	 звідси,	 що	 прямі	 a	 і	 c	 завжди	 мимобіжні?

4.5.	 Точка	 A	 не	 належить	 прямій	 a.	 Проведіть	 через	 точку	 A	 пряму	 b	
так,	 щоб	 прямі	 a	 і	 b	 були	 мимобіжними.

4.6.	 Доведіть,	 що	 коли	 прямі	 AC	 і	 BD	 мимобіжні,	 то	 прямі	 AB	 і	 CD	
теж	 мимобіжні.

4.7.	 Доведіть,	 що	 площина,	 яка	 проходить	 через	 одну	 з	 двох	 мимо-
біжних	прямих	і	точку	на	другій	прямій,	перетинає	другу	пряму.

4.8.	 Через	 дану	 точку	 простору	 проведіть	 пряму,	 яка	 перетинає	 кож-
ну	 з	 двох	 даних	 мимобіжних	 прямих.	 Чи	 завжди	 це	 можливо?

4.9.	 Скільки	пар	мимобіжних	прямих	визначається	різними	парами	з:	
	 1)	 чотирьох	 точок;	
	 2)	 п’яти	 точок;	
	 3)*		n	 точок,	 жодні	 чотири	 з	 яких	 не	 належать	 одній	 площині?

4.10.°	 Запишіть	 пари	 паралельних	 ребер:	
	 1)	 у	 прямокутному	 паралелепіпеді	 ABCDA B C D1 1 1 1;	
	 2)	 у	 призмі	 ABCA B C1 1 1;	
	 3)	 у	 правильній	 піраміді	 SABCD.	

4.11.	 Доведіть,	що	через	дві	паралельні	прямі	проходить	єдина	площина.
4.12.	 	Доведіть,	що	всі	прямі,	які	перетинають	дві	дані	паралельні	пря-

мі,	 лежать	 в	 одній	 площині.
4.13.	 	Відомо,	 що	 в	 площині	 пряма,	 яка	 перетинає	 одну	 з	 двох	 пара-

лельних	 прямих,	 перетинає	 і	 другу.	 Чи	 буде	 це	 твердження	 пра-
вильним	 і	 для	 простору?

4.14.	 	Доведіть,	 що	 коли	 площина	 перетинає	 одну	 з	 двох	 паралельних	
прямих,	 то	 вона	 перетинає	 і	 другу	 пряму.

4.15.°	 Прямі	 a	 і	 b	 не	 лежать	 в	 одній	 площині.	 Чи	 можна	 провести	 пря-
му	 c,	 паралельну	 і	 прямій	 a,	 і	 прямій	 b?
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Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі52

4.16.	 Паралелограми	 ABCD	 і	 ABC D1 1 	 лежать	 у	 різних	 площинах.	 До-
ведіть,	 що	 чотирикутник	 CDD C1 1 	 —	 також	 паралелограм.

4.17.	 Через	 кінці	 відрізка	 CD	 і	 його	 середину	 N	 проведено	 паралельні	
прямі,	 що	 перетинають	 деяку	 площину	 в	 точках	 C1,	 D1 	 і	 N1 	
відповідно.	 Знайдіть	 довжину	 відрізка	 NN1,	 якщо	 відрізок	 CD	
не	 перетинає	 площину	 і:	

	 1)	 CC1 3= 	 м,	 DD1 5= 	 м;

	 2)	 CC1 2 5= , 	 дм,	 DD1 3 5= , 	 дм;

	 3)	 CC a1 = ,	 DD b1 = .

4.18.*	 Розв’яжіть	 задачу	 4.17	 за	 умови,	 що	 відрізок	 CD	 перетинає	 пло-
щину.

4.19.	 Через	 кінець	 A	 відрізка	 AB	 проведено	 площину	 α .	 Через	 кі-
нець	 B і	 точку	 C	 цього	 відрізка	 проведено	 паралельні	 прямі,	 які	
перетинають	 площину	 α 	 в	 точках	 B1 	 і	 C1.	 Знайдіть	 довжину	
відрізка	 BB1,	 якщо	 AC = 6 	 см,	 BC = 4 	 см,	 CC1 3= 	 см.

4.20.	 Доведіть,	 що	 середини	 сторін	 просторового	 чотирикутника	 є	 вер-
шинами	паралелограма	(вершини	просторового	чотирикутника	не	
лежать	 в	 одній	 площині).

4.21.	 Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1,	 точка	 O	 —	 центр	 грані	 ABCD,	 а	 точ-
ка	 O1 —	 центр	 грані	 A B C D1 1 1 1.	 Доведіть,	 що	 пряма	 OO1 	 пара-
лельна	 прямій	 AA1.

4.22.*	 Дано	 паралелограм	 ABCD	 і	 площину,	 яка	 не	 перетинає	 його.	
Через	 вершини	 паралелограма	 і	 точку	 O	 перетину	 діагоналей	
цього	 паралелограма	 проведено	 паралельні	 прямі,	 які	 перетина-
ють	 дану	 площину	 в	 точках	 A1,	 B1,	 C1,	 D1,	 O1.	 Доведіть,	 що	
AA BB CC DD OO1 1 1 1 14    .

4.23.*	 Три	площини	попарно	перетинаються.	Доведіть,	що	лінії	 їх	пере-
тину	 або	 перетинаються	 в	 одній	 точці,	 або	 паралельні.
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§5.  паРалельність пРямої та площини

Таблиця 6

взаємне розміщення прямої та площини в просторі

Пряма та площина

мають	 спільні	 точки

не	 мають	 спільних	 точок	
(паралельні)

a

a

мають	 тільки	 одну	
спільну	 точку	

(перетинаються)

a

a

A

мають	 більше	 ніж	 одну	
спільну	 точку	 (пряма  

лежить у площині)

a

a

паралельність прямої та площини

a

a

a �α

Пряма та площина називаються паралельними, якщо 
вони не мають жодної спільної точки.

ознака Властивість

Якщо	 b a� 	 (a	 лежить	 у	 площині	 α ),	 	

	 то	 b �α.

a

b

a

Якщо	 	a �α,	 β 	 проходить	 через	 a,	 	
b	 перетинає	a	 по	 b,

	 то	 a b� .

a

a
b

b
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Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі54

пояснення й обґРунтування
Згадаємо,	 як	 можуть	 розміщуватися	

пряма	 і	 площина	 одна	 відносно	 одної.
Пряма	 може	 лежати	 в	 площині,	 тобто	

всі	 точки	 прямої	 належать	 площині.	 Пря-
ма	 може	 перетинати	 площину,	 тобто	 мати	
з	 площиною	 тільки	 одну	 спільну	 точку.	
Нарешті,	 пряма	 може	 не	 перетинати	 пло-
щину,	 тобто	 не	 мати	 з	 площиною	 жодної	
спільної	 точки	 (див.	 схему	 в	 табл.	 6).

 означення. Пряма і площина назива-
ються паралельними, якщо вони не ма-
ють жодної спільної точки.
Будемо	 вважати	 також,	 що	 відрізок	

паралельний	 площині,	 якщо	 він	 лежить	
на	 прямій,	 паралельній	 площині.

Наочне	уявлення	про	пряму,	паралель-
ну	 площині,	 дає	 деяке	 спортивне	 знаряд-
дя.	 Наприклад,	 гімнастична	 	перекладина	
паралельна	 площині	 підлоги.	



Наступна	теорема	пов’язує	поняття	паралельності	пря-
мої	та	площини	з	поняттям	паралельності	двох	прямих	і	ви-
значає	 достатню	 умову	 паралельності	 прямої	 та	 площини.

 теорема 5.1 (ознака	паралельності	прямої	та	площини).	
Якщо пряма, яка не лежить у площині, паралельна 
якій-небудь прямій цієї площини, то вона паралельна 
і самій площині.

	 Доведення.	 Нехай	 пряма	 b	 не	 лежить	 у	 площині	 α 	
і	паралельна	прямій	a,	яка	лежить	у	цій	площині	(рис.	5.1).	
Доведемо,	 що	 пряма	 b	 паралельна	 площині	 α .	 Припусти-
мо	 протилежне,	 тобто	 що	 пряма	 b	 перетинає	 площину	 α 	
в	 деякій	 точці	 M.	 Розглянемо	 площину	 β,	 яка	 проходить	
через	 паралельні	 прямі	 a	 і	 b	 ( a b� 	 за	 умовою).	 Точка	 M	
лежить	 як	 у	 площині	 α ,	 так	 і	 в	 площині	 β,	 а	 тому	 нале-
жить	 лінії	 їх	 перетину	 —	 прямій	 a,	 тобто	 прямі	 a	 і	 b	 пере-
тинаються,	 що	 суперечить	 умові.	 Отже,	 наше	 припущення	
неправильне	 і	 пряма	 b	 паралельна	 площині	 α .	

Наприклад	 (рис.	 5.2),	 у	 прямокутному	 паралелепіпеді	
ABCDA B C D1 1 1 1 	 кожне	 бічне	 ребро	 паралельне	 площинам	

бічних	 граней,	 які	 не	 проходять	 через	 це	 ребро.	 Дійсно,	
бічними	 гранями	 прямокутного	 паралелепіпеда	 є	 прямо-
кутники.	 Тому,	 наприклад,	 бічне	 ребро	 AA1 	 паралельне	
прямій	 DD1 	 бічної	 грані	 DD

1
C

1
C,	 а	 значить,	 за	 ознакою	

паралельності	 прямої	 і	 площини,	 ребро	 AA1 	 паралельне	
площині	 DD C C1 1 .	 Аналогічно	 ребро	 AA1 	 паралельне	 пло-
щині	 BB C C1 1 .

Зауваження.	 Будемо	 казати,	 що	 ребро	 многогранника	
паралельне	 його	 грані,	 якщо	 воно	 лежить	 на	 прямій,	 па-
ралельній	 площині	 цієї	 грані.



a

b
b

a M

Puc. 5.1

Puc. 5.2
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A1 B1

D1 C1
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§5. Паралельність прямої та площини 55

пРиклади РоЗв’яЗування Задач

Чи	 є	 правильним	 твердження:	 «Пряма,	 паралельна	 площині,	 пара-
лельна	 будь-якій	 прямій,	 що	 лежить	 у	 цій	 площині»?

розв’язання коментар

	 Твердження	 неправильне,	 оскільки,	 напри-
клад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 5.4)	 пряма	 DC	
паралельна	 площині	 AA B B1 1 ,	 але	 не	 паралельна	
прямій	 AA1,	яка	лежить	у	цій	площині	(прямі	DC	
і	 AA1 	 мимобіжні).	

Puc. 5.4

A

B C

A1 D1

B1 C1

D

Якщо	 якесь	 твердження	 не	 викону-
ється,	 то,	 для	 того	 щоб	 його	 спро-
стувати,	 достатньо	 навести	 хоча	 б	
один	 приклад,	 коли	 умова	 твер-
дження	 виконується,	 а	 висновок	 —	
ні	 (так	 званий	 «контрприклад»).
Для	 такого	 прикладу	 можна	 вико-
ристати	 відомі	 геометричні	 фігури,	
зокрема	 многогранники.

Дано	 трикутник	 ABC.	 Площина,	 паралельна	 прямій	 AB,	 перетинає	
сторону	AC	цього	трикутника	в	точці	 A1,	а	сторону	BC	—	у	точці	 B1.		
Знайдіть	 довжину	 відрізка	 A B1 1,	 якщо	 AB =10 	 см,	 AA A C1 1 2 3: := .

Дано:	 	� ABC,	 AB =10 	 см,	 α � AB,	 ∩ AC A 1,	 ∩BC B 1,	
AA A C1 1 2 3: := .

Знайти:	 A B1 1.

Задача 1

Задача 2

Наступна	 теорема	 є	 ще	 однією	 ознакою	 паралельності	 двох	
прямих	 у	 просторі.

 теорема 5.2 (ознака	 паралельності	 двох	 прямих	 у	 просторі).	
Якщо площина проходить через пряму, паралельну іншій 
площині, і перетинає цю площину, то пряма їх перетину 
паралельна даній прямій.

	 Доведення.	 Нехай	 площина	 β 	 проходить	 через	 пряму	 b,	
паралельну	площині	 α ,	 і	пряма	a	є	лінією	перетину	цих	площин	
(рис.	 5.3).	 Доведемо,	 що	 прямі	 a	 і	 b	 паралельні.

Дійсно,	вони	лежать	в	одній	площині	 β.	Крім	цього,	пряма	a	
лежить	 у	 площині	 α ,	 а	 пряма	 b	 не	 перетинається	 з	 цією	 площи-
ною.	 Отже,	 пряма	 b	 не	 може	 перетинатися	 з	 прямою	 a.	 Таким	
чином,	 прямі	 a	 і	 b	 лежать	 в	 одній	 площині	 і	 не	 перетинаються.	
Тому	 вони	 паралельні.	

Зазначимо,	 що	 з	 доведення	 теореми	 5.2	 випливає	 така	 вла-
стивість:	 якщо пряма b паралельна площині α , то в площині 
завжди знайдеться пряма a, паралельна прямій b.
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розв’язання коментар

	 Позначимо	 дану	 площину	 через	 α 	 (рис.	 5.5).	
Оскільки	 AB �α 	 і	 площина	 ABC	 перетинає	 α 	 по	
A B1 1,	 то	 A B AB1 1 � .	 Тоді	 � � �A B C ABC1 1 .

Отже,	
A B

AB

A C

AC
1 1 1= ,	 тобто	

A B1 1

10

3

5
= .

Таким	 чином,	 A B1 1 6= 	 (см).

Відповідь:	 6	 см.	

a

C

A
B

A1
B1

Puc. 5.5

Для	 того	 щоб	 скласти	 план	
розв’язування,	 спочатку	 необхідно	
врахувати	 твердження	 теореми	 5.2: 
якщо площина проходить через 
пряму, паралельну іншій площині, 
і перетинає цю площину, то пря
ма їх перетину паралельна даній 
прямій.	 Далі	 слід	 обґрунтувати,	 що	
пряма	 A B1 1 	паралельна	прямій	AB.	
Потім	 можна	 використати	 відомий	
із	 планіметрії	 опорний	 факт:	 пря
ма, паралельна стороні трикутни
ка, відтинає трикутник, подібний 
даному.

Дано	 дві	 мимобіжні	 прямі	 (рис.	 5.6,	 а).	 Проведіть	 че-
рез	 одну	 з	 них	 площину,	 паралельну	 другій.

Дано:	 a і b		 мимобіжні	 прямі.

Побудувати:	 площину	 α ,	

α 	 проходить	 через	 b,	 α �a.

розв’язання коментар

	 Нехай	 дано	 дві	 мимобіжні	 прямі	 a	 і	 b.
1.	 Виберемо	 на	 прямій	 b	 довільну	 точку	 B	
(рис.	 5.6,	 б)	 і	 проведемо	 через	 точку	 B	 пряму	 ′a ,	
паралельну	 прямій	 a	 (це	 завжди	 можна	 зробити	
за	 теоремою	 4.2).

a

a

b
a′B

б

Puc. 5.6

Це	 задача	 на	 уявлювану	 побу-
дову,	 і	 тому	 головним	 у	 ході	 її	
розв’язування	 є	 доведення	 існу-
вання	 фігури,	 що	 задовольняє	 дані	
умови	(див.	«Зміст	задач	на	побудо-
ву	 в	 стереометрії»	 в	 §	 3).	
Доведення	 має	 спиратися	 на	 відпо-
відні	 властивості	 стереометричних	
фігур.	 Зокрема,	 для	 того	 щоб	 ви-
значити	 площину,	 паралельну	 да-
ній	 прямій,	 достатньо	 використа-
ти	 ознаку	 паралельності	 прямої	 та	
площини	 і	 «забезпечити»	 наявність	
у	 побудованій	 площині	 прямої,	 па-
ралельної	 даній.

Задача 3
a

b

Puc. 5.6
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2.	 Через	 прямі	 ′a 	 і	 b,	 які	 перетинаються,	 прове-
демо	 площину	 α .	 Це	 і	 є	 шукана	 площина.

Дійсно,	 оскільки	 за	 побудовою	 a a� ′ ,	 де	 пряма	 ′a 	
лежить	у	площині	 α ,	то	за	ознакою	паралельності	
прямої	 і	 площини	 a �α 	 (і	 площина	 α 	 проведена	
через	 пряму	 b).	

Це	 дозволяє	 скласти	 план побудо
ви:	 провести	 через	 довільну	 точку	
однієї	 з	 прямих	 пряму,	 паралельну	
другій,	 а	 потім	 через	 дві	 прямі,	 що	
перетинаються,	 провести	 площину.	
Слід	 також	 довести,	 що	 в	 результа-
ті	 побудови	 дійсно	 отримали	 шука-
ну	 фігуру.

1.	 Назвіть	 усі	 випадки	 взаємного	 розміщення	 прямої	 та	 площини	
в	 просторі.

2.	 Дайте	 означення	 паралельних	 прямої	 та	 площини.

3.	 Сформулюйте	 ознаку	 паралельності	 прямої	 та	 площини.

4.*	 Доведіть	 ознаку	 паралельності	 прямої	 та	 площини.

5.	 Сформулюйте	 властивість	 паралельних	 прямої	 та	 площини	 (ознаку	
паралельності	 прямих	 у	 просторі).

6.*	 Доведіть	 ознаку	 паралельності	 прямих	 у	 просторі.

5.1.°	У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 укажіть,	 обґрунтувавши	 відповідь,	 яким	
граням	 паралельне	 ребро:	

	 1)	 AB;	 	 	 	 2)	 A D1 1;	 	 	 	 3)	 CC1.
5.2.	 Основа	AB	трапеції	ABCD	лежить	у	площині	 α ,	яка	не	збігається	

з	 площиною	 трапеції.	 Як	 розташовані	 решта	 сторін	 трапеції	 від-
носно	 площини	 α?	 Відповідь	 поясніть.

5.3.	 Дано	 паралелограм	 ABCD.	 Через	 сторону	 AD	 проведено	 площи-
ну	 α ,	 яка	 не	 збігається	 з	 площиною	 паралелограма.	 Доведіть,	
що	 BC �α.

5.4.	 Чи	 є	 правильним	 твердження,	 що	 дві	 прямі,	 паралельні	 одній	
площині,	 паралельні	 одна	 одній?

5.5.	 Одна	 з	 двох	 паралельних	 прямих	 паралельна	 площині.	 Чи	 є	 пра-
вильним	твердження,	що	й	друга	пряма	паралельна	цій	площині?

5.6.	 Площина	 проходить	 через	 середини	 двох	 сторін	 трикутника	 і	 не	
збігається	з	площиною	цього	трикутника.	Доведіть,	що	дана	пло-
щина	 паралельна	 третій	 стороні	 трикутника.

5.7.	 Дано	пряму,	паралельну	деякій	площині.	Доведіть,	що	в	цій	пло-
щині	 через	 будь-яку	 її	 точку	 можна	 провести	 пряму,	 паралельну	
даній	 прямій.

5.8.	 Доведіть,	 що	 через	 точку,	 яка	 не	 належить	 даній	 площині,	 мож-
на	 провести	 пряму,	 паралельну	 цій	 площині.	 Скільки	 таких	 пря-
мих	 можна	 провести?

5.9.	 Доведіть,	що	коли	дві	прямі	паралельні,	то	через	одну	з	них	мож-
на	 провести	 площину,	 паралельну	 другій	 прямій.	 Скільки	 існує	
таких	 площин?

5.10.	 Доведіть,	що	через	кожну	з	двох	мимобіжних	прямих	можна	про-
вести	 єдину	 площину,	 паралельну	 другій	 прямій.
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Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі58

5.11.	 Доведіть,	 що	 ребра	 однієї	 основи	 призми	 паралельні	 площині	
другої	 основи	 цієї	 призми.

5.12.	 Через	 дану	 точку	 проведіть	 пряму,	 паралельну	 кожній	 із	 двох	
даних	 площин,	 які	 перетинаються.

5.13.	 Дано	 трикутник	 BCD.	 Площина,	 паралельна	 прямій	 BC,	 перети-
нає	 сторону	 BD	 цього	 трикутника	 в	 точці	 B1,	 а	 сторону	 CD	 —	
у	 точці	 C1.	 Знайдіть	 довжину	 відрізка	 B C1 1,	 якщо:	

	 1)	 BC = 20 	 см,	 BB BD1 2 5: := ;	

	 2)	 BC =14 	 см,	 CC C D1 1 5 2: := ;	

	 3)	 B D1 6= 	 см,	 BC BD: := 2 3.

5.14.	 Доведіть,	 що	 переріз	 трикутної	 пірамі-
ди	 ABCD	 площиною,	 паралельною	 двом	 ми-
мобіжним	 ребрам	 AC	 і	 BD,	 завжди	 є	 парале-
лограмом	 (рис.	 5.7).

5.15.	 Доведіть,	 що	 пряма,	 паралельна	 кожній	 із	
двох	 площин,	 які	 перетинаються,	 паралель-
на	 і	 прямій	 їх	 перетину.

5.16.	 Доведіть,	 що	 коли	 дві	 площини,	 які	 перети-
наються	 по	 прямій	 a,	 перетинають	 площи-
ну	 α 	 по	 паралельних	 прямих,	 то	 пряма	 a	
паралельна	 площині	 α .

5.17.	 Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1.	 Доведіть,	 що	 пряма	 BD	 паралельна	
площині	 AB D1 1.

5.18.	 Дано	куб	 ABCDA B C D1 1 1 1,	точка	O	—	центр	грані	ABCD.	Доведіть,	
що	 пряма	 OC1 	 паралельна	 площині	 AB D1 1.

5.19.	 Площини	 α ,	 β 	 і	 γ 	 попарно	 перетинаються,	 але	 не	 мають	 спіль-
них	 для	 трьох	 площин	 точок.	 Чи	 існують	 у	 просторі	 прямі,	 па-
ралельні	 всім	 трьом	 площинам?	

5.20.	 Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1;	 точки	 P	 і	 Q	 —	 середини	 ребер	 AB	 і	 BC	
відповідно.	 Побудуйте	 переріз	 цього	 куба	 площиною,	 яка	 прохо-
дить	 через	 точки	 P	 і	 Q	 паралельно	 діагоналі	 BD1 	 куба.

5.21.	 Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1,	 точка	 P	 —	 середина	 ребра	 AA1.	 По-
будуйте	 переріз	 цього	 куба	 площиною,	 яка	 проходить	 через	 точ-
ки	 P	 і	 D1 	 паралельно	 діагоналі	 AC	 грані	 ABCD	 куба.
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§6.  паРалельність двох площин

Таблиця 7

Розміщення двох площин у просторі

Дві площини

не	 мають	 спільних	 точок	
(паралельні, тобто 
не перетинаються)

a

b

мають	 спільну	 точку	
(перетинаються по прямій)

a
b

a

паралельність площин

означення ознака

Дві площини називаються 
паралельними, якщо вони 
не перетинаються.

a

b

b

b1

a

a1

Якщо	 	a a� 1,	 b b� 1 	 	

(a	 і	 b	 лежать	 в	 α 	 	

і	 перетинаються,	

a1 	 і	 b1 	 лежать	 у	 β),

	 то	 � .

властивості паралельних площин

a

b

g

Якщо	  � 	 і	  � ,
	 то	  � .

a

b

a

b
g

Якщо	 	 � 	 і	 γ 	 	
перетинає	 α 	 по	 a,	
γ 	 перетинає	 β 	 по	 b,	

	 то	 a b� .

a

b B D

A C

Якщо	 	AB CD� 	 і	  � 	 	
(AC ,	 C ,	
B ,	 D  ),

	 то	 AB CD= .
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Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі60

Розглянемо	 питання	 про	 взаємне	 роз-
міщення	 двох	 площин.	 Як	 відомо,	 якщо	
дві	площини	мають	спільну	точку,	то	вони	
перетинаються	 по	 прямій,	 що	 проходить	
через	 цю	 точку.	 Звідси	 випливає,	 що	 дві	
площини	 або	 перетинаються	 по	 прямій,	
або	не	перетинаються,	тобто	не	мають	жод-
ної	 спільної	 точки	 (див.	 схему	 в	 табл.	 7).

 означення. Дві площини називаються 
паралельними, якщо вони не перетина-
ються.

Якщо	 площини	 α 	 і	 β 	 паралельні,	 то	
записують:	  � .	Говорять	також,	що	пло-
щина	 α 	 паралельна	 площині	 β 	 або	 пло-
щина	 β 	 паралельна	 площині	 α .

Наочне	 уявлення	 про	 паралельні	
площини	 дають	 стеля	 та	 підлога	 кімна-
ти;	 поверхня	 води,	 налитої	 в	 акваріум,	
і	 його	 дно.

пояснення й обґРунтування

	 	 	 	 	

Наступна	 теорема	 пов’язує	 поняття	 паралельності	
двох	 площин	 із	 поняттям	 паралельності	 прямих	 і	 визна-
чає	 достатню	 умову	 паралельності	 площин.

 теорема 6.1 (ознака	 паралельності	 двох	 площин).	
Якщо дві прямі, що перетинаються, однієї площини 
відповідно паралельні двом прямим другої площини, 
то ці площини паралельні.

	 Доведення.	 Нехай	 прямі	 a1 	 і	 a2 	 площини	 α 	 пара-
лельні	 відповідно	 прямим	 b1 	 і	 b2 	 площини	 β.	 Доведемо,	
що	 площини	 α 	 і	 β 	 паралельні.	 Припустимо	 протилежне:	
площини	 α 	 та	 β 	 перетинаються	 і	 c	 —	 пряма	 їх	 перети-
ну	 (рис.	 6.1).	 За	 ознакою	 паралельності	 прямої	 і	 площини	
пряма	 a1 	 паралельна	 площині	 β,	 а	 за	 ознакою	 паралель-
ності	 двох	 прямих	 у	 просторі	 вона	 паралельна	 прямій	 c.	
Аналогічно	 пряма	 a2 	 також	 паралельна	 прямій	 c.	 Таким	
чином,	 у	 площині	 α 	 ми	 маємо	 дві	 різні	 прямі,	 які	 про-
ходять	 через	 одну	 точку	 і	 паралельні	 одній	 прямій	 c,	 що	
неможливо.	 Одержана	 суперечність	 показує,	 що	 наше	
припущення	 неправильне,	 отже,	 площини	 α 	 і	 β 	 не	 пере-
тинаються,	 тобто	 паралельні.	
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§6.  Паралельність двох площин 61

Будемо казати, що дві грані многогранника паралельні, 
якщо вони лежать у паралельних площинах.

Наприклад, основи призми паралельні. Дійсно, бічними 
гранями призми є паралелограми. Тому два суміжних ребра 
однієї основи призми паралельні відповідно двом суміжним 
ребрам другої її основи. Отже, основи призми паралельні. Так, 
на рис. 6.2 зображена п’ятикутна призма ABCDEA B C D E1 1 1 1 1, 
у якої основи ABCDE і A B C D E1 1 1 1 1  паралельні.

Наступна теорема пов’язує поняття паралельності двох 
площин із поняттям паралельності двох прямих.

�Теорема�6.2 (властивість паралельних площин). Якщо дві 
паралельні площини перетинаються третьою, то прямі 
перетину паралельні.

 Доведення. Нехай площина γ  перетинає паралельні 
площини α  і β  по прямих a і b відповідно (рис. 6.3). Дове
демо, що прямі a і b паралельні. Дійсно, вони лежать в одній 
площині — площині γ . Крім того, вони лежать у площинах 
α  і β, які не перетинаються, отже, і прямі a і b не перети
наються. Значить, вони паралельні. 

Розглядаючи означення і ознаку паралельності площин 
та властивість паралельних площин, ми припускали існуван
ня таких площин. Доведемо це.

�Теорема� 6.3. Через точку поза даною площиною можна 
провести площину, паралельну даній, і до того ж тільки 
одну.

 Доведення. Проведемо в даній площині α  дві довільні 
прямі a і b, що перетинаються (рис. 6.4). Через дану точку A 
поза площиною α  проведемо паралельні їм прямі a1  і b1. 
Площина β, що проходить через прямі a1  і b1, за ознакою 
паралельності площин паралельна площині α . Доведемо, що 
така площина — єдина. Припустимо, що через точку A про
ходить інша площина β1, яка теж паралельна площині α  
(рис. 6.5). Проведемо площину γ  через пряму a площини α  
і дану точку A, яка не лежить на цій прямій. Площина γ  
перетне площину α  по прямій a, а площини β  і β1  — по 
прямих a1  і a2  відповідно. Оскільки площини β  і β1  па
ралельні площині α , то за теоремою 6.2 a a1 �  і a a2 � . Але 
в площині γ  через точку A можна провести тільки одну пря
му, паралельну прямій a. Одержана суперечність означає, що 
наше припущення неправильне і площина β  єдина. 

Розглянемо ще одну властивість паралельних площин, 
пов’язану з паралельними прямими.

�Теорема� 6.4. Відрізки паралельних прямих, які містять-
ся між двома паралельними площинами, рівні.
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Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі62

Приклади� розв’язування� задач

Доведіть, що в прямокутному паралелепіпеді протилежні грані по-
парно паралельні.

Дано: ABCDA B C D1 1 1 1   прямокутний паралелепіпед.

Довести: ABB A DCC D1 1 1 1� .

Розв’язання Коментар

 Нехай дано прямокутний паралелепіпед 
ABCDA B C D1 1 1 1  (рис. 6.7). 

Puc. 6.7

A

B C

A1 D1

B1 C1

D

Доведемо, наприклад, паралельність граней 
ABB A1 1  і DCC D1 1. 

Для того щоб довести паралельність гра
ней паралелепіпеда, достатньо довести 
паралельність площин, у яких лежать 
ці грані. А для доведення паралельно
сті площин достатньо використати озна
ку їх паралельності, тобто довести, що 
дві прямі, які перетинаються, однієї 
площини відповідно паралельні двом 
прямим другої площини.
Нагадаємо, що всі грані прямокутно
го паралелепіпеда — прямокутники 
(а в прямокутнику протилежні сторони 
попарно паралельні).

Задача 1

 Доведення. Нехай α  і β  — паралельні площини, AB 
і CD — паралельні прямі, що їх перетинають, A, C, B, D — 
точки перетину цих прямих із площинами α  і β  відповідно 
(рис. 6.6). Доведемо, що відрізки AB і CD рівні.

Проведемо через дані паралельні прямі площину, яка 
перетне площини α  і β  по паралельних прямих AC і BD. 
Тоді чотирикутник ACDB — паралелограм, оскільки в нього 
протилежні сторони паралельні. У паралелограма протилеж
ні сторони рівні, отже, AB CD= . 

  Поясніть, як можна застосувати зміст теореми 6.4. в будів-
ництві, у побуті. 

�Теорема� 6.5. Якщо дві різні площини паралельні третій, 
то вони паралельні одна одній.

 Доведення. Нехай площини α  і β  паралельні площи
ні γ  (див. рисунок у пункті «Властивості паралельних пло
щин» табл. 7). Площини α  і β  не можуть перетинатися. 
Якби площини α  і β  мали спільну точку, то через цю точ
ку проходили б дві площини (α  і β), паралельні площині γ , 
а це суперечить теоремі 6.3. Отже, площини α  і β  не мають 
спільних точок, тобто паралельні. 
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§6.  Паралельність двох площин 63

Оскільки всі грані прямокутного парале
лепіпеда є прямокутниками, то ABCD та 
ADD

1
A

1
 — прямокутники. Тоді AB CD�  та 

AA DD1 1�  і за ознакою паралельності пло
щини ABB A1 1  і DCC D1 1  паралельні.
Аналогічно обґрунтовують паралельність ін
ших протилежних граней. 

Побудуйте переріз прямокутного паралелепіпеда ABCDA B C D1 1 1 1  пло
щиною, яка проходить через точки K, M, N, де M AA∈ 1, N BB∈ 1, 
і точка K лежить у грані DCC D1 1  (рис. 6.8, а).

Дано:  ABCDA B C D1 1 1 1  — прямокутний паралелепіпед,  
M AA∈ 1 , N BB∈ 1 , K DCC D∈ 1 1 .

Побудувати: переріз площиною KMN.

Розв’язання Коментар

 1.  Точки M і N лежать і в січній площині, 
і в грані ABB A1 1 , тому січна площина 
перетинає цю грань по відрізку MN 
(рис. 6.8, б).

   2.  Оскільки DCC D ABB A1 1 1 1� , то січна пло
щина перетинає грань DCC D1 1  по пря
мій, яка проходить через точку K і па
ралельна прямій MN. Проводимо через 
точку K відрізок TE MN�  ( T DD∈ 1 , 
E CC∈ 1 ).

3.  Сполучаючи відрізками точки перети
ну січної площини з ребрами призми, 
одержуємо чотирикутник MNET — 
шуканий переріз. 

Для складання плану побудови достат
ньо згадати, що в прямокутному парале
лепіпеді протилежні грані попарно па
ралельні, отже, ABB A DCC D1 1 1 1� . Січна 
площина, яку задано трьома точками 
K, M, N, перетинає площину ABB A1 1  
по прямій MN. Тому паралельну їй 
площину DCC D1 1  вона перетинатиме 
по прямій, яка паралельна прямій MN 
і проходить через точку K. 
Для того щоб виконати побудову, слід 
урахувати також, що пряма MN пара
лельна площині DCC D1 1  і в цій площині 
через точку K можна провести пряму, 
паралельну даній прямій.

Задача 2

a
A

B C

K
M N

A1 D1

B1 C1

D A

B C

K ETM N

A1 D1

B1 C1

D
б

Puc. 6.8

Зауваження. З паралельності про
тилежних граней паралелепіпеда одер
жуємо, що в побудованому перерізі 
протилежні сторони попарно пара
лельні. Отже, чотирикутник MNET — 
паралелограм. Це іноді доводиться ви
користовувати під час розв’язуван ня 
задач, пов’язаних з ана логічним пере
різом прямокутного паралелепіпеда.
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Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі64

У піраміді ABCD через дану точку M на ребрі AD (рис. 6.9, а) про
ведіть площину, паралельну площині грані DBC.

Розв’язання Коментар

 1. Аналіз. Припустимо, що зада
ча розв’язана і відповідний переріз 
MKT (рис. 6.9, б) побудовано. Оскільки 
пл пл. .MKT DBC� , то MK DB�  і MT DC�  
(грані ADC і ADB перетинають паралельні 
площини по паралельних прямих). Це дає 
змогу виконати побудову.
 2. Побудова. Проведемо через точ
ку M у площині ADC пряму MT DC�  
T AC , а в площині ADB — пряму 

MK DB�  K AB   і сполучимо відрізком 
точки T і K. Тоді MKT — шуканий пе реріз.
 3. Доведення. За побудовою MT DC�  
і MK DB� , тоді пл пл. .MKT DBC�  (за 
ознакою паралельності площин).
 4. Дослідження. Задача завжди має єди
ний розв’язок, оскільки кожен крок роз
в’язання можна виконати однозначно. 

У задачах на побудову в стереометрії 
іноді зручно використовувати схему 
розв’язування, відому з курсу планіметрії: 
1) аналіз; 2) побудова; 3) доведення; 4) до-
слідження.
На етапі аналізу припускаємо, що задачу 
вже розв’язано, виконуємо відповідний ри
сунок і, спираючись на відомі властивості 
прямих і площин, складаємо план побудови.
На етапі побудови описуємо її за планом, 
деталізуючи до елементарних побудов у зо
бражених площинах.
На етапі доведення обґрунтовуємо, що 
в результаті побудови дійсно отримали 
 фігуру із заданими властивостями.
На етапі дослідження розглядаємо кожен 
крок побудови і відповідаємо на два запитан
ня: 1) Чи завжди можна виконати цей крок? 
2) Скільки фігур одержимо в результаті?

M M
K

T

A A
B B

C C

D D
a б

Puc. 6.9

Доведіть, що через дві мимобіжні прямі проходить єдина пара па
ралельних площин.

Розв’язання

 Нехай дано дві мимобіжні прямі a 
і b. Виберемо на них відповідно довіль
ні точки A і B (рис. 6.10).

Puc. 6.10
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Задача 3
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§6.  Паралельність двох площин 65

1. Назвіть можливі випадки взаємного розміщення двох площин.

2. Дайте означення паралельних площин.

3. Сформулюйте ознаку паралельності площин.

4.* Доведіть ознаку паралельності площин.

5.* Доведіть, що через точку поза даною площиною можна провести 
площину, паралельну даній, і до того ж тільки одну.

6. Сформулюйте властивості прямих і площин, пов’язані з паралель
ними площинами.

7.* Доведіть, що коли дві паралельні площини перетинаються третьою, 
то прямі перетину є паралельними.

8.* Доведіть, що відрізки паралельних прямих, які містяться між дво
ма паралельними площинами, рівні.

9.* Доведіть, що коли дві різні площини паралельні третій, то вони 
паралельні між собою.

Запитання

Розв’язання Коментар

Проведемо через точку B пряму a1, паралельну пря
мій a, а через точку A — пряму b1, паралельну пря
мій b. Через прямі a і b1, які перетинаються, про
ведемо площину α , а через прямі a1  і b, які також 
перетинаються, — площину β. За ознакою паралель
ності площин  � .
Припустимо, що через прямі a і b проходить ще одна 
пара паралельних площин   і   (рис. 6.11). 

B
g b′

b

a′
a

a

a1

a2b

Puc. 6.11

Проведемо через пряму a і точку B, яка не лежить 
на ній B  , площину γ . Ця площина перетинає 
паралельні площини α  і β  по паралельних пря
мих a і a1, а паралельні площини   і   — по 
паралельних прямих a і a2. Отримуємо, що через 
точку B у площині γ  проведено дві різні прямі a1  
і a2, паралельні прямій a, що неможливо. Отже, 
пара паралельних площин, які проходять через дані 
мимобіжні прямі, — єдина. 

Для доведення існування фігур 
достатньо побудувати ці фігури. 
Тому проведемо через дані прямі 
паралельні площини. Для цього 
достатньо використати ознаку 
паралельності площин, тобто 
забезпечити паралельність двох 
прямих, що перетинаються, од
нієї площини відповідно двом 
прямим другої площини. (Нага
даємо, що дві прямі, що перети
наються, однозначно визначають 
площину.) 
Єдиність побудованих площин до
ведемо методом від супротивного. 
Щоб отримати суперечність, по
будуємо додаткову площину, яка 
перетинає побудовані паралель
ні площини (за теоремою 6.2 ця 
площина перетинає па ралельні 
площини по паралельних пря
мих).
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Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі66

6.1.° Укажіть паралельні грані: 

 1) паралелепіпеда ABCDA B C D1 1 1 1; 

 2) призми ABCA B C1 1 1.
6.2.° Чи має паралельні грані (якщо має, то скільки пар): 
 1) тетраедр;    
 2) куб?
6.3.° Чи є правильним твердження: «Якщо пряма, яка лежить в одній 

площині, паралельна прямій, що лежить у другій площині, то ці 
площини паралельні»?

6.4.° Чи є правильним твердження: «Якщо дві прямі, які лежать в од
ній площині, паралельні двом прямим, що лежать у другій пло
щині, то ці площини паралельні»?

6.5.° Чи можуть бути паралельними дві площини, які проходять через 
непаралельні прямі? Продемонструйте результат на моделі.

6.6.° Чи можуть перетинатися площини, паралельні одній прямій?
6.7.° Чи через будьяку пряму можна провести площину, паралельну 

даній площині? При якому взаємному розміщенні даних прямої 
та площини це можна зробити?

6.8.° Через кожну з двох паралельних прямих проведено площину. Чи 
є правильним твердження, що ці площини паралельні?

6.9. Доведіть, що площина, проведена через вершини A, D і A1  
куба ABCDA B C D1 1 1 1, паралельна площині, проведеній через вер
шини C, B1  і C1.

6.10. Через дану точку проведіть площину, паралельну кожній із двох 
прямих, які перетинаються. Чи завжди це можливо?

6.11. Доведіть, що пряма, яка лежить в одній із двох паралельних пло
щин, паралельна другій площині.

6.12. Доведіть, що всі прямі, які проходять через дану точку паралель
но даній площині, лежать в одній площині.

6.13. Доведіть, що коли пряма перетинає одну з двох паралельних пло
щин, то вона перетинає й другу.

6.14. Які можливі випадки взаємного розміщення трьох площин у про
сторі, якщо дві з них паралельні?

6.15. Доведіть, що коли площина перетинає одну з двох паралельних 
площин, то вона перетинає й другу.

6.16. Які можливі випадки взаємного розміщен
ня трьох площин у просторі, якщо вони 
попарно перетинаються?

6.17. Дві площини α  і β  перетинаються. Дове
діть, що будьяка третя площина γ  пере
тинає хоча б одну з площин α  і β.

6.18. Нарисуйте в зошиті зображення піраміди, 
наведене на рис. 6.12, і побудуйте переріз 
піраміди площиною, яка проходить через 
точку M паралельно грані ABC.

Вправи

Puc. 6.12
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§6.  Паралельність двох площин 67

6.19.* Нарисуйте в зошиті зображення куба, наведене на рис. 6.13, 
і побудуйте переріз куба площиною, яка проходить через точки: 

 1) M, B, C;   

 2) M, B1, C.
6.20.* Нарисуйте в зошиті зображення трикутної призми, наведене на 

рис. 6.14 (точка K лежить у грані ABB A1 1), і побудуйте переріз 
призми площиною, яка проходить через точку K паралельно: 

 1) основі A B C1 1 1;  

 2) грані BCC B1 1.
6.21. Дано дві паралельні площини. Через точки A і B однієї площи

ни проведено паралельні прямі, які перетинають другу площину 
в точках A1  і B1. Знайдіть довжину відрізка A B1 1, якщо AB a= .

6.22. Через вершини трикутника ABC, що лежить в одній із двох па
ралельних площин, проведено паралельні прямі, які перетинають 
другу площину в точках A1, B1, C1. Доведіть рівність трикутни
ків ABC i A B C1 1 1.

6.23.* Три прямі, які проходять через одну точку S, перетинають дану 
площину α  в точках A, B, C, а паралельну їй площину β  — у точ
ках A1, B1, C1. Доведіть подібність трикутників ABC і A B C1 1 1  
(рис. 6.15).

6.24. Дано куб ABCDA B C D1 1 1 1. Доведіть, що площина BDC1  паралель
на площині AB D1 1.

6.25.* У кубі ABCDA B C D1 1 1 1  проведено площини BDC1  і AB D1 1. До
ведіть, що вони ділять діагональ A C1  на рівні частини.

6.26.* Прямі a і b перетинають три дані паралельні площини в точках 
A1, A2, A3  і B1, B2, B3  відповідно (точка A2  лежить між точ

ками A1 і A3, а точка B2  — між точками B1  і B3). Відомо, що 
A A1 2 12=  см, B B2 3 27=  см і A A B B2 3 1 2= . Знайдіть довжини від

різків A A1 3  і B B1 3.

6.27.* Три паралельні площини перетинають дві мимобіжні прямі в точ
ках A1, A2, A3  і B1, B2, B3  відповідно (точка A2  лежить між 
точками A1  і A3, а точка B2  — між точками B1 і B3 ). Відомо, 
що A A2 3 8=  см, B B1 2 18=  см і A A B B1 2 2 3 24   см. Знайдіть дов
жини відрізків A A1 3  і B B1 3.
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Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі68

6.28. На ребрах або на гранях куба вказано точки M, P і R (рис. 6.16–
6.30). Скориставшись властивостями паралельних прямих і пло
щин, для кожного зображення побудуйте переріз куба площи
ною MRP. 
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R A B C∈пл. 1 1 1

M DD C∈пл. 1 1

    виявіть� свою� компетентність

6.29. Для того щоб перевірити горизонтальність уста
новки лімба кутовимірювальних інструментів, 
користуються двома рівнями, розташованими 
в одній площині (рис. 6.31). Чому рівні розмі
щують на діаметрах?

Puc. 6.31. Лімб

M

N1

N

M1

Лімб

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



69

 �Паралельне� ПроєкТування.� зображення� Плоских�  
і� ПросТорових� фігур� у� сТереомеТрії.�  
власТивосТі� зображень� деяких� многокуТників�  
у� Паралельній� Проєкції

Таблиця 8

зображення� просторових� фігур� на� площині

Для зображення просторових фігур на площині зазвичай 
використовують паралельне проєктування.
Візьмемо довільну пряму a, яка перетинає площину a. 
Через довільну точку A деякої фігури проводимо пряму 
AA a1 � , яка перетинає площину a в точці A1 .

Точка A проєктується в точку A1  на площині α: A A→ 1.
Аналогічно B B→ 1, AB A B→ 1 1  (BB AA a1 1� � ).

Властивості паралельного проєктування 

1. Відрізок проєктується у відрізок або в точку, пряма проєктується в пряму 
або в точку.

2. Якщо AB CD� , ( AB A B→ 1 1, CD C D→ 1 1, AB AA� 1),
  то A B C D1 1 1 1�  або збігаються.

3. AM

MB

A M

M B
= 1 1

1 1

 Наслідок.  Якщо точка M — середина відрізка AB, AB A B→ 1 1, M M→ 1, 
    то точка M1  — середина відрізка A B1 1.

4. Якщо плоска фігура F лежить у площині, паралельній площині проєкцій, 
то її проєкція ′F  на цю площину дорівнює фігурі F.

Паралельні проєкції деяких плоских фігур  

(Площина фігури не паралельна напряму проєктування)

Проєкція трикутника — довільний трикутник.

Проєкція паралелограма— довільний паралелограм.

Проєкція трапеції — довільна трапеція за умови збереження  
відношення довжин основ.

     Проєкція кола — довільний еліпс.

§ 7

a
A

C

M
B

D

A1 C1

B1

D1

M1

a

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі70

Поняття� паралельного� проєктування� та� його� властивості.�

Для зображення просторових фігур на площині зазвичай ви
користовують паралельне проєктування. Розглянемо цей спосіб зо
браження фігур.

Нехай дано площину α  і пряму a, яка її перетинає. Візьмемо 
в просторі довільну точку A. У тому випадку, коли точка A не ле
жить на прямій a, через точку A проводимо пряму ′a a�  (рис. 7.1). 
Пряма ′a  перетинає площину α  в деякій точці ′A . Ця точка на
зивається проєкцією* точки A на площину** α  під час проєктуван
ня паралельно прямій a, або паралельною проєкцією точки A на 
площину α . 

1

* Іноді буває зручно той факт, що точка ′A  є проєкцією точки A (тобто точка A проєктується в точ 
ку ′A ), записувати так: A → ′A  (знак «→» у наведеному записі означає: «проєктується в»; див., на
приклад, записи в табл. 8).

** Площину a часто називають площиною проєкцій.

Пояснення� й� обґрунТування

Puc. 7.1

A
la'a

a

A'

Якщо ж точка A лежить на прямій a, то її па
ралельною проєкцією ′A  називається точка, у якій 
пряма a перетинає площину α. Про пряму a кажуть, 
що вона задає напрям проєктування. Якщо пряму a 
замінити будьякою іншою прямою l, паралельною 
прямій a, то результат проєктування залишається той 
самий, незалежно від того, як проводять прямі — па
ралельно прямій a або прямій l.

Якщо таким чином побудувати проєкцію кожної 
точки фігури, то одержимо проєкцію самої фігури. Па
ралельною проєкцією реальної фігури є, наприклад, її 
тінь, що падає на плоску поверхню в разі сонячного 
освітлення, оскільки сонячні промені можна вважати 
паралельними (рис. 7.2). Так, дивлячись на власну 
тінь на поверхні землі, ви бачите свою паралельну 
проєкцію.

Puc. 7.2

Наведемо деякі властивості паралельного проєктування, які 
випливають з описаного способу побудови проєкцій.

Властивість 1. Якщо пряма паралельна прямій a або збіга-
ється з прямою a, то її проєкцією в напрямі цієї прямої є точка. 
Якщо пряма не паралельна прямій a і не збігається з прямою a, 
то її проєкцією є пряма.

 Доведення. Нехай пряма b не паралельна прямій a і не 
збігається з нею (рис. 7.3). Тоді всі прямі, які проєктують точ
ки прямої b на площину α, лежать в одній площині β, що пе
ретинає площину α  по прямій ′b . Довільну точку B прямої b 
зображують точкою ′B  прямої ′b . Отже, пряма ′b  є проєкцією 
прямої b на площину α. 

Puc. 7.3
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Властивість 2. Проєкцією відрізка 
в результаті паралельного проєктування 
є точка або відрізок, залежно від того, 
на якій прямій він лежить — на прямій, 
паралельній прямій a (або на самій пря
мій a), чи непаралельній прямій a. Від-
ношення довжин відрізків, які лежать на 
одній прямій, зберігається в результаті 
паралельного проєктування. Зокрема, се-
редина відрізка при паралельному про-
єктуванні переходить у середину проєкції 
відрізка.

  Доведення. Розглянемо відрізок AC, 
не паралельний напряму проєктування 
(тобто не паралельний прямій a і такий, 
що не лежить на ній), та точку B, яка на
лежить відрізку AC (рис. 7.4).

Puc. 7.4

A

A'

B

B'

C

C'

a

b
a

Нехай пряма ′ ′A C  є проєкцією пря
мої AC на площину α , а точки ′A , ′B , 
′C  — відповідно проєкціями точок A, B, 

C. Оскільки AA BB CC′ ′ ′� � , то прямі AA′ , 
BB′  і CC′  лежать в одній площині β, тоді 
за узагальненою теоремою Фалеса з пла
німетрії одержуємо AB BC A B B C: :     . 
Зокрема, якщо точка B — середина від
різка AC, то точка ′B  — середина відріз
ка ′ ′A C  

Зауважимо, що в результаті па-
ралельного проєктування зберігаєть-
ся не тільки відношення довжин від-
різків, які лежать на одній прямій,  
а й відношення довжин відрізків, які ле-
жать на паралельних прямих (обґрунтуй
те самостійно).

Властивість 3. Якщо дві прямі пара-
лельні одна одній і не паралельні деякій 
прямій a, то їх проєкції в напрямі прямої 
a теж будуть паралельними прямими (або 
однією прямою).

  Доведення. Нехай прямі AC і BD 
паралельні (і не паралельні напряму про
єктування). Аналогічно тому, як це було 
зроблено під час доведення властивості 1, 
розглянемо проєкції ′ ′A C  і ′ ′B D  даних 
прямих як прямі перетину площини α  
з площинами β  і γ  відповідно (рис. 7.5).

Якщо площини β  і γ  збігаються, то 
проєкції прямих AC і BD також збігають
ся. Якщо ж ці площини різні, то вони 
паралельні за ознакою паралельності двох 
площин (пряма AC паралельна прямій BD, 
пряма AA′  паралельна прямій BB′ ). Тоді 
за властивістю паралельних площин лінії 
перетину цих площин із площиною α  па
ралельні. Отже, ′ ′ ′ ′A C B D� . 

Властивість 4. Якщо плоска фігура 
F лежить у площині, паралельній площи-
ні проєкцій, то її проєкція ′F  на цю пло-
щину дорівнює фігурі F.

  Доведення. Задамо відповідність 
між точками фігури F і точками фігу
ри ′F , ставлячи кожній точці фігури F 
у відповідність її проєкцію. То ж якщо A 
і B — точки фігури F, а точки ′A  і ′B  — 
їх проєкції, то ABB A′ ′  — паралелограм 
(рис. 7.6). Отже,   A B AB. Таким чином, 
ця відповідність зберігає відстань між точ
ками, а тому фігури F і ′F  рівні. 

Puc. 7.5
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Puc. 7.6
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З наведеного доведення властивості 4 
випливає ще одна властивість паралельно
го проєктування: якщо пряма паралельна 
площині проєкцій, то вона проєктується 
в пряму, паралельну даній прямій ( AB �α, 
′ ′A B  — проєкція AB, тоді ′ ′A B AB� ).
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Якщо фігура F лежить у площині, не 
паралельній площині проєкцій α , то її 
проєкція ′F  не дорівнює фігурі F.

Із властивостей паралельного проєк
тування випливає, що паралельною про
єкцією многокутника є або многокутник 
із тим самим числом сторін, або відрізок 
(якщо площина многокутника паралельна 
напряму проєктування). Причому якщо 
в многокутнику будьякі дві сторони па
ралельні, то їх проєкції також будуть па
ралельними (у разі коли вони не лежать 
на одній прямій). Проте оскільки при 
паралельному проєктуванні довжини від
різків і кути зазвичай не зберігаються, то 
проєкцією, наприклад, рівностороннього 

чи прямокутного трикутника може бути 
довільний трикутник. Аналогічно, хоча 
проєкцією паралелограма є паралело
грам, проєкцією прямокутника може бути 
не прямокутник, проєкцією ромба — не 
обов’язково ромб, проєкцією правильно
го многокутника — неправильний много
кутник.

Найпростішим многокутником є три
кутник. Як випливає із властивостей па
ралельного проєктування, паралельною 
проєкцією трикутника є трикутник або 
відрізок. При цьому якщо площина три
кутника паралельна площині проєкцій, 
то, як ми з’ясували, його проєкцією буде 
трикутник, рівний даному.

Puc. 7.7

a

A

C

B

a
   B1

Паралельні� проєкції� деяких� плоских� фігур.� властивості� зображень�  
деяких� многокутників� у� паралельній� проєкції.�

2

Покажемо, що в загальному випадку довільний трикут-
ник може служити паралельною проєкцією рівностороннього 
трикутника. 

 Дійсно, нехай дано довільний трикутник ABC у площи
ні α  (рис. 7.7). Побудуємо на одній із його сторін, наприклад 
AC, рівносторонній трикутник AB C1  так, щоб точка B1  не на
лежала площині α . Позначимо через a пряму, що проходить 
через точки B1  і B. Тоді трикутник ABC є паралельною проєк
цією трикутника AB C1  на площину α  в напрямі прямої a. 

З’ясуємо, яка фігура є паралельною проєкцією кола.
Нехай фігура F — коло в просторі, а фігура ′F  — про

єкція цього кола на площину α  в напрямі прямої a. Якщо 
пряма a паралельна площині кола або лежить у ній, то про
єкцією кола є відрізок, що дорівнює його діаметру.

Розглянемо випадок, коли пряма a перетинає площину 
кола.

Нехай AB — діаметр кола, паралельний площи
ні α , і ′ ′A B  — його проєкція на цю площину (рис. 7.8). Тоді 
AB A B  . Візьмемо будьякий інший діаметр CD, і нехай 
′ ′C D  буде його проєкцією. Позначимо відношення ′ ′C D CD:  

через k. Оскільки під час виконання паралельного проєктуван
ня зберігаються паралельність і відношення довжин паралель
них відрізків, то для довільної хорди C D1 1, паралельної діаме
тру CD, її проєкція ′ ′C D1 1  буде паралельною ′ ′C D  і відношен
ня ′ ′C D C D1 1 1 1:  дорівнюватиме k (якщо CD C D C D C D: :1 1 1 1    , то 
     C D C D C D CD k1 1 1 1: : ).

Puc. 7.8
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Отже, проєкцію кола одержують стискуванням або 
розтягуванням його в напрямі будьякого діаметра в одне 
й те саме число разів. Таку фігуру на площині називають 
е ліпсом.

Наприклад, на рис. 7.9 зображено еліпс, одержаний 
стискуванням кола в напрямі діаметра CD у два рази.

Розглянемо детальніше зображення деяких многокут
ників на площині, отримані за допомогою паралельного 
проєктування. 

Зображенням фігури називають або паралельну проєк-
цію фігури, або будь-яку фігуру, подібну до проєкції даної 
фігури.

У разі коли площина многокутника паралельна пло
щині проєкцій, його проєкцією буде многокутник, рівний 
даному. Тому розглянемо випадки, коли площина много
кутника не паралельна площині проєкцій (і не паралельна 
напряму проєктування).

Трикутник. Зображенням будь-якого трикутника може 
бути довільний трикутник.

 Нехай дано трикутник ABC (який будемо вважати 
оригіналом) і довільний трикутник A B C0 0 0 . Покажемо, що 
трикутник A B C0 0 0  можна вважати зображенням трикутни
ка ABC в результаті деякого паралельного проєктування. 
Розглянемо площину α , яка не збігається з площиною три
кутника ABC і проходить через його сторону AC (рис. 7.10).

Побудуємо в площині α  трикутник AB C1 , подібний до 

трикутника A B C0 0 0  (з коефіцієнтом подібності k
AC

A C
=

0 0

). 

Позначимо через a пряму, що проходить через точки B 
і B1. Тоді трикутник AB C1  є паралельною проєкцією три
кутника ABC на площину α  в напрямі прямої a, а, зна
чить, подібний йому трикутник A B C0 0 0  є зображенням 
трикутника ABC. 

Паралелограм. Зображенням будь-якого паралелограма 
(зокрема, прямокутника, ромба, квадрата) може бути до-
вільний паралелограм.

 Дійсно, нехай ABCD і A B C D0 0 0 0  — два довільних 
паралелограми (рис. 7.11). Проведемо в цих паралело
грамах діагоналі AC і A C0 0  відповідно. За попередньою 
властивістю зображень трикутник A B C0 0 0  можна вважати 
 зображенням трикутника ABC. Оскільки при паралель
ному проєктуванні паралельність прямих зберігається, 
 зображенням паралелограма ABCD (оригіналу) буде пара
лелограм A B C D0 0 0 0. 
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Правильний� шестикутник. Зображенням правильного ше-
стикутника може бути довільний шестикутник, у якого 
протилежні сторони попарно паралельні й рівні.

 Розглянемо паралельну проєкцію правильного шести
кутника ABCDEF із центром у точці O (рис. 7.13, а).

Проведемо через точку O діагоналі. Виберемо будьякий 
трикутник, наприклад AOB. Його проєкцією може бути до
вільний трикутник A O B0 0′  на площині проєкцій. Беручи 
до уваги те, що в результаті паралельного проєктування се
редина відрізка проєктується в середину відрізка проєкції, 
відкладемо   O D A O0 0  і   O E B O0 0 . А враховуючи те, що 
при паралельному проєктуванні зберігається паралельність 
прямих, проведемо через точки A0  і D0  прямі, паралель
ні прямій B O0 ′ ; через точки B0  і E0  — прямі, паралельні 
прямій A O0 ′. Точки перетину відповідних прямих позначи
мо F0  і C0 . Шестикутник A B C D E F0 0 0 0 0 0  (рис. 7.13, б) і буде 
шуканою проєкцією правильного шестикутника ABCDEF.  Puc. 7.13
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Трапеція. Зображенням будь-якої трапеції може бути до-
вільна трапеція, у якої відношення основ дорівнює відношен-
ню відповідних основ оригіналу.

 Дійсно, нехай ABCD і A B C D0 0 0 0  — дві довільні трапе

ції, у яких 
CD

AB

C D

A B
= 0 0

0 0

 (рис. 7.12). Проведемо в цих трапеці

ях діагоналі AC і A C0 0  відповідно. Трикутник A B C0 0 0  можна 
вважати зображенням трикутника ABC. Оскільки при пара
лельному проєктуванні паралельність прямих зберігається, то 
зображенням прямої CD, паралельної прямій AB, буде пря
ма C D0 0, паралельна прямій A B0 0. Крім того, при паралель
ному проєктуванні зберігається відношення довжин відрізків, 
які лежать на паралельних прямих. Отже, зображенням тра
пеції ABCD (оригіналу) буде трапеція A B C D0 0 0 0. Puc. 7.12
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зображення� деяких� просторових�
фігур� на� площині.�

Як ми вже відзначали, для зображен
ня просторових фігур зазвичай викорис
товують паралельне проєктування. Усі 
рисунки просторових фігур, розглянуті 
нами раніше, було виконано в паралельній 
проєкції. Площину, на яку проєктується 
фігура, називають площиною зображення, 
а проєкцію фігури — зображенням. Нага
даємо, що зображенням даної фігури на
зивають також і будьяку фігуру, подібну 
до проєкції даної фігури.

Розглянемо приклади зображень про
сторових фігур — многогранників. Зобра
ження многогранника складається із 
 зображення його ребер, одержаних за до
помогою паралельного проєктування. При 
цьому всі ребра діляться на два типи: ви
димі й невидимі. (Уявіть собі, що пара
лельно напряму проєктування йдуть про
мені світла. У результаті поверхня много
гранника розіб’ється на дві частини: освіт
лену й неосвітлену. Видимими є ребра, які 
розміщені на освітленій частині.) Видимі 
ребра зображають суцільними лініями, 
а невидимі — штриховими.

3

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



75§ 7. Паралельне проєктування. Зображення плоских і просторових фігур у стереометрії...

Зображуючи куб, площину зображень 
зазвичай вибирають паралельною од
ній із його граней. У цьому випадку дві 
грані куба (передня і задня), паралельні 
площині зображень, зображують рівними 
квадратами, решту граней — паралело
грамами (рис. 7.14). Аналогічним чином 
зображують прямокутний паралелепіпед 
(рис. 7.15).

Якщо не дотримуватися правила, що 
площина зображень має бути паралельною 
одній із граней, то в одержаному зобра
женні зберігатиметься тільки паралель
ність і рівність протилежних сторін ква
драта чи прямокутника (тобто всі грані 
будуть паралелограмами). Тоді зображен

ня куба чи прямокутного паралелепіпеда 
може мати вигляд, наведений на рис. 7.16. 
Але таке зображення недостатньо наочне 
і може утруднювати розв’язування задач, 
пов’язаних із цими тілами. Тому ми не 
будемо користуватися ними (але ще раз 
підкреслимо, що такі зображення є пра
вильними).

Для побудови зображення призми до
статньо побудувати многокутник, що зобра
жає її основу. Потім із вершин многокут
ника слід провести прямі, паралельні де
якій фіксованій прямій, і відкласти на них 
рівні відрізки. Сполучивши кінці цих від
різків, одержимо многокутник, що є зобра
женням другої основи призми (рис. 7.17).

Puc. 7.14 Puc. 7.15 Puc. 7.16 Puc. 7.17

Щоб побудувати зображення піраміди, достатньо побудува
ти многокутник, що зображає її основу. Потім потрібно вибра
ти довільну точку, яка зображатиме вершину піраміди, і спо
лучити її відрізками з вершинами многокутника (рис. 7.18). 
Одержані відрізки зображатимуть бічні ребра піраміди.

Зауважимо, що, наприклад, рис. 7.18 є зображенням піра
міди тільки у випадку, коли з тексту, який супроводить цей 
рисунок, ми знаємо, що розглядається піраміда. Якщо ж тако
го пояснення немає, то можна вважати також, що на рис. 7.18 
зображено плоску фігуру — чотирикутник SABC із діагонал
лю SB, усередині якого взято точку D, що сполучена штрихо
вими лініями з точками S, A і C.

Puc. 7.18

A

B

C

D

S

Звернемо увагу на той факт, що плоске зображення, 
підпорядковуючись певним законам, здатне передати 
уявлення про тривимірний предмет. Проте при цьому 
можуть виникати ілюзії. Наприклад, на рис. 7.19 зо
бражено фігуру, яку неможливо скласти з дерев’яних 
прямолінійних олівців (поясніть чому).

Puc. 7.19
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зображення� просторових� фігур� в� результаті�
центрального� проєктування.�

Разом із паралельним проєктуванням, що використову
ють у геометрії для зображення просторових фігур, велике 
значення має так зване центральне проєктування, яке за
стосовують у живописі, фотографії тощо. Сприйняття лю
диною навколишніх предметів за допомогою зору здійсню
ється за законами центрального проєктування.

4

У живописі існує напрям, який на
зивають «імпосибілізм» — зображення 
неможливих фігур, парадоксів. Відомий 
голландський художник М. Ешер у гра
вюрах «Бельведер» (рис. 7.20), «Піді
ймаючись і опускаючись» (рис. 7.21), 
«Водоспад» (рис. 7.22) тощо зобразив не
можливі об’єкти.

Імпосибілізм — від англ. 

impossibility — неможливість.

Puc. 7.20
Puc. 7.21

Puc. 7.22

Сучасний шведський архітектор О. Рутерсвард при
святив неможливим об’єктам серію своїх художніх ро
біт. Деякі з них наведено на рис. 7.23–7.25.

Puc. 7.23 Puc. 7.24 Puc. 7.25

Докладніше про цен-
тральне проєктування 
можна дізнатися, звер
нувшися до інтернет
підтримки підручника.
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Центральна проєкція не означена для 
точок, які лежать у площині, що прохо
дить через центр проєктування і паралель
на площині проєкцій (оскільки в цьому 
випадку пряма SA буде паралельною пло
щині α).

Центральні проєкції всіх точок фігу-
ри F у просторі на площину α  утворю-
ють фігуру ′F , яку називають централь-
ною проєкцією фігури F на площину α.

Наведемо приклади зображення куба 
в центральній проєкції.

На рис. 7.27 зображено куб у цен
тральній проєкції на площину, паралель
ну грані ABB A1 1. (Поясніть, чому в цьому 
разі зображення AD, BC, B C1 1, A D1 1  па
ралельних прямих перетинаються в одній 
точці.)

На рис. 7.28 зображено куб у цен
тральній проєкції на площину, паралельну 
ребру BB1, але не паралельну його граням.

Puc. 7.27 Puc. 7.28

F F'
F''

C1D1

D1

C
CD

D

A1

A

A

B1

B1

B B

A1
C1

Нехай α  — деяка площина, а точка S, що не належить їй,— 
центр проєктування (рис. 7.26). Для точки A простору проведемо 
пряму a через точки S і A. Точку перетину цієї прямої з пло
щиною α  називають центральною проєкцією точки A на площи-
ну α. Позначимо її ′A .

Спосіб проєктування, при якому точкам A простору ставлять 
у відповідність їх центральні проєкції ′A , називається централь-
ним проєктуванням.*  Puc. 7.26

A
S

a
a

A'

*  Часто центральне проєктування ще називають перспективою.

Приклади� розв’язування� задач�

Чи може паралелограм бути паралельною проєкцією трапеції? 

Розв’язання Коментар

 Ні, не може, оскільки в трапеції прямі, на 
яких лежать бічні сторони, перетинаються. 
Отже, точка перетину цих прямих повинна 
проєктуватися в точку перетину їх проєкцій, 
тобто в точку перетину прямих, на яких ле
жать протилежні сторони паралелограмапро
єкції. Але це неможливо, оскільки протилежні 
сторони паралелограма лежать на паралельних 
прямих, тобто не перетинаються. 

Щоб спростувати дане твердження, 
використаємо метод доведення від су
противного.
Припустимо, що паралельною проєк
цією трапеції є паралелограм. Спи
раючись на властивості паралельного 
проєктування та властивості трапеції 
і паралелограма, одержимо супереч
ність із якоюсь із цих властивостей.

Задача 1
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На зображенні A B C1 1 1  (рис. 7.29, а) рівнобедреного прямокутного 
трикутника ABC �C   90  побудуйте зображення квадрата, який 
лежить у площині трикутника, якщо стороною квадрата служить 
гіпотенуза трикутника і вершина прямого кута розташована всере
дині квадрата.

Розв’язання Коментар

 Нехай на гіпотенузі AB рівнобедреного пря
мокутного трикутника ABC побудовано ква
драт ABDE так, що вершина C розташована 
всередині квадрата (рис. 7.29, б). Тоді точка C 
є точкою перетину його діагоналей (оскільки 
діагоналі квадрата, а також катети AC та BC 
рівнобедреного прямокутного трикутника ABC 
утворюють кути по 45° зі стороною AB). Отже, 
точка C — середина діагоналей BE і AD.
Однак в результаті проєктування середина від
різка проєктується в середину проєкції відріз
ка. Тому продовжимо сторони A C1 1  і B C1 1  за 
точку C1  та відкладемо C D A C1 1 1 1=  і C E C B1 1 1 1= . 

Послідовно сполучаючи точки A1, E1, D
1
, B

1
 від

різками, одержуємо чотирикутник A B D E1 1 1 1  
(рис. 7.29, в) — шукане зображення квадра
та ABDE. 

На етапі аналізу умови задачі розгля
даємо фігуриоригінали та виділяємо 
такі їх властивості, які зберігають
ся при паралельному проєктуванні 
(паралельність прямих і відношення 
відрізків однієї прямої чи паралель
них прямих). 
Зокрема, після з’ясування того, що 
у квадраті ABDE (рис. 7.29, б) точ
ка C — середина відрізків BE і AD, 
складаємо план побудови: 
продовжити сторони A C1 1  і B C1 1  за 
точку C1  і відкласти відрізки, що 
дорівнюють відповідним сторонам 
даного трикутника, так, щоб точ
ка C1  була серединою діагоналей 
A D1 1  і B E1 1  побудованого чотири

кутника A B D E1 1 1 1.

Puc. 7.29

A

A1

A1

B
B1

B1

C

C1

C1

D
D1

E

E1

a б в

Трикутник A B C1 1 1  (рис. 7.30, а) служить 
 зображенням прямокутного трикутника ABC, 
у якого відношення катетів BC AC: := 3 4. По
будуйте зображення центра кола, вписаного 
в трикутник ABC.

Задача 2*

Задача 3 A1 B1

C1a

Puc. 7.30
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Розв’язання Коментар

 Розглянемо трикутникоригінал ABC (рис. 7.30, б). 
За умовою катети трикутника пропорційні числам 
3 і 4. Якщо позначити коефіцієнт пропорційності 
через k, то BC k= 3 , AC k= 4 . Тоді за теоремою Пі

фагора AB k=5 .
Центр O вписаного кола є точкою перетину бісек
трис CE і AD трикутника ABC. За властиві стю бі
сектриси трикутника маємо:

BE

AE

BC

AC
= = 3

4
.

При паралельному проєктуванні зберігається від
ношення відрізків однієї прямої. Тому якщо E1   
і D1  — проєкції точок E і D відповідно, то

B E

A E

BE

AE
1 1

1 1

3

4
= =  і 

C D

B D

CD

BD
1 1

1 1

4

5
= = .

Отже, будуємо точки E1  і D1, які відповідно ділять 
дані відрізки A B1 1  і B C1 1  у вказаних відношеннях 
(рис. 7.30, в). Сполучивши точки C1  і E1  та A1  
і D1  відрізками, дістаємо зображення C E1 1  і A D1 1  
бісектрис трикутника ABC і точку O1  їх перети
ну — шукане зображення центра кола, вписаного 
в трикутник ABC. 

A1

E1

D1

O1

B1

C1

Puc. 7.30

A

C

O

D

E

B

O

б в

На етапі аналізу умови зада
чі розглядаємо фігуруоригінал 
і пробуємо визначити такі її вла
стивості, які зберігаються при 
паралельному проєктуванні (па
ралельність прямих і відношення 
відрізків однієї прямої чи пара
лельних прямих). 
Центр вписаного кола розташо
ваний у точці перетину бісек
трис, а бісектриса трикутника 
ділить протилежну сторону на 
частини, пропорційні прилеглим 
сторонам. Тому для побудови бі
сектрис достатньо знайти відно
шення відповідних сторін даного 
прямокутного трикутника.
Одержуємо план побудови: крім 
даного відношення катетів, зна
йти відношення катета і гіпоте
нузи та побудувати бісектриси, 
ураховуючи, що відношення від
різків однієї прямої при пара
лельному проєктуванні зберіга
ється.

На зображенні кола (рис. 7.31, а) побудуйте 
зображення перпендикулярних діаметрів.

a

Puc. 7.31

Задача 4

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



Розділ 2. Паралельність прямих і площин у просторі80

Розв’язання Коментар

 Нехай в даному колі (рис. 7.31, б) діаметри AB 
і CD перпендикулярні (перетинаються в цен
трі O, який є серединою кожного з них). 
Проведемо дві хорди KM і ET перпендикулярно 
до діаметра AB (тоді ET KM CD� � ). Ураховуючи, 
що діаметр, перпендикулярний до хорди, ділить 
її навпіл, дістаємо точки L і N, що є серединами 
хорд ET і KM відповідно. Оскільки при проєк
туванні зберігається паралельність прямих і про
єкцією середини відрізка є середи на проєкції від
різка, будуємо шукані зображення таким чином.
1.  На зображенні кола проводимо дві довільні 

паралельні хорди E T1 1  і K
1
M

1
 (рис. 7.31, в).

2.  Через середини L1  і N1  цих хорд проводи
мо хорду A B1 1  — шукане зображення діаме
тра AB кола.

3.  Через середину O1  хорди A B1 1  паралельно 
хорді K

1
M

1
 проводимо хорду C D1 1, яка і є зо

браженням діаметра CD, перпендикулярного 
до діаметра AB. 

A

C

K
L

MN

T

D

E

B

O
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Puc. 7.31
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На етапі аналізу умови задачі роз
глядаємо фігуруоригінал і пробу
ємо виділити такі її властивості, 
які зберігаються при паралельному 
проєктуванні (паралельність пря
мих і відношення відрізків однієї 
чи паралельних прямих). На цьому 
і ґрунтується план розв’язування 
(іноді для його складання доводить
ся виконувати на оригіналі якісь до
даткові побудови).
Оскільки на рис. 7.31, а немає на
віть зображення центра кола, то для 
його отримання достатньо побудува
ти зображення довільного діаметра 
(серединою якого і буде зображення 
центра).
Розглядаючи колооригінал на 
рис. 7.31, б, згадуємо такі власти
вості діаметра, які можна викори
стати під час проєктування. Зокре
ма, діаметр, перпендикулярний до 
хорди, ділить її (а отже, і паралель
ну їй хорду) навпіл.
Складаємо план побудови: на зобра
женні кола провести довільні па
ралельні хорди; через їх середини 
провести зображення діаметра; че
рез середину одержаного відрізка 
провести хорду, паралельну першим 
двом хордам.

1. Поясніть, що називається паралельною проєкцією точки та фігури 
на дану площину.

2. Сформулюйте властивості паралельного проєктування.

3.* Доведіть властивості паралельного проєктування.

4. Якою фігурою може бути паралельна проєкція трикутника, пара
лелограма, трапеції, кола, якщо площина фігури не паралельна на
пряму проєктування?

5.* Доведіть, що зображенням даного трикутника може бути довільний 
трикутник.

6.* Доведіть, що зображенням будьякого паралелограма може бути до
вільний паралелограм.

Запитання
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7.* Доведіть, що зображенням будьякої трапеції може бути довільна 
трапеція, у якої відношення основ дорівнює відношенню відповід
них основ оригіналу.

8. Поясніть, як можна побудувати проєкцію правильного шестикут
ника.

9. На прикладі зображення прямокутного паралелепіпеда поясніть, як 
виконують зображення многогранника.

7.1.° Які фігури можуть служити паралельними проєкціями трикут
ника?

7.2.° Чи може паралельною проєкцією правильного трикутника бути:
 1) прямокутний трикутник; 
 2) рівнобедрений трикутник; 
 3) різносторонній трикутник?
7.3.° Якою фігурою може бути паралельна проєкція: 
 1) прямокутника;   2) паралелограма;   3) трапеції?
7.4.° Чи може паралельною проєкцією прямокутника бути: 
 1) квадрат;   2) паралелограм;   3) ромб;   4) трапеція?
7.5.° Чи є правильним, що проєкцією ромба, якщо він не проєктується 

у відрізок, завжди буде ромб? Коли це твердження виконується?
7.6.° Чи є правильним, що в результаті паралельного проєктування 

трикутника завжди: 
 1) медіани проєктуються в медіани; 
 2) висоти проєктуються у висоти; 
 3) бісектриси проєктуються в бісектриси?
7.7.° Дано паралельну проєкцію трикутника. Як побудувати проєкції 

медіан цього трикутника?
7.8.° Дано паралельну проєкцію трикутника. Як побудувати проєкції 

середніх ліній цього трикутника?
7.9. Чи може проєкцією трапеції з основами 4 см і 8 см бути трапеція 

з основами 2 см і 6 см? Відповідь поясніть.
7.10.   Чи може паралельною проєкцією двох непаралельних прямих 

бути пара паралельних прямих? Якщо може, то наведіть при
клад таких прямих.

7.11.   Які з властивостей ромба є правильними і для зображення цього 
ромба? Які можуть не зберегтися?

7.12.  Які властивості прямокутника є правильними і для його проєкції?
7.13.   Побудуйте довільний паралелограм A B C D1 1 1 1  і, прийнявши його 

за паралельну проєкцію квадрата ABCD, побудуйте проєкцію: 
  1) центра кола, описаного навколо квадрата ABCD; 
  2)  перпендикуляра OM, проведеного з центра O квадрата ABCD 

на сторону AD.
7.14.   Побудуйте довільний трикутник A B C1 1 1  і, прийнявши його за 

паралельну проєкцію трикутника ABC зі сторонами AB = 2  см, 
BC = 6  см, AC =5  см, побудуйте зображення бісектриси трикут
ника, проведеної з вершини B.
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7.15.   На зображенні рівнобедреного прямокутного трикутника побу
дуйте зображення квадрата, який лежить у площині трикутни
ка, якщо стороною квадрата служить катет даного трикутника.

7.16.* Зобразіть еліпси, одержані з даного кола: 
  1) стискуванням;    
  2) розтягуванням у 3 рази.
7.17.*  Трикутник A B C1 1 1  є паралельною проєкцією трикутника ABC. 

Знайдіть відстань між точками перетину медіан цих трикутни
ків, якщо відстані між відповідними вершинами цих трикутни
ків дорівнюють: 

  1) 4 см, 6 см, 8 см;   2) a, b, c. 
7.18.   Чи можна паралелограм ABCD перегнути по діагоналі AC так, 

щоб проєкцією трикутника ABC на площину ADC був трикут
ник ADC?

7.19.   Точки A, B і C лежать на одній прямій і проєктуються на пло
щину α  в точки A

1
, B1, C1  відповідно. Знайдіть A B1 1, якщо 

AB =7, AC = 3, а B C1 1 5= , а точка A лежить між точками B і C.
7.20.   Доведіть, що паралельною проєкцією центральносиметричної 

фігури також є центральносиметрична фігура.
7.21.   Дано мимобіжні прямі a і b. Проведіть площину α  так, щоб 

у випадку довільного вибору проєктуючої прямої паралельні 
проєкції прямих a і b на площину α  перетиналися.

7.22.   Дано мимобіжні прямі a і b та площину проєкцій α . Проведіть 
проєктуючу пряму l так, щоб паралельні проєкції прямих a і b 
на площину α  були паралельними. Чи завжди має розв’язок ця 
задача?

7.23.   Дано зображення рівнобедреного трикутника у вигляді різносто
роннього трикутника. На цьому зображенні побудуйте: 

  1) зображення бісектриси кута, протилежного основі; 
  2)  зображення перпендикуляра до основи, проведеного через се

редину бічної сторони.
7.24.   Трикутник A B C1 1 1  є зображенням трикутника ABC, у якого 

AB BC: := 2 3. Побудуйте зображення бісектриси кута B.
7.25.   Дано зображення трикутника і двох його висот. Побудуйте зобра

ження центра кола, описаного навколо трикутникаори гіналу.
7.26.   Трикутник A B C1 1 1  є зображенням прямокутного трикутни

ка ABC, у якого відношення катета до гіпотенузи BC AB: :=5 12. 
Побудуйте зображення центра кола, вписаного в трикутник ABC.

7.27.   На зображенні правильного шестикутника побудуйте зобра
ження: 

  1) бісектриси одного з його зовнішніх кутів; 
  2)  перпендикуляра, проведеного із центра на одну з менших діа

гоналей.
7.28.   Побудуйте на зображенні ромба зображення його висоти, якщо 

гострий кут ромба дорівнює 45°.
7.29.   Використовуючи зображення кола в паралельній проєкції, по

будуйте зображення вписаного в нього квадрата.
7.30.   Використовуючи зображення кола, побудуйте зображення пря

мокутного трикутника, вписаного в це коло.
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7.31.   Використовуючи зображення кола в паралельній проєкції, по
будуйте зображення дотичної, яка: 

  1) паралельна даній хорді; 
  2) проходить через дану точку на зображенні кола.
7.32.  Зобразіть паралельну проєкцію квадрата: 
  1) із вписаним у нього колом;    
  2) з описаним навколо нього колом.
7.33.   Дано зображення кола. Побудуйте зображення правильного три

кутника:   
  1) вписаного в дане коло;     2) описаного навколо нього.
7.34.   Дано зображення A B C D1 1 1 1  рівнобічної трапеції ABCD з осно

вами AB і CD, кути при основі якої дорівнюють 45°. Побудуйте 
зображення центра кола, описаного навколо трапеції.

7.35.*  У трапецію ABCD з основами AB і CD можна вписати коло, а кути 
при її основі дорівнюють 90° і 60°. На зображенні A B C D1 1 1 1  да
ної трапеції побудуйте зображення центра вписаного в неї кола. 

7.36.   Дано зображення ромба, у якого одна з діагоналей дорівнює сто
роні. Зобразіть проєкції висот ромба, що проходять через точку 
перетину діагоналей.

7.37.*  Дано зображення рівнобічної трапеції, у яку можна вписати 
коло. Позначте точки дотику цього кола до сторін трапеції.

   виявіть� свою� компетентність

7.38.   Створіть презентацію за темою «Неможливі фігури Рутерсвар
да». Поясніть, чому ці фігури не можуть існувати в реальному 
житті.
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використання� властивостей� паралельних� прямих�  
і� площин

Якщо даний многогранник містить паралельні грані, які 
перетинає площина перерізу, то за теоремою 6.2 прямі пере
тину січної площини з цими гранями будуть паралельними.

Наприклад, побудуємо переріз прямокутного парале
лепіпеда ABCDA B C D1 1 1 1  (рис. 8.1, а) площиною, яка про
ходить через точки K, L, M, розташовані на його ребрах 
( K AA∈ 1, L BB∈ 1, M CC∈ 1). Спочатку сполучаємо відрізка
ми пари точок, що лежать в одній грані, і одержуємо від
різки KL і LM (рис. 8.1, б), по яких площина перерізу пере
тинає грані ABB A1 1  і BCC B1 1  відповідно. 

Потім ураховуємо, що протилежні грані паралелепіпе
да попарно паралельні, наприклад, пл пл. .AA D D BCC B1 1 1 1� , 
і робимо висновок, що площина перерізу перетинає грань 
AA D D1 1  по прямій KN, паралельній LM. Проводимо 
KN LM� , N D D∈ 1  і сполучаємо відрізками точки N і M. 
Чотирикутник KLMN — шуканий переріз.

Іноді використання властивостей паралельних прямих 
і площин поєднують з іншими методами побудови перерізів 
многогранників.

метод� слідів

Як зазначалося в § 3, для побудови складніших пере
різів многогранників часто буває зручним застосовувати 
метод слідів. Використовуючи його, спочатку будують пря
му перетину січної площини з площиною якоїсь грані (слід 
січної площини на цій грані), а потім уже знаходять точки 
перетину січної площини з відповідними ребрами много
гранника (чи з їх продовженнями). Іноді потрібно розгля
дати певні допоміжні площини, для яких також будують 
слід січної площини (або слід цієї допоміжної площини на 
площині якоїсь грані). Нагадаємо, що для отримання сліду 
(прямої b) площини β  на площині α  (рис. 8.2) достатньо 
знайти точки перетину двох прямих площини β  з площи-
ною α  (оскільки дві точки, наприклад A і C, однозначно 
визначають пряму b). Точка перетину будь-якої прямої a 
площини β  з площиною α  завжди лежить на сліді площи-
ни β  на площині α  (на прямій b).

Після розгляду паралельного та центрального проєкту
вання ми можемо уточнити зміст методу слідів, пов’язаного 

1

2
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Використовуючи метод слідів, побудуємо переріз куба 
ABCDA B C D1 1 1 1  площиною, що проходить через три точ

ки K, L, M, які лежать на попарно мимобіжних ребрах 
куба (рис. 8.4).

Розглянемо паралельне проєктування даних точок на 
площину основи ABCD в напрямі бічного ребра куба. Тоді 
проєкціями точок K, M, L будуть відповідно точки A, M, 
L1, де LL D D1 1�  (рис. 8.5).

Знайдемо точку перетину прямої LK, яка лежить 
у площині перерізу, з площиною основи куба. Шуканою 
точкою буде точка P перетину прямої LK з її проєкці
єю L A1 . Ця точка належить площині перерізу і площині 
основи куба. Отже, площина перерізу перетинає основу 
куба по прямій MP (це і є слід січної площини на пло
щині основи куба). Точка H перетину цієї прямої з ре
бром AB є ще однією точкою перерізу куба. Сполучаємо 
точки K і H, H і M відрізками.

Далі використаємо паралельність протилежних гра
ней куба — січна площина перетинає їх по паралельних 
прямих. Через точку L проведемо пряму, паралельну KH, 
і точку її перетину з ребром CC1  позначимо E. Сполучимо 
точки E і M відрізком. Через точку L проведемо також 
пряму, паралельну HM, і точку її перетину з ребром A D1 1  
позначимо F. Сполучимо точки L і F, K і F відрізками. 
Шестикутник KHMELF і буде шуканим перерізом куба 
даною площиною.

з використанням відповідних проєкцій. Якщо розглядати 
слід січної площини на площині проєкцій, то разом із кож
ною точкою можна розглядати і її проєкцію на цю площину. 
Тоді для побудови відповідного сліду січної площини дово
диться двічі знаходити точки перетину прямої і площини 
за двома даними точками цієї прямої та їх проєкціями на 
площину.

Наприклад, нехай пряма a проходить через точки A, B 
і відомо паралельні (рис. 8.3, а) чи центральні (рис. 8.3, б) 
проєкції ′A , ′B  цих точок на площину α . Тоді точка M пе
ретину прямої a з її проєкцією — прямою ′a  (яка проходить 
через точки ′A , ′B ) і буде шуканим перетином прямої a 
з площиною α . Отже, щоб знайти точку перетину прямої 
з площиною проєкцій, достатньо знайти точку перетину 
прямої з її проєкцією на цю площину.

Таким чином, для побудови перерізів многогранників 
методом слідів ми можемо використовувати паралельне про
єктування (у задачах, пов’язаних із призмами) чи централь
не проєктування (у задачах, пов’язаних із пірамідами). Ча
сто як площину проєкцій вибирають площину основи мно
гогранника (як центр проєктування — вершину піраміди, 
протилежну до основи).
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Іноді метод слідів достатньо складно 
реалізувати на практиці, якщо точка пе
ретину прямої, що лежить у січній площи
ні, та її проєкції розташовані поза межами 
аркуша, на якому виконують побудову пе
рерізу. У цьому випадку використовують 
інший метод, який дозволяє виконувати 
всі необхідні побудови в межах зображен
ня даного многогранника.

метод� внутрішнього� проєктування�

Розглянемо суть цього метода. Маю
чи три точки, які визначають площину 
перерізу, знаходять їх проєкції на деяку 
площину (найчастіше на площину основи 
многогранника). Також знаходять проєк
цію якоїсь, ще не побудованої, точки пе
рерізу. Цю невідому точку перерізу виби
рають (як правило, на бічному ребрі мно
гогранника) таким чином, щоб будьякі 
два відрізки, які сполучають чотири точ
кипроєкції, перетиналися у внутрішній 
точці цих відрізків. За трьома даними точ
ками і чотирма проєкціями знаходять чет
верту точку, що належить площині пере
різу. Якщо потрібно, так само одержують 
п’яту, шосту і т. д. точки, які належать 
площині перерізу і ребрам многогранника, 
тобто одержують переріз.

Використовуючи метод внутрішнього 
проєктування, ще раз розв’яжемо попе
редню задачу та побудуємо переріз куба 
ABCDA B C D1 1 1 1  площиною, що проходить 

через три точки K, L, M, які лежать на 
попарно мимобіжних ребрах (рис. 8.6).

Як і в наведеному вище розв’язанні, 
розглянемо паралельне проєктування да
них точок на площину основи ABCD в на
прямі бічного ребра куба — проєкціями 
точок K, M, L будуть відповідно точки A, 
M, L1, де LL D D1 1�  (рис. 8.7). Знайдемо 
точку E перетину січної площини з ре
бром CC1. Проєкцією точки E на площину 
основи є точка C. Сполучимо чотири одер
жані точкипроєкції двома відрізками AC 
і L M1 . Вони перетинаються в точці X1, 
яка є проєкцією деякої точки X січної пло
щини. У цій точці пряма LM перетина
ється з поки що не повністю визначеною 
прямою KE. Проводячи через точку X

1
 

пряму, паралельну напряму проєктуван
ня X X L L1 1� , у перетині її з прямою LM 
одержуємо точку X. Тепер проводимо 
пряму KX до перетину її з ребром CC1  
у точці E. Сполучаючи одержану точку E 
з даними точками L і M відрізками, одер
жуємо дві сторони шуканого перерізу.

Подальші побудови, як і в першому 
способі розв’язування, спираються на па
ралельність протилежних граней куба, які 
січна площина перетинає по паралельних 
прямих. Через точку K проведемо пря
му, паралельну LE, і точку її перетину 
з ребром AB позначимо H. Сполучаємо 
точки H і M відрізком. Через точку K 
проведемо також пряму, паралельну ME, 
і точку її перетину з ребром A D1 1  куба 
позначимо F. Сполучаємо точки L і F від
різком. Шестикутник KHMELF і буде шу
каним перерізом куба даною площиною.
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1. Наведіть приклад використання властивостей паралельних прямих 
і площин для побудови перерізу многогранника.

2. Поясніть, як можна знайти слід прямої на площині, використову
ючи проєкцію прямої на цю площину.

3.* Поясніть зміст методу внутрішнього проєктування для побудови 
перерізів многогранників.

8.1. Дайте відповідь на запитання щодо перерізу куба площиною. 
Якщо відповідь ствердна, проілюструйте її, якщо ні — обґрун
туйте. Чи можна в перерізі куба площиною одержати: 

 1) трикутник; 
 2) правильний трикутник;
 3) рівнобедрений трикутник;
 4) прямокутний трикутник;
 5) тупокутний трикутник? 

8.2. Чи можна в перерізі куба площиною одержати: 
 1) квадрат;
 2) ромб;
 3) прямокутник;
 4) трапецію;
 5) паралелограм, кути якого не є прямими;
 6) прямокутну трапецію?

8.3. Чи можна в перерізі куба площиною одержати: 
 1) п’ятикутник; 2) правильний п’ятикутник?

8.4. Чи можна в перерізі куба площиною 
одержати: 

 1) шестикутник;
 2) правильний шестикутник;
 3)  многокутник із числом сторін більше 

шести?
8.5. Якою фігурою є переріз куба 

ABCDA B C D1 1 1 1  площиною, що прохо
дить через вершини A1, C і точку K — 
середину ребра DD1?

8.6. Побудуйте переріз куба ABCDA B C D1 1 1 1  
площиною, що проходить через точки M, 
N, K — відповідно середини ребер A D1 1, 
C D1 1, AD. Визначте форму перерізу.

8.7. Побудуйте переріз куба ABCDA B C D1 1 1 1  
площиною, що проходить через точки K, 
L, M (рис. 8.8). Визначте форму перерізу.

8.8. Побудуйте переріз куба ABCDA B C D1 1 1 1  
площиною, яка проходить через верши
ни B, D і точку M, узяту на ребрі C D1 1. 
Визначте форму перерізу.

8.9. Побудуйте переріз прямокутного парале
лепіпеда площиною, що проходить через 
три точки, розташовані так, як показано 
на рис. 8.9.
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8.10.   Побудуйте переріз правильної чотирикутної піраміди пло
щиною, що проходить через точки, зображені на рис. 8.10.

8.11.   Побудуйте переріз правильної чотирикутної піраміди пло
щиною, що проходить через середину бічного ребра пара
лельно бічній грані.

8.12.   Які многокутники можна одержати в перерізі чотирикут
ної піраміди площиною?

8.13.*  Чи можна в перерізі правильного тетраедра площиною 
одержати квадрат?

8.14.   Побудуйте переріз правильної шестикутної призми площи
ною, яка проходить через точки, зображені на рис. 8.11.

8.15.   Побудуйте переріз прямокутного паралелепіпеда 
ABCDA B C D1 1 1 1  площиною, що проходить через верши

ни C і D1 та точку K ребра B C1 1.
8.16.   Побудуйте переріз тетраедра ABCD площиною, що прохо

дить через середину ребра DC та вершину B і паралельна 
прямій AC.

8.17.   Побудуйте переріз прямокутного паралелепіпеда 
ABCDA B C D1 1 1 1

 площиною, що проходить через середину 

ребра A D1 1  та вершини D і C1.

8.18.   Побудуйте переріз тетраедра DABC площиною, що прохо
дить через вершину A та точку M ребра DB і паралельна 
ребру BC.

8.19.   У тетраедрі DABC точки E, P, M належать відповідно ре
брам AD, DB, BC, причому прямі EP і AB не паралельні. 
Побудуйте переріз тетраедра площиною EPM.

8.20.   У прямокутному паралелепіпеді ABCDA B C D1 1 1 1
 точка E 

належить ребру CD. Побудуйте переріз паралелепіпеда 
площиною, що проходить через цю точку і паралельна 
площині BC D1 .

8.21.   У тетраедрі DABC точки E, K, P належать ребрам AB, 
DB і DC відповідно, причому пряма PK не паралельна 
ребру BC. Побудуйте переріз тетраедра площиною EKP.

8.22.   У прямокутному паралелепіпеді ABCDA B C D1 1 1 1 точка H 
належить ребру CD. Побудуйте переріз паралелепіпеда 
площиною, що проходить через цю точку і паралельна 
площині ACD1.

8.23.   Дано куб ABCDA B C D1 1 1 1 з ребром a. Побудуйте переріз 
куба площиною і знайдіть площу перерізу, якщо площина 
перерізу проходить через: 

  1) вершини A і D1 та середину ребра BB1; 

  2) вершину A і паралельна площині DBC1; 
  3) середини ребер BB1 і B

1
C

1
 та середину відрізка AB1.

   виявіть� свою� компетентність

8.24.   Дерев’яний куб розпилюють так, що пилка проходить 
через точки K, P і T — середини відповідних ребер куба 
(рис. 8.12). Яка фігура буде в перерізі?
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Відомості з історії

Центральне проєктування, або перспектива, 
як спосіб зображення просторових тіл вини-
кло ще в Стародавній Греції. Перші згадки 
про перспективу містяться в роботах Есхіла 
(525—456 рр. до н. е.). Значну увагу зобра-
женню просторових фігур з використанням 
перспективи приділив у трактаті «Про геоме-
трію» відомий мислитель і вчений Демокріт 
(бл. 460—370 рр. до н. е.).
Наступну згадку про перспективу знаходимо 
в роботах Евкліда. Крім своїх знаменитих 
«Елементів», він написав багато інших творів. 
Зокрема, у роботі «Оптика» Евклід із позицій 
геометрії детально виклав природу людського 
зору —— того, як одержується зображення різ-
них предметів на сітківці ока. Евклід писав, 
що ми відчуваємо предмети, коли прямолі-
нійні промені, які йдуть від них, сходяться 
в нашому оці. Тому всю систему променів 
зору можна уявити собі у вигляді піраміди, 
вершина якої міститься в оці, а її основою 
служить предмет, що розглядається нами. Ев-
клід увів також постулат про те, що видимі 
розміри предмета залежать від кута, під яким 
його розглядають. 
Найвизначнішими роботами з перспективи 
давньогрецького періоду вважають твори рим-
ського архітектора й інженера Марка Вітрувія 
Полліона (бл. 80—70 —— бл. 15 р. до н. е.). 
Способи побудови зображень у перспективі 
вчений виклав у праці «Про архітектуру», що 
складається з десяти книг.
Подальшим важливим етапом у розвитку тео-
рії перспективи стала епоха Відродження. Те-
оретиком перспективи вважають італійського 
архітектора Філіппо Брунеллескі (1377—1446). 

На практиці теоретичні досягнення втілили 
у своїх полотнах великі художники Леонар-
до да Вінчі (1452—1519), Альбрехт Дюрер 
(1471—1528) і багато інших.
А. Дюрер запропонував у своїх книгах де-
кілька пристроїв, що дають змогу одержува-
ти перспективу, деякі з них він зобразив на 
гравюрах. Наприклад, на одній (рис. 8.13) 
показав, що для отримання перспективного 
зображення предмета між оком спостерігача 
і предметом поміщається рамка, розділена 
на невеликі квадрати сіткою. За допомогою 
натягнутої нитки спочатку копіюють контури 
моделі, а потім одержане зображення пере-
носять на папір.
Леонардо да Вінчі описав принцип дії камери-
обскури у своєму творі «Трактат про живопис» 
і використав цей апарат для створення картин. 
(Зауважимо, що подібний пристрій згадувався 
у працях Евкліда, Аристотеля та інших учених 
давнини.) У тому ж творі Леонардо да Вінчі 
виокремив три основних види перспективи.
1.  Лінійна перспектива, яка вивчає закони по-

будови зменшення фігур у міру віддалення 
їх від спостерігача.

2.  Повітряна та колірна перспектива, яка трак-
тує зміну кольору предметів залежно від їх 
відстані до спостерігача і впливу шару по-
вітря на насиченість і локальність кольору.

3.  Перспектива чіткості контура предмета, 
яка визначає ступінь виразності меж фігур 
і контрасту світла та тіні на них у міру від-
далення їх у глибину простору, що зобра-
жають на картині.

Два останніх види перспективи не набули по-
дальшого теоретичного розвитку через склад-
ність дослідження проблеми. Дослідження 
першого виду дозволили розвинути галузь точ-
ної науки — лінійну перспективу, яка пізніше 
ввійшла як складова до нарисної геометрії.
Засновником цього розділу геометрії вважають 
французького вченого, геометра, інженера й ак-
тивного громадського діяча Великої французь-
кої революції Гаспара Монжа (1746—1818). Його 
книга «Нарисна геометрія», видана в 1795 р., 
була першим систематизованим викладом мето-
дів зображення просторових фігур на площині.
Звернемо увагу на те, що в XV ст. карти-
ни європейських художників стали значно 
якіснішими — з’явилося більше реалістичних 
деталей, точніше відображалася гра світла Puc. 8.13
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й тіні, з’явився об’єм. Взагалі картини стали 
нагадувати сучасні фотографії. Як приклади 
можна згадати картини Яна ван Ейка та Яна 
Вермера (рис. 8.14, 8.15). Одним із секре-
тів художників того часу стало використання 
оптичних пристроїв, зокрема камери-обскури 
(рис. 8.16). Підтвердженням цього є значне 
збільшення шульг на картинах внаслідок дзер-
кального зображення (рис. 8.17). 

Наступним кроком практичного застосування 
перспективи стало відкриття фотографії, яка 
поєднала можливості отримання та фіксації 
зображення предметів у зменшеному розмі-
рі, але в точних пропорціях і кольорах. Так 
з’явився спосіб одержання зображень, який 
не потребував довгої та стомлюючої праці 
 художників (рис. 8.18).

Puc. 8.14. Ян ван Ейк 
«Портрет подружжя  
Арнолфіні»

Puc. 8.15. Ян Вермер  
«Молочниця»

Puc. 8.16. Використання камери- 
обскури для написання пейзажів

Puc. 8.17. Йоганн Петрус  
ван Хорсток «Обман»

Puc. 8.18. Аркади на Плаза де Пареха  
в Аранхуес (Спільнота Мадрида, Іспанія).

завдання� для� ПідгоТовки� до� оцінювання

1. Дві прямі не паралельні і не перетинаються. Скільки площин можна 
провести через ці прямі?
А Одну  Б Дві  В Жодної Г Безліч

2. Прямі a і b паралельні площині α . Яким є взаємне розміщення пря
мих a і b?
А Обов’язково  паралельні  В Обов’язково мимобіжні
Б Обов’язково перетинаються Г Однозначно визначити неможливо
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3.	 Точка	 K	 лежить	 поза	 площиною	 трикутника	 ABC.	 Яким	 є	 взаємне	
розміщення	 прямих	 BK	 і	 AC?
А	 Перетинаються	 	 В	 Мимобіжні	
Б	 Паралельні	 	 	 	 Г	 Визначити	 неможливо

4.	 На	 рис.	 1	 зображено	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1.	
Серед	 даних	 пар	 прямих	 укажіть	 пару	 па
ралельних	 прямих.
А	 A D1 	 і	 B C1 1
Б	 AA1 	 і	 BD	
В	 A B1 1 	 і	 A C1 1
Г	 DC	 і	 A B1 1

5.	 Бічні	 сторони	 трапеції	 паралельні	 площи
ні	 α .	 Яким	 є	 взаємне	 розміщення	 пло
щини	 α 	 і	 площини	 трапеції?
А	 Паралельні	 		 	 В	 Збігаються	 	
Б	 Перетинаються	 	 Г	 Визначити	 неможливо

6.	 Прямі	a	 і	b	паралельні.	Скільки	 існує	площин,	які	проходять	через	
пряму a	 і	 паралельні	 прямій	 b?
А	 Тільки	 одна		 Б	 Тільки	 дві	 	 В	 Безліч	 Г	 Жодної

7.	 Прямі	 a	 і	 b	 мимобіжні.	 Скільки	 існує	 площин,	 які	 проходять	 через	
пряму	 a	 і	 паралельні	 прямій	 b?
А	 Тільки	 одна		 Б	 Дві	 	 	 В	 Безліч	 Г	 Жодної

8.	 Дано	 трикутник	 ABC.	 Площина,	 паралельна	 прямій	 AB,	 перетинає	
сторону	 AC	 у	 точці	 M,	 а	 сторону	 BC	 —	 у	 точці	 K.	 Яка	 довжина	
відрізка	 MK,	 якщо	 точка	 M	 —	 середина	 сторони	 AC	 і	 AB =12	 см?
А	 12	 см	 	 В	 4	 см
Б	 6	 см	 	 	 Г	 Визначити	 неможливо

9.	 На	 рис.	 2	 зображено	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1.	 Се
ред	 даних	 прямих	 укажіть	 пряму,	 паралель
ну	 площині	 AA B1 1 .
А	 C D1 	 	 	 В	 A

1
B

Б	 BD	 	 	 Г	 BC
1

10.		 	Яка	 з	 даних	 фігур	 не	 може	 бути	 паралельною	
проєкцією	 прямокутника	 на	 площину?
А	 Відрізок	 	 В	 Трапеція
Б	 Квадрат	 	 Г	 Ромб

11.		 Яке	 з	 наведених	 тверджень	 є	 правильним?
А	 	Якщо	 пряма	 a	 не	 паралельна	 прямій	 b,	 що	 лежить	 у	 площині	 a,	

то	 пряма	 a	 не	 паралельна	 площині	 a.
Б	 	Якщо	 пряма	 a,	 яка	 не	 лежить	 у	 площині	 a,	 паралельна	 прямій	 b	

цієї	 площини,	 то	 пряма	 a	 паралельна	 площині	 a.
В	 	Якщо	 пряма	 a	 перетинає	 площину	 a,	 а	 пряма	 b	 належить	 пло

щині	 a,	 то	 пряма	 a	 перетинає	 пряму	 b.
Г	 	Якщо	 дві	 прямі	 в	 просторі	 не	 мають	 спільних	 точок,	 то	 вони	 па

ралельні.
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12.	Яке	 з	 наведених	 тверджень	 є	 правильним?
А	 	Якщо	 пряма	 в	 просторі	 перетинає	 одну	 з	 двох	 паралельних	 пря

мих,	 то	 вона	 перетинає	 і	 другу	 пряму.
Б	 	Якщо	 пряма	 паралельна	 площині,	 то	 вона	 паралельна	 будьякій	

прямій	 цієї	 площини.
В	 	Якщо	пряма	перетинає	одну	з	двох	паралельних	площин,	то	вона	

перетинає	 і	 другу	 площину.
Г	 	Якщо	 дві	 прямі	 в	 просторі	 не	 перетинаються,	 то	 вони	 не	 лежать	

в	 одній	 площині.

13.	Яка	 з	 даних	 фігур	 не	 може	 бути	 паралельною	 проєк
цією	 на	 площину	 двох	 паралельних	 прямих?
А	 Дві	 точки	 	 В	 Дві	 прямі,	 що	 перетинаються	 	
Б	 Пряма	 	 Г	 Дві	 паралельні	 прямі

14.	На	 рис.	 3	 зображено	 піраміду	 SABCDEF,	 осно
вою	 якої	 є	 правильний	 шестикутник	 ABCDEF.	
Площина	якої	з	бічних	граней	паралельна	пря
мій	 AB?
А	 CSD	
Б	 DSE	
В	 ESF	 	
Г	 Такої	 грані	 не	 існує

15.	Скільки	 площин	 можуть	 визначати	 три	 паралельні	 прямі?
А	 Тільки	 одну		 	 	 В	 Дві	 або	 три	
Б	 Одну	 або	 дві	 	 	 Г	 Одну	 або	 три

16.	Через	 точку	 перетину	 медіан	 трикутника	 ABC	 паралельно	 пря
мій	 AB	 проведено	 площину,	 яка	 перетинає	 сторони	 AC	 і	 BC	 у	 точ
ках	 D	 і	 E	 відповідно.	 Знайдіть	 відрізок	 DE,	 якщо	 AB =18	 см.
А	 6	 см	 		 	 	 	 В	 3	 см
Б	 9	 см	 	 	 	 	 	 	 Г	 12	 см

17.	Площини	 α 	 і	 b	 паралельні.	 З	 точки	 O,	 яка	 не	 належить	 цим	 пло
щинам	 і	 області	 між	 ними,	 проведено	 два	 промені.	 Один	 із	 них	
перетинає	 площини	 α 	 і	 β 	 у	 точках	 C1 	 і	 D1 ,	 а	 другий	 —	 у	 точках	
C2 	 і	 D2 	 відповідно.	 Знайдіть	 відрізок	 C C1 2 ,	 якщо	 він	 на	 5	 см	 мен
ший	 від	 відрізка	 D D1 2 ,	 OC1 4= 	 см,	 C D1 1 10= 	 см.

А	 2	 см	 		 Б	 3
1

3
	 см	 	 В	 6	 см	 	 Г	 4

2

3
	 см

18.	Дано	 трикутник	 ABC	 і	 площину	 α ,	 яка	 не	 перетинає	 його.	 Через	
вершини	 трикутника	 ABC	 і	 середину	 M	 його	 медіани	 BD	 проведе
но	 паралельні	 прямі,	 які	 перетинають	 площину	 α 	 в	 точках	 A1 ,	
B1 ,	 C1 	 і	 M1 	 відповідно.	 Знайдіть	 відрізок	 MM1 ,	 якщо	 AA1 9= 	 см,	
BB1 12= 	 см,	 CC1 19= 	 см.
А	 12	 см	 	 	 	 В	 13	 см
Б	 14	 см	 	 	 	 Г	 26	 см

 Теми навчальних проєктів
1.	 Геометричні	 форми	 в	 мистецтві.

2.	 Архітектура	 і	 математика.
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Розділ 3
Перпендикулярність прямих і площин у просторі

Розділ 3 

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНІСТЬ ПРЯМИХ  
І ПЛОЩИН У ПРОСТОРІ

У ЦЬОМУ РОЗДІЛІ ВИ:
 ознайомитеся з основними поняттями та властивостями 

перпендикулярності прямих і площин у просторі, кутами  
в просторі; 

 навчитеся застосовувати ці поняття і властивості 
для розв’я зу вання геометричних задач на доведення, 
на обчислення відстаней і кутів у просторі; 

 зможете ознайомитися з узагальненням понять відстані  
в геометрії та геометричного місця точок, відомих вам  
із курсу планіметрії
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§ 9.   КуТ між прямими в просТорі. перпендиКулярні прямі
Таблиця 9

Кути між прямими в просторі

Прямі лежать в одній площині
Прямі не лежать  
в одній площині

прямі перетинаються прямі паралельні прямі мимобіжні

A

b a
ϕ

ϕ —	 	найменший*	 із	 утворе
них	 кутів;

� a b;    ; 0 90  �

b

a

� a b;   0 ;

  0

Ob
b'

a a'

ϕ

′a a� , ′b b� ;

� �a b a b; ;        ;

0 90  �

*	 Якщо	при	перетині	прямих	утворюються	рівні	кути	(по	90°),	то	як	кут	між	прямими	вибирають	
будьякий	із	них.

Перпендикулярні прямі a b 

A 90°
b a

� a b;   90

90°
Ob

b'

a a'

� a b;   90

пояснення й обґрунТування

§ 9

Як	 зазначалося	 в	 розділі	 2,	 дві	 прямі	
в	просторі	можуть	лежати	в	одній	площині	
(коли	 вони	 перетинаються	 або	 паралельні)	
або	не	лежати	в	одній	площині	(тоді	вони	ми
мобіжні).	Дамо	означення	кута	між	прями
ми	 в	 просторі	 для	 кожного	 з	 цих	 випадків.

Дві	 прямі,	 які	 перетинаються,	 утворю
ють	суміжні	і	вертикальні	кути.	Вертикаль
ні	 кути	 дорівнюють	 один	 одному,	 а	 суміж
ні	 кути	 доповнюють	 один	 одного	 до	 180°.

 означення. Кутом між двома прямими, 
що перетинаються, називається най-
менший із кутів, утворених променя-
ми цих прямих, із вершиною в точці 
їх перетину.

Як	і	на	площині,	дві прямі в просторі, 
що перетинаються, називаються перпен
дикулярними, якщо вони перетинаються 
під прямим кутом. Вважають,	 що	 кут 
між двома паралельними прямими (чи 
прямими, що збігаються) дорівнює нулю.

Також	 вважатимемо,	 що	 два відрізки 
перпендикулярні,	 якщо	 вони	 лежать	 на	
перпендикулярних	 прямих.

Якщо	 позначити	 кут	 між	 прямими,	
які	 лежать	 в	 одній	 площині,	 через	 ϕ ,	 то	
з	 наведеного	 означення	 випливає,	 що	
0 90 � � .

Наприклад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	
(рис.	 9.1)	 ребра,	 що	 перетинаються,	 пер
пендикулярні,	 діагональ	 A B1 	 грані	 куба	
утворює	 з	 її	 ребрами	 кути	 по	 45°.
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Використовуючи	 властивості	 паралельного	 проєктування,	
доведемо	 таку	 теорему.

 Теорема 9.1. Кут між прямими, що перетинаються, до-
рівнює куту між прямими, які паралельні даним прямим 
і перетинаються.	

	 Доведення.	 Випадок,	 коли	 прямі	 лежать	 в	 одній	 площи
ні,	 розглядався	 в	 планіметрії.	 Нехай	 прямі	 a	 і	 b	 перетинають
ся	 в	 точці	 O	 і	 лежать	 у	 площині	 α ,	 а	 відповідно	 паралельні	
їм	 прямі	 a1 	 і	 b1 	 ( a a1 � 	 і	 b b1 � )	 перетинаються	 в	 точці	 O1 	 і	 ле
жать	 у	 площині	 β 	 (рис.	 9.2).	 За	 ознакою	 паралельності	 пло
щини	 α 	 і	 β 	 паралельні.

Розглянемо	паралельне	проєктування	в	напрямі	прямої	 OO1 	
на	 площину	 β .	 Оскільки	 площина,	 яка	 проходить	 через	 пря
мі	 a	 і	 OO1 ,	 перетинає	 площину	 β 	 по	 прямій	 a1 ,	 а	 площина,	
що	 проходить	 через	 прямі b	 і	 OO1 ,	 —	 по	 прямій	 b1 	 (поясніть	
чому),	 то	 проєкціями	 прямих	 a	 і	 b	 на	 площину	 β 	 є	 прямі	 a1 	
і	 b1 	 відповідно.	 Але	 за	 властивостями	 паралельного	 проєкту
вання,	 якщо	 плоска	 фігура	 F	 (наприклад,	 менший	 із	 кутів,	
утворених	 променями	 прямих	 a	 і	 b,	 з	 вершиною	 в	 точці	 O)	
лежить	 у	 площині	 α ,	 паралельній	 площині	 проєкцій	 β ,	 то	 її	
проєкція	 на	 площину	 β 	 дорівнює	 фігурі	 F.	

Отже,	 кут	 між	 прямими	 a	 і	 b	 дорівнює	 куту	 між	 прями
ми	 a1 	 і	 b1 .	

Означимо	тепер	поняття	«кут	між	мимобіжними	прямими».

Нехай	 прямі	 a	 і	 b	 —	 мимобіжні	 (рис.	 9.3).	 Розглянемо	 до
вільну	точку	O	в	просторі	та	проведемо	через	неї	прямі	 ′a 	 і	 ′b ,	
паралельні	 прямим	 a	 і	 b	 відповідно.	 Кут	 між	 прямими	 ′a 	 і	 ′b 	
приймають	 за	 кут	 між	 мимобіжними	 прямими	 a	 і	 b.

 означення. Кутом між мимобіжними прямими називається кут 
між прямими, які паралельні даним мимобіжним прямим 
і перетинаються.

Оскільки	 за	 теоремою	 9.1	 кути	 з	 відповідно	 паралельними	
сторонами	 дорівнюють	 один	 одному,	 то	 це	 означення	 не	 зале
жить	 від	 вибору	 точки	 O.	 Зокрема,	 точка	 O	 може	 належати	
також	 прямій	 a	 або	 b.	 У	 цьому	 випадку	 як	 пряму	 ′a 	 або	 ′b 	
слід	 узяти	 саму	 пряму	 a	 або	 b відповідно.

Якщо	 позначити	 кут	 між	 мимобіжними	 прямими	 через	 ϕ ,	
то	 з	 наведеного	 означення	 випливає,	 що	 0 90  � .

Дві	мимобіжні	прямі	називають	перпендикулярними,	якщо	
кут	 між	 ними	 прямий.

Наприклад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 9.4)	 мимобіжні	 ре
бра	 AA1 	 і	 BC	 перпендикулярні,	 оскільки	 BB AA1 1� 	 (ABB

1
A

1	
—	

квадрат).	 Отже,	 � � �AA BC BB BC B BC1 1 1 90; ;        ,	 тобто	
AA BC1 ⊥ .

Puc. 9.1

A B
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D1

A1 B1

C1

D
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приКлади розв’язування задач

Із	 планіметрії	 відомо,	 що	 дві	 прямі,	 перпендикулярні	 до	 третьої	
прямої,	 паралельні.	 Чи	 є	 правильним	 це	 твердження	 для	 стерео
метрії?

Розв’язання Коментар

	 Ні,	 це	 твердження	 неправильне,	
якщо	 всі	 три	 прямі	 не	 лежать	 в	 одній	
площині.
Наприклад,	у	кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	(див.	
рис.	 9.5)	 прямі	 AA1 	 і	 BC	 перпендику
лярні	 до	 прямої	 AB,	 але	 не	 паралельні	
(вони	 мимобіжні,	 оскільки	 не	 лежать	
в	 одній	 площині).	

На запитання «Чи є правильним тверджен-
ня?» відповідь може бути ствердною («Так»), 
тоді потрібно довести це твердження для 
всіх можливих випадків. Якщо відповідь 
«Ні», то достатньо навести хоча б один 
приклад, коли це твердження не викону-
ється	 (так	 званий	 контрприклад	 для	 даного	
твердження).	Цей	приклад	можна	сконструю
вати	 самому	 або	 знайти	 його	 серед	 елементів	
відомих	 фігур.

У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 9.5)	 знайдіть	 кут	
між	 прямими	 A C1 1 	 і	 B C1 .

Розв’язання Коментар

	 Розглянемо	 площину,	 яка	 проходить	
через	паралельні	ребра	куба	 A B1 1 	і	DC	—	
вона	 перетинає	 паралельні	 грані	 куба	
AA D D1 1 	 і	 BB C C1 1 	 по	 паралельних	 пря

мих	 A D1 	 і	 B C1 .	 Отже,	 A D B C1 1� ,	 але	
тоді	 кут	 між	 мимобіжними	 прями
ми	 A C1 1 	 і	 B C1 	 дорівнює	 куту	 між	 пря
мими	 A C1 1 	 і	 A D1 .	 Сполучаючи	 точки	 D	
і	 C1 	 відрізком,	 отримуємо	 рівносторон
ній	 трикутник	 A C D1 1 	 (його	 сторони	 до
рівнюють	 одна	 одній	 як	 діагоналі	 рівних	
квадратів).	 Звідси	 �C A D1 1 60  .
Отже,	 � A C B C1 1 1 60;    .
Відповідь:	 60°.	

Прямі	 A C1 1 	 і	 B C1 	 —	 мимобіжні.	 Щоб	 знай
ти	 кут	 між	 ними,	 можна	 провести	 через	 до
вільну	 точку	 простору	 паралельні	 їм	 прямі	
або	 (що	 роблять	 частіше)	 через	 точку	 однієї	
прямої	—	пряму,	паралельну	другій	прямій.
Відповідну	 паралельну	 пряму	 можна	 буду
вати	 в	 просторі,	 що	 не	 завжди	 просто.	 Та
кож	 цю	 пряму	 можна	 одержати	 як	 елемент	
даного	 многогранника.	 Для	 цього	 достатньо	
згадати,	що	довільна	площина	перетинає	па
ралельні	грані	куба	по	паралельних	прямих.

Задача 1
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1.	 Дайте	 означення	 кутів	 між	 прямими	 в	 просторі	 (між	 прямими,	 що	
перетинаються;	 між	 паралельними	 прямими;	 між	 мимобіжними	
прямими).

2.	 Сформулюйте	 властивість	 кутів,	 утворених	 відповідно	 паралельни
ми	 прямими.

3.*	 Доведіть	 властивість	 кутів,	 утворених	 відповідно	 паралельними	
прямими.

4.	 Які	 прямі	 в	 просторі	 називаються	 перпендикулярними?	 Наведіть	
приклади	 таких	 прямих,	 користуючись	 моделлю	 прямокутного	 па
ралелепіпеда.

9.1.°	Знайдіть	 кут	 між	 ребрами,	 які	 перетинаються:	
	 1)	 куба;	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 2)	 правильного	 тетраедра.

9.2.°	Знайдіть	кут	між	діагоналлю	грані	куба	і	ребром,	що	перетинає	її.

9.3.°	Знайдіть	 кут	 між	 діагоналями,	 які	 перетинаються,	 двох	 різних	
граней	 куба.

9.4.°	Дано	 пряму	 в	 просторі,	 на	 ній	 узято	 точку.	 Скільки	 можна	 побу
дувати	 прямих,	 що	 проходять	 через	 цю	 точку	 і	 перпендикулярні	
до	 даної	 прямої?	 Відповідь	 проілюструйте	 на	 моделі.

9.5.°	Дано	 пряму	 і	 точку	 поза	 нею.	 Скільки	 можна	 побудувати	 пря
мих,	 що	 проходять	 через	 цю	 точку	 і	 перпендикулярні	 до	 даної	
прямої?

9.6.°	Дано	 площину	 і	 паралельну	 їй	 пряму.	 Скільки	 прямих,	 перпен
дикулярних	 до	 цієї	 прямої,	 можна	 провести	 в	 даній	 площині?

9.7.	 Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1 .	 Доведіть	 перпендикулярність	 прямих:	

	 1)	 BC	 і	 C D1 1 ;	 	 	 	 	 	 2)	 BD	 і	 A C1 1 ;	 	 	 	 	 3)	 BD	 і	 AA1 .

9.8.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 знайдіть	 кути,	 які	 утворюють	 прямі:	

	 1)	 AA1 	 і	 B C1 1 ;	 	 	 	 	2)	 AA1 	 і	 CC1 ;	 	 	 	 	3)	 BB1 	 і	 CD.

9.9.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 знайдіть	 кути	 між	 мимобіжними	 пря
мими:	

	 1)	 AB	 і	 B D1 1 ,	 	 	 	 	 	2)	 AB1 	 і	 BC1 .

9.10.		 	У	 правильній	 чотирикутній	 піраміді	 зі	 стороною	 основи,	 що	 до
рівнює	 бічному	 ребру,	 знайдіть	 кут	 між	 стороною	 основи	 і	 мимо
біжним	 до	 неї	 бічним	 ребром.

9.11.		 	Точки	 A,	 B,	 C	 лежать	 на	 попарно	 перпендикулярних	 проме
нях	 OA,	 OB,	 OC.	 Знайдіть	 кути	 трикутника	 ABC,	 якщо	 відомо,	
що	 OA OB OC= = .

9.12.		 	Прямі	 AB,	 AC	 і	 AD	 попарно	 пер
пендикулярні	 (рис.	 9.6).	 Знайдіть	
довжину	 відрізка	 CD,	 якщо:	

	 1)	 AB = 3 	см,	 BC =7 	см,	 AD =1 5, 	см;	

	 2)	 BD = 9 	см,	 BC =16 	см,	 AB =5 	см;	

	 3)	 AB b= ,	 BC a= ,	 AB d= .

Запитання

Вправи

Puc. 9.6

A

D B

C

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



Розділ 3. Перпендикулярність прямих і площин у просторі98

9.13.*	 	Діагональ	 прямокутного	 паралелепіпеда,	 основою	 якого	 є	 ква
драт,	 удвічі	 більша	 за	 сторону	 основи.	 Знайдіть	 кути	 між	 діа
гоналями	 паралелепіпеда.

9.14.		 	Прямі	 a	 і	 b	 паралельні.	 Прямі	 a	 і	 c	 перетинаються	 під	 прямим	
кутом.	 Укажіть	 взаємне	 розташування	 прямих	 b	 і	 c	 та	 кут	 між	
ними.

9.15.		 	Прямі	a	і	b	паралельні.	Прямі	a	і	c	перетинаються	під	кутом	30°.	
Укажіть	 взаємне	 розташування	 прямих	 b	 і	 c	 та	 кут	 між	 ними.

9.16.		 	Якщо	 дві	 прямі,	 які	 перетинаються,	 паралельні	 відповідно	 двом	
перпендикулярним	 прямим,	 то	 вони	 теж	 перпендикулярні.	 До
ведіть.

9.17.*	 	У	 просторовому	 чотирикутнику	 ABCD	 сторона	 AB	 дорівнює	
стороні	 CD.	 Доведіть,	 що	 прямі	 AB	 і	 CD	 утворюють	 рівні	 кути	
з	 прямою,	 яка	 проходить	 через	 середини	 відрізків	 BC	 і	 AD.

9.18.*	 	Усі	 грані	 чотирикутної	 призми	 —	 ромби	 з	 кутом	 60°.	 Знайдіть	
кут	 між	 мимобіжними	 меншими	 діагоналями	 двох	 суміжних	
граней	 призми.

9.19.		 	Якщо	пряма	перпендикулярна	до	однієї	з	двох	паралельних	пря
мих,	 то	 вона	 перпендикулярна	 і	 до	 другої	 прямої.	 Доведіть.

9.20.		 	Точки	 K	 і	 M	 —	 відповідно	 середини	 ребер	 AB	 і	 DC	 трикутної	
піраміди	 DABC,	 кожне	 ребро	 якої	 дорівнює	 a.	 Доведіть,	 що	
KM AB⊥ .	 Знайдіть	 довжину	 відрізка	 KM.

9.21.*	 	Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1 .	 Доведіть,	 що	 пряма	 BD	 перпендику
лярна	 до	 прямої	 BB1 .

9.22.		 	Знайдіть	 довжину	 діагоналі	 AC1 	 куба	 ABCDA B C D1 1 1 1 ,	 якщо	
його	 ребро	 дорівнює	 a.

9.23.*	 	Знайдіть	 кут	 між	 мимобіжними	 діагоналлю	 грані	 куба	 і	 діаго
наллю	 куба.
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   § 10. перпендиКулярнісТь прямої Та площини
Таблиця 10

перпендикулярність прямої та площини

Означення Ознака

a

x
x1

a

a   	 ⇔ 	 a x⊥ .
x	 —	 будьяка	 пряма	 площини	 α ;

a x⊥ 1

a

b
c

a

Якщо	 	a b⊥ 	 і	 a c⊥ 	 (b	 і	 c	 лежать	 	
у	 площині	 α 	 і	 перетинаються),	

	 то	 a   .

Залежність між паралельністю та перпендикулярністю прямих і площин

a

ba

Якщо	 a b� 	 і	 a   ,

	 то	 b   .

Якщо	 a   	 і	 b   ,

	 то	 a b� .

b

a

a

Якщо	  � 	 і	 a   ,	

	 то	a  .

Якщо	   a 	 і	   a ,	

	 то	 � .

пояснення й обґрунТування

перпендикулярність прямої та площини. 
У	 попередньому	 параграфі	 ми	 розглянули	 перпендикуляр

ність	 прямих	 у	 просторі.

 означення. Пряма називається перпендикулярною до площи-
ни, якщо вона перпендикулярна до будь-якої прямої, що 
лежить у цій площині.

Відрізок	 називатимемо	 перпендикулярним	 до	 площини,	
якщо	він	лежить	на	прямій,	перпендикулярній	до	цієї	площини.

Позначають	 перпендикулярність	 прямої	 a	 і	 площини	 α 	
так:	 a   	 або	   a .	 Отже,	 за	 означенням,	 якщо	 a   	 і	 до
вільна	 пряма	 x	 лежить	 у	 площині	 α ,	 то	 a x⊥ 	 (рис.	 10.1,	 а,	 б).

§ 10

1

Puc. 10.1
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Зазначимо,	 що	 пряма,	 перпендикулярна	 до	 площини,	
обов’язково	 перетинає	 цю	 площину.	 Дійсно,	 якби	 пряма	 ле
жала	 в	 площині	 або	 була	 їй	 паралельна,	 то	 в	 цій	 площині	
знайшлася	 б	 пряма,	 паралельна	 даній,	 а	 отже,	 дана	 пряма	 не	
була	 б	 перпендикулярною	 до	 даної	 площини.

 Теорема 10.1. (ознака перпендикулярності прямої та 
площини).	 Якщо пряма перпендикулярна до двох прямих 
площини, які перетинаються, то вона перпендикулярна до 
цієї площини.

	 Доведення.	 	 Нехай	 пряма	 a	 перпендикулярна	 до	 пря
мих	b	 і	c	площини	 α ,	які	перетинаються	в	точці	O	 (рис.	10.2).	
Розглянемо	 довільну	 пряму	 x	 площини	 α .	 Доведемо,	 що	 пря
ма	 a	 перпендикулярна	 до	 прямої	 x.

Оскільки	 подальші	 міркування	 пов’язані	 з	 додатковими	
побудовами	 та	 розглядом	 п’яти	 пар	 рівних	 трикутників,	 на
ведемо	 далі	 доведення	 разом	 із	 його	 планом.

План Продовження доведення

І.	 	Виконати	 додаткові	 побудо
ви,	 щоб:

1)	 	одержати	 кути	 між	 даними	
прямими,	 якщо	 вони	 мимо
біжні	 (як	 показано	 на	 ри
сунку);

2)	 	поєднати	 дані	 й	 одержані	
елементи	 в	 трикутники.

Проведемо	 через	 точку	 O	 прямі	 ′a 	 і	 ′x ,	 паралельні	
відповідно	 прямим	 a	 і	 x	 (рис.	 10.3).	 Для	 доведення	
перпендикулярності	 прямих	 a	 і	 x	 достатньо	 довести	
перпендикулярність	прямих	 ′a 	 і	 ′x .	Для	цього	в	пло
щині	 α 	проведемо	пряму,	що	не	проходить	через	точ
ку	 O	 і	 перетинає	 прямі	 b,	 ′x ,	 c	 у	 точках	 B,	 X,	 C	 від
повідно.	 Відкладемо	 на	 прямій	 ′a 	 від	 точки	 O	 рівні	
відрізки	 OA OD=  і	 сполучимо	 точки	 A і	 D з	 точка
ми	 B,	 X,	 C	 відрізками.

Puc. 10.3

a a'

b
cx

x'

O

C

A

B

D

X

a

II.	 	Послідовно	 обґрунтувати	
рівність	 трикутників:

1)	 � �AOC DOC= ;
2)	 � �AOB DOB= ;
3)	 � �ABC DBC= ;
4)	 � �ABX DBX= ;
5)	 � �AOX DOX= .

Прямокутні	 трикутники	 AOC	 і	 DOC дорівнюють	 один	
одному	 (за	 двома	 катетами).	 Отже,	 AC DC= .
Аналогічно	 з	 рівності	 прямокутних	 трикутників	 AOB	
і	 DOB одержуємо	 AB BD= .
Тоді	 трикутники	 ABC	 і	 DBC рівні	 (за	 трьома	 сторона
ми).	 Отже,	 � �ABC DBC= .
Трикутники	 ABX	 і	 DBX	 є	 рівними	 (за	 двома	 сторона
ми	 і	 кутом	 між	 ними).	 Звідси	 одержуємо	 AX DX= .	
Трикутники	 AOX	 і	 DOX	 рівні	 (за	 трьома	 сторонами),	
отже,	 � �AOX DOX  90 .
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III.	 	Зробити	 висновок	 про	 пер
пендикулярність	 прямих	
′a 	 і	 ′x ,	 a	 і	 x	 та	 прямої	 a	

і	 площини	 α .

Таким	 чином,	 прямі	 ′a 	 і	 ′x 	 перпендикулярні.	 Але	
тоді	 перпендикулярні	 й	 прямі	 a	 і	 x,	 а	 це	 означає,	 що	
пряма	 a	 перпендикулярна	 до	 площини	 α .	

Наприклад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 10.4) бічне	 ре
бро	 AA1 	 перпендикулярне	 до	 прямих	 AB	 і	 AD	 площини	
основи	 ABCD.	 Отже,	 за	 ознакою	 перпендикулярності	 пря
мої	 і	 площини	 це	 бічне	 ребро	 перпендикулярне	 до	 площи
ни	 основи	 ABCD.

Зміст теореми	 10.1	 часто	 використо
вують	 на	 практиці.	 Наприклад,	 підстав
ка	 для	 новорічної	 ялинки	 має	 форму	 хре
стовини.	 Якщо	 ялинку	 встановити	 так,	
щоб	 її	 стовбур	 був	 перпендикулярним	 до	
прямих	 хрестовини,	 то	 він	 стоятиме	 пер
пендикулярно	 до	 площини	 підлоги	 (див.	
рисунок).

Puc. 10.4
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залежність між паралельністю та пер
пен дикулярністю прямих і площин

 Теорема 10.2. Якщо одна з двох пара-
лельних прямих перпендикулярна до 
площини, то і друга пряма перпенди-
кулярна до цієї площини.

	 Доведення.	 Нехай	 прямі	 a і m пара
лельні	 m a�  	 та	 пряма	 a	 перпендикуляр
на	 до	 площини	 α 	 (рис.	 10.5).	 Доведемо,	
що	 m   .

Виберемо	 в	 площині	 α 	 дві	 довільні	
прямі	 b	 і	 c,	 які	 перетинаються.	 Оскільки	
a   ,	 то	 за	 означенням	 прямої,	 перпен
дикулярної	 до	 площини,	 a b⊥ 	 та	 a c⊥ .	
Якщо	 m a� ,	 то	 m b⊥ 	 і	 m c⊥ 	 (оскільки	 за	
означенням	 кута	 між	 мимобіжними	 пря
мими	 � �a b m b; ;     	 і	 � �a c m c; ;     ).	
Тоді	 за	 ознакою	 перпендикулярності	 пря
мої	 і	 площини	 m   .	

 Теорема 10.3. Дві прямі, перпендику-
лярні до однієї площини, паралельні.

	 Доведення.	 Нехай	 прямі	 a	 і	 b	 пер
пендикулярні	 до	 площини	 α 	 (рис.	 10.6).	
Доведемо,	 що	 a b� ,	 методом	 від	 супротив
ного.	 Припустимо,	 що	 прямі	 a	 і	 b	 не	 пара
лельні.	 Виберемо	 на	 прямій	 b	 довільну	
точку	 M	 і	 проведемо	 через	 неї	 пряму	 b1 ,	
паралельну	a.	Оскільки	 a   ,	то	 b1   	 за	
теоремою	 10.2.	 Якщо	 точки	 B	 і	 C	 —	 від
повідно	 точки	 перетину	 прямих	 b	 і	 b1 	 із	
площиною	 α ,	то	в	трикутнику	MBC	 отри
муємо	 два	 прямих	 кути,	 що	 неможливо.	
Отже,	 наше	 припущення	 неправильне	
і	 прямі	 a	 та	 b	 паралельні.	
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 Теорема 10.4. Якщо пряма перпендикулярна до однієї з двох 
паралельних площин, то вона перпендикулярна і до другої 
 площини.

 Доведення.	 Нехай	 площини	 α 	 і	 β 	 паралельні	  �  ,	

а	 пряма	 m	 перпендикулярна	 до	 площини	 α 	 m   	 (рис.	 10.7).	
Доведемо,	 що	 m  .

Проведемо	 через	 пряму	 m	 дві	 різні	 площини	 γ 	 і	 ϕ ,	 які	 пе
ретинають	 площину	 α 	 по	 прямих	 a1 	 і	 a2 ,	 а	 площину	 β 	 —	 по	
прямих	 b1 	 і	 b2 	 відповідно.	 Оскільки	  � ,	 то	 a b1 1� 	 і	 a b2 2� .	 За	
умовою	 m   ,	 тоді	 m a⊥ 1 	 і	 m a⊥ 2 .	 У	 кожній	 із	 площин	 γ 	 і	 ϕ 	
пряма	 m	 перпендикулярна	 до	 однієї	 з	 паралельних	 прямих,	
отже,	 перпендикулярна	 і	 до	 другої,	 тобто	 m b⊥ 1 	 і	 m b⊥ 2 .	 Але	
тоді	 m  .	

 Теорема 10.5 (ознака паралельності площин). Дві різні пло-
щини, перпендикулярні до однієї й тієї самої прямої, пара-
лельні.

	 Доведення.	 	 Нехай	 площини	 α 	 і	 β 	 перпендикулярні	 до	
прямої	 m	 (рис.	 10.7).	 Доведемо,	 що	  � .	 Проведемо	 через	 пря
му	 m	 дві	 різні	 площини	 γ 	 і	 ϕ ,	 які	 перетинають	 площину	 α 	 по	
прямих	 a1 	 і	 a2 ,	 а	 площину	 β 	 —	 по	 прямих	 b1 	 і	 b2 	 відповідно.	
Оскільки	 за	 умовою	 m   ,	 то	 m a⊥ 1 	 і	 m a⊥ 2 ;	 також	 за	 умовою	
m  ,	 тоді	 m b⊥ 1 	 і	 m b⊥ 2 .	 У	 кожній	 із	 площин	 γ 	 і	 ϕ 	 одержу
ємо	по	дві	прямі,	які	перпендикулярні	до	однієї	прямої	m.	Отже,	
a b1 1� 	 і	 a b2 2� ,	 тобто	 дві	 прямі,	 що	 перетинаються,	 площини	 α 	
паралельні	 відповідно	 двом	 прямим	 площини	 β .	 Таким	 чином,	
 � .	
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приКлади розв’язування задач

Доведіть,	що	в правильній трикутній піраміді мимобіжні ребра пер-
пендикулярні.

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 SABC —	 правильна	 піраміда	
(рис.	 10.8).	

Puc. 10.8
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Щоб	 довести	 перпендикулярність	
двох	 мимобіжних	 прямих	 SA	 і	 BC,	
можна	 довести	 перпендикулярність	
однієї	з	них	до	площини,	у	якій	ле
жить	 друга	 пряма.
Нагадаємо,	 що	 піраміда	 називаєть
ся	 правильною,	 якщо	 її	 основою	
є	 правильний	 многокутник,	 а	 всі	
бічні	 ребра	 рівні.	

Задача 1
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Розв’язання

Візьмемо	точку	M	—	середину	BC	 і	сполучимо	її	відрізками	з	точ
ками	 S і	 A.	 Оскільки	 в	 правильній	 піраміді	 бічні	 ребра	 рівні:	
SA SB SC= = , то	 трикутник	 SBC рівнобедрений	 і	 медіана	 SM 
є	 його	 висотою,	 тобто	 SM BC⊥ .	

Аналогічно	 AM BC⊥ ,	 оскільки	 трикутник	 ABC	 —	 правильний.

Тоді	 BC SAM⊥ пл. 	 (за	ознакою	перпендикулярності	прямої	 і	пло
щини).	 Отже,	 BC SA⊥ 	 (за	 означенням	 прямої,	 перпендикулярної	
до	 пло	щини).	

Доведіть,	що	через дану точку прямої можна провести одну і тільки 
одну перпендикулярну до неї площину.

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 a	 —	 дана	 пряма	 і	 A	 —	 точка	 на	 ній	 (рис.	 10.9).	
Проведемо	 через	 пряму	 дві	 площини,	 а	 в	 них	 —	 через	
точку	 A	 прямі	 b	 і	 c,	 перпендикулярні	 до	 прямої	 a.	 Пло
щина	 α ,	 яка	 проходить	 через	 ці	 прямі,	 перпендикуляр
на	 до	 прямої	 a	 за	 ознакою	 перпендикулярності	 прямої	
і	 площини	 (теорема	 10.1).
Доведемо,	 що	 ця	 площина	 єдина.	 Припустимо,	 що	 крім	
площини	 a	 існує	 інша	 площина	 a,,	 яка	 проходить	 через	
точку	 A	 і	 перпендикулярна	 до	 прямої	 a	 (рис.	 10.10).
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Нехай	 B	 —	 точка	 площини	  ,	 яка	 не	 лежить	 у	 площи
ні	 α .	 Проведемо	 через	 точку	 B	 і	 пряму	 a	 площину	 γ .	
Вона	 перетне	 площини	 α 	 і	  	 по	 різних	 прямих	 b	 і	 ′b ,	
перпендикулярних	 до	 прямої	 a.	 А	 це,	 як	 ми	 знаємо,	 не
можливо,	 оскільки	 в	 площині	 γ 	 через	 дану	 точку	 пря
мої	 проходить	 тільки	 одна	 перпендикулярна	 до	 неї	 пря
ма.	 Отже,	 площина,	 яка	 проходить	 через	 точку	 A	 і	 пер
пендикулярна	 до	 прямої	 a,	 єдина.	

Щоб	 одержати	 площину,	
перпендикулярну	 до	 даної	
прямої,	 можна	 використати	
ознаку	 перпендикулярності	
прямої	 та	 площини	 і	 побуду
вати	 дві	 прямі,	 що	 перпен
дикулярні	 до	 даної	 прямої	
і	 перетинаються.	 Але	 буду
вати	 перпендикулярні	 прямі	
зручно	 в	 площині.	 Тому	 до
цільно	 побудувати	 спочатку	
дві	 різні	 площини,	 які	 про
ходять	 через	 дану	 пряму,	
а	 потім	 у	 кожній	 із	 них	 про
вести	пряму,	перпендикуляр
ну	 до	 даної	 прямої.
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Доведіть,	що	через дану точку площини можна провести одну і тіль-
ки одну перпендикулярну до неї пряму.

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 α 	 —	 дана	 площина	 і	 A	 —	 точка	 на	 ній	
(рис.	 10.11).	
Проведемо	 в	 площині	 α 	 через	 точку	 A	 дві	 прямі	 b	
і	 c.	 Проведемо	 через	 точку	 A	 перпендикулярні	 до	
них	 площини	 (   b 	 і	   c ).	 Вони	 перетнуться	 по	
деякій	 прямій	 a,	 перпендикулярній	 до	 прямих	 b	
і	c.	Отже,	пряма	a	перпендикулярна	до	площини	 α 	
за	 ознакою	 перпендикулярності	 прямої	 і	 площини.
Доведемо,	 що	 ця	 пряма	 єдина.	 Припустимо,	 що,	
крім	прямої	a,	 існує	інша	пряма	 ′a ,	яка	проходить	
через	 точку	 A	 і	 перпендикулярна	 до	 площини	 α 	
(рис.	 10.12).	

Puc. 10.11

A

a

bca

g b

	 	 Puc. 10.12

A

a

a
b

a'

ϕ

Проведемо	 через	 прямі	 a	 і	 ′a 	 площину	 ϕ .	 Вона	 пе
ретне	 площину	 α 	 по	 деякій	 прямій	 b,	 перпендику
лярній	 до	 прямих	 a	 і	 ′a ,	 а	 це	 неможливо.
Отже,	 пряма,	 яка	 проходить	 через	 дану	 точку	 пло
щини	і	перпендикулярна	до	цієї	площини,	єдина.	

Для	 побудови	 шуканої	 прямої	
можна	 використати	 результат	 по
передньої	 задачі	 і	 отримати	 цю	
пряму	 як	 перетин	 двох	 площин,	
кожна	 з	 яких	 буде	 перпендику
лярною	 до	 якоїсь	 прямої	 даної	
площини.	 Тому	 зручно	 спочат
ку	 провести	 в	 даній	 площині	 дві	
прямі,	 які	 перетинаються	 в	 даній	
точці,	 а	 потім	 виконати	 вказані	
побудови.
Для	 того	 щоб	 обґрунтувати	 пер
пендикулярність	прямої	a	перети
ну	 побудованих	 площин	 до	 прове
дених	 прямих	 b	 і	 c,	 потрібно	 ви
користати	 означення	 прямої,	 пер
пендикулярної	до	площини	( b   ,	
отже,	 b a⊥ 	 і	 c  ,	 таким	 чином,	
c a⊥ ).	
Єдиність	 побудованої	 прямої	 до
водимо	 методом	 від	 супротивного.	
Після	 припущення	 про	 існування	
ще	 однієї	 прямої,	 яка	 проходить	
через	 дану	 точку	 перпендикуляр
но	до	даної	площини,	розглядаємо	
ще	 одну	 площину,	 у	 якій	 отрима
ємо	 суперечність	 із	 відомим	 фак
том	 планіметрії.

Через	 точки	 A	 і	 B	 проведено	 прямі,	 перпендикулярні	 до	 площи
ни	 α ,	 які	 перетинають	 її	 в	 точках	 C	 і	 D	 відповідно.	 Знайдіть	 від
стань	 між	 точками	 A	 і	 B,	 якщо	 AC = 3 	 м,	 BD = 2 	 м,	 CD = 2 4, 	 м	
і	 відрізок	 AB	 не	 перетинає	 площину	 α .

Розв’язання Коментар

	 Оскільки	 дві	 прямі,	 перпендикулярні	 до	
площини	 α ,	 паралельні,	 то	 AC BD� ,	 отже,	
ABDC —	 трапеція	 (рис.	 10.13,	 а).	 За	 умовою	
AC   ,	 тоді	 AC CD⊥ ,	 тобто	 трапеція	 ABDC	

прямокутна.	 Проведемо	 у	 трапеції	 ABDC	 із	
точки	 B	 перпендикуляр	 BK	 до	 сторони	 AC	
(рис.	 10.13,	 б).

За	 зображенням	 просторової	 конфігура
ції	 (рис.	 10.13)	 ми	 не	 можемо	 визначи
ти,	чи	лежить	чотирикутник	ABDC	в	од
ній	площині	(отже,	не	знаємо,	чи	можна	
до	 його	 елементів	 застосовувати	 відомі	
з	 планіметрії	 співвідношення).	
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	 Одержимо	 прямокутник	 BKCD	 (оскільки	
у	 чотирикутника	 BKCD	 усі	 кути	 прямі),	
отже,	 CK = BD = 2	 м	 і	 KB CD= = 2 4, 	 м.	 Тоді	
AK AC CK    3 2 1 	 (м).

Із	 прямокутного	 трикутника	 AKB:

AB AK BK     2 2 2 21 2 4 6 76, , 	 	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 = 2 6, 	 (м).

Відповідь:	 2,6	 м.	

Оскільки	 паралельні	 прямі	 лежать	 в	 од
ній	площині,	то	для	обґрунтування	того,	
що	 цей	 чотирикутник	 плоский,	 достат
ньо	 довести	 паралельність	 двох	 його	
сторін.	 Слід	 також	 урахувати,	 що	 для 
розв’язання багатьох стереометрич-
них задач часто доцільно виконувати 
виносні рисунки розглядуваних плоских 
фігур	 (рис.	 10.13,	 б),	 на	 яких	 зручно	
здійснювати	певні	побудови,	обчислення	
та	 обґрунтування.

Puc. 10.13
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D

A
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a
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1.	 Яка	 пряма	 називається	 перпендикулярною	 до	 площини?

2.	 Сформулюйте	 ознаку	 перпендикулярності	 прямої	 і	 площини.	 Ви
користовуючи	 модель	 прямокутного	 паралелепіпеда,	 наведіть	 при
клад	 її	 використання.

3.	 Доведіть	 ознаку	 перпендикулярності	 прямої	 і	 площини.

4.	 Сформулюйте	 властивості	 прямих	 і	 площин,	 які	 виражають	 залеж
ність	 між	 їх	 паралельністю	 та	 перпендикулярністю.

5.	 Доведіть	 властивості	 прямих	 і	 площин,	 які	 виражають	 залежність	
між	 їх	 паралельністю	 та	 перпендикулярністю.

10.1.°		Чи	 є	 правильним,	 що	 коли	 пряма	 перпендикулярна	 до	 будьяких	
двох	прямих	площини,	то	вона	перпендикулярна	до	цієї	площини?

10.2.°		У	 разі	 якого	 взаємного	 розташування	 двох	 прямих	 через	 одну	
з	 них	 можна	 провести	 площину,	 перпендикулярну	 до	 другої?

10.3.°		Як	 розташована	 відносно	 площини	 трикутника	 пряма,	 перпенди
кулярна	 до	 двох	 його	 сторін?

10.4.°		Чи	є	правильним,	що	пряма	є	перпендикулярною	до	площини	кру
га,	 якщо	 вона	 перетинає	 круг	 в	 центрі	 й	 перпендикулярна	 до:	

	 	 1)	 його	 діаметра;	 	 	 	 	 	 	 	 2)	 двох	 його	 діаметрів?
10.5.°		У	площині	 α 	розташований	трикутник	ABC. Пряма	MN,	яка	пере

тинає	 цю	 площину,	 перпендикулярна	 до	 відрізків	 AB	 і	 BC.	 Яким	
є	 взаємне	 розташування	 прямих	 MN	 і	 AC?

10.6.°	Пряма	 паралельна	 площині.	 Чи	 може	 вона	 бути	 перпендикуляр
ною	 до	 якоїнебудь	 прямої,	 що	 лежить	 у	 цій	 площині?

Запитання

Вправи

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



Розділ 3. Перпендикулярність прямих і площин у просторі106

10.7.	 Доведіть,	 що	 в	 прямокутному	 паралелепіпеді	 бічне	 ребро	 перпен
дикулярне	 до	 площини	 основи.

10.8.	 Доведіть,	 що	 в	 прямокутному	 паралелепіпеді	 діагональ	 основи	
перпендикулярна	 до	 кожного	 бічного	 ребра.

10.9.	 Доведіть,	 що	 кожне	 ребро	 куба	 перпендикулярне	 до	 двох	 його	
	граней.

10.10.	 Два	 прямокутних	 трикутники	 ABC	 і	 DBC,	 площини	 яких	 не	 збі
гаються,	 мають	 спільний	 катет,	 а	 через	 два	 інші	 катети	 —	 AC	
і	 CD	 —	 проведено	 площину	 α .	 Доведіть,	 що	 спільний	 катет	 пер
пендикулярний	 до	 будьякої	 прямої	 c	 площини	 α .

10.11.	 На	зображенні	правильного	тетраедра	ABCD	
(рис.	 10.14)	 побудуйте	 площину,	 перпенди
кулярну	 до	 його	 ребра	 AD.

10.12.	 Доведіть	 перпендикулярність	 прямих	 BD1 	
і	 AC	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 .

10.13.*	Доведіть,	що	через будь-яку точку простору 
можна провести єдину пряму, перпендику-
лярну до даної площини.

10.14.*	Доведіть,	що	через будь-яку точку простору 
можна провести єдину площину, перпенди-
кулярну до даної прямої.

10.15.*	Через	 точку	 A	 прямої	 a	 проведено	 перпендикулярні	 до	 неї	 пло
щину	 α 	 і	 пряму	 b.	 Доведіть,	 що	 пряма	 b	 лежить	 у	 площині	 α .

10.16.	 Через	 вершину	 квадрата	 ABCD	 проведено	 пряму	 BM,	 перпенди
кулярну	 до	 його	 площини.	 Доведіть,	 що:	

	 1)	 	пряма	 AD	 перпендикулярна	 до	 площини,	 визначеної	 пря
мими	 AB	 і	 BM;	

	 2)	 	пряма	 CD	 перпендикулярна	 до	 площини,	 визначеної	 прями
ми	 BC	 і	 BM.

10.17.	 Через	 точки	 M	 і	 N	 проведено	 прямі,	 перпендикулярні	 до	 площи
ни	 β ,	 які	 перетинають	 її	 в	 точках	 T	 і	 E	 відповідно.	 Знайдіть	
відстань	між	точками	M	 і	N,	якщо	 MT = 2 	м,	 NE =5 	м,	 TE = 4 	м	
і	 відрізок	 MN	 не	 перетинає	 площину	 β .

10.18.	 Верхні	 кінці	 двох	 вертикальних	 стовпів,	 розташованих	 на	 від
стані	 6,8	 м	 один	 від	 одного,	 з’єднано	 поперечкою.	 Висота	 одно	го	
стовпа	 11,6	 м,	 а	 другого	 —	 7,8	 м.	 Знайдіть	 довжину	 по	перечки.

10.19.	 Телефонний	 дріт	 завдовжки	 15	 м	 про
тягнуто	 від	 телефонного	 стовпа,	 де	 він	
закріплений	 на	 висоті	 8	 м	 від	 поверхні	
землі,	 до	 будинку,	 де	 його	 закріпили	 на	
висоті	 20	 м.	 Знайдіть	 відстань	 між	 бу
динком	 і	 стовпом,	 вважаючи,	 що	 дріт	 не	
провисає.

10.20.*	З	 вершини	 квадрата	 проведено	 перпен
дикуляр	 до	 його	 площини.	 Відстані	 від	
кінця	 цього	 перпендикуляра	 до	 решти	
вершин	квадрата	дорівнюють	a	і	b	 a b  .	
Знайдіть	 довжини	 перпендикуляра	 і	 сто
рони	 квадрата	 (рис.	 10.15).
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10.21.*	З	 вершини	 прямокутника	 проведено	
перпендикуляр	 до	 його	 площини.	 Від
стані	 від	 кінця	 цього	 перпендикуляра	
до	решти	вершин	прямокутника	дорів
нюють	 a,	 b,	 c	 ( a c< ,	 b c< ).	 Знайдіть	
довжини	перпендикуляра	і	сторін	пря
мокутника	 (рис.	 10.16).

10.22.	 Ребро	 куба	 дорівнює	 a.	 Знайдіть	 від
стань	 від	 точки	 перетину	 діагоналей	
однієї	 з	 граней	 до	 вершин	 протилеж
ної	 грані.

10.23.	 Діагональ	 BD1 	 прямокутного	 паралелепіпеда	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 до
рівнює	 a,	 діагональ	 AD1 	 —	 b.	 Знайдіть	 AB.

10.24.	 Пряма	 CD	 перпендикулярна	 до	 площини	 правильного	 трикутни
ка	 ABC.	 Через	 центр	 O	 цього	 трикутника	 проведено	 пряму	 OK,	

паралельну	 прямій	 CD.	 Відомо,	 що	 AB =16 3 	 см,	 OK =12 	 см,	
CD =16 	 см.	 Знайдіть	 відстань	 від	 точок	 D	 і	 K	 до	 вершин	 A	 і	 B	
трикутника.

10.25.	 Точка	 O	 —	 точка	 перетину	 діагоналей	 прямокутника	 ABCD,	 точ
ка	M	однаково	віддалена	від	усіх	його	вершин.	Доведіть,	що	пря
ма	 MO	 перпендикулярна	 до	 площини	 прямокутника.

	 виявіть свою компетентність

10.26.°	Щоб	розпил	дерев’яного	бруска	(рис.	10.17)	
був	перпендикулярним	до	його	ребра,	через	
точку	 A	 ребра	 проводять	 перпендикулярно	
до	 ребра	 прямі	 AB	 і	 AC.	 Потім	 пиляють	
так,	 щоб	 розпил	 ішов	 по	 цих	 прямих.	 Чи	
правильно	 це?
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  § 11.    ПерПендикуляр і Похила.  
Теорема Про Три ПерПендикуляри

Таблиця 11

Перпендикуляр і похила

У просторі На площині

AO — перпендикуляр

a

B
O

A

AO — відстань від точки A  
до площини α ;

AO   ; O ;
OB — проєкція похилої AB на площину α

BO

A

a

AO — відстань від точки A до прямої a;
AO   ; O ;

OB — проєкція похилої AB на пряму a

a

B
O

C

A AB — похила

AO AB<  (перпендикуляр 
є коротшим від похилої)

AB AC=  ⇔  BO OC=
AB AC>  ⇔  BO OC> B O C

A

Теорема про три перпендикуляри

a BO
c

A

   

OB — проєкція AB  
на площину α ;  

c — пряма на площині α , 
OB c⊥

⇔ AB c⊥

 a
BO

c

A

Пояснення й обґрунТування
Поняття перпендикуляра і похилої в просторі вводять аналогіч-

но до відповідних понять на площині (табл. 11). 
Нехай дано площину α  і точку A, яка не належить площині. 

Проведемо пряму a, що проходить через цю точку перпендикулярно 
до площини α . Точку перетину прямої a з площиною α  позначимо 
через O (рис. 11.1). Відрізок AO називають перпендикуляром, про-
веденим із точки A до площини α , точку O — основою перпендику-
ляра.

§ 11

a
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 означення. Відстанню від точки до площини називається до-
вжина перпендикуляра, проведеного з цієї точки до пло-
щини.

 означення. Похилою до площини називається пряма, що пере-
тинає площину і не перпендикулярна до неї.	

Похилою	називають	також	відрізок,	який	сполучає	точку,	що	
не	 належить	 площині,	 з	 точкою	 площини,	 якщо	 цей	 відрізок	 не	
є	 перпендикуляром	 до	 площини.	 Кінець	 цього	 відрізка,	 що	 ле
жить	 у	 площині,	 називають	 основою похилої.	

 означення. Відрізок, який сполучає основи перпендикуляра 
і похилої, проведених з однієї точки, називається проєкцією* 
похилої.

На	 рис.	 11.2	 з	 точки	 A	 до	 площини	 α 	 проведено	 перпенди
куляр	 AO	 і	 похилу	 AB.	 Точка	 O	 —	 основа	 перпендикуляра,	 точ
ка	 B	 —	 основа	 похилої,	 OB	 —	 проєкція	 похилої	 AB	 на	 пло
щину	 α .

Властивості	 перпендикуляра	 і	 похилої	 в	 просторі	 аналогічні	
відповідним	 властивостям	 на	 площині.

 Теорема 11.1. Якщо з однієї точки, узятої поза площиною, 
проведено до цієї площини перпендикуляр і декілька похи-
лих, то:
1)  перпендикуляр коротший від будь-якої похилої, проведеної 

з тієї самої точки до тієї ж площини;
2)  рівні похилі мають рівні проєкції, і навпаки, похилі, які 

мають рівні проєкції, є рівними;
3)  більша (за довжиною) похила має більшу проєкцію, і на-

впаки, з двох похилих більша та, у якої проєкція більша.

	 Доведення.	 Нехай	 AO	 —	 перпендикуляр,	 проведений	 до	
площини	 α ,	 AB	 і	 AC	 —	 похилі	 до	 цієї	 площини,	 а	 OB	 і	 OC	 —	
відповідно	 їхні	 проєкції	 на	 площину	 α 	 (рис.	 11.3).

1)	 Оскільки	 AO   ,	 то	 AO OB⊥ .	 Тоді	 трикутник	 AOB	 пря
мокутний,	 AB	 —	 гіпотенуза,	 AO	 —	 катет.	 Отже,	 AO AB< .

2)	 Якщо	 виконується	 рівність	 похилих:	 AB AC= 	 (або	 відпо
відно	 їхніх	 проєкцій	 OB OC= ),	 то	 прямокутні	 трикутники	 AOB	
і	AOC	є	рівними	за	катетом	і	гіпотенузою	(або	за	двома	катетами).	
Отже,	одержуємо	потрібну	рівність	проєкцій:	 OB OC= 	 (або	самих	
похилих:	 AB AC= ).

3)	 Оскільки	 за	 теоремою	 Піфагора	 з	 прямокутних	 трикутни

ків	 AOB	 і	 AOC:	 AB AO OB2 2 2  	 і	 AC AO OC2 2 2  ,	 то	 нерівність	
AB AC> 	 виконується	 тоді	 і	 тільки	 тоді,	 коли	 виконується	 нерів

ність	 OB OC> .	

*	 Точніше	цей	відрізок	називається	ортогональною,	або	прямокутною,	
проєкцією	 похилої	 (коли	 всі	 проєктуючі	 прямі	 перпендикулярні	 до	
площини	проєкцій).	Далі,	говорячи	про	проєкції,	ми	будемо	мати	на	
увазі	ортогональні	проєкції.
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 Теорема 11.2. (про три перпендикуляри). Якщо 
пряма на площині перпендикулярна до проєк-
ції похилої на цю площину, то вона перпенди-
кулярна і до похилої. І навпаки: якщо пряма 
на площині перпендикулярна до похилої, то 
вона перпендикулярна і до проєкції похилої.

	 Доведення.	 Нехай	 пряма	 c	 площини	 α 	
(рис.	 11.4,	 а,	 б)	 перпендикулярна	 до	 проєкції	 OB	
похилої	 AB	 (або	 до	 самої	 похилої	 AB).	 Оскільки	
AO   ,	 то	 AO c⊥ .	 Тоді	 пряма	 c	 буде	 перпендику

лярною	 до	 двох	 прямих,	 що	 перетинаються,	 —	 OB	
і	 AO	 (чи	 AB	 і	 AO).	 За	 ознакою	 перпендикулярності	
прямої	 і	 площини	 пряма	 c	 перпендикулярна	 до	
площини	 AOB,	 а	 отже,	 вона	 буде	 перпендикуляр
ною	 і	 до	 похилої	 AB	 (чи	 до	 її	 проєкції	 OB).	

	 	Спробуйте довести цю теорему в інший спосіб. 
Обговоріть свій варіант доведення з друзями та 
подругами.
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приКлади розв’язування задач

Через	 центр	 описаного	 навколо	 трикутника	 кола	 проведено	 пряму,	
перпендикулярну	до	площини	трикутника.	Доведіть,	що	кожна	точ
ка	 цієї	 прямої	 рівновіддалена	 від	 вершин	 трикутника.

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 у	 трикутнику	 ABC	 через	 центр	 O	 описа
ного	 кола	 проведено	 пряму	 a,	 перпендикулярну	
до	 площини	 ABC	 (рис.	 11.5).	
Розглянемо	 довільну	 точку	 M a∈ .	 Сполучаємо	
точку	 M	 із	 точками	 A,	 B,	 C	 відрізками.	 Похилі	
MA,	 MB	 і	 MC	 мають	 рівні	 проєкції		
( AO BO CO= = 	 як	 радіуси	 описаного	 кола),	 отже,	
ці	похилі	дорівнюють	одна	одній:	 MA MB MC= = ,	
тобто	 точка	 M	 рівновіддалена	 від	 вершин	 трикут
ника.	

У	 даній	 конфігурації	 фактично	
з	 точки	 M,	 вибраної	 на	 даній	 пря
мій,	 проведено	 до	 площини	 три
кутника	 перпендикуляр	 та	 похилі	
(рис.	 11.5).	 Тому	 доцільно	 вико
ристати	 відповідні	 властивості,	 які	
пов’язують	 довжини	 похилих,	 про
ведених	 з	 однієї	 точки	 до	 однієї	
площини,	 та	 їх	 проєкцій.
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Відстань	від	даної	точки	до	площини	ромба	дорівнює	8	м,	а	до	кожної	
з	 його	 сторін	 —	 10	 м.	 Знайдіть	 радіус	 кола,	 вписаного	 в	 цей	 ромб.

Розв’язання Коментар

	Нехай	дано	ромб	ABCD	і	точку	S,	розташовану	поза	
площиною	 ромба.	 Проведемо	 з	 точки	 S	 перпендику
ляр	 SO	 до	 площини	 ABCD	 та	 перпендикуляри	 SK,	
SM,	SN,	SL	на	сторони	ромба	(рис.	11.6).	Тоді	за	умо
вою	 SO = 8 	 м	 і	 SK SM SN SL= = = =10 	 м.
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Беручи	 до	 уваги,	 що	 рівні	 похилі,	 проведені	 з	 однієї	
точки	 до	 однієї	 площини,	 мають	 рівні	 проєкції,	 отри
муємо:	 OK OM ON OL= = = .	 Оскільки	 SK DC⊥ ,	 то	
OK DC⊥ за	 теоремою	 про	 три	 перпендикуляри.	 Ана
логічно	 OM AD⊥ ,	 ON AB⊥ ,	 OL BC⊥ .	 Тоді	 точка	 O	
рівновіддалена	від	усіх	сторін	ромба	і	є	центром	кола,	
вписаного	 в	 ромб*,	 а	 OK	 —	 радіус	 цього	 кола.	 Із	 пря
мокутного	 трикутника	 SOK	 ( SO ABCD⊥ пл. ,	 отже,	

SO OK⊥ ):	 OK SK SO      2 2 2 210 8 6 м . 	

Відповідь:	 6	 м.	

Оскільки	 відстань	 від	 точ
ки	 до	 площини	 вимірюють	 за	
перпендикуляром,	 то	 ми	 ма
ємо	 фактич	но	 перпендикуляр	
і	 похилі	 до	 площини	 і	 можемо	
викори	стати	 відповідні	 власти
вості,	 які	 пов’язують	 довжини	
похилих,	 проведених	 із	 однієї	
точки	 до	 однієї	 площини,	 та	 їх	
проєкцій.
Щоб	 обґрунтувати,	 що	 одержа
ні	 проєкції	 похилих	 є	 саме	 ра
діусами	 вписаного	 в	 ромб	 кола,	
зручно	 використати	 теорему	
про	 три	 перпендикуляри.
Для	 обґрунтування	 того,	 що	
трикутник	 SOK	 є	 прямокут
ним,	 достатньо	 використати	
означення	 прямої	 (SO),	 пер
пендикулярної	 до	 площини	
(ABCD),	 —	 тоді	 пряма	 SO	 пер
пендикулярна	до	будьякої	пря
мої	 площини	 ABCD,	 зокрема	 до	
прямої	 OK.

Доведіть,	 що діагональ куба перпендикулярна до площини, яка 
проходить через кінці трьох ребер куба, які виходять із тієї самої 
вершини, що й діагональ.

Розв’язання Коментар

	 Розглянемо	 в	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	
(рис.	 11.7)	 діагональ	 BD1 .	 Оскільки	
D D ABCD1 ⊥ пл. ,	 то	 BD	 —	 проєкція	 похилої	
BD1 	 на	 пл.	 ABCD.	 Але	 AC BD⊥ 	 (як	 діагона
лі	 квадрата	 ABCD),	 отже,	 AC BD⊥ 1 .

Для	 того	 щоб	 довести	 перпендикуляр
ність	 прямої	 і	 площини,	 використаємо	
відповідну	 ознаку	 перпендикулярності:	
доведемо,	 що	 пряма	 BD1 	 перпендику
лярна	до	двох	прямих,	які	перетинають
ся,	 площини	 AB C1 .	

Задача 2

*	 Точка	O	є	точкою	перетину	діагоналей	ромба,	відрізки	OL	та	OM	лежать	на	одній	прямій,	LM	—	
висота	ромба	(аналогічно	NK	—	теж	висота	ромба).

Задача 3
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Аналогічно	 D C BB C C1 1 1 1⊥ пл. .	 Тоді	 BC1 	 —	
проєкція	 похилої	 BD1 	 на	 пл.	 BB C C1 1 .	 Але	
B C BC1 1⊥ 	 (як	 діагоналі	 квадрата	 BB C C1 1 ),	
отже,	 B C BD1 1⊥ .	 Таким	 чином,	 пряма	 BD1 	
перпендикулярна	 до	 двох	 прямих,	 що	 пере
тинаються,	 площини	 AB C1 .	
Отже,	 BD AB C1 1⊥ пл. 	 за	 ознакою	 перпенди
кулярності	 прямої	 і	 площини.	

Для	 обґрунтування	 цього	 зручно	 вико
ристати	 теорему	 про	 три	 перпендикуля
ри,	 послідовно	 проєктуючи	 діаго
наль	 BD1 	 на	 дві	 різні	 грані	 куба.

1.	 Поясніть,	 як	 вводять	 поняття	 перпендикуляра	 і	 похилої	 до	 площи
ни	 та	 проєкції	 похилої	 на	 площину.

2.	 Сформулюйте	 властивості	 перпендикуляра	 і	 похилої	 до	 площини.

3.	 Доведіть	 властивості	 перпендикуляра	 і	 похилої	 до	 площини.

4.	 Сформулюйте	 теорему	 про	 три	 перпендикуляри.

5.	 Доведіть	 теорему	 про	 три	 перпендикуляри.

11.1.		У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 11.8)	 назвіть	
проєкції	 діагоналі	 A C1 	 на	 всі	 грані	 куба.

11.2.	Основа	 піраміди	 SABCD	 —	 квадрат	 ABCD.	
Ребро	 SA	 перпендикулярне	 до	 площини	
основи.	 Порівняйте	 попарно	 довжини	 від
різків	 SA,	 SB,	 SC	 і	 SD.	 Обґрунтуйте	 ре
зультат.

11.3.	Основа	 піраміди	 SABCD	 —	 прямокутник	
ABCD,	 AB BC< .	Ребро	SD	перпендикуляр
не	 до	 площини	 основи.	 Серед	 відрізків	 SA,	
SB,	SC	 і	SD	укажіть	найменший	і	найбіль
ший.	 Обґрунтуйте	 свій	 вибір.	

11.4.	З	 точки	 A	 до	 даної	 площини	 проведено	 перпендикуляр	 і	 похилу,	
що	 перетинають	 площину	 відповідно	 в	 точках	 B	 і	 C.	 Знайдіть	 дов
жину	 проєкції	 похилої	 AC,	 якщо	 AC =50 	 см,	 AB = 30 	 см.

11.5.	З	 точки	 A	 до	 даної	 площини	 проведено	 перпендикуляр	 і	 похилу,	
що	 перетинають	 площину	 відповідно	 в	 точках	 B	 і	 C.	 Знайдіть	 від
різок	 AC,	 якщо	 AB = 8 	 см	 і	 �BAC  60 .

Запитання

Вправи
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11.6.	 Відрізки	 двох	 похилих,	 проведених	 із	 однієї	 точки	 до	 площини,	
дорівнюють	 15	 см	 і	 20	 см.	 Проєкція	 одного	 з	 цих	 відрізків	 до
рівнює	 16	 см.	 Знайдіть	 проєкцію	 другого	 відрізка.

11.7.	 Відрізок	 BC	 завдовжки	 12	 см	 є	 проєкцією	 відрізка	 AC	 на	 площи
ну	 α .	 Точка	 D	 належить	 відрізку	 AC	 і	 AD DC: := 2 3 .	 Знайдіть	
довжини	 відрізка	 AD	 і	 його	 проєкції	 на	 площину	 α ,	 якщо	 відо
мо,	 що	 AB = 9 	 см.

11.8.	 Із	 точки	 S	 поза	 площиною	 α 	 проведено	 до	 неї	 три	 рівні	 похилі	
SA,	 SB,	 SC	 і	 перпендикуляр	 SO.	 Доведіть,	 що	 основа	 перпенди
куляра	 O	 є	 центром	 кола,	 описаного	 навколо	 трикутника	 ABC.

11.9.	 Точка	 A	 розташована	 на	 відстані	 a	 від	 вершин	 рівностороннього	
трикутника	 зі	 стороною	 a.	 Знайдіть	 відстань	 від	 точки	 A	 до	 пло
щини	 трикутника.

11.10.*	 У	 рівнобедреному	 трикутнику	 основа	 і	 висота	 дорівнюють	 4	 м.	
Задана	 точка	 розміщена	 на	 відстані	 6	 м	 від	 площини	 трикутника	
і	 на	 однаковій	 відстані	 від	 його	 вершин.	 Знайдіть	 відстань	 від	
даної	 точки	 до	 вершин	 трикутника.

11.11.	 Відстані	 від	 точки	 A	 до	 вершин	 квадрата	 дорівнюють	 a.	 Знайдіть	
відстань	від	точки	A	до	площини	квадрата,	якщо	сторона	квадра
та	 дорівнює	 b.

11.12.	 З	 точки	 до	 площини	 проведено	 дві	 похилі	 завдовжки	 10	 см	
і	 17	 см.	 Різниця	 довжин	 проєкцій	 цих	 похилих	 становить	 9	 см.	
Знайдіть	 довжини	 проєкцій	 похилих.

11.13.	 З	 точки	 до	 площини	 проведено	 дві	 похилі.	 Знайдіть	 довжини	 по
хилих,	 якщо:	

	 1)	 	одна	 з	 них	 на	 26	 см	 більша	 від	 другої,	 а	 проєкції	 похилих	 до
рівнюють	 12	 см	 і	 40	 см;	

	 2)	 	похилі	 відносяться	 як	 1	 :	 2,	 а	 проєкції	 похилих	 дорівню
ють	 1	 см	 і	 7	 см.

11.14.	 З	 точки	 до	 площини	 проведено	 дві	 похилі	 завдовжки	 23	 см	
і	 33	 см.	 Знайдіть	 відстань	 від	 цієї	 точки	 до	 площини,	 якщо	 до
вжини	 проєкцій	 похилих	 відносяться	 як	 2	 :	 3.

11.15.*	На	 даному	 зображенні	 куба	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 проведіть	 перпенди
куляр	 із	 вершини	 B1 	 на	 площину	 ABD1 	 Укажіть	 проєкцію	 від
різка	 AB1 	 на	 цю	 площину.

11.16.*	Дано	 прямокутний	 трикутник	 ABC,	 катети	 якого	 AC	 і	 BC	 дорівню
ють	 відповідно	 20	 см	 і	 15	 см.	 Через	 вершину	 A	 проведено	 площи
ну	 α ,	 паралельну	 прямій	 BC.	 Проєкція	 одного	 з	 катетів	 на	 цю	 пло
щину	дорівнює	12	см.	Знайдіть	проєкцію	гіпотенузи	на	цю	площину.

11.17.*	Сторона	 ромба	 дорівнює	 10	 см,	 гострий	 кут	 —	 60°.	 Через	 одну	
зі	 сторін	 ромба	 проведено	 площину.	 Проєкція	 другої	 сторони	 на	
площину	 дорівнює	 8	 см.	 Знайдіть	 проєкції	 діагоналей	 ромба	 на	
цю	 площину.

11.18.	 Чи	 залишиться	 справедливою	 теорема	 про	 три	 перпендикуляри,	
якщо	в	її	формулюванні	слова	«пряма	на	площині»	замінити	сло
вами	 «пряма,	 паралельна	 площині»?	 Відповідь	 обґрунтуйте.

11.19.	 Пряма	 a	 перетинає	 площину	 α 	 і	 не	 є	 перпендикулярною	 до	 цієї	
площини.	 Чи	 існують	 у	 площині	 α 	 прямі,	 перпендикулярні	 до	
прямої	 a?	 Якщо	 існують,	 то	 як	 їх	 можна	 побудувати?
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11.20.*	Доведіть	 перпендикулярність	 прямих	 AC1 	 і	 BD	 у	 кубі	
ABCDA B C D1 1 1 1 .	

11.21.*	На	 даному	 зображенні	 куба	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 проведіть	 перпенди
куляр	 із	 вершини	 B1 	 на	 площину	 ACD1 .	 Укажіть	 основу	 цього	
перпендикуляра.

11.22.	 Через	 вершину	 A	 прямокутника	 ABCD	 проведено	 пряму	 AK,	 пер
пендикулярну	 до	 його	 площини.	 Знайдіть	 відрізок	 AK,	 якщо	
BK = 6 	 см,	 DK =7 	 см,	 CK = 9 	 см.

11.23.	 Якщо	 через	 центр	 кола,	 описаного	 навколо	 многокутника,	 про
ведено	 пряму,	 перпендикулярну	 до	 площини	 многокутника,	 то	
кожна	 точка	 цієї	 прямої	 рівновіддалена	 від	 вершин	 многокутни
ка.	 Доведіть.

11.24.	 Якщо	 деяка	 точка	 рівновіддалена	 від	 вершин	 многокутника,	 то	
основа	 перпендикуляра,	 проведеного	 з	 даної	 точки	 до	 площини	
многокутника,	 збігається	 з	 центром	 кола,	 описаного	 навколо	
многокутника.	 Доведіть.

11.25.*	У	 рівнобедреному	 трикутнику	 кут	 при	 вершині	 дорівнює	 120°,	
а	 бічні	 сторони	 —	 по	 10	 см.	 Поза	 площиною	 трикутника	 дано	
точку,	 яка	 віддалена	 від	 кожної	 з	 вершин	 на	 26	 см.	 Знайдіть	
відстань	 від	 цієї	 точки	 до	 площини	 трикутника.

11.26.*	У	 трикутнику	 ABC,	 � A  45 ,	 BC =12 	 см.	 Точка	 S	 розташована	
на	 відстані	 6	 см	 від	 його	 площини	 і	 на	 однаковій	 відстані	 від	
кожної	 вершини	 трикутника.	 Знай	діть	 відстань	 від	 точки	 S	 до	
вершин	 трикутника.

11.27.*	Трапеція	 вписана	 в	 коло,	 причому	 менша	 основа,	 яка	 дорівнює	
16	 см,	 стягує	 дугу	 60°.	 На	 відстані	 12	 см	 від	 площини	 трапеції	
розташована	 точка,	 рівновіддалена	 від	 кожної	 її	 вершини.	 Знай
діть	 відстань	 від	 цієї	 точки	 до	 вершини	 трапеції.

11.28.	 У	 трикутнику	 ABC	 сторони	 AB =13 	 см,	 BC =14 	 см,	 AC =15 	 см.	
З	 вершини	 A	 проведено	 до	 його	 площини	 перпендикуляр	 AD	 за
вдовжки	 5	 см.	 Знайдіть	 відстань	 від	 точки	 D	 до	 сторони	 BC.

11.29.*	До	 площини	 ромба	 ABCD,	 у	 якого	 � A  45 ,	 AB = 8 	 см,	 прове
дено	 перпендикуляр	 MC	 завдовжки	 7	 см.	 Знайдіть	 відстань	 від	
точки	 M	 до	 прямих,	 які	 містять	 сторони	 ромба.

11.30.	 Якщо	через	центр	кола,	вписаного	в	многокутник,	проведено	пер
пендикуляр	 до	 площини	 многокутника,	 то	 кожна	 точка	 перпен
дикуляра	 рівновіддалена	 від	 сторін	 многокутника.	 Доведіть.

11.31.*	Якщо	точка	рівновіддалена	від	сторін	многокутника	і	основа	пер
пендикуляра,	 опущеного	 з	 даної	 точки	 до	 його	 площини,	 лежить	
усередині	 многокутника,	 то	 основа	 перпендикуляра	 є	 центром	
кола,	 вписаного	 в	 многокутник.	 Доведіть.

11.32.	 Доведіть,	 що	 сума	 відстаней	 від	 двох	 протилежних	 вершин	 па
ралелограма	 до	 площини,	 яка	 не	 перетинає	 його,	 дорівнює	 сумі	
відстаней	від	двох	 інших	протилежних	вершин	паралелограма	до	
цієї	 площини.	

11.33.*	Відстані	 від	 вершин	 A,	 B,	 C	 паралелограма	 ABCD	 до	 деякої	 пло
щини	 дорівнюють	 11	 см,	 29	 см	 і	 13	 см	 відповідно.	 Знайдіть	 від
стань	 від	 цієї	 площини	 до	 четвертої	 вершини	 паралелограма.
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У	 стародавні	 часи	 для	 визначення	 курсу	 корабля	
моряки	 орієнтувалися	 по	 зорях.	 Для	 цього	 вимірюва
ли	 кут,	 що	 утворював	 із	 площиною	 горизонту	 промінь,	
який	 ішов	 від	 даної	 точки	 до	 відомої	 зорі.	

Сьогодні	 в	 практичній	 діяльності	 людині	 часто	 до
водиться	 визначати	 кут	 нахилу	 прямих	 і	 площин	 до	
даної	 площини	 (див.	 рисунки).

Дамо	 означення	 кута	 між	 прямою	 і	 площиною,	
а	 в	 наступному	 параграфі	 —	 кута	 між	 площинами.

 означення. Кутом між похилою* і площиною	 назива-
ється кут між цією похилою та її проєкцією на пло-
щину.	

Якщо	 пряма	 перпендикулярна	 до	 площини,	 то	 кут	
між	нею	і	площиною	вважають	рівним	90°,	а	якщо	пря
ма	 паралельна	 площині	 або	 лежить	 у	 площині,	 —	 то	
рівним	 0°.

З	 наведеного	 означення	 випливає:	 якщо	 ϕ 	 —	 кут	
між	 прямою	 і	 площиною,	 то	 0 90 � � ,	 а	 якщо	 γ 	 —	
кут	 між	 похилою	 і	 площиною,	 то	 0 90    .

Наприклад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 12.1)	 про
єкцією	 діагоналі	 A B1 	 бічної	 грані	 куба	 на	 площину	
його	 основи	 ABCD	 є	 відрізок	 AB	 (оскільки	
A A ABCD1 ⊥ пл. ).	 Отже,	 кутом	 між	 A B1 	 і	 площи

ною	 ABCD	 є	 кут	 A BA1 ,	 який	 дорівнює	 45°.



*	 Термін	«похила»	може	означати	як	пряму,	так	і	відрізок,	
тобто	кутом	між	відрізком	і	площиною	будемо	вважати	кут	
між	прямою,	що	містить	даний	відрізок,	і	цією	площиною. Puc. 12.1

B

B1

C

C1

D

D1

A

A1

   § 12.  КуТ між прямою Та площиною
Таблиця 12

Кут між прямою та площиною

B
O

A

a

BO	 —	 проєкція	 AB	 	
на	 площину	 α

AO  
� ABO 	 —	 кут	 між	 пря
мою	 AB	 і	 площиною	 α

Особливі випадки

a

a

a �α

a	 лежить	 в	 α
⇔ � a;   0

a

a

a   � a;   90⇔

пояснення й обґрунТування

§ 12
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 Теорема 12.1. Кут між похилою і площиною 
є найменшим з усіх кутів між цією похилою 
і прямими, що лежать у даній площині.
	 Доведення.	 Нехай	 a	 —	 похила	 до	 площи

ни	 α ,	 B	 —	 точка	 перетину	 похилої	 з	 площиною,	
b	 —	 проєкція	 похилої,	 c	 —	 пряма	 в	 площині	 α ,	
що	 проходить	 через	 точку	 B	 (рис.	 12.2).	 Потрібно	
довести,	 що	 кут	 ϕ 	 між	 прямими	 a	 і	 b	 менший	 від	
кута	 між	 прямими	 a	 і	 c.

Якщо	 c b⊥ ,	то	гострий	кут	 ϕ 	менший	від	пря
мого	кута	між	прямими	a	і	c	(згадайте	теорему	про	
три	 перпендикуляри).

Якщо	 прямі	 c	 і	 b	 не	 перпендикулярні,	 то	 візь
мемо	 на	 прямій	 a	 точку	 A,	 відмінну	 від	 B,	 та	 її	
проєкцію	 O	 (тоді	 AO   ).	 Проведемо	 в	 площині			
перпендикуляр	 OC	 до	 прямої	 c	 та	 сполучимо	 точ
ки	 A і	 C відрізком.	 За	 теоремою	 про	 три	 перпен
дикуляри	 AC c⊥ .	 Із	 прямокутних	 трикутни

ків	 ABO	 і	 ABC:	 sin   AO

AB
,	 sin � ABC

AC

AB
= .

Оскільки	 AO AC< ,	 то	 sin sin  � ABC ;	 ура	хо
ву	ючи,	що	ці	кути	гострі,	одержуємо:	  � ABC .	



Puc. 12.2

B

C

O

A

a

b

c

ϕ

a

приКлади розв’язування задач

Із	 точки,	 віддаленої	 від	 площини	 на	 відстань	 a,	 проведено	 дві	 по
хилі,	 які	 утворюють	 із	 площиною	 кути	 45°	 і	 30°,	 а	 між	 собою	 —	
прямий	 кут.	 Знайдіть	 відстань	 між	 основами	 похилих.

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 дано	 точку	 A,	 з	 якої	 до	 площини	 α 	
проведено	 дві	 похилі	 AB	 і	 AC	 (рис.	 12.3).	
Проведемо	 з	 точки	 A	 перпендикуляр	 AO	 до	
площини	 α .	 За	 умовою	 AO a= .	 Оскільки	
проєкціями	 похилих	 AB	 і	 AC	 є	 відповідно	
відрізки	 OB	 і	 OC,	 то	 кут	 � ABO 	 —	 кут	 між	
похилою	 AB	 і	 площиною	 α ,	 а	 � ACO 	 —	 кут	
між	 похилою	 AC	 і	 площиною	 α .	 За	 умовою	
� ABO  45 	і	 � ACO  30 .	Оскільки	 AO   ,	
то	 AO OB⊥ 	 і	 AO OC⊥ .	
Із	 прямокутного	 трикутника	 AOB:

AB a
AO 

sin45
2 .

Оскільки	 відстанню від точки до пло-
щини є довжина перпендикуляра, про-
веденого з цієї точки до площини,	 то	
на	 рисунку	 до	 задачі	 слід	 зобразити	
крім	 похилих	 перпендикуляр,	 проведе
ний	 із	 даної	 точки	 до	 даної	 площини	
(рис.	 12.3).	 Перш	 ніж	 проводити	 обчис
лення,	 у розв’язанні необхідно обґрун-
тувати, що дану відстань	 (від	 точки	
до	 площини)	 і дані кути	 (між	 похили
ми	 і	 площиною)	 позначено правильно.	
У процесі обчислення слід указувати, 
з	 якого трикутника визначаємо еле-
менти, і, якщо він прямокутний, пояс-
нювати чому.

Задача 1
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Puc. 12.3

B

C
O

A

a
45°

30°
a

Із	 прямокутного	 трикутника	 AOC:	

AC a
AO 

sin30
2 .

Із	 прямокутного	 трикутника	 ABC	 ( AB AC⊥ 	
за	 умовою):	

BC AB AC a a a    2 2 2 22 4 6 .

Відповідь:	 a 6 .	

План	 обчислювальної	 частини	
розв’язання	 може	 бути	 таким:
1)	 	із	 прямокутного	 трикутника	 AOB	

знайти	 AB;
2)	 	із	 прямокутного	 трикутника	 АОС 

знайти	 AC;
3)	 	із	 прямокутного	 трикутника	 ABC	

знайти	 BC.

Знайдіть	 кут*	 між	 ребром	 правильного	 тетраедра	 і	 площиною	 грані,	
яка	 не	 містить	 це	 ребро.

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 ABCD	 —	 даний	 правильний	 тетра
едр.	 Проведемо	 перпендикуляр	 DO	 до	 пло
щини	 ABC	 (рис.	 12.4).	 Тоді	 AO	 —	 проєкція	
ребра	 AD	 на	 площину	 ABC,	 отже,	 �DAO 	 —	
кут	між	ребром	AD	і	площиною	ABC.	Оскіль
ки	 в	 правильному	 тетраедрі	 всі	 ребра	 дорів
нюють	 одне	 одному	 (нехай	 DA DB DC AB BC AC x= = = = = =	

DA DB DC AB BC AC x= = = = = = ),	 то	 похилі	 DA,	 DB,	
DC є	 рівними,	 а	 значить,	 рівні	 й	 їхні	 про
єкції:	 AO BO CO= = .	

Нагадаємо,	 що	 в правильному тетраедрі 
всі грані є правильними трикутниками, 
тому всі його ребра дорівнюють одне 
одному.	 Оскільки	 кутом	 між	 похилою	
і	 площиною	 називається	 кут	 між	 цією	
похилою	 та	 її	 проєкцією	 на	 площину,	 то	
для	 побудови	 кута	 між	 ребром	 AD	 і	 пло
щиною	ABC	 (рис.	12.4)	достатньо	побуду
вати	 проєкцію	 AD	 на	 площину	 ABC.	 Для	
цього	 потрібно	 провести	 перпендикуляр	
із	 точки	 D	 до	 площини	 ABC.	

Puc. 12.4

D

B

C

OA

*	 Нагадаємо,	що	задачу	на	знаходження	кута	вважають	розв’язаною,	якщо	знайдено	градусну	
міру	кута	або	будьяку	його	тригонометричну	функцію.

Задача 2*
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Це	 означає,	 що	 точка	 O	 є	 центром	 кола,	
описаного	 навколо	 правильного	 трикутни
ка	ABC,	а	відрізок	AO	—	його	радіусом.	Тоді

AO
AB x= =

3 3
.

Із	прямокутного	трикутника	ADO	( DO AO⊥ ,	
оскільки	 DO ABC⊥ пл. ):

cos �DAO
AO

AD

x

x
= = =3 1

3
.

Відповідь:	 cos �DAO = 1

3
.	

В	 отриманій	 конфігурації	 з	 точки	 D	 до	
площини	 трикутника	 ABC	 проведено	
перпендикуляр	 і	 похилі.	 Тому	 доцільно	
використати	 відповідні	 властивості,	 які	
пов’язують	 довжини	 похилих,	 проведе
них	 з	 однієї	 точки	 до	 однієї	 площини,	
та	 їх	 проєкцій.
Слід	 також	 урахувати,	 що	 в	 цій	 задачі	
на	 обчислення	 не дано довжини жодного 
відрізка, і тому для її розв’язання зручно 
ввести невідомий відрізок.

Зауваження.	 Для	 правильної	 побудови	 рисунка	
до	 цієї	 задачі	 необхідно	 звернути	 увагу	 на	 те,	 що	 три
кутник	 ABC	 є	 зображенням	 правильного	 трикутника,	
а	 точка	 O	 —	 зображенням	 його	 центра	 (який	 збігається	
з	 центром	 описаного	 кола).	 Оскільки	 центр	 правильно
го	 трикутника	 лежить	 у	 точці	 перетину	 висот,	 бісектрис	
і	медіан,	а	медіани	проєктуються	в	медіани	проєкції	три
кутника,	то	на	рисунку	точка	O	повинна	міститися	в	точ
ці	перетину	медіан	AM	 і	BK	трикутника	ABC	 (рис.	12.5).

Puc. 12.5

D

M

B

C
K

OA

1.	 	 Що	 називається	 кутом	 між	 похилою	 і	 площиною?

2.	 Чому	 дорівнює	 кут	 між	 прямою	 і	 площиною,	 якщо:	
	 1)	 пряма	 перпендикулярна	 до	 площини;	
	 2)	 пряма	 паралельна	 площині;	
	 3)	 пряма	 лежить	 у	 площині?

3.*	 Доведіть,	 що	 кут	 між	 похилою	 і	 площиною	 є	 найменшим	 з	 усіх	
кутів	 між	 цією	 похилою	 і	 прямими,	 які	 лежать	 у	 даній	 площині.

12.1.°	У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 12.6)	 укажіть	
кути	 між	 даними	 похилою	 і	 площиною:	

	 1)	 AB1 	 і	 пл.	 ABCD;		 	
	 2)	 AB1 	 і	 пл.	 A B C D1 1 1 1 ;	 	
	 3)	 AB1 	 і	 пл.	 AA D D1 1 ;	 	
	 4)	 AB1 	 і	 пл.	 BB C C1 1 ;	 	
	 5)	 BD1 	 і	 пл.	 ABCD;
	 6)	 BD1 	 і	 пл.	 BB C C1 1 ;
	 7)	 B C1 	 і	 пл.	 ABCD;
	 8)	 B C1 	 і	 пл.	 CDD C1 1 .

Запитання

Вправи

Puc. 12.6

B

B1
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C1

D

D1

A

A1
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12.2.°	 Довжина	 похилої	 дорівнює	 a.	 Чому	 дорівнює	 довжина	 проєкції	
цієї	похилої	на	площину,	якщо	похила	утворює	з	площиною	кут,	
що	 дорівнює:	

	 1)	 45°;	 	 2)	 60°;	 	 3)	 30°?
12.3.°	 Точка	 A	 віддалена	 від	 площини	 на	 відстань	 d.	 Знайдіть	 довжини	

похилих,	проведених	із	цієї	точки	під	такими	кутами	до	площини:	
	 1)	 30°;	 	 2)	 45°;	 	 3)	 60°.
12.4.	 Доведіть,	 що	 рівні	 похилі,	 проведені	 до	 площини	 з	 точки,	 яка	 не	

належить	 площині,	 утворюють	 із	 площиною	 рівні	 кути.
12.5.	 Яку	 фігуру	 на	 площині	 α 	 утворюють	 основи	 всіх	 похилих,	 що	

проведені	до	площини	α 	з	точки,	що	не	належить	площині,	і	утво
рюють	 рівні	 кути	 з	 площиною	 α ?

12.6.	 Доведіть,	 що	 довжина	 ортогональної	 проєкції	 похилої	 дорівнює	
добутку	 цієї	 похилої	 на	 косинус	 кута,	 який	 вона	 утворює	 з	 пло
щиною	 проєктування.

12.7.	 Чи	може	катет	рівнобедреного	прямокутного	трикутника	утворю
вати	 з	 площиною,	 що	 проходить	 через	 його	 гіпотенузу,	 кут	 60°?	
Яким	 може	 бути	 найбільший	 кут	 між	 катетом	 і	 цією	 площиною?

12.8.*	 Доведіть,	 що	 пряма,	 яка	 перетинає	 паралельні	 площини,	 пере
тинає	 їх	 під	 однаковими	 кутами.

12.9.*	 Доведіть,	 що	 площина,	 яка	 перетинає	 паралельні	 прямі,	 перети
нає	 їх	 під	 однаковими	 кутами.

12.10.	 Прямі	 a	 і	 b	 утворюють	 із	 площиною	 α 	 рівні	 кути.	 Чи	 будуть	
прямі	 a	 і	 b	 паралельними?

12.11.	 Дві	 різні	 площини	 утворюють	 із	 даною	 прямою	 рівні	 кути.	 Як	
розміщені	 площини	 одна	 відносно	 другої?

12.12.*	Одна	 з	 двох	 мимобіжних	 прямих	 перетинає	 площину	 під	 ку
том	 60°,	 а	 друга	 перпендикулярна	 до	 цієї	 площини.	 Знайдіть	 кут	
між	 даними	 мимобіжними	 прямими.

12.13.	 Відрізок	 завдовжки	 10	 м	 перетинає	 площину;	 його	 кінці	 розта
шовані	 на	 відстанях	 2	 м	 і	 3	 м	 від	 площини.	 Знайдіть	 кут	 між	
даним	 відрізком	 і	 площиною.

12.14.	 Знайдіть	 кут	 між	 діагоналлю	 куба	 і	 площиною	 його	 основи.
12.15.	 Дано	 трикутник	 ABC	 і	 точку	 K,	 яка	 не	 належить	 його	 площині.	

Відрізки	 KD,	 KE,	 KF	 —	 перпендикуляри,	 проведені	 з	 точки	 K	
до	 сторін	 трикутника,	 однаково	 нахилених	 до	 площини	 трикут
ника.	Доведіть,	що	точка	K	проєктується	в	центр	кола,	вписаного	
в	 трикутник.

12.16.*	Побудовано	 площину,	 яка	 проходить	 через	 сторону	 квадрата	
і	 утворює	 з	 його	 діагоналлю	 кут	 30°.	 Знайдіть	 кути,	 які	 утворю
ють	 із	 цією	 площиною	 сторони	 квадрата,	 що	 є	 похилими	 до	 неї.

12.17.	 Через	 катет	 рівнобедреного	 прямокутного	 трикутника	 проведено	
площину	 під	 кутом	 45°	 до	 другого	 катета.	 Знайдіть	 кут	 між	 гі
потенузою	 і	 площиною.

12.18.	 Із	 точки,	 віддаленої	 від	 площини	 на	 відстань	 a,	 проведено	 дві	
похилі,	 які	 утворюють	 із	 площиною	 кути	 45°,	 а	 між	 собою	 —	
кут	 60°.	 Знайдіть	 відстань	 між	 основами	 похилих.
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12.19.	 З	 точки,	 віддаленої	 від	 площини	 на	 відстань	 a,	 проведено	 дві	 по
хилі	 під	 кутом	 30°	 до	 площини,	 причому	 їх	 проєкції	 утворюють	
кут	 120°.	 Знайдіть	 відстань	 між	 основами	 похилих.

12.20.*	З	 вершини	 A	 квадрата	 ABCD	 перпендикулярно	 до	 його	 площини	
проведено	відрізок	AK,	що	дорівнює	3.	 Із	точки	K	проведено	пер
пендикуляри	 до	 сторін	 BC	 і	 CD,	 довжина	 перпендикуляра	 з	 точ
ки	 K	 до	 сторони	 BC	 дорівнює	 6.	 Знайдіть	 кути,	 які	 утворюють	
ці	 перпендикуляри	 з	 площиною	 квадрата.

12.21.*	Основа	 рівнобедреного	 трикутника	 лежить	 у	 площині	 α 	 (площи
на	 трикутника	 не	 збігається	 з	 площиною	 α ).	 Який	 із	 кутів	 біль
ший:	 кут	 нахилу	 бічної	 сторони	 до	 площини	 α 	 чи	 кут	 нахилу	
висоти,	 проведеної	 на	 основу	 трикутника,	 до	 площини	 α ?

12.22.*	Кут	 між	 прямою	 a	 і	 площиною	 α 	 дорівнює	 45°.	 Через	 точку	 їх	
перетину	 в	 площині	 α 	 проведено	 пряму	 b.	 Кут	 між	 прямими	 a	
і	 b	 дорівнює	 60°.	 Доведіть,	 що	 кут	 між	 прямою	 b	 і	 проєкцією	
прямої	 a	 на	 площину	 α 	 дорівнює	 45°.

12.23.*	Через	 сторону	 AC	 рівностороннього	 трикутника	 ABC	 проведено	
площину	 α .	 Кут	 між	 висотою	 BD	 трикутника	 і	 цією	 площиною	
дорівнює	 β .	 Знайдіть	 кут	 ϕ 	 між	 прямою	 AB	 та	 площиною	 α .

	 виявіть свою компетентність

12.24.	 Доведіть,	 що	 коли	 всі	 бічні	 ребра	 піраміди	 утворюють	 із	 площи
ною	 основи	 рівні	 кути,	 то	 основою	 піраміди	 є	 многокутник,	 на
вколо	якого	можна	описати	коло,	і	вершина	піраміди	проєктуєть
ся	в	центр	цього	кола.	Наведіть	приклади	зазначеної	конструкції	
з	 реального	 життя.	 	
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   § 13. ДВОГРАННИЙ КУТ. КУТ МІЖ ПЛОЩИНАМИ
Таблиця 13

1. Двогранний кут

Двогранний кут — фігура, утворена двома півплощинами 
α  і β  зі спільною прямою c, що їх обмежує.
Півплощини α  і β  — грані двогранного кута,  
а пряма c — ребро двогранного кута.

Лінійний кут двогранного кута

� AMB  — лінійний кут 
двогранного кута
( γ ⊥ c , γ  перетинає α   
по променю MA,  
γ  перетинає β  по проме-
ню MB)

Якщо ϕ  — лінійний кут,     
    то 0 180° °� �ϕ .

2. Практичні способи побудови лінійного кута

M c∈ ,
MA c⊥  (у грані α ), 
MB c⊥  (у грані β ),
� AMB  — лінійний

SO ABC⊥ пл. , 
OM BC⊥ .

Тоді SM BC⊥  (за 
теоремою про три 
перпендикуляри), 
�SMO  — ліній-
ний кут двогран-
ного кута при  
ребрі BC.

3. Кут між площинами

b a
c

a bA

0 90° ( ) °�� �α β;

Кут між площинами — най-
менший* із двогранних кутів, 
утворених відповідними пів-
площинами.
Якщо  площини α  і β  пере-

тинаються по прямій c 
і через точку A на цій 
прямій у даних площи-
нах проведено прямі 
a c⊥ , b c⊥ , 

     то � �α β; ;( ) = ( )a b .

a

b

α β
α β
�

=
⇔ � α β;( ) = °0

*  Якщо внаслідок перетину площин усі утворені двогранні кути дорівнюють один одному (усі 
кути прямі), то як кут між площинами вибирають будь-який із них.

§ 13
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Пояснення й обґрунтування

Двогранний кут

Півплощину в просторі можна вважати просторовим анало-
гом променя. Тоді аналогом кута між променями на площині 
буде кут між півплощинами.

 означення. Двогранним кутом називається фігура, утворена 
двома півплощинами зі спільною прямою, що їх обмежує 
(рис. 13.1). 

Півплощини називаються гранями двогранного кута, а пря-
ма, що їх обмежує, — ребром двогранного кута.

Наочне уявлення про двогранний кут дають на-
піввідкрита класна дошка, двоскатний дах, відкри-
тий ноутбук (див. рисунки).

1

Puc. 13.1



Площина, перпендикулярна до ребра двогранного кута, 
перетинає його грані по двох променях. Кут, утворений 
цими променями, називають лінійним кутом двогранного 
кута.

Нехай дано двогранний кут, утворений півплощинами a 
і b зі спільною прямою c (рис. 13.2), і площина g, перпен-
дикулярна до прямої c, яка перетинає півплощини a і b по 
променях a і b відповідно. Кут між променями a та b і є лі-
нійним кутом цього двогранного кута.

За міру двогранного кута приймають міру відповідного 
йому лінійного кута: � � ; ;    a b .

Доведемо, що величина лінійного кута не залежить від 
вибору площини γ .

 Доведення. Нехай γ  і   — площини, перпендикуляр-
ні до прямої c, які проходять через точки O і ′O  на прямій c 
та перетинають півплощини α  і β  по променях a і ′a  та b 
і ′b  відповідно (рис. 13.3). Оскільки дві різні площини, пер-
пендикулярні до однієї й тієї самої прямої, паралельні, 
то  �  .

Puc. 13.2
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Практичні способи побудови лінійного кута 
двогранного кута 

У  задачах,  для  розв’язування  яких  доводиться  засто
совувати  лінійні  кути,  не  завжди  зручно  користуватися 
означенням  лінійного  кута.  Тому  доцільно  пам’ятати  де
які  практичні  способи,  що  полегшують  побудову  лінійних 
 кутів.

Спосіб 1.  Якщо з точки M, узятої на ребрі двогранного 
кута, провести в його гранях перпендикуляри MA і MB до 
ребра, то кут між перпендикулярами буде лінійним кутом 
двогранного кута  (рис.  13.5).

 За  побудовою  MA c⊥   і  MB c⊥ ,  тоді  за  ознакою 
перпендикулярності  прямої  і  площини  площина  MAB  пер
пендикулярна до ребра c і перетинає грані двогранного кута 
по  променях  MA  і  MB.  Отже,  за  означенням  кут  AMB  дій
сно  є  лінійним  кутом  двогранного  кута. 

Наприклад,  щоб  у  кубі  ABCDA B C D1 1 1 1   (див.  рис.  13.4) 
отримати  лінійний  кут  двогранного  кута  з  ребром  BC,  до
статньо  помітити,  що  в  грані  ABCD AB BC⊥ ,  а  в  грані 
BB C C1 1   BB BC1 ⊥ ,  отже,  � ABB1   —  лінійний  кут  двогран
ного  кута  між  площинами  ABCD і BB C C1 1   (і  � ABB1 90   
як  кут  квадрата  ABB A1 1 ).

2

a b

B

M
c

A

Puc. 13.5

Розглянемо  паралельне  проєктування 
в  напрямі  прямої  OO′   на  площину   . 
Оскільки  півплощина  α   проходить  через 
пряму  OO′   і  перетинає  площину  γ   по 
променю  a,  а  площину     —  по  проме
ню  ′a ,  то  промінь  ′a   є  проєкцією  проме
ня  a  на  площину   .  Аналогічно  про
мінь  ′b   є  проєкцією  променя  b  на  площи
ну   . Але за властивостями паралельного 
проєктування,  якщо  плоска  фігура  F  (на
приклад,  кут  між  променями  a  і  b)  ле
жить  у  площині  γ ,  паралельній  площині 
проєкцій   ,  то  її  проєкція  на  площи
ну     дорівнює  фігурі  F.  Отже,  кут  між 
променями  a  і  b  дорівнює  куту  між  про
менями  ′a   і  ′b . 

Якщо  позначити  лінійний  кут  дво
гранного  кута  через  ϕ ,  то  з  означення  ви
пливає,  що  0 180 � � .

Двогранний кут називається прямим, 
якщо його лінійний кут є прямим.

Кутом  між  двома  сусідніми  гранями 
многогранника  називатимемо  двогранний 
кут  між  відповідними  півплощинами.

Наприклад,  у  кубі  ABCDA B C D1 1 1 1  
(рис.  13.4)  кут  між  гранями  ABCD 
і  BB C C1 1   прямий,  оскільки  відповідний 
лінійний  кут  ABB1   дорівнює  90°  (площи
на  ABB A1 1   перпендикулярна  до  ребра  BC 
і перетинає відповідні півплощини по про
менях  BA  і  BB1 ,  отже,  � ABB1   —  ліній
ний  кут  двогранного  кута  з  ребром  BC).
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Спосіб 2. Якщо з точки S, яка лежить 
в одній із граней двогранного кута, про-
ведено перпендикуляр SO до його другої 
грані, то, для того щоб побудувати відпо-
відний лінійний кут, достатньо з основи 
даного перпендикуляра (точки O) провес-
ти перпендикуляр до ребра двогранного 
кута і  сполучити відрізком одержану на 
ребрі точку з точкою S.
  Нехай  дано  двогранний  кут  із  ре

бром AB і гранями  α  і  β  (рис. 13.6). З точ
ки  S   проведено  перпендикуляр  до  пло
щини  α   SO   .  З  точки  O  проведемо 
в  грані  α   перпендикуляр  OM AB⊥   і  спо
лучимо  точки  S  і  M  відрізком.  За  теоре
мою  про  три  перпендикуляри  SM AB⊥ . 
Тоді  з  точки  M  на  ребрі  двогранного  кута 
проведено  в  його  гранях  два  перпендикуля
ри  до  ребра.  Отже,  як  обґрунтовано  у  спо
собі  1,  кут  SMO  дійсно  є  лінійним  кутом 
даного  двогранного  кута. 

Puc. 13.6

S

MO

B
b

a
A

Зауваження. Під час запису розв’язань 
задач,  пов’язаних  із  двогранними  кутами, 
результат,  обґрунтований  у  практичному 
способі  1,  можна  використовувати  як  ві
домий  опорний  факт.  Але  обґрунтування, 
наведені  у  способі  2,  доводиться  повторю
вати  в  розв’язанні  кожної  задачі,  у  якому 
використовують  цей  спосіб  побудови  лі
нійного  кута.  (Можливий  варіант  запису 
такого обґрунтування наведено в табл. 13.)

Кут між площинами 

Дамо  означення  кута  між  площинами.

 Означення. Кутом між площинами, що перетинаються, назива-
ється найменший* із двогранних кутів, утворених відповід-
ними півплощинами**.  Кут  між  паралельними  площинами 
чи  площинами,  які  збігаються,  вважають  таким,  що  дорів
нює  нулю.

Якщо  позначити  кут  між  площинами  через  ϕ ,  то  з  наведе
ного  означення  випливає,  що  0 90 � � .  Покажемо,  що  для 
того щоб знайти величину кута між площинами, які перетина-
ються, достатньо через довільну точку на прямій їх перетину 
провести в кожній площині пряму, перпендикулярну до прямої 
їх перетину. Величина кута між цими прямими і дорівнювати-
ме величині кута між даними площинами.
 Дійсно, нехай дві площини  α   і  β  перетинаються по пря

мій  c  (рис.  13.7).  Виберемо  точку  A  на  прямій  c  і  проведемо 
через  неї  у  площині  α   пряму  a c⊥ ,  а  в  площині  β   —  пряму 
b c⊥ .  Площина  γ ,  яка  проходить  через  прямі  a  і  b  (що  пере
тинаються в точці A), перпендикулярна до прямої c (за ознакою 
перпендикулярності прямої і площини). Вона перетинає ці пло
щини  по  прямих  a  і  b.  За  означенням  кути  між  відповідними 
променями  прямих  a  і  b  є  лінійними  кутами  двогранних  кутів, 

3



Puc. 13.7

ab
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a b
A

*   Якщо при перетині площин усі утворені двогранні кути рівні (тобто всі кути прямі), то як кут між 
площинами вибирають будьякий із них.

**   Маються на увазі двогранні кути, гранями кожного з яких є одна півплощина площини α  і одна 
півплощина площини β , а ребром — пряма перетину даних площин.
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утворених півплощинами площин α  і β  (зі спільною прямою c). 
Тоді найменший із двогранних кутів, утворених відповідними пів
площинами, дорівнює найменшому з кутів, утворених відповідними 
променями прямих a і b, тобто куту між цими прямими. Отже, 
� � ; ;    a b . 

Наприклад, у кубі ABCDA B C D1 1 1 1  (рис. 13.8) кут між площи
нами ABCD і A BCD1 1  дорівнює куту між прямими AB і A B1 , які 
лежать у розглянутих площинах і перпендикулярні до прямої їх 
перетину BC (оскільки BC ABB A⊥ пл. 1 1 ). Отже, кут між площина
ми ABCD і A BCD1 1  дорівнює 45°. Puc. 13.8

B

C

C 1

D

D 1

A

A 1 B 1

Приклади розв’язування задач

Знайдіть кут між гранями правильного тетраедра.

Розв’язання Коментар

 Нехай SABC — правильний тетраедр 
(рис. 13.9). 

Puc. 13.9

C

S

M
B

A

Візьмемо точку M — середину ребра BC 
і сполучимо її відрізками з точками S і A.
У правильному тетраедрі всі ребра дорівню
ють одне одному (нехай SA SB SC AC BC AB x= = = = = = 

SA SB SC AC BC AB x= = = = = = ). Отже, трикутники SBC 
і ABC — правильні, а їх медіани SM та AM 
є відповідно і їх висотами, тобто SM BC⊥  та 
AM BC⊥ . Тоді �SMA  — лінійний кут дво

гранного кута при ребрі BC (нехай 

�SMA   ). Оскільки SM AM
x= = 3

2
 (як 

висоти правильних трикутників), то за тео
ремою косинусів із трикутника SMA:

SA AM SM AM SM2 2 2 2    cos ,

тобто x
x x x2 3

4

3

4

3

2

2 2 2

   cos .

Звідси cos  1

3
.

Відповідь: cos  1

3
. 

Нагадаємо, що у правильному тетра-
едрі всі грані є правильними трикут-
никами, тому всі його ребра рівні між 
собою. Для побудови лінійного кута дво
гранного кута при ребрі BC зручно вико
ристати практичний спосіб 1 і отримати 
у гранях двогранного кута два перпен
дикуляри до ребра, проведені з однієї 
точки M (рис. 13.9).
Слід мати на увазі, що, проводячи пер
пендикуляри з точок S і A до прямої BC, 
потрібно буде доводити, що їхні основи 
попадають в одну точку. Щоб уникнути 
цього, зручно взяти середину відріз
ка BC, сполучити відрізками цю точку 
з точками S і A, а потім довести, що 
дійсно отримано перпендикуляри до BC. 
Необхідно також урахувати, що в запро-
понованій задачі на обчислення не дано 
довжини жодного відрізка. Тому для її 
розв’язання зручно ввести невідомий 
відрізок (і, крім того, позначити шука
ний кут через ϕ ).

Задача 1
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Через гіпотенузу AB c=  рівнобедреного прямокутного трикутни
ка ABC проведено площину α , яка утворює з площиною трикут
ника кут 60°. Знайдіть відстань від вершини C до площини α .

Розв’язання Коментар

 Проведемо перпендикуляр CO з точки C 
до площини α , тоді CO — відстань від точ
ки C до площини α  (рис. 13.10). 

Puc. 13.10

B

M

A O

C

a

У площині α  проведемо OM AB⊥  і сполу
чимо відрізком точки C і M.
Тоді CM AB⊥  за теоремою про три перпен
дикуляри, тобто �CMO  — лінійний кут 
двогранного кута при ребрі AB, отже, 
�CMO  60 .
У рівнобедреному прямокутному трикутни
ку висота CM є одночасно і медіаною, тому 

AM AB
c= =1

2 2
. Тоді з прямокутного три

кутника ACM: CM
c=
2

.

Із прямокутного трикутника CMO  
( CO OM⊥ , оскільки CO   ): 

CO CM
c   sin60

3

4
.

Відповідь: 
c 3

4
. 

Для того щоб знайти відстань від точки C 
до площини α  (рис. 13.10), необхідно 
провести перпендикуляр до площини α  

CO   . Тому побудову кута між пло
щиною трикутника і площиною α  зруч
но виконати способом 2 побудови ліній
ного кута. У цей спосіб ми завжди отри
муємо лінійний кут двогранного кута як 
гострий кут прямокутного трикутника. 
Отже, величина одержаного гострого лі
нійного кута завжди дорівнює величині 
кута між площинами, у яких лежать гра
ні розглядуваного двогранного кута.

(Теорема про три синуси). Якщо величина двогранного кута дорів-
нює γ , а пряма, яка лежить в одній із граней двогранного кута, 
перетинається з його ребром під кутом α  і утворює з площиною 
другої грані кут β , то sin sin sin    . Доведіть. 

Задача 2

Задача 3
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1. Поясніть, яка фігура називається двогранним кутом, ребром кута, 
гранню кута.

2. Поясніть, як визначають лінійний кут двогранного кута.

3. Доведіть, що міра двогранного кута не залежить від вибору ліній
ного кута.

4. Поясніть, користуючись моделлю двогранного кута, як практично 
можна побудувати лінійний кут двогранного кута.

5.* Доведіть, що в результаті використання практичних способів дій
сно отримують лінійні кути.

6. Дайте означення кута між площинами.

7.* Доведіть, що коли через довільну точку на прямій перетину пло
щин провести в кожній площині пряму, перпендикулярну до пря
мої їх перетину, то величина кута між цими прямими дорівнює 
величині кута між даними площинами.

Запитання

Розв’язання Коментар

 Нехай задано двогранний кут з ребром BC 
і гранями ϕ  і π  (рис. 13.11). 

Puc. 13.11

A

H

C   
B

g
a b

p

j

У грані p також задано пряму AB, яка утворює 
з ребром BC кут α , тобто  ABC  .
Проведемо перпендикуляр AH   . Тоді BH — 
проєкція AB на площину ϕ  і ∠ ABH  — кут на
хилу прямої AB до площини ϕ , тобто  ABH  . 
З точки H проведемо перпендикуляр до ребра 
двогранного кута: HC BC⊥ . За теоремою про 
три перпендикуляри AC BC⊥ . Отже, ∠ ACH  — 
лінійний кут двогранного кута і  ACH  . 
Нехай AB c=  (де c > 0 ). 
Із прямокутного трикутника ABH: 
             AH AB c   sin sin  .          (1)
Із прямокутного трикутника ABC: 

AC AB c   sin sin .
Із прямокутного трикутника ACH: 
           AH AC c    sin sin sin   .      (2)
Прирівнюючи значення AH за формулами (1) 
і (2), одержуємо: c c   sin sin sin   . Урахову
ючи, що c ≠ 0 , маємо: sin sin sin    . 

Якщо на рисунку AB — задана пря
ма, то кут між цією прямою і пло
щиною ϕ  — це кут між прямою та 
її проєкцією на площину. Щоб отри
мати цю проєкцію, проведемо пер
пендикуляр AH    (тоді потрібний 
кут — це ∠ ABH ). 
Далі для побудови лінійного кута за
даного двогранного кута доцільно 
використати другий практичний спо
сіб побудови лінійного кута (провес
ти HC BC⊥ , з’єднати точки A і C 
і використати теорему про три пер
пендикуляри).
Оскільки умовою задачі не задано 
жодного відрізка, то введемо невідо
мий відрізок, наприклад, AB c= , що 
дозволить перетворити цю задачу на 
доведення в задачу на обчислення. 
Введення невідомого передбачає 
складання рівняння, для чого мож
на один і той самий відрізок (напри
клад, AH) двома способами виразити 
через невідомий відрізок (спочатку 
з трикутника ABH, а потім з «лан
цюжка» трикутників ABC і ACH). 
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13.1. Який кут утворює ребро двогранного кута з будьякою прямою, 
яка лежить у площині його лінійного кута?

13.2. На рис. 13.12 зображено двогранний кут із ребром BC. Укажіть 
лінійний кут цього двогранного кута, якщо AP ABC⊥ пл.  і в три
кутнику ABC �C  90 .

13.3. В основі піраміди OABCD (рис. 13.13) лежить квадрат ABCD. 
Бічне ребро OB перпендикулярне до площини основи. Укажіть 
лінійний кут двогранного кута з ребром CD.

Puc. 13.13Puc. 13.12

B

K

A

P

C

B

M

A

O

C

D

13.4. Півплощини, у яких лежать два рівнобедрених трикутники зі 
спільною основою, утворюють двогранний кут. Чи є правильним 
твердження, що медіани, проведені до спільної основи трикутни
ків, утворюють лінійний кут двогранного кута?

13.5. Трикутник MAB і квадрат ABCD розміщені таким чином, що від
різок MB є перпендикуляром до площини квадрата. Величину 
якого кута можна вважати кутом між площинами AMD і ABC?

13.6. Дві площини перетинаються під кутом 30°. Точка A, яка лежить 
в одній із цих площин, віддалена від другої площини на відстань a. 
Знайдіть відстань від цієї точки до прямої перетину площин.

13.7. У кубі ABCDA B C D1 1 1 1  знайдіть кут нахилу площини ADC1  до 
площини ABC.

13.8. Катети прямокутного трикутника дорівнюють 7 м і 24 м. Знай
діть відстань від вершини прямого кута до площини, яка прохо
дить через гіпотенузу й утворює з площиною трикутника кут 30°.

13.9. Через сторону AB трикутника ABC проведено площину α  під ку
том 60° до площини трикутника. Висота CD трикутника ABC до
рівнює a. Знайдіть відстань від вершини C трикутника до пло
щини α .

13.10. Через катет BC a=  рівнобедреного прямокутного трикутника 
ABC проведено площину α , яка утворює з площиною трикутни
ка кут 30°. Знайдіть відстань від вершини A до площини α .

13.11.* Доведіть, що площина, яка перетинає паралельні площини, пере
тинає їх під однаковими кутами.

13.12. Знайдіть кут між площинами, якщо точка, яка лежить на одній 
із них, віддалена від прямої перетину площин удвічі далі, ніж 
від другої площини.

Вправи
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13.13. Рівнобедрені трикутники ABC і ABD зі спільною основою AB ле
жать у різних площинах, кут між якими дорівнює α . Знайдіть 
cosα , якщо: 

 1) AB = 24  см, AC =13  см, AD = 37  см, CD = 35  см; 
 2) AB = 32  м, AC = 65  м, AD = 20  м, CD = 63  м.
13.14. Два рівнобедрені трикутники мають спільну основу, а їх пло

щини утворюють кут 60°. Спільна основа дорівнює 16 м, бічна 
сторона одного трикутника — 17 м, а бічні сторони другого пер
пендикулярні. Знайдіть відстань між вершинами трикутників, 
протилежними до спільної основи.

13.15.* У квадраті ABCD через вершину D паралельно діагоналі AC про
ведено площину α , яка утворює з діагоналлю BD кут 60°. Знай
діть кут між площиною квадрата і площиною α .

13.16.* З точок A і B, які лежать на різних гранях двогранного кута, 
проведено перпендикуляри AA1  і BB1  до ребра кута. Знайдіть: 

 1)  довжину відрізка AB, якщо AA a1 = , BB b1 = , A B c1 1 =  і дво
гранний кут дорівнює α ; 

 2) двогранний кут α , якщо AA1 3= , BB1 4= , AB =7 .
13.17.* Ребро куба дорівнює a. Знайдіть площу перерізу куба площиною, 

що проходить через сторону основи, якщо кут між цією площи
ною і площиною основи дорівнює: 

 1) 30°;    2) 60°.
13.18. Через центр O правильного трикутника ABC проведено до його пло

щини перпендикуляр MO, AB a= 3 . Кут між прямою MA і пло
щиною трикутника дорівнює 45°. Знайдіть кут між площинами: 

 1) AMO і BMO;      2) BMC і ABC.
13.19.* Усі ребра правильної трикутної призми дорівнюють одне одно

му. Знайдіть кут між площиною основи призми і площиною, яка 
проходить через протилежні вершини бічної грані і середину ре
бра, протилежного до цієї грані.

13.20.* Доведіть, що коли всі двогранні кути при основі піраміди дорів
нюють один одному, то основою піраміди є многокутник, у який 
можна вписати коло, і вершина піраміди проєктується в центр 
цього кола.

   виявіть свою компетентність

13.21. Наведіть приклади двогранних кутів, використовуючи як дже
рело їх моделей автомобіль, теплицю для вирощування овочів, 
засоби професійної діяльності бухгалтера.
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   § 14. ПерПендикулярність Площин

Таблиця 14

Перпендикулярність двох площин

Означення

Дві площини, що перетинаються, називаються перпендикулярними, 
якщо кут між ними дорівнює 90°.

Зміст

a

b

g

c

a

b

a перетинає b по прямій c,   c ,
g перетинає a по прямій a,
g перетинає b по прямій b, a b⊥

        ; 90         ; 90

Ознака Властивість

a

b

b

Якщо b    і β  проходить через b,  
    то   .

a

b

b

a

Якщо    , β  перетинає a по a  
 і b    (b лежить у β ),

     то b   .

Пояснення й обґрунтування
Поняття кута між площинами дозволяє означи

ти перпендикулярність площин.

 означення. Дві площини, що перетинаються, 
називаються перпендикулярними, якщо кут між 
ними дорівнює 90°.

Наочне уявлення про перпендикулярні пло
щини дають площини стіни та стелі кімнати, 
площини дверей та підлоги (див. рисунок).

§ 14
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�Теорема� 14.1. (ознака перпендикуляр
ності площин). Якщо площина про-
ходить через пряму, перпендикулярну 
до іншої площини, то ці площини пер-
пендикулярні.

 Доведення. Нехай α  — дана пло-
щина, b — пряма, перпендикулярна до 
цієї площини b   , β  — площина, яка 
проходить через пряму b, і c — пряма, 
по якій перетинаються площини α  і β  
(рис. 14.1). Доведемо, що площини α  і β  
перпендикулярні.

Проведемо в площині α  через точку A 
перетину прямої b з площиною α  (а отже, 
і з прямою c) пряму a, перпендикулярну до 
прямої c. Оскільки b   , то b c⊥  і b a⊥ . 
Як було показано в § 13, величина кута 
між площинами α  і β  дорівнює величині 
кута між прямими a і b, які лежать у цих 
площинах і перпендикулярні до прямої c 
їх перетину. Ураховуючи, що b a⊥ , одер-
жуємо � � ; ;      a b 90 . Отже, площи-
ни α  і β  перпендикулярні. 

Зокрема, у кубі ABCDA B C D1 1 1 1  
(рис. 14.2) грані, які перетинаються, по
парно перпендикулярні, оскільки, як 
було показано раніше, кожне ребро куба 
(наприклад, AA1 ) перпендикулярне до 
грані, яку воно перетинає (наприклад, 
до грані ABCD). Отже, площина, яка про-
ходять через це ребро (наприклад, площи-
на ADD A1 ), за ознакою перпендикуляр-
ності площин перпендикулярна до другої 
площини (до пл. ABCD).

A

Puc. 14.1

a

bb

c

a

  

B

B1

C

C1

D

D1

A

A1

Puc. 14.2

Розглянемо ще одну властивість, яка 
пов’язує перпендикулярність двох площин 
і перпендикулярність прямої та площини.

�Теорема� 14.2. Пряма, проведена в од-
ній із двох перпендикулярних пло-
щин перпендикулярно до прямої їх 
перетину, перпендикулярна до другої 
площини.

 Доведення. Нехай перпендикулярні 
площини α  і β  перетинаються по прямій c 
і в площині β  проведено пряму b перпен-
дикулярно до прямої c (див. рис. 14.1). 
Доведемо, що b   .

Проведемо в площині α  через точку A 
перетину прямих b і c пряму a, перпенди-
кулярну до прямої c. Тоді величина кута 
між прямими a і b дорівнює величині кута 
між площинами α  і β , тобто 90°. Отже, 
пряма b перпендикулярна до прямих a і c 
площини α , які перетинаються. За озна-
кою перпендикулярності прямої і площи-
ни b   . 





Приклади� розв’язування� задач

Дано пряму a і площину α . Проведіть через пряму a площину, пер-
пендикулярну до площини α .

Розв’язання Коментар

 Якщо a   , то візьмемо довільну точ-
ку B, яка не лежить на прямій a, і через 
пряму та точку поза нею проведемо площи-
ну γ  (рис. 14.3, а). За ознакою перпендику-
лярності площин   .

Це задача на уявлювану побудову, яка 
фактично є завданням на доведення існу-
вання фігури, що задовольняє дані умо-
ви. Як зазначалося в § 3, це доведення 
має спиратися на відповідні аксіоми та 
властивості стереометричних фігур. 
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Якщо дана пряма не перпендикулярна до 
площини α , то візьмемо довільну точ-
ку A прямої a і проведемо через неї пряму b 
(рис. 14.3, б), перпендикулярну до площини α .
Через прямі a і b проводимо площину β . За 
ознакою перпендикулярності прямої і пло-
щини   . 

Puc. 14.3

a

g

a
B

a

b

b

a A

ба

Зокрема, слід використати результати, 
розглянуті в § 10: через довільну точку про
стору завжди можна провести єдину пря
му, перпендикулярну до даної площини.
Для того щоб довести перпендикуляр-
ність даної і побудованої площин, мож-
на скористатися ознакою перпендику-
лярності площин (для цього достатньо 
з’ясувати, що побудована площина про-
ходить через пряму, перпендикулярну до 
даної площини).

Доведіть, що площина лінійного кута двогранного кута перпенди-
кулярна до кожної грані двогранного кута.

Розв’язання Коментар

 За означенням лінійного кута двогранно-
го кута його площина γ  перпендикулярна 
до ребра c двогранного кута (рис. 14.4). Але 
кожна грань (α  і β ) двогранного кута про-
ходить через пряму c, перпендикулярну до 
площини γ . Отже, за ознакою перпендику-
лярності площин    і   . 

Puc. 14.4

a b

g

c

Для доведення перпендикулярності двох 
площин можна використати ознаку пер-
пендикулярності площин, а для цього 
достатньо з’ясувати, що одна з площин 
проходить через пряму, перпендикуляр-
ну до другої площини.

Доведіть, що коли з точки, яка лежить в одній із перпендикуляр-
них площин, провести перпендикуляр до другої площини, то цей 
перпендикуляр лежатиме в першій площині.
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Розв’язання Коментар

 Нехай площини α  і β  перпендикулярні     
і перетинаються по прямій c (рис. 14.5). 

A

Puc. 14.5

O
O1
a

b

c

Проведемо з деякої точки A   перпендикуляр AO до 
площини α  AO   . Припустимо, що AO не лежить 
у площині β . Проведемо в площині β  через точку A 
перпендикуляр до прямої c AO c1   . Тоді за теоре-
мою 14.2 AO1   . Одержали, що через точку A про-
ходять дві прямі, перпендикулярні до площини α , 
а це неможливо. Отже, AO лежить у площині β . 

Для доведення використаємо 
метод від супротивного: припус-
тимо, що перпендикуляр не ле-
жить у першій площині, і, ви-
користовуючи теорему 14.2, по-
будуємо ще один перпендикуляр 
з даної точки до площини. Це 
призведе до суперечності з твер-
дженням про єдиність такого 
перпендикуляра.
Таким чином, наше припущен-
ня виявиться неправильним, 
а отже, перпендикуляр має ле-
жати в першій площині.

Доведіть, що коли дві площини, які перетинаються, перпендику-
лярні до третьої площини, то пряма їх перетину перпендикулярна 
до цієї (третьої) площини.

Розв’язання Коментар

 Нехай площини α  і β  перетинаються по пря-
мій a (рис. 14.6) і перпендикулярні до площини γ  
(   і   ). Візьмемо довільну точку A на пря-
мій a і проведемо через неї пряму, перпендикулярну 
до площини γ  AO   . За попередньою властивістю 
ця пряма лежить і в площині α , і в площині β , тоб-
то вона збігається з прямою a. Тоді ця пряма перпен-
дикулярна до площини γ . 

Puc. 14.6

a
A

Og

b

a

Спробуємо застосувати резуль-
тат, обґрунтований у поперед-
ньому прикладі, до точки, узя-
тої на прямій перетину перших 
двох площин, і врахувати, що 
дві різні площини можуть мати 
тільки одну спільну пряму — 
пряму їх перетину.
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1. Дайте означення двох перпендикулярних площин.

2. Сформулюйте ознаку перпендикулярності двох площин.

3. Доведіть ознаку перпендикулярності двох площин.

4. Сформулюйте властивість, яка пов’язує перпендикулярність двох 
площин і перпендикулярність прямої та площини.

5.* Доведіть властивість, яка пов’язує перпендикулярність двох пло-
щин і перпендикулярність прямої та площини.

14.1.° Площина α  перпендикулярна до площини β . Чи буде довільна 
пряма площини α  перпендикулярною до площини β ? (Проілю-
струйте відповідь на моделі перпендикулярних площин.)

14.2.° Дві площини перпендикулярні. Укажіть усі можливі випадки 
розташування прямої, яка лежить в одній площині, відносно 
прямої, що лежить у другій площині. (Проілюструйте свою від-
повідь на моделі.)

14.3.° Чи є правильним, що площина, яка проходить через похилу до 
іншої площини, завжди не перпендикулярна до цієї площини?

14.4.° Чи є правильним, що дві площини, перпендикулярні до третьої, 
паралельні?

14.5.° Чи є правильним, що пряма і площина, перпендикулярні до ін-
шої площини, паралельні між собою?

14.6.° Площина і пряма паралельні. Чи є правильним твердження, що 
площина, перпендикулярна до цієї площини, перпендикулярна 
і до цієї прямої?

14.7. Площина і пряма паралельні. Чи буде правильним твердження, 
що площина, перпендикулярна до прямої, перпендикулярна до 
цієї площини?

14.8. Скільки площин, перпендикулярних до даної площини, можна 
провести через дану пряму?

14.9. Доведіть, що грані прямокутного паралелепіпеда, які перетина-
ються, попарно перпендикулярні.

14.10. Доведіть, що в кубі ABCDA B C D1 1 1 1  перерізи AA C C1 1  і BB D D1 1  
перпендикулярні. (Оскільки ці перерізи проходять через діагона-
лі граней куба, то їх називають діагональними перерізами.)

14.11. Доведіть, що через будь-яку точку простору можна провести пло-
щину, перпендикулярну до даної площини. Скільки таких пло-
щин можна провести через дану точку?

14.12. Рівнобедрений прямокутний трикутник ABC �C   90  перегну-
ли по висоті CH таким чином, що площини ACH і BCH утворили 
прямий кут. Знайдіть кути: 

 1) AHB;      2) ACB.
14.13. Чи існує трикутна піраміда, у якій три грані попарно перпенди-

кулярні?
14.14. Чи існує чотирикутна піраміда, у якій дві протилежні бічні грані 

перпендикулярні до основи? 
14.15. Чи існує піраміда, у якій три бічні грані перпендикулярні до 

основи?

Запитання
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14.16.* Дано пряму a і площину α , не перпендикулярну до цієї прямої. 
Доведіть, що всі прямі, які перпендикулярні до площини α  і пе-
ретинають пряму a, лежать в одній площині, перпендикулярній 
до площини α .

14.17. Із точок A і B, які лежать у двох взаємно перпендикулярних пло-
щинах, проведено перпендикуляри AC і BD до прямої перетину 
площин. Знайдіть довжину відрізка AB, якщо: 

 1) AC = 6  м, BD =7  м, CD = 6  м; 

 2) AC = 3  м, BD = 4  м, CD =12  м; 

 3) AD = 4  м, BC =7  м, CD =1  м; 

 4) AD BC= =5  м, CD =1  м; 

 5) AC a= , BD b= , CD c= ; 

 6) AD a= , BC b= , CD c= .

14.18. Точка розташована на відстанях a і b від двох взаємно перпен-
дикулярних площин. Знайдіть відстань від цієї точки до прямої 
перетину площин (рис. 14.7).

14.19.* Площини α  і β  взаємно перпендикулярні. У площині α  взято 
точку A, відстань від якої до прямої c (лінії перетину площин) 
дорівнює 0,5 м. У площині β  проведено пряму b, яка паралель-
на прямій c і віддалена від неї на 1,2 м. Знайдіть відстань від 
точки A до прямої b.

14.20.* Перпендикулярні площини α  і β  перетинаються по прямій c. 
У площині α  проведено пряму a c� , а в площині β  — пряму
b c� . Знайдіть відстань між прямими a і b, якщо відстань між 
прямими a і c дорівнює 1,5 м, а між прямими b і c — 0,8 м 
(рис. 14.8).

      Puc. 14.7

b
A

         Puc. 14.8

a

b

c

a

b

x

14.21.* Площини рівносторонніх трикутників ABC і ABD перпендику-
лярні. Знайдіть кут: 

 1) між прямою DC і площиною ABC;
 2) між площинами ADC і BDC.

14.22.* Пряма l перетинає взаємно перпендикулярні площини α  і β  
в точках A та B відповідно, утворюючи при цьому з кожною із 
площин кути, що дорівнюють ϕ . Знайдіть довжину відрізка, 
кінцями якого є проєкції точок A і B на лінію перетину даних 
площин, якщо довжина відрізка AB дорівнює a.
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14.23. Площини рівнобедреного трикутника ABF і квадрата ABCD пер-
пендикулярні. Знайдіть відстань: 

 1) від точки F до прямої CD; 
 2)  від точки F до центра кола, що проходить через точки A, 

B і центр O квадрата, якщо сторона квадрата дорівнює 32 
і AF BF= = 20 .

14.24. Площини ABC і ABD утворюють кут 45°. Відомо, що AD = 3 , 

AB =5 , BC = 2 ; DA AB⊥ , CB AB⊥ . Знайдіть: 
 1) відрізок CD;
 2) кут між прямою CD і площиною ABC.
14.25. Прямокутники ABCD і ABMK лежать у взаємно перпендикуляр-

них площинах. Чи є правильним, що: 
 1) AC AK⊥ ; 
 2) AM AD⊥ ; 
 3) AC AM⊥ ?
14.26.* Дано PABC — правильний тетраедр із ребром 8. Через вершину C 

проведено площину α , перпендикулярну до ребра AP. Знайдіть 
периметр і площу трикутника, вершинами якого є точки пере-
тину площини α  з ребрами даного тетраедра.

14.27.* Зобразіть куб ABCDA B C D1 1 1 1  і побудуйте його переріз площи-
ною, що проходить через: 

 1) ребро BB
1
 перпендикулярно до площини ACC1 ; 

 2) ребро AB перпендикулярно до площини AB C1 1 ; 

 3) ребро BC перпендикулярно до площини AB C1 1 .

   виявіть� свою� компетентність

14.28. Вертикальність стіни під час будівництва перевіряють за допо-
могою виска (шнура з тягарцем). Якщо шнур щільно прилягає 
до поверхні стіни, то вважають, що вертикальність витримано. 
На чому ґрунтується такий спосіб перевірки?
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� � � §� 15.� орТогональне� ПроєкТування
Таблиця 15

означення� та� властивість� ортогонального� проєктування

Означення Властивість

A

A1
a

a
A

C
D

B A1a

ϕ

        S Sпро кції фігуриє = ⋅cosϕ,
де ϕ  —  кут між площиною фігури  

і площиною проєкції

Пояснення� й� обґрунТування

§ 15

a ⊥ a

означення� та� найпростіші�
властивості� ортогонального�
проєктування.

 означення. Паралельне проєктування 
в напрямі прямої, перпендикулярної 
до площини проєктування, називаєть-
ся ортогональним� проєктуванням.

Якщо пряма a, яка задає напрям про-
єктування, перпендикулярна до площи-
ни α  (див. рисунок у табл. 15), то про-
єктуючі прямі (наприклад, AA a1 � ) теж 
будуть перпендикулярними до площи-
ни α . Інакше кажучи, проєкцією точки 
буде основа перпендикуляра, проведено-
го з даної точки до площини (звичайно, 
якщо точка лежить на площині проєкцій, 
то вона збігається зі своєю проєкцією). 
Якщо вказаним чином побудувати про-
єкцію кожної точки фігури, то одержимо 
проєкцію самої фігури. Наприклад, якщо 
площина даного n-кутника і площина про-
єкцій не перпендикулярні, то проєкцією 
n-кутника є n-кутник (див. приклади, на-
ведені в табл. 15).

Оскільки ортогональне проєктування 
є окремим випадком паралельного проєк-
тування, то воно має всі його властивості, 
обґрунтовані в § 7. Нагадаємо їх.

Ортогональною проєкцією прямої a, 
яка не перпендикулярна до площини про

єкцій, є деяка пряма ′a . Якщо пряма a 
паралельна площині проєкцій, то її про-
єкція ′a  паралельна прямій a.

Проєкцією паралельних прямих є па
ралельні прямі (якщо прямі не перпенди-
кулярні до площини проєкцій та площина 
даних прямих не перпендикулярна до пло-
щини проєкцій).

Відношення довжин відрізків, які ле
жать на одній прямій (або на паралель
них прямих), зберігається під час пара
лельного проєктування.

Якщо плоска фігура F лежить у пло
щині, паралельній площині проєкцій, то 
її проєкція ′F  на цю площину дорівнює 
фігурі F.

Ортогональною проєкцією кола, яке 
не перпендикулярне до площини проєкцій, 
є еліпс (рис. 15.1). 

Puc. 15.1

a

a A

C

A'
C' C'1

B

D

B'
D'1

D1

C1

F

F' D'
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Нагадаємо, що проєкцію кола одержують стискуванням або роз-
тягуванням його в напрямі будь-якого діаметра в одне й те саме 
число разів.

Зображення об’єктів за допомогою ортогонального проєктуван-
ня широко використовують у різноманітних галузях промисловості, 
наприклад в автомобілебудуванні (див. рисунок).

Автомобіль КрАЗ-260 6х6.1

Площа� ортогональної� проєкції�
многокутника.

�Теорема� 15.1. Площа ортогональної 
проєкції многокутника на площину 
дорівнює добутку його площі на коси-
нус кута між площиною многокутника 
і площиною проєкцій.

 Доведення. Розглянемо спочатку 
трикутник і його проєкцію на площи-
ну, яка проходить через одну з його сто-
рін (рис. 15.2). Проєкцією трикутника 
ABC є трикутник ABC1  у площині α  

CC1   . Проведемо висоту CD трикут-
ника ABC. За теоремою про три перпен-
дикуляри C D AB1 ⊥ , тобто відрізок CD — 
висота трикутника ABC1 . Кут CDC1  до-
рівнює куту ϕ  між площиною трикут-

ника ABC і площиною проєкцій α . Ма-

ємо: C D CD1  cos , S AB CDABC�  1

2
, 

S AB C D AB CDABC� 1

1

2

1

21    cos . Отже, 

S SABC ABC� �1
 cos , що і потрібно було 

довести. 

Puc. 15.2

A

C

B

D C1
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Теорема справедлива і для випадку, якщо замість пло-
щини α  взято будь-яку паралельну їй площину, оскіль-
ки проєкцією трикутника ABC1  на площину, паралельну 
його площині, є трикутник, що дорівнює йому.

Розглянемо тепер загальний випадок. Розіб’ємо даний 
многокутник на трикутники. Кожний трикутник, який не 
мав сторони, паралельної площині проєкцій, розіб’ємо на 
два трикутники зі спільною стороною, паралельною пло-
щині проєкцій, як це показано, наприклад, для трикутни-
ка BCD у чотирикутнику ABCD на рис. 15.3.

Puc. 15.3

A

C

B    a

D

C1

S3S2

S1

D1

Площа Sk  ( k =1 , 2, ..., n) кожного 
з трикутників нашого розбиття і площа 
′Sk  кожної з проєкцій пов’язані рівністю 
  S Sk k cos . Інакше кажучи,   S S1 1 cos ,  
  S S2 2 cos , ...,   S Sn n cos . Додамо  

почленно всі ці рівності:
        S S S S S Sn n1 2 1 2 cos .

Тоді в лівій частині рівності одержи-
мо площу проєкції многокутника, а в пра-
вій — площу самого многокутника, помно-
жену на cosϕ .

Отже, і в цьому випадку

S Sпро кції фігуриє = ⋅cosϕ .

Твердження теореми справедливе та-
кож для довільної плоскої фігури, площу 

якої можна виразити через площі вписа-
них многокутників із будь-якою точністю.

Теорема виконується і у випадку, 
коли площина фігури паралельна площи-
ні проєкцій (або фігура лежить у площи-
ні проєкцій). У цьому разі дана фігура 
та її проєкція дорівнюють одна одній, 
отже, вони мають рівні площі. Такий са-
мий результат отримуємо за формулою 
S Sпро кції фігуриє = ⋅cosϕ , оскільки кут між двома 
паралельними площинами (або площина-
ми, що збігаються) дорівнює 0° cos0 1   , 
і тоді S S Sпро кції фігури фігуриє = ⋅ ° =cos0 .

S Sпро кції фігуриє = ⋅cosϕ

Приклади розв’язування задач

Проєкцією прямокутника зі сторонами 6 см і 8 см на деяку площи-
ну є ромб із діагоналями 6 см і 8 см. Знайдіть кут між площинами 
прямокутника і ромба.

Розв’язання Коментар

 Позначимо кут між площинами прямо-
кутника і ромба через ϕ . 
Оскільки Sпрямокутника   6 8 48  (см2),  

Sромба    1

2
6 8 24  (см2), 

то за формулою площі ортогональної про-

єкції S Sпр кції фігуриоє = ⋅cosϕ  одержуємо: 

S Sромба прямокутника cos , тобто 

24 48 cos . 

Звідси cos  1

2
, отже,   60 . 

Як уже було зазначено, для знахо-
дження кута достатньо знайти будь-яку 
його тригонометричну функцію, а для 
 цього використати співвідношення між 
площами фігури та її ортогональної про-

єкції S Sпр кції фігуриоє = ⋅( )cosϕ .

Для того щоб знайти площу ромба, слід 
пам’ятати, що вона дорівнює півдобутку 
діагоналей.

Задача 1
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Доведіть, що коли одна зі сторін прямого кута паралельна площині 
проєкцій, а друга не перпендикулярна до цієї площини, то ортого-
нальною проєкцією прямого кута також є прямий кут.

Розв’язання Коментар

 Нехай дано прямий кут ABC, розміщений 
так, що пряма BC паралельна площині проєк-
цій α , і A B C1 1 1  — ортогональну проєкцію кута 
ABC на площину α  (рис. 15.4).
Якщо BC �α , то B C BC1 1 � . Тоді за озна-
ченням кута між мимобіжними прямими 
� � �B C AB BC AB ABC1 1 90; ;        , тобто 
B C AB1 1 ⊥ . Оскільки проєктування ортогональ-
не, то BB1   , отже, BB B C1 1 1⊥ . За ознакою 
перпендикулярності прямої і площини одержу-
ємо B C A B BA1 1 1 1⊥ пл. .
Таким чином, B C A B1 1 1 1⊥ , тобто � A B C1 1 1 90  , 
що і потрібно було довести. 

Розглядаючи даний прямий кут ABC 
та його проєкцію A B C1 1 1  (рис. 15.4), 
слід звернути увагу на те, що для до-
ведення перпендикулярності прямих 
B C1 1  і A B1 1  можна довести перпенди-
кулярність прямої B C1 1  до площини 
A B B1 1 . При цьому корисно врахува-

ти властивість паралельного (а отже, 
і ортогонального) проєктування: пря
ма, паралельна площині проєкцій, 
проєктується в паралельну їй пряму 
(якщо BC �α , то BC B C� 1 1 ).

Puc. 15.4

a
C1B1

A1

A

CB

Задача 2*

1. Поясніть, як отримують ортогональну проєкцію точки, фігури.

2. Сформулюйте основні властивості ортогональної проєкції.

3. Сформулюйте властивість площі ортогональної проєкції много-
кутника на площину. У якому випадку площа фігури дорівнює 
площі ортогональної проєкції цієї фігури?

4.* Доведіть властивість площі ортогональної проєкції многокутника 
на площину.

15.1.° Чи є правильним, що ортогональною проєкцією прямокутного 
трикутника завжди є прямокутний трикутник?

15.2.° Наведіть приклад фігури в просторі, ортогональними проєкціями 
якої на дві взаємно перпендикулярні площини є круги однаково-
го радіуса.

15.3.* Знайдіть ортогональну проєкцію ромба, одна з діагоналей якого 
перпендикулярна до площини проєкцій.

Запитання
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15.4.	 Чи	 може	 площа	 ортогональної	 проєкції	 фігури:	
	 1)	 бути	 більшою,	 ніж	 площа	 цієї	 фігури;
	 2)	 бути	 меншою,	 ніж	 площа	 цієї	 фігури;	
	 3)	 дорівнювати	 площі	 цієї	 фігури?
15.5.°	 Знайдіть	 довжину	 ортогональної	 проєкції	 відрізка	 AB	 на	 площи

ну	 α ,	 якщо	 AB a= ,	 а	 пряма	 AB	 нахилена	 до	 площини	 α 	 під	
кутом	 30°.

15.6.	 Чи	 може	 ортогональна	 проєкція	 відрізка	 бути:	
	 1)	 меншою,	 ніж	 відрізок;	
	 2)	 дорівнювати	 відрізку;	
	 3)	 більшою,	 ніж	 відрізок?
15.7.°	 Чи	 може	 ортогональною	 проєкцією	 трикутника	 бути:	
	 1)	 відрізок;	 	 	 	 	 	 	 	 2)	 квадрат?
15.8.*	 Кожна	 з	 ортогональних	 проєкцій	 фігури	 F	 на	 дві	 взаємно	 пер

пендикулярні	 площини	 —	 квадрат.	 Чи	 випливає	 з	 цього,	 що	
	фігура	 F	 —	 куб?

15.9.	 Чи	 може	 ортогональна	 проєкція	 кута	 (відмінного	 від	 розгор
нутого):	

	 1)	 бути	 меншою	 від	 цього	 кута;
	 2)	 дорівнювати	 куту;
	 3)	 бути	 більшою	 за	 цей	 кут?
15.10.*	Чи	 може	 ортогональна	 проєкція	 квадрата	 бути:	
	 1)	 прямокутником;	 	 	 	 	 2)	 паралелограмом;	 	 	 	 	 3)	 трапецією?
15.11.°	Якою	 фігурою	 є	 ортогональна	 проєкція	 прямокутного	 паралеле

піпеда	 на	 площину,	 паралельну	 його	 основі?
15.12.	 Діагоналі	ромба	дорівнюють	10	см	і	4	см.	Площина	ромба	утворює	

з	 площиною	 проєкцій	 кут	 60°.	 Знайдіть	 площу	 проєкції	 ромба.
15.13.	 Знайдіть	 площу	 проєкції	 фігури	 F	 на	 площину	 α ,	 яка	 утворює	

кут	 30°	 із	 площиною	 даної	 фігури,	 якщо	 фігурою	 F	 є:	
	 1)	 квадрат,	 діагональ	 якого	 дорівнює	 3	 см;	
	 2)	 правильний	 трикутник	 зі	 стороною	 a;	
	 3)	 ромб,	 сторона	 якого	 дорівнює	 a,	 а	 кут	 —	 45°.
15.14.	 Знайдіть	 кут	 між	 площиною	 трикутника	 і	 площиною	 проєкцій,	

якщо	 площа	 проєкції	 цього	 трикутника:	
	 1)	 у	 два	 рази	 менша	 від	 площі	 самого	 трикутника;	
	 2)	 дорівнює	 площі	 трикутника?
15.15.	 Проєкцією	 квадрата	 зі	 стороною	 a	 на	 деяку	 площину	 є	 ромб	 зі	

стороною	b	і	гострим	кутом	 α .	Знайдіть	кут	між	площинами	ква
драта	 і	 ромба.

15.16.	 Доведіть,	 що	 в	 результаті	 ортогонального	 проєктування	 рівнове
ликі	 трикутники,	 які	 лежать	 в	 одній	 площині,	 мають	 рівновели
кі	 проєкції.

15.17.	 Площа	 грані	 правильного	 тетраедра	 дорівнює	 S,	 а	 площа	 її	 про
єкції	 на	 другу	 грань	 —	 Q.	 Знайдіть	 відношення	 Q S: .

15.18.*	Доведіть,	 що	 проєкцією	 правильного	 тетраедра	 на	 площину,	 па
ралельну	 двом	 його	 мимобіжним	 ребрам,	 є	 квадрат.	 Чи	 є	 пра
вильним	 обернене	 твердження?

15.19.*	Якою	 може	 бути	 найбільша	 площа	 ортогональної	 проєкції	 пра
вильного	 тетраедра	 з	 ребром	 a?
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15.20.*	Якою	 фігурою	 є	 ортогональна	 проєкція	 куба	 на	 площину,	 пер
пендикулярну	 до	 його	 діагоналі?

15.21.*	Знайдіть	 площу	 ортогональної	 проєкції	 куба	 на	 площину,	 пер
пендикулярну	 до	 його	 діагоналі,	 якщо	 відомо,	 що	 ребро	 куба	 до
рівнює	 a.

15.22.*	Доведіть,	що	площа	ортогональної	проєкції	куба	на	площину	буде	
найбільшою	 у	 разі,	 коли	 площина	 проєкції	 перпендикулярна	 до	
однієї	 з	 діагоналей	 куба.

15.23.*	Ортогональні	 проєкції	 плоского	 чотирикутника	 на	 дві	 взаємно	
перпендикулярні	площини	є	квадратами	зі	сторонами	1.	Знайдіть	
периметр	чотирикутника,	якщо	відомо,	що	одна	з	його	сторін	має	
довжину	 2.

15.24.*	Ортогональні	 проєкції	 трикутника	 ABC	 на	 дві	 взаємно	 перпен
дикулярні	 площини	 є	 правильними	 трикутниками	 зі	 сторонами,	
що	дорівнюють	1.	Медіана	AD	трикутника	ABC	дорівнює	2.	Знай
діть	 BC.

15.25.	 Ребро	куба	дорівнює	a.	Знайдіть	площу	перерізу	куба	площиною,	
яка	 проходить	 через	 вершину	 основи	 під	 кутом	 30°	 до	 площини	
цієї	 основи	 і	 перетинає	 всі	 бічні	 ребра.

15.26.	 Проєкція	прямокутника,	сторони	якого	дорівнюють	20	см	і	25	см,	
на	 деяку	 площину	 подібна	 даному	 прямокутнику.	 Знайдіть	 пери
метр	 проєкції	 прямокутника.

15.27.	 Основою	 прямокутного	 паралелепіпеда	 є	 квадрат	 зі	 стороною	 a.	
Через	середини	двох	суміжних	сторін	основи	проведено	площину,	
що	перетинає	три	бічних	ребра	паралелепіпеда	і	нахилена	до	пло
щини	 основи	 під	 кутом	 ϕ .	 Знайдіть	 площу	 одержаного	 перерізу.

15.28.*	Ортогональною	 проєкцією	 ромба	 ABCD на	 площину,	 що	 про
ходить	 через	 вершину	 A	 ромба	 і	 паралельна	 його	 діагоналі	 BD, 
є	квадрат	 AB C D1 1 1 	зі	стороною	a.	Знайдіть	периметр	ромба,	якщо	
його	 діагональ	 AC	 дорівнює	 m.

15.29.*	Ортогональною	 проєкцією	 плоского	 чотирикутника	 ABCD є	 ква
драт	 A B C D1 1 1 1 	 зі	 стороною	 4,	 AA1 3= ,	 BB1 6= ,	 CC1 9= .	 Точки	 A,	
B,	C	 і	D лежать	по	один	бік	від	площини	проєктування.	Знайдіть	
довжину	 відрізка	 DD1 , а	 також вид,	 периметр	 і	 площу	 чотири
кутника	 ABCD.

 	 	Виявіть свою компетентність

15.30.	 За	 допомогою	 програми	 GeoGebra	 (або	 іншої	 з	 підтримкою	
3Dмоделювання)	 змоделюйте	 плоский	 чотирикутник	 і	 його	 про
єкції	 на	 координатні	 площини.	
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   § 16. Відстані між фігурами
Таблиця 16

Відстань (r) між фігурами

Відстань від точки до фігури Відстань між фігурами

A

B
F

X

Точка	 B	 фігури	 F	 —	 найближча	 	
до	 точки	 A

 A F AB;  

A1X1

F1

A2

F2

X2

Точки	 A1 	 і	 A2 	 —	 найближчі	 точки	 	
фігур	 F1 	 і	 F2

 F F A A1 2 1 2;  
Відстань від точки до площини (r — відстань*)

Означення
Практичні прийоми визначення відстані  

від точки до площини

Проводимо	 KM   	
M   .

K

M
a

KM K   ;

SO   .
Проводимо	 KM SO� .

Тоді	 KM   .

KS

MOa

KM K   ;

Проводимо	 через	 точку	 K	 площину	
  	 (β 	 перетинає	 α 	 по	 AB).	 Про

водимо	 KM AB⊥ .	 Тоді	 KM   .

K AK

M

B
a

b

KM K   ;

Відстань (r) між паралельними  
прямою і площиною

Відстань (r) між паралельними 
площинами

Aa

a

a �α ,	 A a∈
   a A; ;    

a

b B

 � ,	 B
    ; ;    B

*	 Позначення	відстані	між	точкою	A	і	площиною	a		(та	між	іншими	фігурами)	у	вигляді	   a A; ;     	
не	 є	 загальноприйнятим,	 але	 іноді	 ми	 будемо	 його	 використовувати	 для	 скорочення	 записів.
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Відстань (r) між мимобіжними прямими

A
a

b
B

Відстанню між мимобіжними прямими називається  
довжина їх спільного перпендикуляра.

Прямі	 a	 і	 b	 —	 мимобіжні.

AB a⊥ ,	 AB b⊥

 a b AB;  

способи визначення відстані (r) між мимобіжними прямими

Проводимо	 через	 пря
му	 b	 площину	 β �a .

b

a

b

  a b a; ;    

Проводимо	 через	 прямі	 a	 і	 b	
паралельні	 площини	  � .

a

b

a

b

   a b; ;    

Проводимо	 площину	   a 	 	
і	 проєктуємо	 прямі	 a	 і	 b	 	

на	 цю	 площину:
a A→ ,	 b b→ 1 .

b

A
a

a

 A

b

b1

 a b A b; ;    1

Пояснення й обґрунтуВання

Відстань від точки до фігури 

Відстань	 від	 точки	 до	 фігури	 вимірю
ють	 за	 найкоротшим	 шляхом.	 Тому	 від
станню	від	точки	A	до	фігури	F називаєть-
ся відстань від цієї точки до найближчої 
точки фігури F.

Точка	 фігури	 F,	 найближча	 до	 точ
ки	 A,	 —	 це	 така	 точка	 B F∈ ,	 що	 для	 всіх	
точок	 X	 фігури	 F	 виконується	 нерівність	
AB AX� 	 (рис.	 16.1).

A

B
F

X

Puc. 16.1

Інакше	 кажучи,	 якщо	 точка	 A	 не	 на
лежить	 фігурі	 F,	 то	 відрізок	 AB	 —	 найко
ротший	 з	 усіх	 відрізків	 AX,	 що	 сполуча
ють	 точку	 A	 з	 точками	 фігури	 F.	 (Якщо	 ж	
A F∈ ,	 то	 точка	 A	 є	 найближчою	 до	 самої	

себе.	 У	 цьому	 разі	 вважають,	 що	 відстань	
дорівнює	 нулю.	 Надалі	 будемо	 розглядати	
випадки,	 коли	 A F∉ .)

Відстань	 від	 точки	 A	 до	 фігури	 F	 іноді	
будемо	 позначати	 так:	  A F;  *.

Нагадаємо,	 що	 в	 планіметрії	 відстан
ню	 між	 прямою	 і	 точкою, що не належить 
їй, називається довжина перпендикуляра, 
проведеного з точки до прямої.	

Оскільки	 в	 просторі	 пряма	 і	 точка,	 що	
не	належить	їй,	лежать	в	одній	площині,	то	
це	означення	відстані	між	точкою	і	прямою	
можна	 використовувати	 і	 для	 простору.	

*	 Це	позначення	не	є	загальноприйнятим,	але	
іноді	користуватися	ним	досить	зручно.
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   § 16. Відстані між фігурами 145

Розглянемо	 декілька	 прикладів.
Приклад 1.	 Відстань від точки A до прямої a дорівнює 

довжині перпендикуляра, проведеного з точки A до прямої	a.	
Це	 твердження	 випливає	 з	 того,	 що	 перпендикуляр	

є	 коротшим	 від	 похилої,	 отже,	 це	 найменша	 відстань	 від	
точки	 до	 прямої.

Аналогічно	 обґрунтовують	 твердження,	 наведені	 в	 при
кладах	 2–5	 (обґрунтуйте	 їх	 самостійно).	

Приклад 2. Відстань	 від	 точки	 до	 відрізка	 дорівнює	
найменшій	 відстані	 від	 точки	 до	 будьякої	 точки	 відріз
ка.	 Якщо основа перпендикуляра, проведеного до прямої, 
яка містить відрізок, належить відрізку, то відстанню 
від точки до відрізка буде довжина цього перпендикуляра	
(рис.	 16.2,	 а).	 Якщо основа перпендикуляра, проведеного 
до прямої, яка містить відрізок, не належить відрізку, то 
відстанню від точки до відрізка буде відстань від зада-
ної точки до найближчого кінця відрізка	 (рис.	 16.2,	 б, в).	

Приклад 3.	 Відстань	 від	 точки	 до	 променя	 дорівнює	
найменшій	 відстані	 від	 точки	 до	 будьякої	 точки	 проме
ня.	 Якщо основа перпендикуляра, проведеного до прямої, 
яка містить промінь, належить променю, то відстанню 
від точки до променя буде довжина цього перпендикуляра	
(рис.	 16.3,	 а).	 Якщо основа перпендикуляра, проведеного до 
прямої, яка містить промінь, не належить променю, то 
відстанню від точки до променя буде відстань від заданої 
точки до початку променя	 (рис.	 16.3,	 б).

Приклад 4.	 Відстань від точки до площини дорівнює 
довжині перпендикуляра, проведеного з цієї точки до пло-
щини, або	 відстані	 від	 точки	 до	 її	 ортогональної	 проєкції	
на	 площину.

Приклад 5.	 Відстань	 від	 точки	 до	 півплощини	 дорівнює	
найменшій	 відстані	 від	 точки	 до	 будьякої	 точки	 півплощи
ни.	 Відстань від точки до півплощини дорівнює довжині 
перпендикуляра, проведеного з цієї точки до площини, яка 
містить дану півплощину, або	 відстані	 від	 точки	 до	 її	 ор
тогональної	 проєкції	 на	 площину	 —	 у	 випадку,	 коли	 орто
гональна	 проєкція	 даної	 точки	 належить	 даній	 півплощині	
(рис.	 16.4,	 а).	 Якщо ортогональна проєкція даної точки не 
належить даній півплощині, відстанню від точки до пів-
площини буде довжина перпендикуляра, проведеного з даної 
точки до прямої, що обмежує півплощину	 (рис.	 16.4,	 б).

a
a
O

Mб

A
BO

M

A

б

 M AB MA; .пром  
Puc. 16.3

a
a O

Mа

 M MO; .півпл  
MO   O  

 M MA; .півпл  
MO   O  MA a⊥Puc. 16.4

BO

M

A

а

 M AB MO; .відр  
MO AB 

BO

M

A

б

 M AB MA; .відр  

Puc. 16.2

B O

M

A

в

 M AB MB; .відр  

BO

M

A

а

MO AB 

 M AB MO; .пром  
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Приклад 6. Відстань від центра кола 
до самого кола дорівнює радіусу. Усі точ-
ки кола розташовані на одній відстані від 
центра, отже, усі вони є найближчими до 
нього.

Зазначимо, що в деяких задачах бу-
ває важливим указати на зображенні 
просторової фігури основу перпендикуля-
ра, проведеного із заданої точки до пло-
щини. Тоді доводиться використовувати 
практичні прийоми визначення відста-
ні від точки до площини, які наведено 
в табл. 16.

Прийом 1. Якщо в якомусь місці в да-
ній конфігурації вже маємо перпендику-
ляр до даної площини, то достатньо 
через дану точку провести пряму, пара-
лельну цьому перпендикуляру, і визна-
чити точку перетину цієї прямої з даною 
площиною.

Дійсно, якщо одна з двох паралельних 
прямих перпендикулярна до площини, то 
і друга пряма перпендикулярна до цієї 
площини.

Нехай у кубі ABCDA B C D1 1 1 1 з ребром a 
(рис. 16.5) потрібно знайти відстань від се-
редини діагоналі куба BD1 — точки M — 
до площини основи ABCD. 

Puc. 16.5

B

B1

C

C1

D

D1

A

A1

M

O

Для цього достатньо згадати, що всі 
бічні ребра куба перпендикулярні до пло-
щини основи, зокрема D D ABCD1 ⊥ пл. , 
і провести через точку M пряму MO D D� 1

. 

Оскільки площина D DB1
 перетинає пло-

щину ABCD по прямій DB, то основою шу-
каного перпендикуляра є точка O BD∈ . 
Тоді за теоремою Фалеса точка O — 
 середина* відрізка BD. Отже, відстань від 
точки M до площини ABCD дорівнює дов-
жині відрізка MO — середньої лінії три-

кутника D DB1 : MO DD
a= =1

2 21 .

Прийом 2. Для того щоб визначити 
відстань від точки до площини, можна 
через дану точку провести площину, пер-
пендикулярну до даної площини, а потім 
у побудованій площині провести перпен-
дикуляр із даної точки на пряму перети-
ну розглядуваних площин.

Дійсно, за теоремою 14.2 проведений 
відрізок буде перпендикулярним до даної 
площини, тобто він і є відстанню від даної 
точки до цієї площини.

Наприклад, щоб розв’язати поперед-
ню задачу — у кубі ABCDA B C D1 1 1 1  з ре-
бром a (див. рис. 16.5) знайти відстань 
від середини діагоналі куба BD1  — точ-
ки M — до площини ABCD, достатньо по-
мітити, що площина BD D1  перпендику-
лярна до площини ABCD (оскільки вона 
проходить через ребро D D ABCD1 ⊥ пл. ). 
Далі слід провести з точки M перпендику-
ляр MO до прямої BD перетину розгляду-
ваних площин (якщо пл. BD D ABCD1 ⊥ пл.  

і MO BD⊥ , то MO ABCD⊥ пл. ). Це і буде 
відстань від точки M до площини ABCD. 
Оскільки MO D D� 1  (як прямі, перпенди-
кулярні до однієї площини), подальше 
розв’язування — таке саме, що і наведе-
не вище.

відстань між фігурами

Ми вже визначили відстань від точки 
до фігури. Але часто потрібно розв’язати 
загальніше завдання — знайти відстань 
між двома фігурами, наприклад визначити 
відстань між берегами річки (рис. 16.6), 
щоб побудувати міст. Ясно, що для цього 

* Будуючи зображення, слід ураховувати, що діагоналі квадрата точкою перетину діляться навпіл 
і в результаті проєктування середина відрізка зображуватиметься серединою проєкції відрізка, 
тому на рисунку точка O фактично повинна бути точкою перетину діагоналей BD і AC.
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   § 16. Відстані між фігурами 147

необхідно	 шукати	 найближчі	 точки	 фігур,	 тобто	 найкоротший	
серед	 усіх	 відрізків,	 що	 сполучають	 точки	 цих	 фігур.

Точки	 A1 	 і	 A2 	 фігур	 F1 	 і	 F2 	 (рис.	 16.6,	 16.7)	 називаються	
їх	 найближчими точками,	 якщо	 для	 будьяких	 точок	 X F1 1∈ 	
і	 X F2 2∈ 	 виконується	 нерівність	 A A X X1 2 1 2� .

Відстанню між двома фігурами	 називається	 відстань	 між	
найближчими	 точками	 цих	 фігур	 (якщо	 такі	 точки	 є).

Відстань від точки до фігури є окремим випадком відстані 
між фігурами, коли одна з фігур — точка.

Відстань	 між	 фігурами	 іноді	 будемо	 позначати	  F F1 2;  ,	 де	
F1 	 і	 F2 	 —	 дані	 фігури.

Нагадаємо,	 що	 в	 планіметрії	 відстанню	 між	 двома	 паралель
ними	 прямими називається відстань від будь-якої точки однієї 
прямої до іншої прямої	 (оскільки	 всі	 відстані	 від	 точок	 однієї	
з	 паралельних	 прямих	 до	 другої	 прямої	 однакові),	 яка	 дорівнює	
довжині	 спільного	 перпендикуляра	 до	 цих	 прямих.

Оскільки	 в	 просторі	 дві	 паралельні	 прямі	 лежать	 в	 одній	
площині,	то	це	означення	відстані	між	двома	паралельними	пря
мими	 можна	 використовувати	 і	 для	 простору.	

Зауважимо,	 що	 в	 наведеному	 означенні	 як	 відстань	 між	 па
ралельними	 прямими	 розглядається	 відстань	 між	 найближчими	
точками	 цих	 прямих.	

Це	 випливає	 з	 того,	 що	 всі	 спільні	 перпендикуляри	 AB	 (чи	
XX1 )	між	паралельними	прямими	a	 і	b	дорівнюють	один	одному	
(рис.	 16.8),	 а	 кожний	 відрізок	 XY	 із	 кінцями	 на	 даних	 прямих	
( X a∈ ,	 Y b∈ ),	який	не	є	їх	спільним	перпендикуляром,	більший	
за	 спільний	 перпендикуляр	 XX1 .

Означимо	тепер	поняття	відстані між паралельними прямою 
і площиною та відстані між паралельними площинами. 

 означення. Відстанню між паралельними прямою і площиною 
називається відстань від будь-якої точки прямої до площини.

 означення. Відстанню між двома паралельними площинами на-
зивається відстань від будь-якої точки однієї площини до 
другої площини.

Доведемо,	 що	 відстань	 між	 паралельними	 прямою	 і	 площи
ною	 чи	 між	 двома	 паралельними	 площинами	 не	 залежить	 від	
вибору	 початкової	 точки	 на	 прямій	 чи	 на	 площині.	

	 Нехай	 дано	 паралельні	 пряму	 a	 і	 площину	 β 	 та	 точки	 A1 	
і	 A2 	 на	 прямій	 a	 (рис.	 16.9)	 або	 дві	 паралельні	 площини	 α 	 і	 β 	
та	 точки	 A1 	 і	 A2 	 у	 площині	 α 	 (рис.	 16.10).

Проведемо	 з	 точок	 A1 	 і	 A2 	 перпендикуляри	 A B1 1 	 і	 A B2 2 	
до	 площини	 β .	 Тоді	 відстань	 від	 точки	 A1 	 до	 площини	 β 	 до
рівнює	 A B1 1 ,	 а	 відстань	 від	 точки	 A2 	 до	 площини	 β 	 —	 A B2 2 .	
Чотирикутник	 A A B B1 2 2 1 	—	прямокутник	(обґрунтуйте	самостій
но),	 отже,	 A B A B1 1 2 2= .	

A1X1

F1

A2

F2

X2

Puc. 16.7

Puc. 16.6

A1
X1

F1

A2
F2X2

X

B Y
b

a A

X1

Puc. 16.8





Puc. 16.9

b
B1 B2

A1 A2a

Puc. 16.10

b

a

B1 B2

A1 A2

b
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Як	 і	 для	 відстані	 між	 паралельними	 прямими,	 в	 наве
дених	 означеннях	 як	 відстань	 між	 паралельними	 прямою	
і	 площиною	 чи	 між	 паралельними	 площинами	 розгляда
ється	 відстань	 між	 найближчими	 точками	 відповідних	
	фігур.

	 Дійсно,	 нехай	 пряма	 a	 і	 площина	 α 	 паралельні.	
Спроєктуємо	 ортогонально	 пряму	 a	 на	 площину	 α .	 Одер
жимо	 пряму	 a1 ,	 паралельну	 прямій	 a	 (рис.	 16.11).	 Кожна	
з	 проєктуючих	 прямих	 XX1 	 буде	 перпендикулярною	 до	
площини	 α ,	а	отже,	перпендикулярною	до	прямої	 a1 	та	до	
прямої	a	 (оскільки	 a a� 1 ).	Тоді	всі	спільні	перпендикуляри	
AB	 (чи	 XX1 )	 між	 паралельними	 прямою	 a	 і	 площиною	 α 	
дорівнюють	 один	 одному,	 а	 кожний	 відрізок	 XY	 (де	 X a∈ ,	
Y  ),	 який	 не	 є	 їх	 спільним	 перпендикуляром,	 більший	

за	 спільний	 перпендикуляр	 XX1 	 (оскільки	 похила	 XY	 до	
площини	 α 	 більша	 за	 перпендикуляр	 XX1 ).	

Xa A

Puc. 16.11

B
Y

a1 X1

Для	 паралельних	 площин	 правильність	 відповідного	
твердження	випливає	з	того,	що	всі	спільні	перпендикуля
ри	 AB	 (чи	 XX1 )	 між	 паралельними	 площинами	 α 	 і	 β 	 до
рівнюють	 один	 одному	 (рис.	 16.12),	 а	 кожний	 відрізок	 XY	
із	 кінцями	 на	 даних	 площинах	 ( X  ,	 Y  ),	 який	 не	 є	
їх	 спільним	 перпендикуляром,	 більший	 за	 спільний	 пер
пендикуляр	 XX1 .	

Зазначимо,	 що	 з	 поняттями	 відстані	 від	 точки	 до	 пло
щини	 та	 відстані	 між	 паралельними	 площинами	 пов’язані	
поняття	 висоти	 піраміди	 та	 призми.	

 означення. Висотою піраміди називається перпендику-
ляр, проведений із вершини піраміди до площини її 
основи. Довжину цього перпендикуляра також нази-
вають висотою піраміди.

Наприклад,	 якщо	 в	 піраміді	 SABCD (рис.	 16.13)	
SO ABCD⊥ пл. , то	 SO — висота	 піраміди,	 тобто	 висотою 
піраміди є відстань від її вершини до площини основи.

 означення. Висотою призми називається перпендику-
ляр, проведений із точки однієї основи призми до пло-
щини другої її основи. Довжину цього перпендикуляра 
також називають висотою призми.

Наприклад,	 якщо	 в	 призмі	 ABCDEA B C D E1 1 1 1 1 	
(рис.	 16.14)	 A M ABCDE1 ⊥ пл. , то	 A M1 	 —	 висота	 призми.	
Оскільки	 в	 призмі	 площини	 основ	 паралельні,	 то	 висотою 
призми є відстань між площинами її основ.

Призма називається прямою, якщо її бічні ребра пер-
пендикулярні до площин основ.

Зокрема,	 прямими призмами є куб і прямокутний па-
ралелепіпед.

З	 означення	 прямої	 призми	 випливає,	 що	 в прямій 
призмі висотою призми є бічне ребро.	 Наприклад,	 якщо	
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ABCA B C1 1 1 	 —	 пряма	 призма	 (рис.	 16.15),	
то	 її	 висотою	 є	 будьяке	 бічне	 ребро,	 на
приклад	 AA1 	 (оскільки	 AA ABC1 ⊥ пл. ).

Puc. 16.15
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Дамо	 тепер	 означення	 поняття	 відста-
ні між мимобіжними прямими.

 означення 1. Спільним перпендикуля-
ром до двох мимобіжних прямих на-
зивається відрізок із кінцями на цих 
прямих, перпендикулярний до кожної 
з них.

 означення 2. Відстанню між мимобіж-
ними прямими називається довжина їх 
спільного перпендикуляра.

 теорема 16.1. Спільний перпендику-
ляр до двох мимобіжних прямих іс-
нує, і до того ж єдиний.

	Доведення.	Нехай	a	 і	b	—	мимобіж
ні	 прямі.	 Через	 одну	 з	 них,	 наприклад	 b,	
проведемо	 площину	 β ,	 паралельну	 пря
мій	 a.	 Це	 можна	 зробити,	 провівши	 пря
му	 ′a ,	 яка	 паралельна	 прямій	 a	 і	 пере
тинає	пряму	b	 (рис.	16.16).	Тоді	прямі	 ′a 	
і	 b,	 які	 перетинаються,	 визначатимуть	
площину	 β ,	 паралельну	 прямій	 a.	 Роз
глянемо	 ортогональну	 проєкцію	 a1 	 пря
мої	 a	 на	 площину	 β .	 Вона	 перетинати
ме	 пряму	 b	 в	 деякій	 точці	 B,	 яка	 є	 ор
тогональною	 проєкцією	 деякої	 точки	 A	
прямої	 a.	 Відрізок	 AB	 і	 буде	 шуканим.	
Дійсно,	він	перпендикулярний	до	площи
ни	 β ,	 а	 отже,	 і	 до	 прямих	 b	 та	 ′a .	 Таким	
чином,	 AB b⊥ 	 і	 AB a  ,	 а	 враховуючи,	
що	 ′a a� ,	 одержуємо	 AB a⊥ ,	 тобто	 від
різок	 AB	 —	 спільний	 перпендикуляр	 до	
прямих	 a	 і	 b.

Puc. 16.16
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b b
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Доведемо,	 що	 цей	 спільний	 перпенди
куляр	 єдиний.	 Припустимо,	 що	 прямі	 a	
і	 b	 мають	 ще	 один	 спільний	 перпендику
ляр:	 CD b⊥ 	 і	 CD a⊥ .	 Оскільки	 a a� ′ ,	 то	
CD a  .	 Тоді	 CD  .	 Одержали,	 що	 пря
мі	 AB	 і	 CD перпендикулярні	 до	 однієї	
площини	 β ,	 отже,	 вони	 паралельні.	 Але	
паралельні	 прямі	 лежать	 в	 одній	 площи
ні,	 тоді	 й	 точки	 A,	 B,	 C,	 D	 лежать	 в	 од
ній	площині.	Звідси	випливає,	що	прямі	a	
і	 b	 лежать	 в	 одній	 площині,	 а	 це	 немож
ливо	 (оскільки	 за	 умовою	 вони	 мимобіж
ні).	 Отже,	 наше	 припущення	 неправильне	
і	 прямі	 a	 та	 b	 мають	 тільки	 один	 спільний	
перпендикуляр.	

Покажемо,	 що	 з	 точки	 зору	 визначен
ня	 відстані	 між	 двома	 фігурами,	 відстань 
між двома мимобіжними прямими дорів-
нює довжині спільного перпендикуляра до 
цих прямих,	 тобто	 є	 відстанню	 між	 най
ближчими	 точками	 цих	 прямих.

	 Мимобіжні	 прямі	 a	 і	 b	 (рис.	 16.17)	
лежать	 у	 паралельних	 площинах	 α 	 і	 β 	
(див.	 §	 6,	 задача	 4).	 Розглянемо	 ортого
нальну	 проєкцію	 ′a 	 прямої	 a	 на	 площи
ну	 β .	Вона	перетинатиме	пряму	b	в	деякій	
точці	 B,	 що	 є	 ортогональною	 проєкцією	
деякої	 точки	 A	 прямої	 a.	
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Відрізок	 AB	 буде	 спільним	 перпенди
куляром	 до	 прямих	 a	 і	 b,	 а	 також	 спіль
ним	 перпендикуляром	 до	 площин	 α 	
і	 β .	 Візьмемо	 тепер	 будьякий	 інший	 від
різок	 XY	 (де	 X a∈ ,	 Y b∈ ).	 Оскільки	 XY	
не	 є	 спільним	 перпендикуляром	 до	 пло
щин	 α 	 і	 β ,	 то	 XY AB> .	 Отже,	 спільний	
перпендикуляр	 AB	 до	 двох	 мимобіжних	
прямих	 a	 і	 b	 дійсно	 є	 відстанню	 між	 най
ближчими	точками	цих	прямих,	тобто	від
станню	 між	 прямими	 a	 і	 b.	

Знаходження відстані  
між мимобіжними прямими  

Щоб	 обчислити	 цю	 відстань,	 не	 обо
в’яз	ково	 будувати	 спільний	 перпендику
ляр	 до	 мимобіжних	 прямих	 a	 і	 b.	 Для	
цього	 з	 будьякої	 точки	 M прямої	 a	
(рис.	 16.17)	 можна	 провести	 перпендику
ляр	 до	 площини	 β 	 і	 знайти	 його	 довжи
ну,	 а	 можна	 знайти	 довжину	 довільного	
спільного	 перпендикуляра	 до	 площин	 α 	
і	 β .	 Отже,	 знаходити	 відстань	 між	 мимо
біжними	 прямими	 можна	 одним	 із	 чоти
рьох	 способів,	 наведених	 у	 табл.	 16.

спосіб 1.	 Безпосередньо знаходимо 
спіль ний перпендикуляр до даних мимо-
біжних прямих.

Наприклад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	
із	 ребром	 a	 (рис.	 16.18)	 відстань	 між	
мимобіжними	 прямими	 AA1 	 і	 BC	 дорів
нює	 довжині	 їх	 спільного	 перпендикуляра	
AB a= .

Puc. 16.18
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спосіб 2.	 Через одну з даних прямих 
проводимо площину, паралельну другій 
прямій. Для	 цього	 достатньо	 через	 точку	

однієї	 прямої	 провести	 пряму,	 паралельну	
другій	 прямій.	 Оскільки	 відстані	 між	 па
ралельними	 прямою	 та	 площиною	 скрізь	
однакові,	то	цю	відстань	можна	визначити	
від	будьякої	точки	прямої	до	площини	(як	
показано	вище,	вона	ж	дорівнює	і	відстані	
між	 даними	 мимобіжними	 прямими).
Наприклад,	 якщо	 в	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	
(рис.	 16.18)	 з	 ребром	 a	 потрібно	 визна
чити	 відстань	 між	 мимобіжними	 діа
гоналями	 бічних	 граней	 AD1 	 і	 B C1 ,	 то	
в	 площині	 грані	 BB C C1 1 	 можна	 провести	
ще	 одну	 діагональ	 BC1 ,	 паралельну	 AD1 	
(оскільки	 чотирикутник	 ABC D1 1 	 —	 пря
мокутник).	 Площина	 BB C C1 1 	 паралельна	
прямій	 AD1 	 за	 ознакою	 паралельності	
прямої	 та	 площини.	 Через	 те	 що	 відстані	
між	 паралельними	 прямою	 та	 площиною	
всюди	 однакові,	 цю	 відстань	 можна	 ви
значити	 від	 будьякої	 точки	 прямої	 AD1 	
до	площини.	Оскільки	ребро	AB	перпенди
кулярне	 до	 площини	 BB C C1 1 ,	 то	 відстань	
від	 точки	 A	 до	 площини	 BB C C1 1 	 дорівнює	
AB a= .	

Отже,	відстань	між	мимобіжними	пря
мими	 AD1 	 і	 B C1 	 дорівнює	 a.

спосіб 3. Через дані прямі проводимо 
паралельні площини.	 Цей	 спосіб	 відрізня
ється	 від	 попереднього	 лише	 тим,	 що	 че
рез	 кожну	 з	 даних	 прямих	 проводять	 пло
щину,	 паралельну	 другій	 прямій.

Застосовуючи	 цей	 спосіб	 для	 визна
чення	 відстані	 між	 мимобіжними	 діаго
налями	 AD1 	 і	 B C1 	 бічних	 граней	 куба	
(рис.	 16.18),	 можна,	 крім	 діагоналі	 BC1 	
грані	 BB C C1 1 	 BC AD1 1�  ,	 провести	 та
кож	 діагональ	 A D1 	 грані	 AA D D1 1 .	 Тоді	
A D B C1 1� ,	 і	 тому	 площини	 AA D D1 1 	

і	 BB C C1 1 	 паралельні	 (за	 ознакою	 пара
лельності	 площин).	 Отже,	 відстань	 між	
мимобіжними	 прямими	 AD1 	 і	 B C1 	 до
рівнює	 відстані	 між	 цими	 паралельними	
площинами.	 Її	 можна	 визначити	 від	 будь
якої	 довільно	 вибраної	 точки	 однієї	 з	 цих	
площин,	 наприклад	 від	 точки	 A	 площини	
AA D D1 1 ,	 до	 площини	 BB C C1 1 .	 Урахову

ючи,	 що	 AB BB C C⊥ пл. 1 1 ,	 знову	 одержу
ємо:	 шукана	 відстань	 дорівнює	 a.
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Зауваження.	 Способами	 2	 і	 3	 можна	 знаходити	 також	 кути	 між	
мимобіжними	 прямими.	 Коли	 ми	 проводимо	 B C AD1 1� ,	 то	 за	 озна
ченням	 кут	 між	 мимобіжними	 прямими	 AD1 	 і	 B C1 	 дорівнює	 куту	
між	 прямими	 BC1 	 та	 B C1 ,	 що	 перетинаються.	 У	 нашому	 випадку	
цей	 кут	 дорівнює	 90°	 як	 кут	 між	 діагоналями	 квадрата.

спосіб 4.	 Ортогонально проєктуємо обидві прямі на пло-
щину, перпендикулярну до однієї з мимобіжних прямих.	 Тоді	
відстань між мимобіжними прямими дорівнює відстані між 
їх ортогональними проєкціями на площину, перпендикулярну 
до однієї із цих прямих.

	 Нехай	 прямі	 a	 і	 b	 —	 мимобіжні	 і	 площина	 α 	 перпен
дикулярна	до	прямої	a	 (рис.	16.19),	пряма	 b1 	—	ортогональна	
проєкція	 прямої	 b	 на	 площину	 α 	 (якщо	 A	 —	 точка	 перетину	
прямої	 a	 з	 площиною	 α ,	 то	 A	 —	 ортогональна	 проєкція	 пря
мої	 a	 на	 площину	 α ).	 Площина	 β ,	 яка	 утворена	 проєктую
чими	 прямими,	 що	 проходять	 через	 пряму	 b,	 паралельна	 пря
мій	a	 (оскільки	пряма	a	паралельна	будьякій	 із	проєктуючих	
прямих).	За	ознакою	перпендикулярності	площин	площини	 α 	
і	 β 	 перпендикулярні.	 Тоді	 перпендикуляр,	 проведений	 із	 точ
ки	 A	 до	 прямої	 b1 	 у	 площині	 α ,	 буде	 перпендикуляром	 і	 до	
площини	 β .	 Отже,	    a b a A b; ; ;       1 .	

Наприклад,	 у	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 16.20)	 з	 ребром	 a	
потрібно	 визначити	 відстань	 між	 мимобіжними	 діагоналя
ми	 двох	 сусідніх	 граней	 —	 нехай	 це	 будуть	 діагоналі	 BA1 	
і	 B C1 .	 Для	 цього	 можна	 спроєктувати	 дані	 прямі	 на	 площи
ну	 ABC D1 1 ,	перпендикулярну	до	прямої	 B C1 	 (обґрунтуйте	цю	
перпендикулярність).

У	 результаті	 проєктування*:	 B C O1 → ,	 B	 →	 B,	 A O1 1→ 	
(точки	 O і	 O1 	 —	 центри	 граней	 BB C C1 1 	 і	 AA D D1 1 	 відповід
но),	 тому	 BA BO1 1→ .	 Тоді	  BA B C O BO1 1 1; ;     .	

Розглянемо	 виносний	 рисунок	 прямокутника	 ABC D1 1  

(рис.	 16.21).	 За	 умовою	 AB C D a= =1 1 .	 Тоді	 BC AD a1 1 2= = 	
(як	 діагоналі	 квадратів	 зі	 стороною	 a).	 Нас	 цікавить	 від
стань	 від	 точки	 O	 до	 прямої	 BO1 .	 Проведемо	 OM BO⊥ 1 	 та	
сполучимо	 відрізком	 точки	 O	 і	 O1 . Тоді	 OM	 —	 висота	 пря

мокутного	 трикутника	 BOO1 ,	 у	 якому	 OO a1 = ,	 OB
a= 2

2
	

і	 BO BO OO a1
2

1
2 3

2
   .	Знайдемо	площу	трикутника	 BOO1 	

двома	 способами:	 з	 одного	 боку,	 S BO OO aBOO� 1

1

2

2

41
2   ;	

з	іншого	боку,	 S BO OMBOO� 1

1

2 1  .	Звідси	 OM
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BO
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�
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Отже,	  BA B C O BO OM
a

1 1 1
3

; ;       .

*	 Нагадаємо,	що	знак	«→»	у	наведених	записах	означає:	«проєкту
ється	в»	(див.	§	7).
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Приклади роЗВ’яЗуВання Задач
Кінці	даного	відрізка,	який	не	перетинає	площину,	віддалені	від	неї	
на	 2,7	 м	 і	 6,3	 м.	 На	 яку	 відстань	 віддалена	 від	 площини	 середина	
цього	 відрізка?

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 дано	 відрізок	 AB,	 який	 не	 перети
нає	 площину	 α ,	 і	 точку	 M	 —	 його	 середи
ну	 (рис.	 16.22).	 Проведемо	 з	 точок	 A,	 B,	 M	
перпендикуляри	 до	 площини	 α 	 (відповід
но	 AA1 ,	 BB1 ,	 MM1 ).
Оскільки	 прямі,	 перпендикулярні	 до	 од
нієї	 площини,	 паралельні	 одна	 одній,	 то	
AA BB MM1 1 1� � .	 Таким	 чином,	 одержуємо	

ортогональну	 проєкцію	 відрізка	 AB	 на	 пло
щину	 α .	Оскільки	точка	M	—	середина	AB,	
то	 точка	 M1 	 —	 середина	 A B1 1 .	 Отже,	
MM1 	 —	 середня	 лінія	 трапеції	 AA B B1 1 	
AA BB1 1�  ,	 тому

MM
AA BB

1
1 1

2

6 3 2 7

2
4 5     , ,

, .м

Відповідь:	 4,5	 м.	

Ще	 до	 побудови	 рисунка	 до	 задачі	 слід	
згадати,	 що	 відстань	 від	 точки	 до	 пло
щини	 вимірюють	 за	 перпендикуляром,	
проведеним	 із	 даної	 точки	 до	 площини,	
а	 також	 те,	 що	 прямі,	 перпендикулярні	
до	 однієї	 площини,	 паралельні	 одна	 од
ній.	Тоді,	розглядаючи	дані	точки	й	осно
ви	відповідних	перпендикулярів,	ми	фак
тично	 одержимо	 паралельну	 (точніше,	
ортогональну)	 проєкцію	 даного	 відрізка	
на	 площину.	 А	 оскільки	 проєкцією	 від
різка	є	відрізок	(а	проєкцією	його	середи
ни	 —	 середина	 відрізкапроєкції),	 то	 на	
відповідному	 рисунку	 (рис.	 16.22)	 основи	
перпендикулярів	 будуть	 розміщені	 на	 од
ній	 прямій.

Puc. 16.22

A

A1

M

M1

B

B1
a

Доведіть,	 що	 в правильній піраміді висота проходить через центр 
основи.

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 SABC	 —	 правильна	 піраміда	 (рис.	 16.23)	
і	 SO	 —	 її	 висота	 ( SO ABC⊥ пл. ).	 Оскільки	 в	 пра
вильній	 піраміді	 бічні	 ребра	 рівні:	 SA SB SC= = ,	
то	 їх	 проєкції	 на	 площину	 ABC	 теж	 дорівнюють	
одна	 одній:	 OA OB OC= = .	 Тоді	 точка	 O	 є	 центром	
описаного	 навколо	 основи	 кола,	 який	 збігається	
із	 центром	 правильного	 многокутника.	

Нагадаємо,	 що	 піраміда	 називаєть
ся	 правильною,	 якщо	 її	 основою	 є	
правильний	многокутник,	а	всі	біч
ні	 ребра	 дорівнюють	 одне	 одному.	
Центр	 правильного	 многокутника	
одночасно	 є	 і	 центром	 описаного	
навколо	 цього	 многокутника	 кола.	

Задача 1

Задача 2

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



   § 16. Відстані між фігурами 153

Puc. 16.23

A C

B

O

S Тому	 для	 доведення	 твердження	
задачі	 достатньо	 довести,	 що	 осно
вою	висоти	є	центр	описаного	кола.	
Доведення	 достатньо	 провести	 для	
трикутної	 піраміди,	 оскільки	 для	
nкутної	 піраміди	 воно	 аналогічне.

Ребро	 правильного	 тетраедра	 дорівнює	 a.	 Знайдіть	 відстань	 між	
його	 мимобіжними	 ребрами.

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 SABC —	 правильний	 тетраедр	 (рис.	 16.24).	

Puc. 16.24

A C
M

B

K

S

Візьмемо	 середини	 M	 і	 K	 мимобіжних	 ребер	 BC	 і	 SA 
відповідно	 і	 сполучимо	 відрізками	 точку	 M	 із	 точка
ми	 S, A	 і	 K,	 а	 точку	 K	 —	 також	 із	 точками	 B	 і	 C.	
Оскільки	в	правильному	тетраедрі	всі	грані	є	рівними	
правильними	 трикутниками,	 то	 BK KC= 	 і	 SM AM= 	
(як	 медіани	 рівних	 трикутників).	 Ураховуючи,	 що	
в	 рівнобедреному	 трикутнику	 SAM медіана	 MK	
є	 і	 висотою,	 одержуємо,	 що	 MK SA⊥ . Крім	 того,	
MK BC⊥ 	 (як	медіана	і	висота	рівнобедреного	трикут
ника	 BKC).	 Отже,	 MK	 —	 спільний	 перпендикуляр	 до	
мимобіжних	ребер	SA і	BC,	відповідно,	це	і	є	відстань	
між	 ними.
Якщо	 ребро	 правильного	 тетраедра	 дорівнює	 a	 (на

приклад,	 SA a= ),	 то	 SM
a= 3

2
	 (як	 висота	 правиль

ного	 трикутника	 зі	 стороною	 a).
Із	 прямокутного	 трикутника	 SKM

SK
a



2

:	 MK SM SK
a  2 2 2

2
.	

Відповідь:	
a 2

2
.	

Нагадаємо,	 що	 в	 правильному	
тетраедрі	 всі	 бічні	 грані	 —	 рів
ні	 правильні	 трикутники	 (і	 за	
умовою	всі	ребра	дорівнюють	a).
Щоб	 одержати	 відстань	 між	
мимобіжними	 прямими	 SA та	
BC,	 розглянемо	 площину	 SAM 
(де	 точка	 M	 —	 середина	 ребра	
BC).	 Вона	 буде	 перпендикуляр
ною	 до	 BC	 (і	 проходитиме	 че
рез	 другу	 пряму	 SA). Тоді,	 щоб	
отримати	спільний	перпендику
ляр	 до	 двох	 даних	 прямих,	 до
статньо	 в	 побудованій	 площині	
SAM із	 точки	 M	 провести	 пер
пендикуляр	 до	 другої	 прямої.	
Ураховуючи,	 що	 цей	 перпен
дикуляр	 у	 рівнобедреному	 три
кутнику	 SAM SM AM   буде	
і	 медіаною,	 можна	 скласти	 та
кий	 план додаткових побудов:
1)	 сполучити	 середини	 двох	
мимобіжних	 ребер	 даного	 пра
вильного	 тетраедра	 відрізком;
2)	 використовуючи	 відповід
ні	 рівнобедрені	 трикутники	
в	 кожній	 із	 площин,	 які	 про
ходять	через	побудований	відрі
зок	 і	 одне	 з	 ребер,	 довести,	 що	
цей	відрізок	є	спільним	перпен
дикуляром	 до	 розглядуваних	
мимобіжних	 ребер.
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У	прямокутному	паралелепіпеді	 ABCDA B C D1 1 1 1  ребра	AB,	AD і	 AA1 	
відповідно	дорівнюють	1	см,	2	см	 і	3	см.	Знайдіть	відстань	між	пря
мою	 BD і	 площиною	 AB D1 1 .

Коментар

Для	 того	 щоб	 знайти	 відстань	 між	
прямою	 і	 площиною,	 спочатку	 слід	
з’ясувати	 їх	 взаємне	 розміщення.	 За	
ознакою	 паралельності	 прямої	 і	 пло
щини	 отримуємо,	 що	 BD AB D�пл. 1 1 .  
Оскільки	 відстань	 між	 паралельними	
прямою	 і	 площиною	 можна	 вимірювати	
від	 будьякої	 точки	 прямої	 до	 площини,	
то	 нам	 потрібно	 провести	 перпендикуляр	

із	деякої	точки	прямої	до	площини	 AB D1 1 .  
Для	 цього	 можна	 побудувати	 площину,	
перпендикулярну	 до	 площини	 AB D1 1 , що	
перетне	 BD в	 деякій	 точці	 M,	 а	 потім	 із	
точки	 M	 провести	 перпендикуляр	 до	 пря
мої	 перетину	 цих	 площин.

Для	 обчислення	 необхідних	 елементів	
зручно	використати	виносні	рисунки	фігур	
у	 розглядуваних	 площинах.

Розв’язання

	 Оскільки	 в	 прямокутному	 паралелепіпеді	
ABCDA B C D1 1 1 1  (рис.	 16.25)	 діагоналі	 основ	 BD і	 B D1 1  

паралельні	(як	прямі	перетину	паралельних	площин	пло
щиною	 BB D D1 1 ), то	 пряма	 BD і	 площина	 AB D1 1  пара
лельні.	 Проведемо	 перпендикуляр	 AM BD⊥ . Оскільки	
AA ABCD1 ⊥ пл. , то	 AA BD1 ⊥ .	Тоді	 BD MAA⊥ пл. 1 .	Беру

чи	 до	 уваги,	 що	 B D BD1 1 � , одержуємо	 B D MAA1 1 1⊥ пл. .
Площина	 MAA1 	 проходить	 через	 пряму	 AA1 ,	 па

ралельну	 площині	 BB D D1 1 , отже,	 пряма	 MK	 їх	 пере
тину	 паралельна	 AA1 .	 Площина	 MAA1 	 перетинає	 та
кож	 паралельні	 площини	 основ	 по	 паралельних	 прямих:	
A K AM1 � .	 Оскільки	 AA ABCD1 ⊥ пл. , то	 AA AM1 ⊥ ,	

отже,	 AMKA1 	 —	 прямокутник.
Проведемо	 з	 точки	 M	 перпендикуляр	 MT	 до	 пря

мої	 AK	 перетину	 перпендикулярних	 площин	 MAA1 	
і	 AB D1 1 . Тоді	 MT AB D⊥ пл. 1 1 , отже,	MT	—	відстань	між	
прямою	 BD і	 площиною	 AB D1 1 .

Із	прямокутного	трикутника	ABD (рис.	16.26),	у	якому	

AB =1	см,	 AD = 2 	см,	одержуємо:	 BD AB AD  2 2 5 .	

Маємо:	 S AB AD BD AMABD�    1

2

1

2
,	 	

тобто	
1

2

1

2
1 2 5     AM .	 Отже,	 AM = 2

5
.

Із	 прямокутного	 трикутника	 AMK	 (рис.	 16.27),	 	
у	 якому	 MK AA= =1 3 ,	 одержуємо:	

AK AM MK  2 2 7

5
.	

Puc. 16.25
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Puc. 16.26
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Маємо:	 S AM MKAKM�   1

2
	 1

2
AK MT ,	 	

тобто	
1

2

2

5

1

2

7

5
6    MT .	 Отже,	 MT = 6

7
.

Відповідь:	
6

7
	 см.	

Puc. 16.27

K

MA

A1

T

1.	 Поясніть,	 яку	 точку	 фігури	 вважають	 найближчою	 до	 даної	 точки;	
які	 точки	 двох	 фігур	 вважають	 найближчими.

2.	 Дайте	 означення	 відстані:

	 1)	 від	 точки	 до	 фігури;	 	 	 	

	 2)	 між	 двома	 фігурами.

3.	 Дайте	 означення	 відстані:	

	 1)	 від	 точки	 до	 прямої;	

	 2)	 від	 точки	 до	 площини;	

	 3)	 між	 паралельними	 прямими;	

	 4)	 між	 паралельними	 прямою	 та	 площиною;	

	 5)	 між	 паралельними	 площинами;	

	 6)	 між	 мимобіжними	 прямими.	

	 Обґрунтуйте,	 що	 в	 кожному	 з	 цих	 випадків	 як	 відстань	 дійсно	 ви
бирають	 відстань	 між	 найближчими	 точками	 фігур.

4.	 Поясніть,	 як	 практично	 можна	 визначити	 відстань	 від	 точки	 до	
площини.	Проілюструйте	ці	практичні	способи	на	каркасній	моделі	
куба.

5.	 Дайте	 означення	 висоти:	

	 1)	 піраміди;	 	 	 	 	 	 	 	

	 2)	 призми.	

	 Укажіть	 на	 моделі	 висоту	 прямокутного	 паралелепіпеда.

6.	 Поясніть,	 яка	 призма	 називається	 прямою.	 На	 моделі	 прямої	 при
зми	 вкажіть	 її	 висоту.

7.	 Дайте	 означення	 спільного	 перпендикуляра	 до	 двох	 мимобіжних	
прямих.	 Проілюструйте	 його	 на	 моделі.

8.*	 Доведіть,	 що	спільний	перпендикуляр	до	двох	мимобіжних	прямих	
існує,	 і	 до	 того	 ж	 єдиний.

9.	 Поясніть	на	прикладах	різні	способи	знаходження	відстані	між	ми
мобіжними	 прямими.
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16.1.°	 З	 точки	 A,	 яка	 не	 належить	 площині	 α ,	 проведено	 похилу	 до	
цієї	 площини.	 Визначте	 кут	 між	 цією	 похилою	 і	 площиною	 α ,	
якщо	 відстань	 від	 точки	 A	 до	 площини	 α 	 у	 два	 рази	 менша	 від	
довжини	 похилої.

16.2.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 з	 ребром	 a	 знайдіть	 відстань	 між	 верши
ною	 A	 і:	

	 1)	 ребром	 B C1 1 ;	
	 2)	 		діагоналлю	 B D1 1 	 грані	 A

1
B

1
C

1
D

1
;	

	 3*)	 діагоналлю	 куба	 A C1 .
16.3.°	 Знайдіть	 відстань	 між	 паралельними	 гранями	 в	 кубі	 з	 ребром	 a.
16.4.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 з	 ребром	 a	 знайдіть	 відстань:	
	 1°)	від	 вершини	 A1 	 до	 площини	 ABC;	
	 2)	 	від	 вершини	 B	 до	 площини	 AA C1 .
16.5.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 з	 ребром	 a	 знайдіть	 відстань	 між	 верши

ною	 C і	 площиною	 AB D1 1 .
16.6.	 Відстань	 між	 двома	 паралельними	 площинами	 дорівнює	 a.	 Від

різок	 довжиною	 b	 кінцями	 упирається	 в	 ці	 площини.	 Знайдіть	
довжину	 проєкції	 відрізка	 на	 кожну	 з	 площин.

16.7.	 Знайдіть	 відстань	 від	 середини	 відрізка	 AB	 до	 площини,	 яка	 не	
перетинає	цей	відрізок,	якщо	відстані	від	точок	A	і	B	до	площини	
дорівнюють:	

	 1)	 3,2	 см	 і	 5,3	 см;	 	 	 	 	
	 2)	 7,4	 см	 і	 6,1	 см;	 	 	 	 	 	 	
	 3)	 a	 і	 b.
16.8.*	 Розв’яжіть	 задачу	 16.7	 за	 умови,	 що	 відрізок	 AB	 перетинає	 дану	

площину.
16.9.	 Через	 середину	 відрізка	 проведено	 площину.	 Доведіть,	 що	 кінці	

відрізка	 розташовані	 на	 однаковій	 відстані	 від	 цієї	 площини.
16.10.	 Через	 вершину	 прямого	 кута	 C	 прямокутного	 трикутника	 ABC	

проведено	 площину,	 паралельну	 гіпотенузі.	 Відстань	 між	 цією	
площиною	 і	 гіпотенузою	 становить	 1	 м.	 Проєкції	 катетів	 на	 цю	
площину	 дорівнюють	 3	 м	 і	 5	 м.	 Знайдіть	 гіпотенузу.

16.11.	 Через	 сторону	 паралелограма	 проведено	 площину.	 Відстань	 від	
протилежної	сторони	паралелограма	до	цієї	площини	дорівнює	a.	
Знайдіть	 відстань	 від	 точки	 перетину	 діагоналей	 паралелограма	
до	 цієї	 площини.

16.12.	 Через	 одну	 сторону	 ромба	 проведено	 площину,	 відстань	 від	 якої	
до	протилежної	сторони	дорівнює	4	м.	Проєкції	діагоналей	на	цю	
площину	 дорівнюють	 8	 м	 і	 2	 м.	 Знайдіть	 проєкції	 сторін.

16.13.	 Два	відрізки	завдовжки	a	 і	b	упираються	кінцями	у	дві	паралель
ні	 площини.	 Проєкція	 першого	 відрізка	 (довжиною	 a)	 на	 площи
ну	 дорівнює	 c.	 Знайдіть	 проєкцію	 другого	 відрізка.

16.14.°	Дано	 зображення	 правильної	 піраміди	 SABCD	 з	 основою	 ABCD.	
Побудуйте	 зображення	 її	 висоти.

16.15.	 Дано	 зображення	 правильної	 піраміди	 SABC	 з	 основою	 ABC.	 По
будуйте	 зображення	 її	 висоти.

16.16.*	Доведіть,	 що	 в	 правильній	 чотирикутній	 піраміді	 діагональ	 осно
ви	 перпендикулярна	 до	 мимобіжного	 до	 неї	 бічного	 ребра.
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16.17.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 з	 ребром	 a	 знайдіть	 відстань	 між	 мимо
біжними	 прямими:	

	 1°)	 AA1 	 і	 CD;	 	 	 3)	 AB	 і	 B D1 1 ;	 	 5)	 BD	 і	 CC1 ;	
	 2)	 A C1 	 і	 BB1 ;	 	 	 4)	 AC	 і	 B D1 1 ;	 	 6)	 AC1 	 і	 BD.
16.18.	 Знайдіть	 відстань	 між	 протилежними	 бічними	 гранями	 прямої	

чотирикутної	 призмі,	 в	 основі	 якої	 лежить	 ромб	 зі	 стороною	 a	
і	 гострим	 кутом	 α .

16.19.*	Знайдіть	 геометричне	 місце	 точок	 простору,	 рівновіддалених	 від	
двох	 паралельних	 площин.

16.20.°	У	 правильній	 чотирикутній	 піраміді	 сторона	 основи	 дорівнює	 a,	
висота	 —	 h.	 Знайдіть	 бічне	 ребро	 піраміди.

16.21.	 У	 правильній	 трикутній	 піраміді	 сторона	 основи	 дорівнює	 a,	 біч
не	 ребро	 —	 b.	 Знайдіть	 висоту	 піраміди.

16.22.	 У	 правильній	 трикутній	 піраміді	 сторона	 основи	 дорівнює	 a,	 біч
не	 ребро	 —	 b.	 Знайдіть	 кут	 нахилу	 бічного	 ребра	 до	 площини	
основи.

16.23.*	Дано	 площину	 α 	 і	 дві	 точки	 A	 та	 B	 по	 один	 бік	 від	 неї.	 Знайдіть	
таку	 точку	 C	 на	 площині	 α ,	 щоб	 сума	 відстаней	 AC CB+ 	 була	
найменшою.

16.24.	 З	 даної	 точки	 до	 площини	 проведено	 дві	 рівні	 похилі	 завдовжки	
2	 м.	 Знайдіть	 відстань	 від	 точки	 до	 площини,	 якщо	 похилі	 утво
рюють	 між	 собою	 кут	 60°,	 а	 їх	 проєкції	 перпендикулярні.

16.25.	 З	 точки,	 віддаленої	 від	 площини	 на	 1	 м,	 проведено	 дві	 рівні	 по
хилі.	 Знайдіть	 відстань	 між	 основами	 похилих,	 коли	 відомо,	 що	
похилі	перпендикулярні	й	утворюють	з	перпендикуляром	до	пло
щини	 кути,	 які	 дорівнюють	 60°.

16.26.	 Через	 кінець	 A	 відрізка	 AB	 завдовжки	 b	 проведено	 площину,	
перпендикулярну	 до	 відрізка,	 і	 в	 цій	 площині	 проведено	 пряму.	
Знай	діть	 відстань	 від	 точки	 B	 до	 прямої,	 якщо	 відстань	 від	 точ
ки	 A	 до	 прямої	 дорівнює	 a.

16.27.	 Відстані	 від	 точки	 A	 до	 всіх	 сторін	 квадрата	 дорівнюють	 a.	 Знай
діть	 відстань	 від	 точки	 A	 до	 площини	 квадрата,	 якщо	 діагональ	
квадрата	 дорівнює	 d.

16.28.*	Основою	 висоти	 чотирикутної	 піраміди	 є	 точка	 перетину	 діагона
лей	основи	піраміди.	Чи	є	правильним	твердження,	що	двогранні	
кути,	 утворені	 бічними	 гранями	 піраміди	 з	 площиною	 основи,	
дорівнюють	 один	 одному,	 якщо	 основою	 піраміди	 є:	

	 1)	 квадрат;	 		 	 	 3)	ромб	(відмінний	від	квадрата);	
	 2)	 довільний	 паралелограм;	 	 4)	 рівнобедрена	 трапеція?
16.29.*	Доведіть,	 що	 коли	 основою	 висоти	 піраміди	 є	 центр	 вписаного	

в	 основу	 кола,	 то	 двогранні	 кути,	 утворені	 бічними	 гранями	 пі
раміди	 з	 площиною	 основи,	 дорівнюють	 один	 одному.

16.30.	 З	вершин	A	 і	B	рівностороннього	трикутника	ABC	проведено	пер
пендикуляри	 AA1 	 і	 BB1 	 до	 площини	 трикутника.	 Знайдіть	 від
стань	 від	 вершини	 C	 до	 середини	 відрізка	 A B1 1 ,	 якщо	 AB = 2 	 м,	
CA1 3= 	 м,	 CB1 7= 	 м	 і	 відрізок	 A B1 1 	 не	 перетинає	 площину	 три
кутника.

16.31.	 Відстань	 від	 точки	 до	 кожної	 з	 двох	 паралельних	 площин	 дорів
нює	 5.	 Знайдіть	 відстань	 між	 даними	 паралельними	 площинами.
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16.32.	 Відстані	 від	 точки	 до	 двох	 паралельних	 площин	 дорівнюють	 2	
і	 7.	 Знайдіть	 відстань	 між	 даними	 паралельними	 площинами.

16.33.*	Точка	 M	 розташована	 на	 однаковій	 відстані	 від	 кожної	 з	 пря
мих,	 що	 містять	 сторони	 ромба	 ABCD, і	 рівновіддалена	 від	 кож
ної	 з	 його	 вершин.	 Знайдіть	 кути	 ромба.

16.34.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1  проведено	 переріз	 через	 вершини	 A1 ,	 C	
і	 B1 .	 Відстань	 від	 вершини	 B	 до	 площини	 перерізу	 дорівнює	 8.	
Знайдіть	 відстані	 до	 площини	 перерізу	 від	 вершин	 A,	 C1 ,	 D1 .

16.35.*	У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1  проведено	 переріз	 через	 вершини	 A1 ,	 C1 	
і	 B.	 Відстань	 від	 вершини	 B1 	 до	 площини	 перерізу	 дорівнює	 4.	
Знайдіть	 відстані	 до	 площини	 перерізу	 від	 вершин	 A,	 C,	 D1 , D.

16.36.*	Площини	 α 	 і	 β 	 паралельні.	 Пряма	 a	 лежить	 у	 площині	 α ,	
а	прямі	KM	 і	KT	—	у	площині	 β .	Відстань	між	прямими	a	 і	KM	
дорівнює	 5,	 а	 між	 прямими	 a	 і	 KT	 —	 8.	 Визначте:	

	 1)	 взаємне	 розміщення	 прямих	 a	 і	 KM;	
	 2)	 взаємне	 розміщення	 прямих	 a	 і	 KT;	
	 3)	 відстань	 між	 площинами	 α 	 і	 β .
16.37.	 Площини	квадрата	ABEF і	ромба	ABCD перпендикулярні;	 CD = 6 ,	

�BCD  60 .	 Знайдіть	 відстань	 між	 прямими:	
	 1)	 EF і	 CD;       2)	 AF і	 BC.
16.38.	 Користуючись	 означенням	 відстані	 між	 фігурами,	 доведіть,	 що:	
	 1)	 відстань	 між	 кругами	 (рис.	 16.28)	 дорівнює	 AB;	
	 2)	 	відстань	 між	 кругом	 і	 прямою,	 яка	 його	 не	 перетинає	

(рис.	 16.29),	 дорівнює	 AB.
16.39.	 Через	діагональ	паралелограма	проведено	площину.	Доведіть,	що	

кінці	 другої	 діагоналі	 розташовані	 на	 однаковій	 відстані	 від	 цієї	
площини.

16.40.	 Кінці	 відрізка	 AB,	 який	 не	 перетинає	 площину,	 віддалені	 від	 неї	
на	 0,3	 м	 і	 0,5	 м.	 На	 яку	 відстань	 віддалена	 від	 площини	 точка,	
що	 ділить	 даний	 відрізок	 у	 відношенні	 3	 :	 7?

16.41.*	Розв’яжіть	 попередню	 задачу,	 вважаючи,	 що	 відрізок	 AB	 пере
тинає	 площину.

16.42.	 Через	 основу	 трапеції	 проведено	 площину,	 відстань	 від	 якої	 до	
другої	 основи	 дорівнює	 a.	 Знайдіть	 відстань	 від	 точки	 перетину	
діагоналей	 трапеції	 до	 цієї	 площини,	 якщо	 довжини	 основ	 тра
пеції	 відносяться	 як	 m n: 	 (рис.	 16.30).
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16.43.	 Точка	 M,	 яка	 лежить	 поза	 площиною	 даного	 прямого	 кута,	 від
далена	 від	 вершини	 кута	 на	 відстань	 a,	 а	 від	 його	 сторін	 —	 на	
відстань	 b.	 Знайдіть	 відстань	 від	 точки	 M	 до	 площини	 кута.

16.44.	 З	 вершин	 A	 і	 B	 гострих	 кутів	 прямокутного	 трикутника	 ABC	
проведено	 перпендикуляри	 AA1 	 і	 BB1 	 до	 площини	 трикутни
ка.	 Знай	діть	 відстань	 від	 вершини	 C	 до	 середини	 відрізка	 A B1 1 ,	
якщо	 A C1 4= 	 м,	 A A1 3= 	 м,	 B C1 6= 	 м,	 B B1 2= 	 м	 і	 відрізок	 A B1 1 	
не	 перетинає	 площину	 трикутника.

16.45.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 з	 ребром,	 яке	 дорівнює	 a,	 знайдіть	 від
стань:	

	 1)	 від	 точки	 A	 до	 площини	 BB D1 1 ;	
	 2)	 від	 прямої	 A C1 1 	 до	 площини	 ABD;	
	 3)	 між	 протилежними	 гранями	 куба;	
	 4)	 між	 прямими	 B C1 	 і	 AA1 ;	
	 5)	 від	 точки	 A	 до	 площини	 A BD1 ;	
	 6)	 між	 прямими	 AC	 і	 B D1 1 ;	
	 7)	 між	 площинами	 A BC1 1 	 і	 ACD1 .
16.46.	 В	основі	піраміди	SABCD	лежить	квадрат	ABCD	 зі	 стороною,	яка	

дорівнює	12.	Грані	SBA	і	SBC	перпендикулярні	до	площини	осно
ви.	 Висота	 піраміди	 дорівнює	 5.	 Знайдіть	 відстань	 між	 прями
ми	 BC	 і	 SD.

16.47.*	Відстань	 між	 мимобіжними	 діагоналями	 двох	 суміжних	 граней	
куба	 дорівнює	 2.	 Знайдіть	 ребро	 куба.

16.48.	 У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 з	 ребром,	 що	 дорівнює	 1,	 точка	 M	 —	
середи	на	 відрізка	 CD,	 а	 точка	 N	 —	 середина	 відрізка	 CC1 .	 Знай
діть	 відстань	 між	 прямими	 AN	 і	 BM.

16.49.	 В	 основі	 прямої	 призми	 ABCA B C1 1 1 	 лежить	 правильний	 трикут
ник	 ABC	 (така	 призма	 називається	 правильною).	 Знайдіть	 від
стань	 між	 прямими	 AB1 	 і	 BC,	 якщо	 всі	 ребра	 даної	 призми	 до
рівнюють	 a.

16.50.*	На	 прямій	 l	 у	 просторі	 послідовно	 розташовані	 точки	 A,	 B	 і	 C	
такі,	що	 AB =18 	і	 BC =14 .	Знайдіть	відстань	між	прямими	l	 і	m,	
якщо	 відстані	 від	 точок	 A,	 B	 і	 C	 до	 прямої	 m	 дорівнюють	 12,	 15	
і	 20	 відповідно.

	 Виявіть свою компетентність

16.51.	 Визначте	 товщину	 m вугільного	
пласта,	 якщо	 вертикальна	 розвід
увальна	 свердловина	 нахилена	 до	
нього	 під	 кутом	   60 	 і	 прохо
дить	 крізь	 вугілля	 відстань	 h = 3 	 м	
(рис.	16.31).	Відповідь	виразіть	у	ме
трах	 із	 точністю	 до	 десятих.
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  § 17.  геометричні місця точок у Просторі
Таблиця 17

геометричні місця точок (гмт)

означення.	Геометричним місцем точок площини (простору) називається фігура, що скла-
дається з усіх точок площини (простору), які мають певну властивість.

Фігура	 F	 —	 ГМТ,	
які	 мають	 дану	
властивість

        ; 90
1.	 Якщо	 точка	 M		∈  F,	 то	 М	 має	 дану	 властивість.
2.	 Якщо	 точка	 М	 має	 дану	 властивість,	 то	 M		∈  F.

На площині У просторі

1. ГМТ, розташованих на даній відстані R від точки O (рівновіддалених від даної точки)

Фігура	 F	 —	 коло	 	
із	 цент	ром	 O	 	
і	 радіусом	 R.

Фігура	 F	 —	 сфера	 	
із	 цент	ром	 O	 	
і	 радіусом	 R.

2. ГМТ, рівновіддалених від кінців даного відрізка AB

A K

F

B

M

Фігура	 F	 —	 серединний	 перпенди
куляр	 до	 відрізка	 AB.

A K B

M

a

F

Фігура	 F	 —	 площина	 α ,	 що	 проходить	 через	
середину	 відрізка	 AB	 перпендикулярно	 	

до	 нього.

3. ГМТ, рівновіддалених від двох 
прямих, що перетинаються

3. ГМТ, рівновіддалених від двох площин,  
що перетинаються

F

F

M

Фігура	 F	 складається	 з	 бісектрис	 	
усіх	 кутів,	 утворених	 при	 перетині		

даних	 прямих.

F

F

M

Фігура	 F	 складається	 з	 бісекторних	 півплощин	 (пів
площин,	 які	 ділять	 двогранні	 кути	 навпіл	 і	 прохо
дять	 через	 ребро	 двогранних	 кутів)	 усіх	 двогранних	

кутів,	 утворених	 при	 перетині	 даних	 площин.
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4. ГМТ, рівновіддалених від вершин трикутника

A
O

B

C
Фігура F — центр описаного  

навколо трикутника кола, F O= .

F

A
O

B

C

M

Фігура F — пряма, яка перпендикулярна  
до площини трикутника і проходить через 
центр описаного навколо трикутника кола.

Пояснення й обґрунтування

Поняття геометричного місця 
точок простору 
У планіметрії геометричним місцем 

точок (ГМТ) називали фігуру, що скла
дається з усіх точок площини, які мають 
певну властивість. Найпростіші з таких 
ГМТ площини наведено в лівому стовпці 
табл. 17. Нагадаємо їх.
1) ГМТ, розташованих на даній відста-

ні R від даної точки O, є коло радіуса 
R із центром у точці O.

2) ГМТ, рівновіддалених від двох даних 
точок, є пряма, перпендикулярна до 
відрізка, яка сполучає ці точки і про-
ходить через його середину.

3) ГМТ, рівновіддалених від двох прямих, 
що перетинаються, є пара перпенди-
кулярних прямих, які містять бісек-
триси кутів, утворених при перетині 
даних прямих.

4) ГМТ, рівновіддалених від вершин три-
кутника, складається з однієї точ-
ки — центра описаного навколо три-
кутника кола.

Аналогічно до поняття ГМТ на площи
ні означають і поняття ГМТ у просторі.

 означення. Геометричним місцем то-
чок простору називається фігура, яка 
складається з усіх точок простору, які 
мають певну властивість.

Як і в планіметрії, розв’язання за
вдання на знаходження ГМТ складаєть
ся з висування гіпотези про вид шуканої 

 фігури F і обґрунтування двох взаємно 
обернених тверджень:
1) якщо точка M належить фігурі F, то 

вона має дану властивість;
2) якщо точка M має дану властивість, 

то вона належить фігурі F. 

Замість другого твердження можна 
доводити еквівалентне йому твердження, 
протилежне до першого: якщо точка не 
належить фігурі F, то вона не має даної 
властивості.

основні геометричні місця точок 
простору 

Розглянемо ГМТ простору, які мають 
ту саму властивість, що і відповідні ГМТ 
на площині.

I. Геометричним місцем точок простору, 
розташованих на даній відстані R від 
даної точки O, є сфера радіуса R із 
центром у точці O (рис. 17.1).

RO

Puc. 17.1

Це твердження випливає з означення 
сфери.

1
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II. Геометричним місцем точок простору, рівновіддалених від двох 
даних точок A і B, є площина, яка перпендикулярна до відрізка, 
що сполучає ці точки, і проходить через його середину.

 Розглянемо площину α , яка перпендикулярна до відрізка AB 
і проходить через його середину — точку K (рис. 17.2).

Нехай точка M  . У площині α  проведемо відрізок MK. 
Оскільки AB   , то AB MK⊥ . Ураховуючи, що AK BK= , одержу
ємо AM BM= , тобто точка M рівновіддалена від точок A і B.

Нехай точка M рівновіддалена від точок A і B, тобто MA MB= . 
Розглянемо площину β , яка проходить через пряму AB і точку M. 
У площині β  точка M рівновіддалена від точок A і B, отже, вона ле
жить на прямій, що проходить через середину відрізка AB — точку 
K — перпендикулярно до цього відрізка. Але всі прямі, перпендику
лярні до прямої AB, які проходять через точку K, лежать у площині, 
перпендикулярній до AB. Ураховуючи, що через точку K проходить 
тільки одна площина α , перпендикулярна до AB, одержуємо: M  .

Отже, площина α  дійсно є шуканим ГМТ. 
Для розгляду наступного ГМТ введемо поняття бісекторної пів

площини двогранного кута.

 означення. Бісекторною півплощиною двогранного кута називається 
півплощина, граничною прямою якої є ребро двогранного кута 
і яка ділить двогранний кут навпіл.

Оскільки за міру двогранного кута приймають міру відповідно
го йому лінійного кута, то бісекторна півплощина проходить через 
ребро двогранного кута і бісектрису відповідного лінійного кута.

A K B

M

a

Puc. 17.2



III. Геометричним місцем точок, рівновіддалених від двох 
даних площин, що перетинаються, є бісекторні півпло-
щини всіх двогранних кутів, утворених відповідними 
півплощинами.

 Розглянемо дві площини α  і β , які перетинаються по 
прямій c, і півплощину γ , яка є бісекторною півплощиною 
двогранного кута, утвореного півплощинами площин α  і β  
(рис. 17.3).

Нехай точка M  . Проведемо з точки M перпендикуля
ри до площин α  і β  ( MA    і MB  ). Через прямі MA 
і MB проведемо площину ϕ . Ця площина перпендикулярна 
до прямої c (оскільки MA c⊥  і MB c⊥ ). Якщо точка O — 
точка перетину площини ϕ  з прямою c, то � AOB  — лі
нійний кут двогранного кута з ребром c, утвореного відпо
відними півплощинами площин α  і β , а OM — бісектриса 
цього кута. Тоді за властивістю бісектриси кута (у площи
ні ϕ ) одержуємо, що MA MB= , отже, точка M рівновідда
лена від площин α  і β .

Нехай точка M рівновіддалена від площин α  і β , тобто 
MA MB= , де MA    і MB  . Через прямі MA і MB про
ведемо площину ϕ . Ця площина перпендикулярна до пря
мої c (оскільки MA c⊥  і MB c⊥ ). Якщо точка O — точ
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ка перетину площини ϕ  з прямою c, то 
∠AOB  — лінійний кут двогранного кута 
(з ребром c), утвореного відповідними 
півплощинами площин α  і β . Оскільки 
MA OA⊥ , MB OB⊥  і MA MB= , то в пло
щині ϕ  точка M, яка лежить усередині 
кута AOB, рівновіддалена від сторін кута. 
Отже, OM — бісектриса цього кута. Але 
через бісектрису лінійного кута прохо
дить бісекторна півплощина, тобто M  . 
Таким чином, фігура, яка складається із 
чотирьох бісекторних півплощин, дійсно 
є шуканим ГМТ. 

Зауваження. Оскільки площина ϕ  
перпендикулярна до спільного ребра c всіх 
двогранних кутів, утворених при перетині 
площин α  і β , то в перетині її з гранями 
цих кутів отримуємо лінійні кути відпо
відних двогранних кутів (сторони яких ле
жать на прямих AO і BO, які перетинають
ся в точці O). Ураховуючи, що на площині 
бісектриси вертикальних кутів лежать на 
одній прямій, а бісектриси суміжних кутів 
перпендикулярні, одержуємо, що шукане 
ГМТ, зображене на рис. 17.3, складається 
з двох перпендикулярних площин.

IV. Геометричним місцем точок простору, рівновіддалених від 
вершин трикутника, є пряма, яка перпендикулярна до пло-
щини трикутника і проходить через центр кола, описаного 
навколо трикутника.

 Розглянемо трикутник ABC і пряму a, яка перпендикуляр
на до площини трикутника і проходить через точку O — центр 
описаного кола (рис. 17.4).

Нехай точка M a∈ . Тоді MO — перпендикуляр до площи
ни ABC; MA, MB, MC — похилі, а OA, OB, OC — відповідно їхні 
проєкції. Оскільки OA OB OC= =  (як радіуси описаного кола), то 
MA MB MC= = , тобто точка M рівновіддалена від вершин трикут
ника ABC.

Нехай точка M рівновіддалена від вершин трикутника ABC, 
тобто MA MB MC= = . Проведемо з точки M перпендикуляр до 
площини ABC. Оскільки рівні похилі MA, MB, MC мають рівні 
проєкції, то основою цього перпендикуляра буде точка в площи
ні трикутника ABC, рівновіддалена від його вершин, тобто точ
ка O — центр кола, описаного навколо трикутника. Але через 
точку O проходить тільки одна пряма a, перпендикулярна до 
площини трикутника ABC. Отже, M a∈ . Таким чином, пряма a 
дійсно є шуканим ГМТ. 

Зазначимо, що в наведених прикладах вид розглядуваного 
ГМТ уже було задано і ми доводили, що вказана фігура дійсно 
є шуканим ГМТ.

Іноді доводиться знаходити ГМТ простору за даною його ха
рактеристичною властивістю. Як правило, розв’язування таких за
дач починають із припущення (гіпотези) про вид шуканої  фігури. 
Для цього часто розглядають дану характеристичну властивість 
у якійсь площині та відомі ГМТ площини. Потім досліджують 
інші положення площини, що зберігають дану властивість точок, 
і пробують визначити вид шуканої фігури. Іноді шукане ГМТ є пе
ретином уже відомих ГМТ.
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Приклади розв’язування задач

Знайдіть ГМТ простору, рівновіддалених від двох даних паралель
них прямих.

Коментар

Спочатку розглянемо площину α , у якій лежать дані 
паралельні прямі (рис. 17.5). ГМТ площини, рівновідда-
лених від двох паралельних прямих a і b в цій площині, 
буде пряма m, яка паралельна даним прямим і прохо-
дить посередині між ними (тобто ділить відстань AB між 
даними прямими навпіл: AK BK= ). Тоді ГМТ відповід
них точок простору обов’язково буде включати пряму m.

Згадуючи, що в просторі похилі, які мають рівні 
проєкції, дорівнюють одна одній, можна висунути при
пущення, що відповідне ГМТ простору буде включати 
також всі перпендикуляри до площини α , проведені з 
кожної точки прямої m. Але всі такі перпендикуляри 
лежать у площині γ , яка перпендикулярна до площини 
α  і проходить через пряму m. Це дозволяє висунути гі
потезу, що шуканим ГМТ і буде площина γ .

Для доведення цієї гіпотези, як завжди, обґрунтову
ємо два взаємно обернених твердження:
1) якщо точка M належить фігурі F (площині γ ), то 

вона має дану властивість;
2) якщо точка M має дану властивість, то вона на-

лежить фігурі F (площині γ ).

Розв’язання

 Доведемо, що ГМТ простору, рівновіддалених 
від двох даних паралельних прямих a і b, є площи-
на γ , яка перпендикулярна до площини α , визна-
ченої даними прямими, і ділить навпіл відстань між 
ними (і містить пряму m площини α , яка паралель
на даним прямим і проходить посередині між ними) 
(рис. 17.6).

1. Нехай точка M  . У площині γ  проведемо 
перпендикуляр MK m⊥ . Оскільки   , то 
MK   . Проведемо через точку K в площині α  
пряму AB m⊥  ( A a∈ , B b∈ ). Оскільки m a b� � , 
то AB a⊥  і AB b⊥ . Ураховуючи, що AK BK= , 
маємо рівність відповідних похилих: AM BM= . 
Використовуючи теорему про три перпендикуля
ри, одержуємо, що AM a⊥  і BM b⊥ , тобто точ
ка M рівновіддалена від прямих a і b.
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2. Нехай точка M рівновіддалена від прямих a і b, тобто MA MB=  
( MA a⊥  і BM b⊥ ). Розглянемо площину MAB. Вона перпенди
кулярна до прямої a ( a MA⊥  і a MB⊥ , оскільки a b� ). Отже, 
AB a⊥ , і тоді площина γ  проходить через точку K — середину AB. 

Оскільки MA MB= , то точка M також рівновіддалена від кінців 
відрізка AB. Але всі точки простору, рівновіддалені від кінців від
різка AB, лежать у площині, яка перпендикулярна до відрізка AB 
і проходить через його середину — точку K. Беручи до уваги, що 
через точку K проходить тільки одна площина γ , перпендикуляр
на до AB, одержуємо: M  .

Отже, площина γ  дійсно є шуканим ГМТ. 

Знайдіть ГМТ простору, рівновіддалених від двох даних прямих, 
які перетинаються.

Коментар

Спочатку розглянемо площину γ , у якій лежать дані 
прямі, що перетинаються (рис. 17.7). ГМТ площини, рівно-
віддалених від двох прямих a і b, які лежать у цій площи-
ні та перетинаються, є пара перпендикулярних прямих m 
і n, що містять бісектриси кутів, утворених перетином 
даних прямих. (Якщо, наприклад, T m∈ , то TN TK= , де 
TN b⊥  і TK a⊥ , і навпаки.) Тоді ГМТ відповідних точок 
простору обов’язково буде включати ці прямі m і n.

Якщо в просторі взяти точку M (рис. 17.8) і провести 
з неї до площини γ  перпендикуляр (основою якого буде 
точка T) і дві похилі (основами яких будуть точки N і K), 
то за теоремою про три перпендикуляри MK a⊥  і MN b⊥ , 
тобто MK і MN — відстані від точки M до прямих a і b 
відповідно.

Згадуючи, що в просторі похилі, які мають рівні про
єкції, дорівнюють одна одній, можна висунути припущен
ня, що відповідне ГМТ простору буде включати також усі 
перпендикуляри до площини γ , проведені з кожної точки 
прямих m і n. Але всі такі перпендикуляри лежать у пло
щинах α  і β , перпендикулярних до площини γ , які про
ходять відповідно через прямі m і n. Це дозволяє висунути 
гіпотезу, що шуканим ГМТ буде фігура F, яка складається 
із зазначених площин, перпендикулярних до площини γ .

Для доведення гіпотези, як завжди, обґрунтовуємо два 
взаємно обернених твердження: 
1) якщо точка M належить фігурі F, то вона має дану 

властивість; 
2) якщо точка M має дану властивість, то вона нале-

жить фігурі F.

Задача 2
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Розв’язання

 Доведемо, що ГМТ простору, рівновіддале-
них від двох прямих a і b, які перетинаються, є 
пара взаємно перпендикулярних площин α  і β , 
які перпендикулярні до площини γ  даних пря-
мих і проходять через бісектриси кутів, утворених 
цими прямими (рис. 17.8).
1. Нехай точка M належить якійсь із указаних 

площин α  чи β , наприклад, M  . (Площина 
α  проходить через пряму m, яка містить бісек
триси двох вертикальних кутів, утворених при 
перетині прямих a і b.) У площині α  прове
демо перпендикуляр MT m⊥ . Оскільки   , 
то MT   . Проведемо з точки T в площині γ  
перпендикуляри TK a⊥  і TN b⊥ . За властиві
стю бісектриси кута TK TN= . Тоді MK MN=  
(як похилі, що мають рівні проєкції). Вико
ристовуючи теорему про три перпендикуляри, 
одержуємо: MK a⊥  і MN b⊥ , тобто точка M 
рівновіддалена від прямих a і b.
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2. Нехай точка M рівновіддалена від прямих a і b, тобто MK MN=  
( MK a⊥  і MN b⊥ ). Тоді проєкції похилих MK і MN на площи
ну γ  теж дорівнюватимуть одна одній, а за теоремою про три 
перпендикуляри ще й будуть перпендикулярними до прямих a 
і b відповідно. Отже, основа перпендикуляра, проведеного з точ
ки M до площини γ , буде точкою в площині γ , рівновіддале
ною від прямих a і b, тобто міститиметься на прямій m. Але всі 
перпендикуляри до площини γ , проведені з точок прямої m, 
лежать у площині α . Отже, M  .

Таким чином, пара площин α  і β  дійсно є шуканим ГМТ.

Якщо площини α  і β  перетинаються по прямій OA (рис. 17.8), 
то, ураховуючи, що    і   , одержуємо: OA    (див. § 14). 
Тоді � � ; ;      m n 90  (оскільки бісектриси суміжних кутів пер
пендикулярні), тобто площини α  і β  дійсно перпендикулярні. 

Знайдіть ГМТ простору, рівновіддалених від двох даних мимобіж
них прямих.

Розв’язання

 Розглянемо довільну пряму c, яка перетинає 
дані мимобіжні прямі a і b (рис. 17.9). Ураховуючи 
результат, отриманий у задачі 2, одержуємо, що 
ГМТ простору, кожна з яких рівновіддалена від 
прямих a і c, є певна пара площин α1  і β1 . Ана
логічно ГМТ простору, кожна з яких рівновіддале
на від прямих c і b, є певна пара площин α2  і β2 . Puc. 17.9
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  § 17.  Геометричні місця точок у просторі 167

Точки чотирьох прямих перетину площин α1  і β1  із площина
ми α2  і β2  належать шуканому ГМТ. Міняючи січну пряму c, одер
жимо, таким чином, безліч прямих, кожна точка яких рівновіддале
на від даних мимобіжних прямих a і b. Об’єднання всіх прямих цієї 
множини є сідлоподібною поверхнею, яку називають гіперболічним 
параболоїдом. Частину його зображено на рис. 17.9. 

Гіперболічний параболоїд вивчають у вищих на
вчальних закладах. Його поверхню можна отримати 
переміщенням прямої d (яку називають твірною гіпер-
болічного параболоїда) по двох мимобіжних прямих m 
і n, якщо твірна залишається паралельною деякій пло
щині ϕ  (рис. 17.10). Тоді й дані прямі також належать 
заданому ними гіперболічному параболоїду. (Кожна 
пряма, що належить гіперболічному параболоїду, на
зивається його твірною, отже, m і n теж є твірними 
розглянутого гіперболічного параболоїда.)

Гіперболічний параболоїд широко застосовують в інже
нернобудівельній практиці (часто називаючи його косою 
площиною) для формування поверхонь укосів, насипів заліз
ниць і автомобільних шляхів, набережних, гідротехнічних 
споруд, покрівель. На рис. 17.11 зображено оригінальний 
бетонний павільйон над джерелом мінеральної води «Хар
ківська», побудований за проєктом архітектора В. С. Ва
сильєва в м. Харкові.
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d

nm

M

N

ϕ

Puc. 17.11

1. Дайте означення геометричного місця точок простору.

2. Поясніть, як можна обґрунтувати, що фігура F є ГМТ, які мають 
певну властивість.

3. Назвіть основні ГМТ простору, які мають такі самі властивості, 
що й основні ГМТ на площині. Доведіть правильність відповід
них тверджень.

17.1. Знайдіть геометричне місце основ похилих даної довжини, про
ведених із даної точки до площини.

17.2. Знайдіть ГМТ простору, віддалених від даної площини a на дану 
відстань h.

17.3. Знайдіть ГМТ простору, рівновіддалених від двох даних пара
лельних площин.

17.4. Знайдіть ГМТ простору, рівновіддалених від сторін трикутника.
17.5.* Знайдіть ГМТ простору, рівновіддалених від прямих, які містять 

сторони трикутника.
17.6. Дано площину і точку, що їй не належить. Знайдіть ГМТ просто

ру, які поділяють навпіл усі відрізки, один кінець яких збігаєть
ся з даною точкою, а другий «пробігає» всі точки даної площини.
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17.7. Знайдіть ГМТ простору, які лежать на прямих, що перпендику-
лярні до даної прямої і проходять через задану на ній точку. 

17.8. Знайдіть ГМТ простору, які лежать на прямих, що перпендику-
лярні до даної прямої і проходять через задану точку, яка не 
лежить на даній прямій.

17.9. Точка A лежить поза площи-
ною α , X — довільна точка площи-
ни α , ′X  — точка відрізка AX, яка 
ділить його у відношенні m n: . До-
ведіть, що ГМТ ′X  є площина, пара-
лельна площині α .

17.10.* Доведіть, що геометричним місцем 
середин відрізків із кінцями на двох 
мимобіжних прямих (рис. 17.12) є 
площина, паралельна цим прямим 
(її часто називають серединною пло-
щиною даних мимобіжних прямих).

17.11.* Доведіть, що кожна точка бісектрис l і m кутів між ортогональ-
ними проєкціями двох мимобіжних прямих на їх серединну пло-
щину (див. вправу 17.10) рівновіддалена від даних прямих, тобто 
належить гіперболічному параболоїду, а самі прямі l і m є його 
твірними (див. задачу 3 в § 17).

Вказівка. Нехай AB — спільний перпендикуляр да-
них мимобіжних прямих a і b, γ  — їх серединна 
площина, l — одна з бісектрис кутів між ортогональ-
ними проєкціями a2

 і b2
 прямих a і b на площину γ  

(рис. 17.13). Проведіть через прямі a і b паралельні 
площини α  і β  та обґрунтуйте, що площина γ  пара-
лельна цим прямим. Потім через довільну точку P l∈  
проведіть пряму CD, перпендикулярну до цих площин 
(C  , D  ), і з точки P проведіть перпендикуляри 
PE і PF до прямих a і b та обґрунтуйте рівність пар 
трикутників ACE і BDF та PCE і PDF.

Puc. 17.13

b1

b2

a1

a2

g

a

b

m
l

b

a

B           D

C

O P

F

A
E

17.12. Дано площину α  та точки A і B, які не належать їй. На площи-
ні α  знайдіть множину точок, рівновіддалених від точок A і B.

  виявіть свою компетентність

17.13. На подвір’ї, на якому немає дерев, потрібно розмістити ліхтар на вер-
тикальному стовпі. Де має бути стовп, щоб хвіртка, двері в гараж і вхід 
до будинку освітлювалися однаково? Обґрунтуйте свою відповідь.

17.14. Знайдіть ГМТ простору, рівновіддалених від трьох даних пло-
щин, які мають єдину спільну точку. Як, на вашу думку, мож-
на візуалізувати знайдене ГМТ? (Пропонуємо висловити будь-яку 
думку незалежно від наявності необхідного приладдя.)

Puc. 17.12

b

a

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



169

завдання для Підготовки до оцінювання

1. Точка A лежить поза площиною α . Скільки прямих, перпендику
лярних до площини α , можна провести через точку A? 
А Тільки одну     Б Дві В Безліч Г Жодної

2. Точка A віддалена від площини α  на 8 см. З цієї точки до площи
ни α  проведено похилу AB завдовжки 10 см. Знайдіть довжину 
проєкції похилої AB на площину α .
А 2 см   Б 8 см  В 6 см  Г 5 см

3. Із точки M, яка лежить поза площиною α , проведено до неї пер
пендикуляр MA та похилі MB і MC. Відомо, що AB AC< . Порів
няйте довжини похилих MB і MC.
А MB MC>    В MB MC<
Б MB MC=       Г Порівняти неможливо

4. На рис. 1 зображено куб ABCDA B C D1 1 1 1  із ре
бром a. Знайдіть відстань між прямими AC 
і DD1 .

А a  Б 
a

2
    В a 2  Г 

a 2

2

5. Дано три площини α , β  і γ  такі, що   , 
  . Укажіть правильне твердження.
А Площини α  і γ  завжди паралельні.
Б Площини α  і γ  завжди перпендикулярні.
В Кут між площинами α  і γ  може дорівнювати 45°.
Г Жодне з тверджень А–В не є правильним.

6. Дано прямі m і n та площину α  такі, що m n� , m   . Укажіть 
правильне твердження.
А Пряма n паралельна площині α .
Б Пряма n перпендикулярна до площини α .
В Пряма n лежить у площині α .
Г Пряма n перетинає площину α  під кутом 60°.

7. Пряма MB перпендикулярна до площини па
ралелограма ABCD, зображеного на рис. 2. На
звіть кут між прямою MD і площиною парале
лограма.
А ∠MDA   В ∠MDB
Б ∠MBD   Г ∠MDC

8. З точки B до площини α  проведено похилу BC, яка утворює з пло
щиною α  кут 30°. Знайдіть відстань від точки B до площини α , 
якщо проєкція похилої BC на цю площину дорівнює 12 см.

А 6 см   Б 4 3  см В 12 3  см  Г 24 см

9. Площа многокутника дорівнює 24 см2. Знайдіть площу ортогональ
ної проєкції цього многокутника на площину, яка утворює кут 60° 
із площиною многокутника.
А 12 см2 Б 24 см2 В 36 см2 Г 48 см2

Тест  
№ 3

Puc. 1

D

D1

C
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B
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A1
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D
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Пройдіть 
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170 Розділ 3. Перпендикулярність прямих і площин у просторі

10. Пряма DA перпендикулярна до площини 
рівнобедреного трикутника ABC з осно
вою BC, зображеного на рис. 3, точка M — 
середина сторони BC. Укажіть кут між 
площинами ABC і DBC.
А ∠DBA   В ∠DCA
Б ∠DMA   Г ∠DAM

11. Площа многокутника дорівнює площі ортогональної проєкції цьо
го многокутника на деяку площину. Знайдіть кут між площиною 
многокутника та площиною проєкції.
А 0°   Б 45° В 90°  Г Такий випадок неможливий

12. На рис. 4 зображено куб ABCDA B C D1 1 1 1 . 
Знайдіть кут між прямими AB1  і CD1 .
А 60°   Б 45° В 0°  Г 90°

13. Точка D розташована на відстані 4 см від 
кожної вершини правильного трикутни
ка ABC, сторона якого дорівнює 6 см. Знай
діть відстань від точки D до площини ABC.
А 4 см    Б 2 см   В 3 см  Г 1 см

14. Із точки A до площини α  проведено перпендикуляр AD і похи
лі AB і AC, AB = 25  см, AC =17  см. Довжини проєкцій похилих 
на площину α  відносяться як 5 : 2. Знайдіть відстань від точки A 
до площини α .
А 10 см   Б 12 см  В 15 см  Г 14 см

15. Кінці відрізка, довжина якого дорівнює 5 5  см, належать двом 
перпендикулярним площинам. Відстані від кінців цього відрізка до 
лінії перетину площин дорівнюють 5 см і 8 см. Знайдіть відстань 
між основами перпендикулярів, проведених із кінців відрізка на 
лінію перетину площин.
А 12 см   Б 8 см   В 10 см  Г 6 см

16. Точка M рівновіддалена від сторін квадрата ABCD і розташована на 

відстані 2 3  см від його площини. Знайдіть відстань від точки M 
до сторін квадрата, якщо сторона квадрата дорівнює 4 см.
А 4 см    Б 2 см  В 6 см  Г 5 см

17. Через вершину C ромба ABCD до його площини проведено перпен
дикуляр CF. Точка F віддалена від діагоналі BD на 25 см. Знай
діть відстань від точки F до площини ромба, якщо BD = 20  см, 

AB =10 5  см.
А 20 см   Б 12 см  В 15 см  Г 10 см

18. Через більший катет прямокутного трикутника проведено площи
ну, яка утворює з площиною трикутника кут 60°. Знайдіть синус 
кута, що утворює гіпотенуза трикутника із цією площиною, якщо 
один із його кутів дорівнює 30°.

А 
3

4
    Б 

6

4
   В 

6

3
  Г 

2

6
 теми навчальних проєктів
1. Види куполів і деякі їх математичні характеристики.
2. Введення в світ фракталів.
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  § 17.  Геометричні місця точок у просторі 171

Розділ 4 

КООРДИНАТИ, ВЕКТОРИ 
ТА ГЕОМЕТРИЧНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ 
У ПРОСТОРІ

У ЦЬОМУ РОЗДІЛІ ВИ:

 ознайомитеся з прямокутною системою координат, 
векторами і рухами у просторі, їх основними властивостями  
та пов’язаними з ними формулами, рівняннями площини  
і сфери;

 навчитеся розв’язувати стереометричні задачі 
за допомогою координатного і векторного методів
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   § 18.  Прямокутна декартова система координат  
у Просторі

Таблиця 18

декартові координати

1. Прямокутна система координат

На площині У просторі

A(a;b)
y

xa

b

O y

z

x
a b

O

A3(a;0;c)
A2( 0;b;c)

A(a;b;c)

A1(a;b;0)

2. Відстань між точками

AB x x y y     2 1
2

2 1
2

AB x x y y z z        2 1
2

2 1
2

2 1
2

3. Координати середини відрізка

B(x2;y2)

A(x1;y1)
y

C

xO
C — середина AB

xc
x x 1 2

2
 yc

y y 1 2

2

z

yO

C

B(x2;y2;z2)

A(x1;y1;z1)

x
C — середина AB

xc
x x 1 2

2
 yc

y y 1 2

2
 zc

z z 1 2

2

4. Рівняння сфери

Рівняння кола Рівняння сфери

y

O

R

 

x y R2 2 2 

Центр кола — початок координат

y

z

x

O R

 

x y z R2 2 2 2  

Центр сфери — початок координат.

§ 18
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   § 18. Прямокутна декартова система координат у просторі 173

4. Рівняння сфери

Рівняння кола Рівняння сфери

O1(a;b)

y

xO

R

 

x a y b R     2 2 2

Центр кола — точка O a b1 ;  .

 x a y b z c R        2 2 2 2

Центр сфери — точка O a b c1 ; ;  .

Пояснення й обґрунтування

y

z

x
O

R
O1(a;b;c)

Прямокутна декартова система координат  
у просторі
В курсі планіметрії ви ознайомилися з прямо

кутною системою координат на площині.
Нагадаємо, що віссю координат називають пря

му, на якій вибрані точка O (яку називають почат-
ком координат), додатний напрям (який позначають 
стрілкою) і одиничний відрізок (рис. 18.1). Кожній 
точці на координатній осі відповідає єдине дійсне 
число, яке називають координатою точки, і кожно-
му дійсному числу відповідає єдина точка на коор-
динатній осі. Як відомо, початку координат — точ
ці O ставлять у відповідність число 0 x  0 , точці 
M, яка розташована на додатному промені, ставлять 
у відповідність число x, яке дорівнює довжині від
різка OM x OM  , точці K, яка розташована на 
від’ємному промені, ставлять у відповідність чис
ло x, яке дорівнює довжині відрізка OK, узяте зі 
знаком «–» x OK   .

Прямокутною системою координат на площині 
називається пара перпендикулярних координатних 
осей зі спільним початком координат*. 

Найчастіше початок координат позначають бук
вою O, а координатні прямі позначають Ox, Oy 
і називають, відповідно, віссю абсцис і віссю орди-
нат (рис. 18.2). Площину, на якій задано прямо
кутну систему координат, називають координатною 
 площиною. Кожній точці A на площині із заданою 

* Нагадаємо, що за означенням координатної осі на кож
ній із них вибрано одиничний відрізок.

1

Puc. 18.1

x
MK 0 1

y

x
a

b

O Ax

Ay
A(a;b)= =

Puc. 18.2

 Закінчення табл. 18
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Розділ 4. Координати, вектори та геометричні перетворення у просторі174

системою координат відповідає єдина пара чи
сел a b;  , які називають координатами точ-
ки на площині в даній системі координат, 
і кожній упорядкованій парі дійсних чисел 
відповідає єдина точка на площині із зада
ною системою координат. Уперше прямокутні 
координати були введені Р. Декартом (1596–
1650). Тому прямокутну систему координат 
називають також декартовою системою ко-
ординат, а самі координати — декартовими 
координатами.

  Про які ще наукові досягнення 
Р. Декарта вам відомо? Які від-
криття в галузі психології нале-
жать Декарту? Прихильником яких 
філо софських теорій він був?

відомості з історії

Видатний французький філософ, ма-
тематик, фізіолог, фізик Рене Декарт 
увів метод координат, поняття змінної, 
заклав основи аналітичної геометрії, 
ввів сучасні позначення степенів, зна-
ки «+» і «—» для позначення додатних 
і від’ємних чисел.

Декарт Рене (1596—1650)

Щоб отримати координати заданої точки A на площині, 
достатньо провести через цю точку прямі, перпендикулярні 
до осей координат. Якщо позначити точки перетину цих 
прямих із осями Ox і Oy відповідно Ax  і Ay  (рис. 18.2), 
то координату a точки Ax  на осі Ox називають абсцисою 
точки A, а координату b точки Ay

 на осі Oy — ординатою 
точки A.

Прямокутні координати в просторі означають анало
гічно.

 означення. Прямокутною системою координат у просторі 
називають трійку попарно перпендикулярних коорди-
натних осей зі спільним початком координат.

Спільний початок координат найчастіше позначають 
буквою O, а координатні прямі — Ox, Oy, Oz і називають 
відповідно віссю абсцис, віссю ординат і віссю аплікат 
(рис. 18.3). Площини, що проходять через пари координат
них прямих, називають координатними площинами і по
значають xOy, xOz і yOz відповідно (рис. 18.4).

Нехай A — довільна точка простору, в якому вибрана 
прямокутна система координат. Через точку A проведемо 
площину, перпендикулярну до осі Ox, і точку її перетину 
з віссю Ox позначимо Ax  (рис. 18.5). Координату a цієї 
точки на осі Ox називають абсцисою точки A. Аналогічно 
на осях Oy і Oz позначають точки Ay  і Az , координати 
яких b і c називають, відповідно, ординатою і аплікатою 
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точки A. Упорядковану трійку чисел a b c; ;   називають 
координатами точки A в просторі. Можна обґрунтува
ти твердження, що кожній точці А простору із зада-
ною системою координат відповідає єдина трійка чисел 
a b c; ;   — координат точки в даній системі координат, 

і кожній упорядкованій трійці дійсних чисел відповідає 
єдина точка простору із заданою системою координат.

Зазначимо, що в загальному випадку абсцису, орди
нату і аплікату довільної точки M простору найчастіше 
позначають x, y, z відповідно і записують M x y z; ; . Іноді 
точку позначають просто її координатами x y z; ; .

відстань між точками у просторі 

У планіметрії було доведено, що відстань між точка
ми A x y1 1 1;   і A x y2 2 2;   на площині виражається форму

лою A A x x y y1 2 2 1
2

2 1
2      .

У просторі справедлива аналогічна формула.

Відстань між точками A x y z1 1 1 1; ;   і A x y z2 2 2 2; ;    
у просторі обчислюється за формулою  

A A x x y y z z1 2 2 1
2

2 1
2

2 1
2         .

 Доведення. Спочатку розглянемо випадок, коли 
пряма A A1 2  не паралельна осі Oz. Проведемо через точ
ки A1  і A2  прямі, паралельні осі Oz. Вони перетнуть 
площину xOy у точках ′A1  і ′A2  (рис. 18.6). Ці точки ма
ють ті самі координати x, y, що й точки A1  і A2  (а ко
ордината z у них дорівнює нулю). Тоді на площині xOy 
точки ′A1  і ′A2  мають координати   A x y1 1 1; ,   A x y2 2 2;  

і відстань ′ ′A A1 2  дорівнює:        A A x x y y1 2 2 1
2

2 1
2

.

Проведемо через точку A2  площину, паралельну 
площині xOy. Вона перетне пряму A A1 1′  в деякій точ
ці C. Тоді A C A A2 1 1   (оскільки проведена площина 
буде перпендикулярна до прямої A A1 1′ ) і A C A A2 2 1� ′ ′  
(як прямі перетину двох паралельних площин третьою). 
Одержуємо прямокутний трикутник A A C1 2 , у якому 

A C A A x x y y2 1 2 2 1
2

2 1
2         , A C z z1 2 1  .

Отже, за теоремою Піфагора, одержуємо: 

A A x x y y z z  2   1   11 2
2

2
2

2 1
2     ( ) ( ) ( ) .

Якщо пряма A A1 2  паралельна осі Oz, то 
A A z z1 2 2 1  . Той самий результат дає і одержана фор

мула, оскільки в цьому випадку x x1 2=  , y y1 2= . 

2

A A x x y y z z1 2 2 1
2

2 1
2

2 1
2        
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координати середини відрізка. 

Відповідні формули в просторі повністю аналогічні фор
мулам для обчислення координат середини відрізка на пло
щині (див. табл. 18).

Для точок A x y z1 1 1 1; ;   і A x y z2 2 2 2; ;   у просторі коор-
динати x; y; z точки C — середини відрізка A A1 2  обчислю-

ються за формулами x
x x


1 2

2
, y

y y


1 2

2
, z

z z


1 2

2
.

 Доведення. Проведемо через точки A1 , A2  і C пря
мі, паралельні осі Oz. Вони перетнуть площину xOy в точ
ках   A x y1 1 1 0; ; ,   A x y2 2 2 0: ;  і  C x y; ; 0  (рис. 18.7). Якщо 
точка C — середина відрізка A A1 2 , то за теоремою Фале
са  точка ′C  є серединою відрізка ′ ′A A1 2 . А ми знаємо, що 
на площині xOy координати середини відрізка виражають

ся через середини його кінців за формулами x
x x


1 2

2
, 

y
y y


1 2

2
. Щоб одержати формулу для z, достатньо замість 

площини xOy взяти площину xOz (рис. 18.8) або yOz. Тоді 

для z отримуємо аналогічну формулу: z
z z


1 2

2
.

Зауваження. Якщо пряма A A1 2  паралельна осі Oz, то 
абсциси й ординати точок A1  і A2  відповідно дорівнюють 
одна одній і теорему Фалеса застосовувати не можна. Але 
безпосередня підстановка показує, що одержані формули за
лишаються правильними і в цьому випадку.

рівняння сфери.

Нагадаємо, що сфера складається з усіх точок просто
ру, віддалених від однієї точки — центра — на відстань, 
що дорівнює радіусу (див. § 1). Якщо центр сфери — точка 
O a b c1 ; ;  , а точка M x y z; ;   належить сфері (рис. 18.9), то 

з означення сфери одержуємо, що O M R1 = . Тоді O M R1
2 2=  

або в координатах: x a y b z c R        2 2 2 2 .

Це рівняння називається рівнянням сфери з центром 
у точці O a b c1 ; ;   і радіусом R.

Дійсно, координати кожної точки сфери задовольняють 
наведене рівняння, і навпаки, якщо координати точки M 

задовольняють рівняння x a y b z c R        2 2 2 2 , то 
O M R1 =  і точка M належить сфері (рис. 18.9).

3
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Якщо центром сфери є початок координат (рис. 18.10), то 

рівняння сфери набуває вигляду x y z R2 2 2 2   .

x y z R2 2 2 2    — рівняння сфери із центром у початку 
координат і радіусом R. Puc. 18.10

y

z

x

O
R

x y z R2 2 2 2  

Приклади розв’язування задач

На даному зображенні прямокутної системи координат у просторі 
(рис. 18.11) побудуйте точку A з координатами 2 3 5; ;  .

Розв’язання Коментар

 Спочатку побудуємо ортогональну проєкцію 

заданої точки A 2 3 5; ;   на площину xOy — 

точку A1 2 3 0; ;  . Для цього відкладаємо на 

осі Ox відрізок OAx =2  і проводимо в пло

щині xOy пряму A A Oyx 1 � . На осі Oy відкла

даємо відрізок OAy =3  і проводимо в площи

ні xOy пряму A A Oxy 1 � . На перетині прямих 

A Ax 1  і A Ay 1  одержуємо точку A1 , з’єднуємо 

її з точкою O і проводимо пряму A A Oz1 � .

Після цього на осі Oz відкладаємо відрізок 

OAz =5  і проводимо пряму A A OAz � 1 . Пере

тин прямих A Az  і A A1  дає зображення шу

каної точки A (рис. 18.12). 

Нагадаємо, що за означенням осей ко
ординат на кожній із них вважається 
заданим і одиничний відрізок (як на 
рис. 18.11). Це дозволяє в будьякій 
координатній площині побудувати точ
ку з даними координатами. При цьому 
слід ураховувати, що на зображенні 
(паралельній проєкції) просторової фі
гури перпендикулярність прямих може 
не зберігатися, але обов’язково збері
гається паралельність прямих. Тому, 
описуючи побудови точок за їх коор
динатами, слід використовувати па
ралельність відповідних прямих осям 
координат.
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Дано точки A 3 4 5; ;  , B 2 3 0; ;  , C 0 0 5; ;  , F 3 0 2; ;  , E 0 7 0; ;  . Які 
з цих точок лежать: 

 1) у площині xOy;   2) у площині yOz;   3) на осі Oz;   3) на осі Oy?

Розв’язання Коментар

 Точки площини xOy мають координату z, 
яка дорівнює нулю. Тому тільки точки B і E 
лежать у площині xOy. Точки площини yOz 
мають координату х, яка дорівнює нулю. 
Отже, точки C і E лежать у площині yOz. 
Точка на осі Oz має дві координати (х і y), 
які дорівнюють нулю. Тому тільки точка C 
лежить на осі Oz. Точка на осі Oу має дві ко
ординати (х і z), які дорівнюють нулю. Тому 
тільки точка E лежить на осі Oy. 

Слід урахувати, що для точок, які ле
жать в координатних площинах, одна 
з координат обов’язково дорівнює 
нулю (див. рисунок у першому рядку 
табл. 18), а для точок, які лежать на 
осях координат, — дві координати до
рівнюють нулю.

Дано точки A 1 4 7; ;  , B 2 4 1; ;  , C 5 2 3; ;  , D 4 2 9; ;  . Доведіть, що 
чотирикутник ABCD є паралелограмом.

Розв’язання Коментар

 Середина діагоналі AC має координати 
1 5

2

4 2

2

7 3

2

  





; ; , тобто 3 3 5; ;  .

Середина діагоналі BD має координати 
2 4

2

4 2

2

1 9

2

  





; ; , тобто 3 3 5; ;  .

Як бачимо, діагоналі AC і BD мають спіль
ну середину, значить, вони перетинаються 
і точкою перетину діляться навпіл, отже, 
ABCD — паралелограм. 

Для розв’язування можна скористатися 
такою ознакою паралелограма: якщо діа-
гоналі чотирикутника перетинаються 
і точкою перетину діляться навпіл, то 
цей чотирикутник є паралелограмом. 
В даному випадку достатньо перевірити, 
чи збігаються середини діагоналей AC 
і BD (тобто чи однакові координати цих 
точок, які можна обчислити за форму
лами координат середини відповідного 
відрізка).

У площині xOy знайдіть точку D, рівновіддалену від трьох даних 
точок A 0 2 2; ;  , B  2 0 2; ; , C 0 2 0; ;  .

Розв’язання Коментар

 Нехай шукана точка D в площині xOy має 
координати D x y; ; 0  . Тоді

DA x y2 2 2 2
0 2 0 2         ;

DB x y2 2 2 2
2 0 0 2         ;

DC x y2 2 2 2
0 2 0 0         .

Оскільки DA DB DC= =  тоді і тільки тоді, 

коли DA DB DC2 2 2= = , то, прирівнюючи пра
ві частини двох перших рівностей до правої 
частини третьої, одержуємо систему рівнянь:

Оскільки за умовою точка D міститься 
в площині xOy, то її третя координата 
дорівнює нулю, тобто точка D має коор
динати x y; ; 0  .

Також за умовою DA DB DC= = . 

Але запис цих рівностей за формулою 
відстані між двома точками в коорди
натах міститиме квадратні корені, тобто 
отримаємо ірраціональні рівняння. 
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x y y x y y

x x y x y y

2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 4 4 4

4 4 4 4 4

       
       






,

.

Звідси y = 1

2
, x   1

2
. 

Шукана точка D 





1

2

1

2
0; ; . 

Щоб уникнути цього, скористаємося 
тим, що невід’ємні числа дорівнюють 
одне одному тоді і тільки тоді, коли 
їх квадрати дорівнюють один одному, 
і запишемо за допомогою координат 
квадрати відповідних відстаней.

Запишіть рівняння сфери з центром у точці A   1 4 1; ; , яка про
ходить через точку B 2 4 3; ;  .

Розв’язання Коментар

 Радіус заданої сфери 

R AB          2 1 4 4 3 1 5
2 2 2

.

Тоді рівняння шуканої сфери:

x y z        1 4 1 25
2 2 2

. 

За означенням сфери відстань від центра 
сфери до довільної її точки дорівнює радіусу 
сфери, тому радіус сфери можна знайти як 
відстань між точками A і B, а після цього ви
користати рівняння сфери з центром a b c; ;   
і відомим радіусом R:

x a y b z c R        2 2 2 2 .

Задача 5

1. Поясніть, як визначають декартові координати точки в просторі.

2. Запишіть формулу для знаходження відстані між двома точками 
за координатами цих точок.

3.* Доведіть формулу для знаходження відстані між двома точками 
за координатами цих точок.

4. Запишіть формули для знаходження координат середини відріз
ка за координатами його кінців.

5.* Доведіть формули для знаходження координат середини відрізка 
за координатами його кінців.

6. Запишіть і обґрунтуйте рівняння сфери з центром в точ
ці O a b c1 ; ;   і радіусом R.

18.1.° На даному зображенні прямокутної системи 
координат у просторі (рис. 18.13) побудуй
те точки з координатами 1 2 3; ;  , 2 1 1; ;  , 
 1 3 2; ; .

18.2.° Знайдіть координати ортогональних проєк
цій точок A 1 3 4; ;   і B 5 6 2; ;   на:

 1) площину xOy;     3) вісь Ox;

 2) площину yOz;        4) вісь Oz.
18.3.° На якій відстані розташована точка A 1 2 3; ;   від координатної 

площини: 
 1) xOy;        2) хOz;        3) yOz?

Запитання
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18.4.° Як розташовані точки простору, для яких координати х і y до
рівнюють нулю?

18.5.° Дано точки A 1 2 3; ;  , B 0 1 2; ;  , C 0 0 3; ;  , D 1 2 0; ;  . Які з цих 
точок лежать: 

 1) у площині xOy; 2) на осі Oz; 3) у площині yOz?

18.6.° Дано точку A 2 5 7; ;  . Знайдіть координати основ перпендикуля
рів, проведених із цієї точки на координатні осі і координатні 
площини.

18.7. Що є геометричним місцем точок простору, для яких: 
 1) перша координата дорівнює нулю; 
 2) друга координата дорівнює нулю; 
 3) третя координата дорівнює нулю; 
 4) перша і друга координати дорівнюють нулю; 
 5) перша і третя координати дорівнюють нулю; 
 6) друга і третя координати дорівнюють нулю; 
 7) всі координати дорівнюють нулю?
18.8. Що є геометричним місцем точок простору, для яких: 
 1) перша координата дорівнює одиниці; 
 2) перша і друга координати дорівнюють одиниці?
18.9. На якій відстані розташована точка A 1 2 3; ;   від координатної 

прямої: 
 1) Ox;   2) Oy;   3) Oz?
18.10. Знайдіть відстані від точки 1 2 3; ;   до: 
 1°) координатних площин;     3°)  початку координат.
 2) осей координат;     
18.11.° Знайдіть відстань між точками: 

 1) A1 1 2 3; ;   і A2 1 1 1 ; ; ;  2) B1 3 4 0; ;   і B2 3 1 2; ;  .

18.12.° Яка з точок — A 2 1 5; ;   або B  2 1 6; ,  — лежить ближче до по
чатку координат?

18.13. Дано точки M 1 2 3; ;   , N  2 3 1; ;  і K 3 1 2; ;  . Знайдіть пери
метр трикутника MNK.

18.14.  Визначте вид трикутника ABC, якщо його вершини мають ко
ординати: A 0 0 2; ;  , B 0 2 0; ;  , C 2 0 0; ;  .

18.15. На осі Ox знайдіть точку C x; ;0 0  , рівновіддалену від двох точок 
A 1 2 3; ;   і B  2 1 3; ; .

18.16.  Доведіть, що чотирикутник ABCD є паралелограмом, якщо: 

 1) A 0 2 3; ;  , B  1 1 1; ; , C 2 2 1; ;   , D 3 1 5; ;   ; 

 2) A 2 1 3; ;  , B 1 0 7; ;  , C  2 1 5; ; , D  1 2 1; ; .

18.17. Доведіть, що чотирикутник ABCD є ромбом, якщо: 

 1) A 6 7 8; ;  , B 8 2 6; ;  , C 4 3 2; ;  , D 2 8 4; ;  ; 

 2) A 0 2 0; ;  , B 1 0 0; ;  , C 2 0 2; ;  , D 1 2 2; ;  .

18.18. Знайдіть координати середини відрізка: 

 1) AB, якщо A 1 2 3; ;   і B  1 1 1; ; ; 

 2) CD, якщо C 3 4 0; ;   і D 3 1 2; ; 
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18.19.	 Дано	координати	одного	кінця	відрізка	 A 2 3 1; ;  	і	його	середини	
C 1 1 1; ;  .	 Знайдіть	 координати	 другого	 кінця	 відрізка	 B x y z; ;  .

18.20.	 Знайдіть	 координати	 вершини	 D	 паралелограма	 ABCD, якщо	 ві
домі	 координати	 решти	 його	 вершин:	

	 1)	 A 2 3 2; ;  ,	 B 0 2 4; ;  ,	 C 4 1 0; ;  ;	

	 2)	 A 1 1 0; ;  ,	 B 0 1 1; ;  ,	 C  1 0 1; ; ;	

	 3)	 A 4 2 1; ;  ,	 B 1 3 2; ;  ,	 C  4 2 1; .
18.21.	 Доведіть,	 що	 середина	 відрізка	 з	 кінцями	 в	 точках	 A a c b; ;  	

і	 B a d b ; ; 	 лежить	 на	 осі	 Oy.
18.22.	 Доведіть,	 що	 середина	 відрізка	 з	 кінцями	 в	 точках	 C a b c; ;  	

і	 D p q c; ;  	 лежить	 у	 площині	 xOy.
18.23.*	У	 площині	 xOy знайдіть	 точку	 D x y; ; 0  ,	 рівновіддалену	 від	

трьох	 даних	 точок:	 A 0 1 1; ;  ,	 B  1 0 1; ; ,	 C 0 1 0; ;  .

18.24.*	Знайдіть	точки,	рівновіддалені	від	точок	 0 0 1; ;  ,	 0 1 0; ;  ,	 1 0 0; ;  	
і	 розташовані	 на	 відстані	 2	 від	 площини	 yOz.

18.25.	 Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1 ,	 ребро	 якого	 дорівнює	 1.	 Початок	 коор
динат	розташований	у	точці	В.	Додатні	промені	осей	координат	—	
відповідно	 BA,	 BC	 і	 BB1 .	 Назвіть	 координати	 всіх	 вершин	 куба.

18.26.	 Куб	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 розміщений	 у	 прямокутній	 системі	 коорди
нат	так,	що	початком	координат	є	центр	нижньої	основи	куба,	ре
бра	 куба	 паралельні	 відповідним	 осям	 координат,	 вершина	 A	 має	
координати	  3 3 0; ; .	 Знайдіть	 координати	 решти	 вершин	 куба.

18.27.*	Дано	правильний	тетраедр	ABCD.	Вершини	A	 і	B	мають	відповід
но	 координати	 1 0 0; ;  	 і	  1 0 0; ; .	 Основа	 ABC	 тетраедра	 лежить	
у	 площині	 xOy.	 Знайдіть	 координати	 інших	 вершин	 тетраедра.	
Скільки	 розв’язків	 задачі	 існує?

18.28.	 Знайдіть	 координати	 центра	 O1 	 і	 радіус	 R сфери,	 заданої	 рів
нянням:	

	 1)	 x y z      3 5 16
2 2 2 ;	 	 2)	 x y z2 2 2

7 3 11       .
18.29.	 Запишіть	 рівняння	 сфери:	
	 1)	 із	 центром	 у	 точці	 O 0 0 0; ;  	 і	 радіусом	 4;	
	 2)	 із	 центром	 у	 точці	 O1 2 3 7; ;  	 і	 радіусом	 5.
18.30.	 Запишіть	 рівняння	 сфери	 з	 центром	 у	 точці	 O1 1 2 1; ;  ,	 що	 про

ходить	 через	 точку:	
	 1)	 M 1 0 0; ;  ; 2)	 K 1 0 1; ;  ; 3)	 N 0 0 1; ;  .
18.31.*	 Точка	 A 0 0 12; ;  	 належить	 сфері	 з	 центром	 O1 5 0 0; ;  .	 Запишіть	

рівняння	 цієї	 сфери.	 Чи	 належать	 цій	 сфері	 точки	 M 5 0 13; ;  ,	
K   5 0 13; ;  і	 N 0 0 12; ;  ?

18.32.*	Доведіть,	 що	 наведене	 рівняння задає	 сферу	 в	 просторі,	 а	 також	
знайдіть	 її	 радіус	 і	 координати	 центру:

	 1)	 x x y z2 2 26 0    ;	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 2)	 x x y y z2 2 28 6 0     .

18.33.*	Доведіть,	 що	 рівняння	 x y z Ax By Cz D2 2 2 0       	 за	 умови	

A B C D2 2 2 4   	 задає	 сферу.	 Знайдіть	 координати	 центра	 і	 ра
діус	 цієї	 сфери.	 Яку	 фігуру	 отримаємо,	 якщо	 виконуватиметься	

умова	 A B C D2 2 2 4    =  4D?
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   § 19. Вектори В просторі
Таблиця 19

Вектори

A
B

a

означення. Вектором	 називають  
напрямлений відрізок.

Довжину	 цього	 відрізка	 називають	 довжи
ною (модулем, абсолютною величиною) 

вектора.
�
a AB=

Координати вектора на площині Координати вектора у просторі

A2(x2;y2)

A1(x1;y1)

a

�
a a a1 2;  ,	 де	 a x x1 2 1  ,	 a y y2 2 1 

�
a a a 1

2
2
2

A2(x2;y2;z2)

A1(x1;y1;z1)

a

�
a a a a1 2 3; ;  ,	 	

де	 a x x1 2 1  ,	 a y y2 2 1  ,	 a z z3 3 1 
�
a a a a  1

2
2
2

3
2

Рівні вектори

a b

� �
a b 

� �

� �
a b

a b





вектори і однаково напрямлені.

У координатах

на площині у просторі 

� �
a a a b b b1 2 1 2; ;     a b

a b
1 1

2 2








� �
a a a a b b b b1 2 3 1 2 3; ; ; ;    

a b
a b
a b

1 1

2 2

3 3











операції над векторами

Сума векторів

на площині у просторі

� � �
a a a b b b c a b a b1 2 1 2 1 1 2 2; ; ;        

� �
a a a a b b b b1 2 3 1 2 3; ; ; ;     
    �

c a b a b a b1 1 2 2 3 3; ;

§ 19
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Правило трикутника Правило паралелепіпеда

A

B

a

+a b

b
b

C

AB BC AC
� ��� � ��� � ���

 

Oa

b

c

A

D
B

M

C
K

T

+a b
c+

OM OA OB OC
� ���� � ��� � ��� � ���

  

Правило паралелограма

a +a b

b

Різниця векторів

на площині у просторі

� � �
a a a b b b c a b a b1 2 1 2 1 1 2 2; ; ;        

� �
a a a a b b b b1 2 3 1 2 3; ; ; ;     
    �

c a b a b a b1 1 2 2 3 3; ;

A B

a –a b

b

C

AC AB BC
� ��� � ��� � ���

 

Множення вектора на число

на площині у просторі

      a a a a1 2 1 2; ;
� �������� � �����������

       a a a a a a1 2 3 1 2 3; ; ; ;
� ������������ � �����������������

A
A

B

B

C

C

AC AB
� ��� � ���

 

При	  0 	 вектор	 λ
�
a 	 і	 вектор	

�
a 	 одна

ково	 напрямлені.

При	  0 	 вектор	 λ
�
a 	 і	 вектор	

�
a 	 проти

лежно	 напрямлені.

 
� �
a a 

Продовження табл. 19
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колінеарні вектори

означення.	 Ненульові вектори називаються колінеарними, 
якщо вони лежать на одній прямій або на паралельних 
прямих.
Колінеарні вектори або однаково напрямлені, або проти
лежно напрямлені.
�
a 	 і	

�
b 	 колінеарні	 ⇔ 	

� �
b a  	

b

a

b

a

b

a
1

1

2

2

3

3

= = 	

(відповідні	 координати	 пропорційні)

скалярний добуток векторів

a
b
ϕ

� � � �
a b a b   cos

Скалярний добуток векторів дорівнює  
добутку їх довжин на косинус кута між ними.

У координатах

на площині у просторі

�
a a a1 2;  ;	

�
b b b1 2; 

� �
a b a b a b    1 1 2 2

�
a a a a1 2 3; ;  ;	

�
b b b b1 2 3; ; 

� �
a b a b a b a b      1 1 2 2 3 3

Скалярний добуток векторів дорівнює  
сумі добутків однойменних координат.

a b При	
�
a ≠ 0 	 і	

�
b ≠ 0 	

� �
a b 0 ⇔

� �
a b⊥

розкладання вектора

на площині у просторі
�

m 	 —	 довільний	 вектор	 площини,
�
a 	 і	

�
b 	 —	 неколінеарні	 вектори.

�
m 	 —	 довільний	 вектор	 простору,
�
a ,	
�
b 	 і	

�
c 	 —	 некомпланарні	 (тобто	 не	 паралельні	

одній	 площині)	 вектори.

Завжди	 існує	 розкладання:
� � �

m a b   	 (α 	 і	 β 	 —	 єдині)

m

aa

b

b

a

b

Завжди	 існує	 розкладання:
� � � �

m a b c     	 (α ,	 β 	 і	 γ —	 єдині)

m

c

c

a a

b

ba

b

g

a

nme

c

b d

f

Закінчення табл. 19
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пояснення й обґрунтуВання

поняття вектора в просторі та координат вектора.

Поняття	вектора	в	просторі	вводиться	так	само,	як	і	на	площині.
Вектором називатимемо	 напрямлений	 відрізок	 (рис.	 19.1).	 На

прям	 вектора	 визначається	 його	 початком	 і	 кінцем.	 На	 рисунку	
напрям	 вектора	 позначають	 стрілкою.	 Для	 позначення	 векторів,	 як	
і	 в	 планіметрії,	 використовуватимемо	 малі	 букви	 латинського	 ал
фавіту	 a, b, c,	 ...	 .	 Можна	 також	 позначити	 вектор,	 указавши	 його	
початок	 і	 кінець.	 При	 такому	 способі	 позначення	 вектора	 на	 пер
ше	 місце	 ставлять	 його	 початок.	 Іноді	 замість	 слова	 «вектор»	 над	
буквеним	 позначенням	 вектора	 ставлять	 стрілку	 або	 риску.	 Вектор,	

	зображений	 на	 рис.	 19.1,	 можна	 позначити	 так:	
�
a 	 або	 AB

� ���
.

Вектори	 AB
� ���

 і	 CD
� ���

 називають	однаково напрямленими, якщо	од

наково	 напрямлені	 півпрямі	 AB і	 CD. Вектори	 AB
� ���

 і	 CD
� ���

 називають	
протилежно напрямленими, якщо	 протилежно	 напрямлені	 півпря
мі	 AB і CD.

Зауважимо,	 що	 однаково	 чи	 протилежно	 напрямлені	 півпрямі	
(чи	 вектори)	 завжди	 лежать	 на	 паралельних	 прямих	 (або	 на	 одній	
прямій)	і	тому	завжди	розташовані	в	одній	площині,	для	якої	ми	мо
жемо	 використати	 відповідні	 означення,	 відомі	 з	 курсу	 планіметрії.

На	 рис.	 19.2	 вектори	
�
a  і b

�
 однаково	 напрямлені,	 а	 вектори	

�
a  

і 
�
c 	 протилежно	 напрямлені.

 означення. Довжиною (або модулем чи абсолютною величиною) 
векто ра називається довжина відрізка, що зображає вектор.	

1

A

B

a

Puc. 19.1

c
a

b

Puc. 19.2



Довжину	 вектора	
�
a  позначають	

�
a .

Два	 вектори	 називаються	 рівними,	
якщо	 вони	 мають	 однакові	 довжину	 і	 на
прям.

Початок	вектора	може	збігатися	з	його	
кінцем.	Такий	вектор	називають	нульовим 

вектором.	Нульовий	вектор	позначають	
�
0 .		

Вважають,	 що	 всі	 нульові	 вектори	 дорів
нюють	один	одному.	Про	напрям	нульово
го	 вектора	 не	 говорять.	 Вважають,	 що	 до
вжина	 нульового	 вектора	 дорівнює	 нулю.

Координатами вектора	 з	 почат

ком	 у	 точці	 A x y z1 1 1; ;  	 і	 кінцем	 у	 точ

ці	 B x y z2 2 2; ;  	 називають	 упорядкований	

набір	 чисел:	 x x2 1− ; y y2 1− ; z z2 1− .	 Так	

само	 як	 і	 на	 площині,	 обґрунтовують,	

що	 рівні вектори мають рівні відповідні 

координати і, навпаки, вектори, які ма

ють рівні відповідні координати, є рів

ними.	 Це	 дає	 підставу	 для	 позначення	

вектора	 його	 координатами:	
�
a a a a1 2 3; ;  	

або	 просто	 a a a1 2 3; ; 
� ������������

	 (іноді	 записують	

так:	
�
a a a a  1 2 3; ; ).	 Наприклад,	 якщо	

A 2 1 3; ;  	 і	 B 1 4 7; ;  ,	 то	 AB
� ���

 1 5 4; ; .	

Зазначимо,	 що	 коли	 початком	 векто

ра	 є	 точка	 O 0 0 0; ;  ,	 а	 кінцем	 —	 точка	

A a a a1 2 3; ;  ,	 то	 вектор	 OA
� ���

	 матиме	 коор

динати	 OA a a a
� ���

1 2 3; ;  .	 Отже,	 якщо вектор 

відкладений від початку координат, то 

його координати збігаються з координа

тами кінця вектора.

Якщо	
�
a a a a1 2 3; ;  ,	то	

�
a a a a  1

2
2
2

3
2 .		

З	 означення	 координат	 вектора	 випливає,	

що	 нульовий вектор має координати:
�
0 0 0 0; ;  .	
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операції над векторами в просторі. 

Так	само	як	і	на	площині,	означають	операції	(дії)	над	век
торами:	 додавання (віднімання), множення вектора на число 
і скалярний добуток векторів.

 означення. Сумою векторів 
�
a a a a1 2 3; ;  	 і 

�
b b b b1 2 3; ;  	 нази

вається вектор 
�
c a b a b a b1 1 2 2 3 3   ; ; .

Векторна	 рівність	

AB + BC = AC
� ���� � ��� � ����

доводиться	 так	 само,	 як	 і	 на	 площині.	

	 Доведення.	 Нехай	 A x y z1 1 1; ;  ,	 B x y z2 2 2; ;  ,	

C x y z3 3 3; ;  	 —	 дані	 точки	 (рис.	 19.3).	 Вектор	 AB
� ���

	 має	 ко

ординати	 x x y y z z2 1 2 1 2 1   ; ; ,	 вектор	 BC
� ���

	 має	 координати	

	 x x y y z z3 2 3 2 3 2   ; ; .	 Тоді	 вектор	 AB BC
� ��� � ���

+ 	 має	 координа

ти	 	 x x y y z z3 1 3 1 3 1   ; ; .	 А	 це	 і	 є	 координати	 вектора	 AC
� ���

.	

Отже,	 вектори	 AB BC
� ��� � ���

+ 	 і	 AC
� ���

	 дорівнюють	 один	 одному.	
Нагадаємо,	 що	 обґрунтований	 спосіб	 отримання	 суми	 двох	

векторів	 називають	 «правилом трикутника» додавання	 век
торів.

Суму	 двох	 ненульових	 векторів	 зі	 спільним	 початком	 зо
бражують	 діагоналлю	 паралелограма,	 побудованого	 на	 цих	
векторах	 («правило паралелограма»)	 (рис.	 19.4).	 Дійсно,	

AB BC AC
� ��� � ��� � ���

  , а	 BC AD
� ��� � ����

= ,	 отже,	 AB AD AC
� ��� � ���� � ���

  .
Суму	трьох	ненульових	векторів	зі	спільним	початком,	які	

не	 лежать	 в	 одній	 площині,	 зображують	 діагоналлю	 паралеле
піпеда,	 побудованого	 на	 цих	 векторах	 («правило паралелепі
педа»)	 (рис.	 19.5).

	 Доведення.	 Дійсно,	 якщо	 вектори	
�
a ,	
�
b ,	
�
c 	 відкладені	

від	 точки	 O	 (як	 на	 рис.	 19.5),	 то	 через	 кінець	 кожного	 век
тора	 можна	 провести	 площину,	 паралельну	 площині,	 яка	
проходить	 через	 два	 інших	 вектори.	 Утвориться	 чотирикут
на	 призма	 (паралелепіпед),	 усі	 грані	 якої	 —	 паралелогра

ми.	 Тоді	 OM OD DM
� ���� � ��� � ����

  , а	 DM OC
� ���� � ���

= 	 і	 OD OA OB
� ��� � ��� � ���

  . Отже,	

OM OA OB OC
� ���� � ��� � ��� � ���

   ,	 тобто	 OM a b c
� ���� � � �

   . 

 означення. Різницею векторів 
�
a a a a1 2 3; ;  	 і 

�
b b b b1 2 3; ;  	 на

зивається такий вектор 
�
c c c c1 2 3; ;  , який у сумі з векто

ром 
�
b  дає вектор 

�
a : 
� � �
b c a  .	

Звідси	 знаходимо	 координати	 вектора	
�
c :

�
c a b a b a b1 1 2 2 3 3   ; ; .

 означення. Протилежним	 до ненульового вектора 
�
a  нази

вається вектор −
�
a , абсолютна величина якого дорівнює 

абсолютній величині вектора 
�
a , а напрям є протилежним 

до напряму вектора 
�
a .	

2

� � �
a a a a b b b b c a b a b a b1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3; ; ; ; ; ;         

� � �
a a a a b b b b c a b a b a b1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3; ; ; ; ; ;         



Puc. 19.3

A

B

C

Puc. 19.4

A

B C

D

Oa

b

c

A

D
B

M

C
K

T

+a b
c+

Puc. 19.5



� � �
a a a a b b b b c a b a b a b1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3; ; ; ; ; ;         

� � �
a a a a b b b b c a b a b a b1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3; ; ; ; ; ;         
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З	 означення	 протилежного	 вектора	 випливає:	 якщо	 век

тор	
�
a 	 має	 координати	

�
a a a a1 2 3; ;  ,	 то	 вектор	 −

�
a 	 має	 координа

ти	     �
a a a a1 2 3; ; .	 Тоді	

� � �
a a   0 	 і	 різницю	 векторів	

�
a 	 і	

�
b 	

можна	 записати	 так:	
� � � �
a b a b     .

 означення. Добутком вектора 
�
a a a a1 2 3; ;   на число λ назива

ється вектор    
� � �����������������
a a a a  1 2 3; ; .

Для	 будьяких	 векторів	
�
a a a a1 2 3; ;  ,	

�
b b b b1 2 3; ;  ,	

�
c c c c1 2 3; ;  	

виконуються	 такі	 властивості,	 аналогічні	 властивостям	 чисел:

Додавання векторів Множення вектора на число

Переставна властивість 

1)	
� � � �
a b b a   ; 1′)	    

� �
a a

Сполучна властивість

2)	
� � � � � �
a b c a b c       ; 2′)	          � �

a a

Розподільні властивості

3)	   
� � � �
a b a b    ;

4)	       
� � �
a a a;

5)	
� � �
a a 0 5′)	 1 

� �
a a;

6)	
� � �
a a   0 6′)	    1

� �
a a

� � � �
a b a b    



Зауваження.	 У	 курсах	 вищої	 ма
тематики	 існує	 таке	 означення.
Якщо в непорожній множині V 
введені дві операції — додавання 
елементів та множення елемен
та на число і для всіх елементів 
множини виконуються властиво
сті 1–6 і 1′–6′, то множину V на
зивають векторним простором, а	 її 
елементи — векторами. 
Тоді	 і	 з	 точки	 зору	 вищої	 мате
матики	 ми	 маємо	 право	 називати	
векторами	 напрямлені	 відрізки	
(які	 на	 початку	 параграфа	 були	
названі	 векторами	 і	 для	 яких	 ви
конуються	властивості	1–6	і	1′–6′).

Для	 доведення	 достатньо	 порівняти	 відповідні	
координати	векторів,	які	стоять	у	лівій	і	правій	час
тинах	рівностей.	Як	бачимо,	вони	рівні.	А	вектори,	
які	 мають	 рівні	 відповідні	 координати,	 є	 рівними.

Так	 само	 як	 і	 на	 площині,	 можна	 довести,	 що	
довжина	вектора	 λ

�
a 	дорівнює	  

�
a , а	напрям	збі

гається	 з	 напрямом	 вектора	
�
a , якщо	  0 ,	 і	 про

тилежний	 напряму	 вектора	
�
a , якщо	  0 	 (див.	

відповідні	 рисунки	 в	 табл.	 19).
Як	 і	 на	 площині, ненульові вектори назива

ються колінеарними, якщо вони лежать на одній 
прямій або на паралельних прямих. 

Отже,	 колінеарні вектори або однаково на
прямлені, або протилежно напрямлені.

Так	само	як	і	для	площини,	можна	довести,	що	
ненульові вектори 

�
a 	 і	

�
b 	 колінеарні тоді і тіль

ки тоді, коли 
� �
b a  .	 Зокрема,	 якщо	

�
a a a a1 2 3; ;   

і	
�
b b b b1 2 3; ;  ,	 то	 b a1 1  , b a2 2  ,	 b a3 3  ,	 тобто	

в	колінеарних векторів відповідні координати про
порційні. Якщо	жодна	з	цих	координат	не	дорівнює	

нулю,	 то	 це	 можна	 записати	 так:	
b

a

b

a

b

a
1

1

2

2

3

3

= = .
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Скалярний добуток векторів простору	
означають	 аналогічно	 до	 скалярного	 до
бутку	 векторів	 площини.

 означення. Скалярним добутком векторів 
�
a a a a1 2 3; ;  	 і 

�
b b b b1 2 3; ;  	 називається 

число a b a b a b1 1 2 2 3 3+ + .

Тобто	 скалярний добуток векторів, 
заданих своїми координатами, дорівнює 
сумі добутків однойменних координат.

Нагадаємо,	 що	 скалярний	 добуток	
векторів	

�
a 	 і	

�
b 	 позначають	

� �
ab .	 Скаляр

ний	 добуток	
� �
aa 	 позначають	

�
a2 	 і	 нази

вають	 скалярним квадратом вектора	
�
a .	

Очевидно,	 що	
� �
a a2 2= ,	 тобто	 скалярний 

квадрат вектора дорівнює квадрату його 
довжини.

Із	 означення	 скалярного	 добутку	 век
торів	 отримуємо,	 що	 для	 будьяких	 век
торів	

�
a a a a1 2 3; ;  ,	

�
b b b b1 2 3; ;  ,	

�
c c c c1 2 3; ;  	

виконуються	 такі	 властивості:

1)	
�
a 2

0� ,	причому	
�
a  2

0 ,	якщо	
� �
a ≠ 0 ;

2)	
� � ��
ab ba= 	 (переставна	 властивість);

3)	   
� � � � � �
a b a b a b         	 (сполучна	 вла

стивість);

4)	
� � � �� ��
a b c ac bc    	 (розподільна	 власти

вість).
Дійсно,	 ліва	 частина	 останньої	 рівно

сті	 дорівнює	 правій:
� � �
a b c a b c a b c a b c           1 1 1 2 2 2 3 3 3

a c b c a c b c a c b c1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3      	

         a c a c a c b c b c b c ac bc1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3
�� ��

.

 означення. Кутом між ненульовими век-

торами AB
� ���

 і AC
� ���

 називається кут BAC. 

 Кутом між будь-якими двома ненульови-

ми векторами a
��

 і b
�

 називається кут 
між рівними їм векторами зі спільним 
по чатком.

Вважають,	 що	 кут	 між	 однаково	 на
правленими	 векторами	 дорівнює	 нулю.

 теорема 19.1. Скалярний добуток век
торів дорівнює добутку їх довжин на 
косинус кута між ними.

	 Доведення.	 Нехай	
�
a 	 і	

�
b 	 —	 дані	

вектори	 і	 ϕ 	 —	 кут	 між	 ними.	 Маємо:	
� � � � � � � � � � � � � � �� � �
a b a b a b a b a a b b aa ba ab               

2
   
�� � � � �
bb a ab b2 22	

� � � � � � � � � � � � � � �� � �
a b a b a b a b a a b b aa ba ab               

2
   
�� � � � �
bb a ab b2 22 .

Тоді	
� � � � � �
a b a ab b   

2 2 2
2 .

Звідси	 видно,	 що	 скалярний	 добу
ток	

� �
ab 	 виражається	 через	 довжини	 век

торів,	 а	 тому	 не	 залежить	 від	 вибору	 сис
теми	 координат.	 Тобто	 скалярний	 добуток	
не	зміниться,	якщо	систему	координат	ви
брати	 спеціальним	 чином.	 Візьмемо	 систе
му	координат	так,	як	показано	на	рис.	19.6	
(вісь	 Oy розміщена	 в	 площині,	 яка	 визна
чається	 векторами	

�
a 	 і	

�
b 	 ).	 При	 такому	

виборі	системи	координат	координати	век

тора	
�
a 	 можна	 записати	

�
a ; ;0 0  ,	 а	 коор

динати	 вектора	
�
b 	 —	

� �
b bcos ; sin ;  0  .

a
b

Puc. 19.6

yz

x

O
ϕ

Скалярний	 добуток:	

� � � � � � �
ab a b b a b       cos sin cos  0 0 0 	

� � � � � � �
ab a b b a b       cos sin cos  0 0 0 .	

� � � �
ab a b  cos



� �
a a a a b b b b a b a b a b1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3; ; ; ;       

� �
a a a a b b b b a b a b a b1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3; ; ; ;       
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Із	 теореми	 19.1	 випливає	 наслідок:	
якщо вектори перпендикулярні, то їх 

скалярний добуток дорівнює нулю. І на
впаки: якщо скалярний добуток відмінних 
від нуля векторів дорівнює нулю, то век
тори перпендикулярні.

розкладання вектора на площині  
та в просторі. 

розкладання вектора на площині 
за двома неколінеарними 
векторами 

 теорема 19.2.* Якщо на площині зада
ні два неколінеарні вектори 

�
a  і 

�
b , то 

для будьякого вектора 
�

m  цієї площи
ни існує єдина пара чисел α  і β  така, 

що 
� � �

m a b   .

	 Доведення.	 Якщо	 вектор	
�

m 	 коліне

арний	 одному	 з	 векторів	
�
a 	 чи	

�
b ,	 то	 або	

� � �
m a b   0 	(вектор	

�
m 	колінеарний	векто

ру	
�
a ),	 або	

� � �
m a b  0  	 (вектор	

�
m 	 коліне

арний	 вектору	
�
b ).	 Зауважимо	 також,	 що	

� � �
0 0 0   a b .

Нехай	 тепер	 вектор	
�

m 	 не	 колінеарний	

жодному	 з	 векторів	
�
a 	 і	

�
b .	 Відкладемо	 всі	

три	 вектори	 від	 однієї	 точки	 A	 (рис.	 19.7)	

і	 через	 кінець	 вектора	 AC m
� ��� �

= 	 —	 точ

ку	 C	 —	 проведемо	 прямі,	 відповідно	 пара

лельні	 векторам	
�
a 	 і	

�
b .	 Одержимо	 парале

лограм	ABCD.	За	правилом	паралелограма	

AC AD AB
� ��� � ���� � ���

  .	 Вектори	 AD
� ����

	 і	 AB
� ���

	 відпо

відно	 колінеарні	 векторам	
�
a 	 і	

�
b ,	 тому	

існують	 такі	 числа	 α 	 і	 β ,	 що	 AD a
� ���� �

  ,	

AB b
� ��� �

 ,	 отже,	
� � �

m a b   .	

m

aa

b

b

a

b

Puc. 19.7

A

B C

D

Отриману	 рівність	 називають	 розкла
данням вектора 

�
m  площини за двома не

колінеарними векторами	
�
a 	 і	

�
b ,	 а	 числа	

α 	 і	 β 	 —	 коефіцієнтами розкладання.	
Покажемо,	 що	 коефіцієнти	 α 	 і	 β 	

в	 розкладанні	
� � �

m a b   	 визначаються	
однозначно.	 Уявимо,	 що	 існує	 інша	 пара	
чисел	 α1 	 і	 β1 	 (яка	 відрізняється	 від	 пер
шої	 хоча	 б	 одним	 елементом,	 наприклад,	
 1  ),	 для	 якої	 також	 виконується	 рів
ність	

� � �
m a b  1 1 .

Віднімемо	 рівність	
� � �

m a b  1 1 	 від	

рівності	
� � �

m a b   ,	отримаємо:	         1 1 0
� � �
a b	

        1 1 0
� � �
a b .	 Оскільки	  1  ,	 то	 одер

жимо	
� �
a b




 
 

1

1

.	 Ця	 рівність	 означає,	

що	 вектори	
�
a 	 і	

�
b 	 колінеарні,	 але	 це	 су

перечить	 умові.	 Отже,	 наше	 припущення	
неправильне	 і	 коефіцієнти	 в	 розкладанні	
вектора	

�
m 	 за	 двома	 неколінеарними	 век

торами	
�
a 	і	

�
b 	визначаються	однозначно.	

Отримана	рівність	
� � �

m a b   	показує,	
що	 будьякий	 вектор	

�
m 	 площини	 може	

бути	 виражений	 через	 два	 неколінеарні	
вектори	

�
a 	 і	

�
b 	 цієї	 площини	 (у	 вигля

ді	 їх	 лінійної	 комбінації).	 Тому	 пару	 не
колінеарних	 векторів	

�
a 	 і	

�
b 	 на	 площині	

називають	 базисом	 на	 площині,	 вектори	
�
a 	 і	

�
b 	 —	 базисними векторами,	 рівність	

� � �
m a b   	 —	 розкладанням вектора	

�
m 	

за базисом	
�
a ,	
�
b ,	 а	 числа	 α 	 і	 β—	 коор

динатами вектора	
�

m 	 у базисі	
�
a ,	
�
b .

� � �
m a b  

розкладання вектора в просторі 
за трьома некомпланарними 
векторами

 означення. Три ненульових векто
ри називаються компланарними, якщо 
вони лежать в одній площині або па
ралельні одній площині.	

3
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Наприклад,	 якщо	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 —	 куб	 (рис.	 19.8),	 то	

вектори	 CB
� ���

,	 CD
� ���

,	 D B1 1

� ������
	 є	 компланарними,	 оскільки	 відрі

зок	 D B1 1 	 паралельний	 площині	 BCD,	 а	 вектори	 CB
� ���

,	 CD
� ���

,	

CC1

� ����
	 не	 є	 компланарними,	 оскільки	 відрізок	 CC1

� ����
	 не	 лежить	

у	 площині	 BCD	 и	 не	 паралельний	 цій	 площині.	 Зауважимо,	
що	 якщо вектори не є компланарними, то вони попарно не 
колінеарні	 (поясніть	 чому).

 теорема 19.3.* Якщо задані три некомпланарні вектори 
�
a , 
�
b , 
�
c , то для будьякого вектора 

�
m  простору існує єди

на трійка чисел α ,	 β , γ  така, що 
� � � �

m a b c     .

	 Доведення.	 Якщо	 вектор	
�

m 	 не	 компланарний	 жод

ній	 із	 пар	 векторів	
� �
a b;  ,	

� �
a c;  ,	

� �
b c;  ,	 то	 відкладемо	 всі	

вектори	 від	 однієї	 точки	 C	 (рис.	 19.9)	 і	 через	 кінець	 векто

ра	 CD m1

� ���� �
= 	 —	 точку	 D1 	 —	 проведемо	 площини,	 відповідно	

паралельні	 площинам,	 що	 проходять	 через	 пари	 векторів	
� �
a b;  ,	

� �
a c;  ,	

� �
b c;  .	 Одержимо	 чотирикутну	 призму	 (па

ралелепіпед)	 ABCDA B C D1 1 1 1 .	 За	 правилом	 паралелепіпеда	

CD CA CB CC1 1

� ���� � ��� � ��� � ����
   .	 Вектори	 CA

� ���
,	 CB
� ���

,	 CC1

� ����
	 відповідно	 колі

неарні	 векторам	
�
a ,	
�
b ,	
�
c ,	 тому	 існують	 такі	 числа	 α ,	 β ,	 γ ,	

що	 CA a
� ��� �

  ,	 CB b
� ��� �

 ,	 CC c1

� ���� �
  ,	 отже,	

� � � �
m a b c     .	

Отриману	 рівність	 називають	 розкладанням вектора 
�

m  
за трьома некомпланарними векторами	

�
a ,	
�
b ,	
�
c ,	 а	 числа	

α ,	 β ,	 γ 	 —	 коефіцієнтами розкладання.	

Puc. 19.8

B

B1

C

C1

D

D1

A

A1



m

c

c

a a

b
b

a

b

g

Puc. 19.9

B

B1

C

C1

D

D1

A

A1

Якщо	 ненульовий	 вектор	
�

m 	 є	 комп
ланарним	 будьякій	 парі	 векторів,	 напри

клад	
� �
a b;  ,	 то,	 відклавши	 ці	 вектори	 від	

однієї	 точки	 A,	 одержимо,	 що	 зображені	

вектори	
�
a ,	
�
b ,	
�

m 	розташовані	в	одній	пло

щині.	 За	 теоремою	 19.2	
� � �

m a b   ,	 і	 тоді	

можна	 записати,	 що	
� � � �

m a b c     0 ,	 тоб

то	теорема	справедлива	і	в	цьому	випадку.	

Зауважимо	 також,	 що	
� � � �
0 0 0 0     a b c .

Покажемо,	 що	 коефіцієнти	 α ,	 β ,	 γ 	

в	 розкладанні	
� � � �

m a b c     	 визнача

ються	 однозначно.	 Припустимо,	 що	 існує	

інша	 трійка	 чисел	 α1 ,	 β1 ,	 γ1 	 (яка	 відріз

няється	 від	 першої	 хоча	 б	 одним	 елемен

том,	 наприклад	  1  ),	 для	 якої	 також	 є	

правильною	 рівність	
� � � �

m a b c    1 1 1 .	

Віднімемо	 рівність	
� � � �

m a b c    1 1 1 	

від	 рівності	
� � � �

m a b c     ,	 одержимо:	

             1 1 1 0
� � � �
a b c .	 Оскільки	

 1  ,	 то	 з	 цієї	 рівності	 маємо:	 	 	

� � �
a b c 







 
 

 
 

1

1

1

1

.	 Ураховуючи	 правила	

додавання	 векторів,	 з	 останньої	 рівності	

отримуємо,	що	вектори	
�
a ,	
�
b ,	
�
c 	або	лежать	

в	одній	площині,	або	паралельні	одній	пло
щині,	тобто	компланарні,	але	це	супере	чить	
умові.	Отже,	наше	припущення	неправиль
не	 і	 коефіцієнти	 в	 розкладанні	 вектора	

�
m 	

за	 трьома	 некомпланарними	 векторами	�
a ,	
�
b ,	
�
c ,	 визначаються	 однозначно.		

Отримана	рівність	
� � � �

m a b c     	пока
зує,	що	будьякий	вектор	

�
m 	простору	може	

бути	 виражений	 через	 три	 некомпланарні	
вектори	

�
a ,	

�
b ,	

�
c 	 (у	 вигляді	 їх	 лінійної	

комбінації).	 Тому	 трійку	 некомпланарних	
векторів	

�
a ,	
�
b ,	
�
c 	 називають	 базисом про

стору,	 самі	 вектори	
�
a ,	
�
b ,	
�
c 	 —	 базисними 

векторами,	 рівність	
� � � �

m a b c     	 —	 роз
кладанням вектора	

�
m 	 за базисом	

�
a ,	
�
b ,	

�
c ,	 а	 числа	 α ,	 β 	 і	 γ 	 —	 координатами век
тора	

�
m 	 в базисі	

�
a ,	
�
b ,	
�
c .	
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приклади розВ’язуВання задач 

Дано	 чотири	 точки	 A 1 5 4; ;  ,	 B 2 1 3; ;  ,	 C  3 1 2; ; ,	 D   4 7 5; ; .	

	 1)	 Укажіть	 серед	 векторів	 AB
� ���

,	 BC
� ���

,	 DC
� ���

	 і	 AD
� ����

	 рівні	 вектори.	

	 2)	 Знайдіть	 довжини	 векторів	 AB
� ���

	 і	 BC
� ���

.

Розв’язання Коментар

	Знайдемо	координати	заданих	векторів:

AB
� ���

1 6 7; ;  ,	 BC
� ���

  5 2 1; ; ,	 DC
� ���

1 6 7; ;  ,	

AD
� ����

  5 2 1; ; .	 Тоді:	

1)	 AB DC
� ��� � ���

= 	 і	 BC AD
� ��� � ����

= ;

2)	 	 AB
� ���

     1 6 7 862 2 2 ,

	 	 	 BC
� ���

       5 2 1 30
2 2 2

.	

1)	 	Рівні вектори мають рівні відповідні ко
ординати.	 Тому	 для	 розв’язання	 задачі	
знайдемо	 координати	 вказаних	 векторів	
і	 виберемо	 з	 них	 пари	 рівних	 векторів	
(для знаходження координат вектора 
треба від координат кінця вектора від
няти відповідні координати початку).

2)	 	Якщо	
�
a a a a1 2 3; ;  ,	 то	

�
a a a a  1

2
2
2

3
2 .

Дано	 вектор	
�
a 2 3 2; ;  .	 Знайдіть	 координати	 колінеарного	 йому	

вектора,	 початком	 якого	 є	 точка	 A  1 2 4; ; ,	 а	 кінець	 належить	
площині	 xOy.

Розв’язання Коментар

	Нехай	кінцем	шуканого	вектора	є	точка	 M x y; ; 0  .	

Тоді	вектор	 AM
� ����

	має	координати	 AM x y
� ����

   1 2 4; ; .	

Колінеарні	 вектори	 мають	 пропорційні	 відповідні	 ко

ординати,	 тому	
x y  


 1

2

2

3

4

2
.

Звідси	 x =3 ,	 y =8 .	 Тоді	 шуканий	 вектор	 має	 коорди

нати	 AM
� ����

4 6 4; ;  .	

Спочатку	врахуємо,	що	у	точки,	
яка	 лежить	 на	 площині	 xOy,	
третя	 координата	 дорівнює	
нулю,	 а	 потім	 —	 що	 відповідні 
координати колінеарних векто
рів пропорційні.	

Знайдіть	 координати	 вершини	 D	 паралелограма	 ABCD,	 якщо	
A 3 2 1; ;  ,	 B 5 4 7 ; ,	 C  1 2 6; ; .

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 точка	 D	 має	 координати	 D x y z; ;  .	

Тоді	 вектори	 AD
� ����

	 і	 BC
� ���

	 мають	 координати:	

AD x y z
� ����

   3 2 1; ; ,	 BC
� ���

  6 6 1; ; .
Оскільки	ABCD	—	паралелограм,	то	 AD BC

� ���� � ���
= .	

Рівні	 вектори	 мають	 рівні	 відповідні	 коорди
нати,	тому	 x   3 6 ,	 y  2 6 ,	 z  1 1 .	Звід
си	 x  3 ,	 y =8 ,	 z  2 .	 Тоді	 точка	 D	 має	 ко
ординати	 D   3 8 2; ; 	

Якщо	 ABCD	 —	 паралелограм,	 то	 в	 ньо
го	 протилежні	 сторони	 (наприклад,	 BC	
і	 AD)	 паралельні	 й	 рівні,	 але	 тоді	 й	 век

тори	 BC
� ���

	 і	 AD
� ����

	 є	 рівними,	 а	 отже,	 є	 рів
ними	 й	 відповідні	 координати	 цих	 век
торів.

Задача 1

Задача 2

Задача 3
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За	 допомогою	 векторів	 запишіть	 координати	 точки	 С,	 яка	 ділить	
відрізок	 АВ	 в	 заданому	 відношенні.	

Розв’язання Коментар

	 Нехай	 задані	 точки	 мають	 координати	
A x y z1 1 1; ;  ,	 B x y z2 2 2; ;  ,	 C x y z; ;  	 і	 точ

ка	C	ділить	відрізок	AB	в	заданому	відношен

ні	
AC

CB
  	 (де	  0 ).	 Тоді	 AC CB

� ��� � ���
  ,	 тобто	

x x y y z z    1 1 1; ;
� ������������������������

     x x y y z z2 2 2; ;
� ������������������������

.	

Прирівнюючи	 відповідні	 координати,	 	
отримуємо:	 x x x x   1 2 ;	 y y y y   1 2 ;		
z z z z   1 2 .

Тоді	 координати	 точки	 C	 такі:	

x
x x





1 2

1




,	 y
y y





1 2

1




,	 z
z z





1 2

1




.	

Нагадаємо,	 що	 коли	 точки	 A,	 B,	 C	 ле
жать	 на	 одній	 прямій,	 то	 вектори,	 які	
визначаються	 парами	 цих	 точок,	 є	 ко
лінеарними	 та,	 у	 разі	 однаково	 напрям
лених	 векторів,	 пов’язані	 співвідношен
ням	

� �
b a  ,	 де	 коефіцієнт	 λ 	 дорівнює	

відношенню	 довжин	 векторів	
�
b 	 і	

�
a .	 За

писуючи	рівність	
� �
b a  	в	координатах,	

одержимо	 потрібні	 співвідношення	 між	
координатами	 заданих	 точок.	

Координати точки, яка ділить відрізок у заданому  

відношенні 
AC

CB








xC
x x 


1 2

1




yC
y y 


1 2

1




zC
z z 


1 2

1




C
B(x2;y2;z2)

A(x1;y1;z1)

Визначте	кути	трикутника	ABC,	якщо	його	вершини	мають	коорди
нати	 A 1 5 3; ;  ,	 B 3 3 2; ;  ,	 C 3 6 5; ;  .

Розв’язання Коментар

	 Кут	 A	 трикутника	 ABC	 дорівнює	 куту	 між	

векторами	 AB
� ���

	 і	 AC
� ���

.	
Знайдемо	 координати	 цих	 векторів:	

AB
� ���

2 2 1; ;   ,	 AC
� ���

  2 1 2; ; .	
Тоді	 скалярний	 добуток	

AB AC
� ��� � ���

           2 2 2 1 1 2 0 .	
Але	 якщо	 скалярний	 добуток	 дорівнює	
нулю,	 то	 вектори	 перпендикулярні,	 отже,	
� A  90 .	 Кут	 B	 трикутника	 ABC	 дорівнює	

куту	між	векторами	 BA
� ���

 2 2 1; ; 	 і	 BC
� ���

0 3 3; ;  .	

Для	 визначення	 кутів	 трикутника	 мож
на	 використати	 те,	 що	 ці	 кути	 дорівню
ють	кутам	між	відповідними	векторами.	
Наприклад,	 кут	 A	 дорівнює	 куту	 між	

векторами	 AB
� ���

	 і	 AC
� ���

.	 Із	 формули	 ска

лярного	 добутку	
� � � �
a b a b   cos 	 отри

муємо,	що	косинус кута між ненульови
ми векторами 

�
a  і 

�
b  можна обчислити 

за формулою	 cos  


� �

� �
a b

a b
.	

Задача 4

Задача 5
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Маємо:	

BA BC
� ��� � ���

         2 0 2 3 1 3 9 ;	

BA
� ���

     2 2 1 3
2 2 2 ,

BC
� ���

   0 3 3 3 22 2 2 .

Тому	 cos B
BA BC

BA BC
  

 

� ��� � ���

� ��� � ���
9

3 3 2

1

2
.	

Отже,	 �B  45 ,	 але	 тоді	 в	 прямокутному	
трикутнику	 ABC	 і	 �C  45 .	

Для	 обчислення	 за	 цією	 формулою	
треба	 також	 використовувати	 фор
мули	 для	 знаходження	 скалярного	
добутку	 векторів	 і	 довжини	 векто
ра:	 якщо	

�
a a a a1 2 3; ;  ,	

�
b b b b1 2 3; ;  ,	 то	

� �
ab a b a b a b  1 1 2 2 3 3 	 і	 a a a a  1

2
2
2

3
2 .

Також	 корисно	 пам’ятати:	 якщо ска
лярний добуток ненульових векторів 
дорівнює нулю, то вектори перпенди
кулярні.	

Вектори	
�
a 	 і	

�
b 	 одиничної	 довжини	 утворюють	 кут	 120°.	 Знайдіть	

довжину	 вектора	
� �
a b+2 .

Розв’язання Коментар

	 Нехай	
� � �

m a b 2 .	 Тоді	

� � � � � � � �
m m a b a a b b

2 2 2 2 22 4 4         	

      
� � � �
a a b b

2 2
4 120 4cos 	

     




  1 4 1 1 4 1 32 21

2
.

Отже,	
�

m = 3 ,	 тобто	
� �
a b 2 3 .	

Для	 знаходження	 довжини	 вектора	 іноді	
можна	 використовувати	 формулу	

� �
a a2 2= ,	

записавши	 її	 справа	 наліво:	
� �
a a

2 2= .	 Отри
муємо	 такий	 план розв’язування:

1)	 позначити	заданий	вектор	
� �
a b+2 	через	

�
m ;

2)	 	знайти	 скалярний	 квадрат	 вектора	
�

m 	
(який	 дорівнює	 квадрату	 довжини	 век
тора	

�
m );

3)	 знайти	 довжину	 вектора	
�

m .

Задача 6

1.	 Дайте	 означення	 вектора,	 довжини	 вектора,	 рівних	 векторів.

2.	 Дайте	 означення	 координат	 вектора.	 Запишіть	 формулу	 для	 зна
ходження	 довжини	 вектора	

�
a a a a1 2 3; ;  .

3.	 Дайте	означення	суми	векторів.	Сформулюйте	правила	трикутника,	
паралелограма	 і	 паралелепіпеда	 для	 знаходження	 суми	 векторів.

4.*	 Обґрунтуйте	 правила	 трикутника,	 паралелограма	 і	 паралелепіпеда	
для	 знаходження	 суми	 векторів.

5.	 Дайте	 означення	 добутку	 вектора	 на	 число.

6.	 Сформулюйте	 властивості	 добутку	 вектора	 на	 число.

7.*	 Обґрунтуйте	 властивості	 добутку	 вектора	 на	 число.

8.	 Дайте	означення	кута	між	векторами	і	скалярного	добутку	векторів.

9.	 Сформулюйте	 властивості	 скалярного	 добутку	 векторів.

10.*	 Обґрунтуйте	 властивості	 скалярного	 добутку	 векторів.

Запитання
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11.		 	Дайте	 означення	 колінеарних	 і	 компланарних	 векторів.	 Поясніть,	
що	 називають	 розкладанням	 вектора	 на	 площині	 за	 двома	 неколі
неарними	 векторами	 і	 розкладанням	 вектора	 у	 просторі	 за	 трьома	
некомпланарними	 векторами.

12.*	 	Обґрунтуйте	 можливість	 і	 єдиність	 розкладання	 вектора	 площини	
за	 двома	 неколінеарними	 векторами	 і	 вектора	 простору	 за	 трьома	
некомпланарними	 векторами.

19.1.°	 Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 19.10).	 Точ
ки	 M	 і	 K	 —	 середини	 ребер	 AA1 	 і	 CC1 	 від
повідно.	 Укажіть	 вектори,	 які:	

	 1)	 дорівнюють	 векторам	 CB
� ���

,	 CD
� ���

,	 D B1 1

� ������
,	 AM
� ����

;

	 2)	 протилежні	 до	 векторів	 AB
� ���

,	 B C1 1

� �����
,	 AC
� ���

,	 CK
� ���

;

	 3)	 	колінеарні	 векторам	 AM
� ����

	 и	 CK
� ���

,	 але	 не	
дорівнюють	 їм;	

	 4)	 компланарні	 векторам	 AB
� ���

,	 B C1 1

� �����
,	 AC
� ���

.
19.2.°	Дано	 точки	 A 2 5 7; ;  ,	 B 3 1 2; ;  ,	 C  2 1 4; ; ,	 	

D 2 3 5: ;  ,	 O 0 0 0; ;  .	 Знайдіть	 координати	 	
і	 довжину	 векторів:	

	 1)	 AB
� ���

;	 3)	 CB
� ���

;		 5)	 OC
� ���

;

	 2)	 OB
� ���

;	 	 	 4)	 CD
� ���

;	 	 6)	 DO
� ����

.
19.3.	 Чи	 може	 довжина	 суми	 двох	 векторів:	
	 1)	 бути	 меншою	 від	 довжини	 кожного	 доданка;	
	 2)	 дорівнювати	 сумі	 довжин	 доданків;	
	 3)	бути	більшою	за	суму	довжин	доданків?	Відповідь	обґрунтуйте.	
19.4.°	Дано	 три	 точки	 A 1 1 1; ;  ,	 B  2 1 2; ; ,	 C 0 2 3; ;  .	 Знайдіть	 коор

динати	 точки	 D x y z; ;  ,	 якщо	 вектор	 AB
� ���

	 дорівнює	 вектору	 CD
� ���

.	
19.5.°	Дано	 три	 точки	 A 1 3 1; ;  ,	 B  2 4 2; ; ,	 C 0 3 1; ;  .	 Знайдіть	 ко

ординати	 точки	 D x y z; ;  ,	 якщо	 вектори	 AB
� ���

	 і	 CD
� ���

	 протилежні.
19.6.°	У	 кубі	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (див.	 рис.	 19.10)	 укажіть	 такий	 вектор	 із	

початком	 і	 кінцем	 у	 вершинах	 куба,	 який	 дорівнює:	

	 1)	 AA A B1 1 1

� ����� � ������
+ ;	 	 3)	 AB BC C D1 1 1

� ����� � ��� � �����
+ + ;

	 2)	 AB AD
� ��� � ����

+ ;	 	 	 	 	 	 	 4)	 AC BB C D
� ��� � ���� � ����

+ +1 1 .
19.7.	 Дано	 паралелограм	 ABCD,	 точка	 O	 —	 довільна	 точка	 простору.	

Доведіть,	 що	 OA OC OB OD
� ��� � ��� � ��� � ���

   .
19.8.	 Дано	 паралелепіпед	 ABCDA B C D1 1 1 1 ,	 точка	 O	 —	 довільна	 точка	

простору.	 Доведіть,	 що:	
	 1)	 OA OC OC OA  1 1 ;	 2)	 OD OB OB OD  1 1 .
19.9.	 Дано	 вектори	 2 5; ;m  	 і	 4 2; ; n  .	 При	 яких	 значеннях	 m	 і	 n	 ці	

вектори	 є	 колінеарними?
19.10.	 Дано	 вектор	

�
m 3 5 1; ;  .	 Знайдіть	 координати	 колінеарного	 йому	

вектора,	 початком	 якого	 є	 точка	 M  2 1 2; ; ,	 а	 кінець	 належить	
площині	 xOz.

19.11.	 Вектор	
�
a 2 3 4; ;  	відкладений	від	точки	 A 3 1 5; ;  .	Знайдіть	ко

ординати	 точки	 M x y z; ;  	 —	 кінця	 вектора	
�
a .

Вправи

Puc. 19.10
A

B C

D1
A1

B1 C1

D

K

M
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19.12.	 Знайдіть	 координати	 вершини	 D	 паралелограма	 ABCD,	 якщо:
	 1)	 A 2 1 3; ;  ,	 B 4 5 6; ;  ,	 C  3 4 8; ; ;

	 2)	 A 1 3 2; ;  ,	 B 3 1 4; ;  ,	 C 5 2 6; ;  .
19.13.°	Знайдіть	 скалярний	 добуток	 векторів	

�
a 	 і	

�
b ,	 якщо:

	 1)	
�
a 2 3 4; ;  ,	

�
b 3 2 5; ;  ;	 	 3)	

�
a =3 ,	

�
b =2 ,	 �

� �
a b;   60 ;

	 2)	
�
a   2 1 3; ; ,	

�
b 4 3 1; ;  ;	 	 4)	

�
a =4 ,	

�
b =5 ,	 �

� �
a b;   120 .

19.14.	 Який	знак	має	скалярний	добуток	двох	векторів,	якщо	кут	між	ними:	
	 1)	 гострий;	 	 2)	 тупий?
19.15.	 Визначте	 вид	 кута	 між	 векторами	

�
a 	 і	

�
b ,	 якщо	 їх	 скалярний	 до

буток:	
	 1)	 дорівнює	 нулю;	 2)	 більший	 за	 нуль;	 3)	 менший	 від	 нуля.
19.16.°	При	 якому	 значенні	 n	 вектори	

�
a 	 і	

�
b 	 є	 перпендикулярними,	

якщо:	
	 1)	

�
a 2 3 1; ;  ,	

�
b n3 2; ;  ;	 	 3)	

�
a n n3 2; ;  ,	

�
b n n; ; 1 ;

	 2)	
�
a n n; ;2  ,	

�
b n4 5; ;  ;	 	 4)	

�
a n1 2; ;  ,	

�
b n n; ;1 ?

19.17.	 Дано	 три	 точки	 A 1 1 1; ;  ,	 B  2 1 2; ; ,	 C 0 2 3; ;  .	 Знайдіть	 на	

осі	 Oz	 таку	 точку	 D c0 0; ;  ,	 щоб	 вектори	 AB
� ���

	 і	 CD
� ���

	 були	 пер

пендикулярними.
19.18.	 Дано	 чотири	 точки	 A 1 2 2; ;  ,	 B 1 1 2; ;  ,	 C 2 1 0; ;  ,	 D 14 1 5; ;  .	

Знайдіть	 косинус	 кута	 ϕ 	 між	 векторами	 AB
� ���

	 і	 CD
� ���

.

19.19.	 Дано	 три	 точки	 A 0 1 1; ;  ,	 B 1 1 2; ;  ,	 C 3 1 0; ;  .	 Знайдіть	 коси
нус	 кута	 C	 трикутника	 ABC.

19.20.*	Дано	 вектори	
�
a ,	

�
b ,	

�
c 	 одиничної	 довжини.	 Векто

ри	
�
a 	 і	

�
b 	 утворюють	 кут	 60°,	 а	 вектор	

�
c 	 перпендикуляр

ний	 до	 цих	 векторів.	 Знайдіть	 довжину	 вектора	
� � �
a b c+ + .

19.21.*	Вектори	
�
a ,	

�
b ,	

�
c 	 одиничної	 довжини	 утворюють	 попарно	

кути	 60°.	 Знайдіть	 кут	 ϕ 	 між	 векторами:	
	 1)	

�
a 	 і	

� �
b c+ ;		 	 2)	

�
a 	 і	

� �
b c− .

19.22.	 Дано	 куб	 ABCDA B C D1 1 1 1 	 (рис.	 19.11),	

точка	 K	 —	 середина	 ребра	 CC1 ,	 AB a
� ��� �

= ,	

AD b
� ���� �

= ,	 AA c1

� ����� �
= .	Виразіть	через	вектори	

�
a ,	

�
b ,	
�
c 	 вектори:	

	 1)	 AC1

� ����
;	 3)	 DB1

� �����
;	 5)	 A K1

� �����
;

	 2)	 AB1

� �����
;	 4)	 AK

� ����
;	 6)	 CA1

� ����
.

	 Виявіть свою компетентність
19.23.	 Моторний	човен	рухається	перпендикуляр

но	 до	 берега	 річки	 (рис.	 19.12)	 із	 власною	
швидкістю	 v1 2= 	 м/с.	 Швидкість	 течії	 річ
ки	 v2 1= 	 м/с.	 Визначте	 час	 руху	 човна	 до	
протилежного	 берега,	 якщо	 ширина	 річки	
становить	 90	 м	 (відповідь	 округліть	 до	 ці
лих	 секунд).

a

b

c

Puc. 19.11

A

B C

D1A1

B1 C1

D

K

v2
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  § 20.  перетВорення В просторі та їх ВластиВості
Таблиця 20

перетворення фігур

І. Рухи

Рух — це перетворення, при якому зберігаються відстані між точками фігури
(якщо	 X і	 Y — дві	 довільні	 точки	 фігури,	 а	 ′X  і	 ′Y  — відповідні	 точки,	 одер
жані	 після	 перетворення	 руху,	 то	 XY X Y   ).

1. Симетрія

відносно точки відносно прямої відносно площини

X

O

X'

XF

Y

O

X' F'

Y'

X

O

X'

OX OX 

X
M

l

X'

O

X M

l

X'

X

F
M

l

X'

F'

Y Y'

X

l

X'
M

XX l  ,	 XM MX 

X M X'

XX   ,	 XM MX 
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2. Поворот 

навколо точки на площині навколо прямої в просторі

O

X F

X'

F'

a

OX OX  ,	 �XOX  

a

a
b X

X'O

  a ,	 OX OX  ,	 �XOX  

3. Паралельне перенесення

на площині у просторі

F

Y

F'

Y'

X(x;y)

X'(x + a;y + b)
F

Y

F'

Y'

X(x;y;z)

X'(x + a;y + b;z + c)

Точки зміщуються вздовж паралельних прямих (або прямих, які збігаються) на 
одну й ту саму відстань в одному і тому самому напрямі.

XX YY    (тобто	 XX YY  
� ����� � ����

)

II. Перетворення подібності

X

F

Y X'
F'

Y'

Перетворення, при якому відстані між точками змінюються в	 одне 
й те саме число разів, називають перетворенням подібності. 

 
 

X Y

XY
k 	 коефіцієнт	 подібності.

Властивості
1.	 	Перетворення	 подібності	 зберігає	 кути	 між	 променями.
2.	 	У	 подібних	 фігурах	 відповідні	 кути	 рівні,	 а	 відповідні	 відрізки	 пропорційні.

Продовження табл. 20
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Гомотетія 

X

F

Y

X'

F'Y'

O

Якщо	 точка	 X	 відображається	 	
в	 точку	 ′X ,	 то	 це	 означає:

1)	 точка	 ′X 	 лежить	 на	 промені	 OX;

2)	
OX

OX
k




Властивості

1.  При гомотетії відрізок відображається в паралельний йому відрізок (або 
у	відрізок, який лежить із заданим відрізком на одній прямій), ′ ′X Y XY� .

2.  При гомотетії площина відображається в паралельну їй площину (або	
в	 ту	 саму	 площину,	 якщо	 центр	 гомотетії	 лежить	 у	 заданій	 площині	 або	
якщо	 k =1 ).

пояснення й обґрунтуВання

перетворення фігур. рух. 

Нагадаємо	 поняття	 перетворення 
фігур,	 відоме	 вам	 із	 курсу	 планіметрії.	
Якщо	 кожну	 точку	 даної	 фігури	 переміс
тити	якимнебудь	чином,	то	ми	отримаємо	
нову	 фігуру.	 Кажуть,	 що	 ця	 фігура	 отри
мана	 перетворенням із	 даної	 (рис.	 20.1).	
Зауважимо,	 що	 на	 відміну	 від	 реального	
перетворення,	 яке	 можна	 уявити	 собі	 як	

неперервний	 процес,	 у	 геометрії	 для нас 
будуть мати значення тільки початкове 
і кінцеве положення фігури*.

Перетворення однієї фігури в іншу 
називається рухом, якщо воно зберігає 
відстані між точками, тобто	 переводить	
довільні	 дві	 точки	 X і	 Y	 однієї	 фігури	
в	 точки	 ′X 	 і	 ′Y 	 другої	 фігури	 так,	 що	
XY X Y   	 (рис.	 20.2).

1

*	 Фактично	 поняття	 перетворення	 в	 геометрії	 має	 той	 самий	 зміст,	 що	 і	 поняття	 функції	 в	 курсі	
алгебри	і	початків	аналізу.	Тобто	для перетворення однієї фігури в іншу потрібно встановити від
повідність між точками цих фігур, при якій кожній точці першої фігури відповідає єдина точка 
другої фігури.

Puc. 20.1

X

Z

F

Y

X'

Z'

F'

Y'

Puc. 20.2

X
F

Y

F'

Y' X'

Закінчення табл. 20
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Поняття	 перетворення	 й	 руху	 для	 фігур	 у	 просторі	 озна
чаються	 так	 само,	 як	 і	 на	 площині.	 Дослівно	 так	 само,	 як	
і	 для	 руху	 на	 площині,	 обґрунтовується,	 що	 при русі в про
сторі прямі переходять у прямі, промені — в промені, відріз
ки — у	 відрізки і зберігаються кути між променями.	

Новою	 властивістю	 руху	 в	 просторі	 є	 те,	 що	 рух перево
дить площини в площини. Доведемо	 цю	 властивість.	

	 Нехай	 α  —	 довільна	 площина	 (рис.	 20.3).	 Позначимо	
на	ній	будьякі	три	точки	A, B, C, які	не	лежать	на	одній	пря
мій.	 Унаслідок	 руху	 вони	 перейдуть	 у	 три	 точки	 ′A ,	 ′B ,	 ′C ,	
які	 також	 не	 лежать	 на	 одній	 прямій.	 Проведемо	 через	 них	
площину	  .	Доведемо,	що	унаслідок	даного	руху	площина	 α  
переходить	 у	 площину	  .

Нехай	 X	 —	 довільна	 точка	 площини	 α .	 Проведемо	 через	
неї	 якунебудь	 пряму	 a в	 площині	 α ,	 що	 перетинає	 трикут
ник	ABC	у	двох	точках	Y і	Z. Пряма	a перейде	унаслідок	руху	
в	 деяку	 пряму	 ′a . Точки	 Y і	 Z	 прямої	 a перейдуть	 відповідно	
в	 точки	 ′Y  і	 ′Z ,	 що	 належать	 трикутнику	 ′ ′ ′A B C , а	 значить,	
і	 площині	  .	 Отже,	 пряма	 ′a  лежить	 у	 площині	  .	 Таким	
чином,	 довільна	 точка	 X площини	 α 	 унаслідок	 руху	 пере
ходить	 у	 точку	 ′X  прямої	 ′a ,	 а	 значить,	 і	 площини	  , що	
й	 потрібно	 було	 довести.	

Як	 і	 на	 площині,	 дві фігури в просторі називають рівни
ми, якщо вони рухом переводяться одна в іншу (див.	 озна
чення	 рівних	 фігур	 у	 §	 1).

Так	 само	 як	 і	 на	 площині,	 означають	 перетворення	 симе
трії	 відносно	 точки	 і	 прямої.

a

a′

Puc. 20.3

Z

Y

A
a

A'
a'

B

B'

C

C'

X'

Z'

X

Y'

 означення. Точки Х	і	 ′X 	простору називаються	симетрич-
ними відносно точки O,	 яку називають центром	 симетрії, 
якщо точка O	 є серединою відрізка XX′ . 

Точку	 O вважають	 симетричною	 самій	 собі	 (рис.	 20.4).
Фігуру	 F	 у	 просторі	 називають	 центральносиметричною 

відносно точки	O,	якщо	кожна	точка	Х	фігури	F симетрична	
відносно	 точки	 O деякій	 точці	 ′X  фігури	 F.

Наприклад,	 куб	 центральносиметричний	 відносно	 точки	
перетину	 його	 діагоналей	 (рис.	 20.5)	 (обґрунтуйте	 це	 само
стійно).

 означення. Точки Х	 і	 ′X 	 простору називаються симе-
тричними відносно прямої a, яку називають віссю	 симетрії, 
якщо пряма a	 проходить через середину відрізка XX′ 	
і	 перпендикулярна до цього відрізка (рис.	 20.6).	

Точки	 прямої	 a вважають	 симетричними	 самим	 собі.

Фігуру	 F	 у	 просторі	 називають	 симетричною відносно 
осі	 a, якщо	 кожна	 точка	 X	 фігури	 F симетрична	 відносно	
цієї	 осі	 деякій	 точці	 ′X  фігури	 F.

O

Puc. 20.4

X'X

O

Puc. 20.5
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Наприклад,	 прямокутний	 паралелепіпед	 симетрич
ний	 відносно	 осі,	 що	 проходить	 через	 точки	 перетину	
діагоналей	 протилежних	 граней	 (рис.	 20.7)	 (обґрунтуйте	
самостійно).

Крім	 симетрії	 відносно	 точки	 і	 прямої,	 у	 просторі	
розглядається	 ще	 й	 перетворення	 симетрії	 відносно	 пло
щини.

 означення. Точки Х	 і	 ′X  у просторі називаються си-
метричними відносно площини	 α , яку називають пло
щиною	 симетрії, якщо ця площина проходить через 
середину відрізка XX′ 	 і перпендикулярна до нього.	

Точки	 площини	 a	 вважають	 симетричними	 самим	
собі	 (рис.	 20.8).

Симетрію	 відносно	 площини	 називають	 також	 дзер
кальною симетрією.

Симетрія відносно площини є рухом.
 Доведення.	Нехай	точки	 ′A  і ′B  одержані	симетрі

єю	 відносно	 площини	 α 	 точок	 A і B (рис.	 20.9),	 точки	 M 
і K — ортогональні	 проєкції	 точок	 A	 і B на	 площину	 α .	
Тоді	 точки	 A, B, ′A , ′B  належать	 одній	 площині	 і	 в	 цій	
площині	точки	 ′A 	 і ′B  симетричні	точкам	A і B відносно	
прямої	 MK.

Із	 властивостей	 симетрії	 на	 площині	 випливає,	 що	
AB A B   .	 Отже,	 симетрія	 відносно	 площини	 зберігає	

відстані,	 значить,	 є	 рухом.	
Аналогічно	можна	довести,	що	рухами є симетрія від

носно точки і симетрія відносно осі	(доведіть	самостійно).
Фігуру	 F у	 просторі	 називають	 симетричною (дзер

кальносиметричною) відносно площини α , якщо	 кожна	
точка	 Х фігури	 F	 симетрична	 відносно	 цієї	 площини	 де
якій	 точці	 ′X  фігури	 F.

Наприклад,	прямокутний	паралелепіпед	симетричний	
відносно	 площини,	 що	 проходить	 через	 вісь	 симетрії	 та	
паралельна	 одній	 із	 пар	 протилежних	 граней	 (рис.	 20.10)	
(обґрунтуйте	 самостійно).

Симетрія	 широко	 поширена	 в	 природі.	 Її	 можна	 спо
стерігати	 у	 формі	 листя	 і	 кольорах	 рослин,	 у	 розташу
ванні	 різних	 органів	 тварин,	 у	 формі	 кристалічних	 тіл	
(рис.	 20.11).
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Симетрія широко використовується на практиці, у будів
ництві й техніці (рис. 20.12).

Puc. 20.12

  Симетрію широко застосовують у декоративно-приклад-
ному мистецтві, зокрема у вишиванках. Кожному регіону 
України притаманні свої унікальні вишиванками. Вони 
відрізняються фасоном, кольорами та способом виши-
вання, орнаментом і візерунками (рис. 20.13).

Puc. 20.13

Поворот. Фігури обертання. 

Нагадаємо, що точку ′X  на площині можна одержати 
з точки Х цієї площини поворотом навколо цент ра O на 
кут α , якщо OX OX   і кут XOX′  дорівнює α  (рис. 20.14).

У просторі аналогом перетворення повороту на площині 
навколо точки є поворот навколо прямої.

Нехай у просторі задані пряма a і точка Х, що не на
лежить цій прямій (рис. 20.15). Через точку Х проведемо 
площину β , перпендикулярну до прямої a, і точку пере
тину прямої a і площини β  позначимо O. Кажуть, що точ
ка ′X  простору одержана з точки Х поворотом навколо 
прямої a на кут α , якщо в площині β  точка ′X  одержана 
з точки Х поворотом навколо центра O на кут α .

 Означення. Перетворення простору, при якому точки 
прямої a залишаються на місці, а всі інші точки повер-
таються навколо цієї прямої (в одному і тому ж напря-
мі) на кут α , називається поворотом, або обертанням. 

2

Puc. 20.14

X

X'

O

a

Puc. 20.15
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a
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Пряму a при цьому називають віссю обертання.
Говорять, що фігура Ф у просторі одержана обертанням 

фігури F навколо осі a, якщо всі точки фігури Ф одержують 
поворотами точок фігури F навколо осі a. Фігуру Ф при цьому 
називають фігурою обертання.

Наприклад, при обертанні точки A навколо прямої a 
(рис. 20.16) одержуємо коло з центром у точці O, що є перети
ном прямої a з площиною, яка проходить через точку A і пер
пендикулярна до прямої a.

Сферу можна одержати обертанням кола навколо його діа
метра (рис. 20.17).

Паралельне перенесення в просторі. 

 Означення. Паралельним перенесенням у просторі називаєть-
ся таке перетворення, при якому довільна точка x y z; ;   
фігури переходить у точку x a y b z c   ; ; , де числа a, b, 
c одні й ті самі для всіх точок x y z; ;  . 

Паралельне перенесення в просторі задається формулами 
  x x a ,   y y b ,   z z c , що виражають координати ′x , ′y , 
′z  точки, в яку переходить точка x y z; ;   при паралельному 

перенесенні.

Puc. 20.16

a

A

O

Puc. 20.17
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A x y z A x a y b z c; ; ; ;      
A x y z A x a y b z c; ; ; ;      

  x x a ,   y y b , 

  z z c

Так само як і на площині, доводяться 
такі властивості паралельного перенесення.
1) Паралельне перенесення є рухом.
2) При паралельному перенесенні точки 

зміщуються по паралельних (або таких, 
що збігаються) прямих на одну і ту саму 
відстань (рис. 20.18). (У цьому випад
ку часто кажуть, що точки зміщують

ся на один і той самий вектор XX′
� �����

).
3) При паралельному перенесенні кожна 

пряма переходить у паралельну їй пря
му (або в себе).

4) Які б не були точки А і ′A , існує єдине 
паралельне перенесення, при якому точ
ка A переходить у точку ′A .

Новою для паралельного перенесення 
в просторі є така властивість:
5) При паралельному перенесенні в про-

сторі кожна площина переходить або 
в себе, або в паралельну їй площину.

Puc. 20.18
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 Доведення. Дійсно, нехай α  — до
вільна площина (рис. 20.19). Проведемо 
в цій площині дві прямі a і b, які пере
тинаються. При паралельному перенесен
ні прямі a і b переходять або в себе, або 
в паралельні прямі ′a  і ′b . Площина α  
переходить у деяку площину  , що про
ходить через прямі ′a  і ′b . Якщо площи
на   не збігається з площиною α , то за 
ознакою паралельності площин вона пара
лельна α , що й потрібно було довести.  

Подібність просторових фігур. 
Перетворення подібності в просторі 

визначається так само, як і на площині. 

 Означення. Перетворення фігури F 
називається перетворенням подібності, 
якщо при цьому перетворенні відстані 
між точками змінюються в одне й те 
саме число разів, тобто для будь-яких 
двох точок X і Y фігури F і точок ′X , 
′Y  фігури ′F , у які вони переходять, 
  X Y kXY .

Так само як і на площині, перетво-
рення подібності в просторі переводить 
прямі в прямі, промені в промені, відріз-
ки у відрізки і зберігає кути між проме-
нями. Такими самими міркуваннями, як 
і для руху, доводиться, що перетворення 
подібності переводить площини в площи-
ни. (Виконайте таке обґрунтування само
стійно).

Так само як і на площині, дві фігури 
називаються подібними, якщо вони пере-
водяться одна в іншу перетворенням по-
дібності (див. означення подібних фігур 
у § 1).

Найпростішим перетворенням подіб
ності в просторі є гомотетія. Так само 
як і на площині, гомотетія відносно цен-
тра O з коефіцієнтом гомотетії k — це 
перетворення, яке переводить довільну 
точку X у точку ′X  променя ОХ таку, що 
OX kOX  .

Перетворення гомотетії в просторі пе-
реводить будь-яку площину, що не прохо-
дить через центр гомотетії, у паралельну 
площину (або в себе при k =1 ).

 Доведення. Дійсно, нехай точка O — 
центр гомотетії (рис. 20.20) і α  — будь
яка площина, що не проходить через точ
ку O. Візьмемо будьяку пряму AB у пло
щині α . Перетворення гомотетії перево
дить точку A в точку ′A  на промені OA, 
а точку B в точку ′B  на промені OB, при

чому 
OA

OA
k


  і 

OB

OB
k


 , де k — коефіці

єнт гомотетії. Звідси випливає подібність 

трикутників AOB і ′ ′A OB . Із подібності 
трикутників отримуємо рівність відповід
них кутів OAB і OA B′ ′ , а значить, пара
лельність прямих AB і ′ ′A B .

Візьмемо тепер іншу пряму АС в пло
щині a. Вона при гомотетії перейде в па
ралельну пряму ′ ′A C . При тій гомотетії, 
яка розглядається, площина α  перейде 
в площину  , яка проходить через прямі 
′ ′A B , ′ ′A C . Оскільки ′ ′A B AB�  і ′ ′A C AC� , 

то за ознакою паралельності площин пло
щини α  і   паралельні, що й потрібно 
було довести.  

4
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Приклади рОзв’язування задач

Дано точку 2 3 5; ;  . Знайдіть точки, симетричні даній відносно ко
ординатних площин.

Розв’язання Коментар

 Точка ′A , симетрична точці A 2 3 5; ;   
відносно площини xOy, лежить на пря
мій, перпендикулярній до площини xOy, 
тому має ті самі координати x і y: x =2 , 
y =3 . Симетрична точка розташована на 
тій самій відстані від площини xOy, але 
по інший бік від неї. Тому координата z 
у неї відрізняється тільки знаком, тобто 
z  5 . Отже, точкою, симетричною точ
ці A 2 3 5; ;   відносно площини xOy, буде 
точка з координатами 2 3 5; ;  .
Аналогічно точкою, симетричною точці 
A 2 3 5; ;   відносно площини xOz, буде 

точка з координатами 2 3 5; ;   і точ
кою, симетричною точці A 2 3 5; ;   від
носно площини yOz, буде точка з коор
динатами  2 3 5; ; . 

Для побудови точки, симетричної заданій 
точці A 2 3 5; ;   відносно площини xOy, по
трібно провести пряму AA xOy  пл.  і від 
точки A1  перетину цієї прямої з площиною 
xOy відкласти відрізок A A AA1 1  . Тоді точ
ки A і ′A  матимуть однакові координати x 
і y, а координати z у них відрізнятимуться 
тільки знаком (рис. 20.21).

Puc. 20.21
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Знайдіть значення a, b, c у формулах паралельного перенесення 
  x x a ,   y y b ,   z z c , якщо при цьому паралельному перене

сенні точка A 4 5 3; ;   переходить у точку   A 3 2 7; ; .

Розв’язання Коментар

 Підставляючи у формули паралельного 
перенесення координати точок А і ′A , тобто 
x =4 , y =5 , z =3  та  x 3 ,   y 2 ,  z 7 , 
одержуємо рівняння 3 4 a ,   2 5 b , 
7 3  c .
Звідси a  1 , b  7 , c =4 . 

Урахуємо координатні формули пара
лельного перенесення, при якому точ
ка x y z; ; ; ;    4 5 3  переходить у точку 

           x y z x a y b z c; ; ; ; ; ;3 2 7 .

Чи існує паралельне перенесення, при якому точка A переходить 
у точку B, а точка C — у точку D, якщо A 1 3 5; ;  , B 4 0 1; ;  , 
C 2 4 3; ;  , D 5 1 1; ;  ?

Задача 1

Задача 2

Задача 3
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Розв’язання Коментар

 Порівняємо координати векторів AB
� ���

 
і CD
� ���

: AB
� ���

3 3 4; ;   , CD
� ���

3 3 4; ;   .
Оскільки AB CD

� ��� � ���
= , то доходимо виснов

ку, що при паралельному перенесенні 
на вектор AB

� ���
 точка A переходить у точ

ку B, а точка C — у точку D. 

При паралельному перенесенні точки зміщу
ються по паралельним (або таким, що збіга
ються) прямим на одну й ту саму відстань, 
тобто точки зміщуються на один і той самий 
вектор 

�
a . Отже, якщо при паралельному 

перенесенні точка A переходить у точку B, 
а точка C — у точку D, то вектори AB

� ���
 і CD
� ���

 
повинні бути рівними.

1. Яке перетворення фігури називають рухом?

2.* Доведіть, що рух у просторі переводить площину в площину.

3. Які фігури в просторі називають рівними?

4. Що таке перетворення симетрії відносно точки? Яку фігуру нази
вають центральносиметричною?

5. Поясніть, що таке перетворення симетрії відносно площини. Яку 
фігуру називають симетричною відносно площини?

6. Дайте означення паралельного перенесення.

7. Назвіть властивості паралельного перенесення.

8.* Доведіть, що при паралельному перенесенні в просторі кожна пло
щина переходить або в себе, або в паралельну площину.

9. Що таке перетворення подібності? Назвіть його властивості. Які 
фігури називають подібними?

10.  Яке перетворення називають гомотетією?

11.*  Доведіть, що перетворення гомотетії в просторі переводить будьяку 
площину, що не проходить через центр гомотетії, у паралельну пло
щину (або в себе).

20.1.° Наведіть приклади центральносиметричних і не центральноси
метричних фігур.

20.2.° Чи може центр симетрії фігури не належати їй?
20.3.° Побудуйте фігуру, симетричну кубу 

ABCDA B C D1 1 1 1  (рис. 20.22): 
 1) відносно центра A; 
 2) відносно площини BB C C1 1 .
20.4.° Чи існують точки, прямі і площини, які 

при центральній симетрії відображуються 
у себе? Відповідь проілюструйте на рисунку.

20.5.° Знайдіть центр, осі та площини симетрії 
фігури, яка складається з двох прямих, які 
перетинаються.

20.6.° Скільки осей симетрії має: 
 1) прямокутний паралелепіпед, який не є кубом; 2) куб?

Запитання

Вправи

A B

C

D1

A1 B1

C1

D
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20.7.° Скільки осей симетрії має сфера?
20.8.° Скільки площин симетрії має: 
 1) прямокутний паралелепіпед, який не є кубом; 2) куб?
20.9.° Наведіть приклади просторових фігур, у яких є вісь симетрії, але 

немає площини симетрії та, навпаки, є площина симетрії, але 
немає осі симетрії.

20.10.° Які види симетрії має куб?
20.11. Скільки в правильної шестикутної призми: 
 1) осей симетрії;  2) площин симетрії?
20.12. Скільки у правильної трикутної призми: 
 1) осей симетрії;  2) площин симетрії?
20.13. В основі прямої призми лежить ромб. Скільки вона має: 
 1) осей симетрії;  2) площин симетрії?
20.14. Скільки осей і площин симетрії має правильна піраміда, в основі 

якої лежить многокутник із: 
 1) парним числом сторін; 2) непарним числом сторін?
20.15. Чи може фігура мати рівно два центри симетрії? Відповідь об

ґрунтуйте.
20.16.* Доведіть, що коли дві прямі в просторі, які перетинаються і пер

пендикулярні, є осями симетрії даної фігури F, то і пряма, що 
проходить через точку їх перетину і перпендикулярна до цих 
прямих, також буде віссю симетрії фігури F.

20.17.* Доведіть, що фігура в просторі не може мати парне (ненульове) 
число осей симетрії.

20.18. Назвіть рух, який залишає на місці тільки: 
 1) одну точку;  
 2) точки однієї прямої; 
 3) точки однієї площини.
20.19. Чи існують рухи (якщо існують, то які), що переводять дану пря

му в іншу пряму, яка: 
 1) паралельна першій; 
 2) перетинає першу;  
 3) мимобіжна до першої?
20.20.* Доведіть, що при русі в просторі круг переходить у круг того ж 

радіуса.
20.21.* Доведіть, що при русі в просторі три точки, які лежать на пря

мій, переходять у три точки, які також лежать на одній прямій.
20.22.* Доведіть, що рух переводить сферу у сферу того ж радіуса.
20.23.* Доведіть, що коли рух залишає на місці дві дані прямі, то він 

залишає на місці і всю площину, в якій лежать ці прямі, якщо: 
 1) дані прямі перетинаються;  2) дані прямі паралельні. 
20.24.* Доведіть, що коли рух залишає на місці три точки, що не нале

жать одній прямій, то він залишає на місці і всю площину, якій 
належать ці точки.

20.25.* У правильному тетраедрі зафарбували одну грань. У результаті 
яких рухів, що залишають на місці зафарбовану грань, він само
суміститься? (Під самосуміщенням тетраедра розуміють, що всі 
точки заданого тетраедра в результаті переміщення переходять 
в точки цього ж тетраедра.)
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20.26.* У кубі зафарбували одну грань. У результаті яких рухів, що за
лишають на місці зафарбовану грань, він самосуміститься?

20.27.* Доведіть, що рухом є: 
 1) симетрія відносно точки; 
 2) осьова симетрія; 
 3) поворот.
20.28.* Доведіть, що паралельне перенесення може бути одержане в ре

зультаті послідовного виконання (композиції) двох симетрій від
носно площин.

20.29.* Подайте симетрію відносно точки у вигляді композиції трьох си
метрій відносно площин.

20.30.  Доведіть, що перетворення симетрії відносно координатних пло
щин задається формулами:

 1)  x x ,  y y ,   z z  — відносно площини xOy;
 2)  x x ,   y y ,  z z  — відносно площини xOz; 
 3)   x x ,   y x ,  z z  — відносно площини yOz.
20.31. Знайдіть точки, симетричні відносно координатних площин точ

кам:
 1) 2 7 3; ;  ; 2)  3 4 1; ; ; 3) 5 3 7; ;  . 
20.32. Знайдіть точки, симетричні відносно початку координат точкам:
 1) 2 7 3; ;  ; 2)  3 4 1; ; ; 3) 5 3 7; ;  . 
20.33. Знайдіть значення a, b, c у формулах паралельного перенесення 

  x x a ,   y y b ,   z z c , унаслідок якого точка A 3 2 0; ;   пере
ходить у точку  A 2 0 5; ; .

20.34. При паралельному перенесенні точка A 1 1 3; ;   переходить 
у точку   A 3 5 2; ; . У яку точку переходить при цьому початок 
координат?

20.35. Чи існує паралельне перенесення, при якому точка A переходить 
у точку B, а точка C — у точку D, якщо:

 1) A 2 1 0; ;  , B 1 0 1; ;  , C 3 2 1; ;  , D 2 3 0; ;  ;

 2) A  2 3 5; ; , B 1 2 4; ;  , C 4 3 6; ;  , D 7 2 5; ;  ;

 3) A 0 1 2; ;  , B  1 0 1; ; , C 3 2 2; ;  , D 2 3 1; ;  ;

 4) A 1 1 0; ;  , B 0 0 0; ;  , C  2 2 1; ; , D 1 1 1; ;  ?
20.36. Доведіть, що при паралельному перенесенні паралелограм пере

ходить у рівний йому паралелограм.
20.37. Чотири паралельні прямі перетинають паралельні площини 

у вершинах паралелограмів АВСD і A B C D1 1 1 1 . Доведіть, що па
ралелограми АВСD і A B C D1 1 1 1  суміщаються паралельним пере
несенням.

20.38.* Три прямі, що проходять через точку S, перетинають дану пло
щину в точках A, B, C, а паралельну їй площину — у точках A1 , 
B1 , C1  відповідно. Доведіть, що трикутники ABC і A B C1 1 1  гомо
тетичні.
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   § 21. рівняння ПлОщини
Таблиця 21

рівняння площини

O
y

z

x

n

M(x0;y0;z0)a

ax by cz d   0  — рівняння площини α  

   �
n a b c, ,

Якщо площина α  проходить через точку M x y z0 0 0; ;   
і    �

n a b c; ; , то рівняння площини α :

a x x b y y c z z        0 0 0 0

§ 21

ПОяснення й Обґрунтування
У курсі планіметрії було показано, що пряма на площині за

дається рівнянням ax by c  0 , в якому а, b, c — дійсні числа, 
причому a і b одночасно не дорівнюють нулю. У просторі справед
лива аналогічна теорема.

 теорема 21.1. Площина в просторі задається рівнянням 
ax by cz d   0 , де a, b, c, d — дійсні числа, причому a, b, c 
одночасно не дорівнюють нулю і є координатами вектора 

�
n , 

перпендикулярного до цієї площині, який називається векто-
ром нормалі.

 Доведення. Нехай точка M x y z0 0 0; ;   належить площи
ні α  і 

�
n a b c; ;   — перпендикулярний до цієї площини вектор 

(рис. 21.1). Тоді довільна точка A x y z; ;   належатиме цій площині 

в тому і тільки тому випадку, коли вектор MA x x y y z z
� ����

   0 0 0; ;  
буде перпендикулярним до вектора 

�
n , тобто їх скалярний добуток 

дорівнюватиме нулю: �
� ����

n MA  0 . Записуючи скалярний добуток 
розглянутих векторів за допомогою координат, одержимо рівняння 
a x x b y y c z z        0 0 0 0 , яке задає шукану площину α . Роз
кривши дужки і позначивши    ax by cz d0 0 0 , одержимо необ
хідне рівняння площини α , а саме: ax by cz d   0 . 

Розглянемо також питання про взаємне розташування в про
сторі площин, заданих своїми рівняннями.

Зазначимо, що дві площини в просторі паралельні або збіга
ються, якщо їх нормалі 

�
n1  і 

�
n2  колінеарні, тобто для деякого чис

ла λ  виконується рівність 
� �
n n2 1  .

Для площин, заданих рівняннями a x b y c z d1 1 1 1 0     
і a x b y c z d2 2 2 2 0    , вектори нормалей мають координати 
�
n a b c1 1 1 1; ;   і 

�
n a b c2 2 2 2; ;  . Тому такі площини паралельні або 

збігаються, якщо для деякого числа λ  виконується рівність 
a a2 1  , b b2 1  , c c2 1  . При цьому, якщо d d2 1  , то рів
няння a x b y c z d1 1 1 1 0     і a x b y c z d2 2 2 2 0     визначають одну 
й ту саму площину. Якщо ж d d2 1  , то ці рівняння визначають 
паралельні площини.



O
y

z

x

n

M
A

a

Puc. 21.1

ax by cz d   0  — 
рівняння площини
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   § 21. Рівняння площини 209

Якщо площини не паралельні і не збі-
гаються, то вони перетинаються по прямій 
і кут ϕ  між ними дорівнює куту між пря-
мими, які містять їх нормалі 

�
n a b c1 1 1 1; ;   

і 
�
n a b c2 2 2 2; ;  .

  Обґрунтуйте наведене твердження само-
стійно.

Цей кут можна обчислити за форму-

лою cos 




� �

� �
n n

n n
1 2

1 2

.

Зокрема, площини перпендикулярні 
тоді і тільки тоді, коли скалярний добуток 
векторів 

�
n1  і 

�
n2  дорівнює нулю, тобто вико

нується рівність 
� �
n n a a b b c c1 2 1 2 1 2 1 2 0     .

•  : a x b y c z d1 1 1 1 0    ; 

 : a x b y c z d2 2 2 2 0    .

  � , якщо a a2 1  , b b2 1  , c c2 1  , 

                                      d d2 1  .

•    ; , cos 




� �

� �
n n

n n
1 2

1 2

.

•   , якщо 
� �
n n a a b b c c1 2 1 2 1 2 1 2 0     .

Приклади рОзв’язування задач

Визначте, які з точок A 1 1 2; ;  , B 1 2 1: ;  , C   2 2 5; ; , D  3 2 1; ;  
належать площині 3 2 6 0x y z    .

Розв’язання Коментар

 Точки A і C належать заданій площині, 
оскільки їх координати задовольняють рів
няння площини (дійсно, 3 1 1 2 2 6 0       
і 3 2 2 2 5 6 0          ).
Точки B і D не належать заданій площині, 
оскільки їх координати не задовольняють 
рівняння площини. 

Точка, задана своїми координатами, буде 
належати площині тоді і тільки тоді, 
коли координати точки будуть задо-
вольняти рівняння площини. Тому для 
розв’язування задачі потрібно підставити 
координати кожної точки в задане рівнян
ня площини і перевірити — чи отримаємо 
ми правильну рівність.

Дано точки A 1 1 3; ;   і B 3 2 5; ;  . Запишіть рівняння площини a, 
яка проходить через точку A перпендикулярно до прямої AB.

Розв’язання Коментар

 Оскільки AB
� ���

 , то вектор AB
� ���

2 3 2; ;   

є вектором нормалі для площини α . За 

формулою a x x b y y c z z        0 0 0 0  

одержуємо: 2 1 3 1 2 3 0x y z       . 

Звідси 2 3 2 5 0x y z     — шукане рів

няння площини α . 

Якщо пряма AB перпендикулярна до шу
каної площини α , то будьякий ненульо
вий вектор на цій прямій (наприклад, 

вектор AB
� ���

) буде вектором нормалі для 
площини α . Тоді достатньо за формулою 
a x x b y y c z z        0 0 0 0  записати 
рівняння площини, що проходить через 
точку A перпендикулярно до вектора нор

малі AB
� ���

.

Задача 1

Задача 2
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Запишіть рівняння площини, яка проходить через точки A 0 1 0; ;  , 
B 1 0 0; ;  , C 1 1 1; ;  .

Розв’язання Коментар

 Нехай рівняння шуканої площини має вигляд 
ax by cz d   0 . Якщо точки A, B, C належать цій 
площині, то їхні координати задовольняють рівняння 
площини.
Отримуємо систему рівнянь: 

a b c d A

a b c d B

a

        
        
 

0 1 0 0

1 0 0 0

1

для точки

для точки

,

,

bb c d C      





 1 1 0 для точки .

Звідси b d  , a d  , c d= . Тоді рівняння площини ABC 
має вигляд:     dx dy dz d 0 , або x y z   1 0  ( після 

скорочення на  d 0 ). 

Запишемо рівняння площи
ни в загальному вигляді: 
ax by cz d   0 .
Далі врахуємо, що площина 
проходить через точки A, B, 
C, отже, координати цих то
чок задовольняють рівняння 
площини.

Доведіть, що відстань від точки M x y z0 0 0; ;   до площини α , зада-
ної рівнянням ax by cz d   0  (де a, b, c одночасно не дорівнюють 

нулю), обчислюють за формулою 
ax by cz d

a b c

0 0 0

2 2 2

+ + +

+ +
.

Розв’язання Коментар

 Для знаходження відстані від точки 
M x y z0 0 0; ;   до площини α  (рис. 21.2) 
проведемо перпендикуляр MK   (точ
ка K x y z; ;   — основа перпендикуляра). 
Вектор нормалі 

�
n a b c; ;   також перпен

дикулярний до площини α , тому векто

ри MK
� �����

 і 
�
n  колінеарні, отже, MK n

� ����� �
  .

Ураховуючи, що MK x x y y z z
� �����

   0 0 0; ; , 

   
� � �������������
n a b c  ; ; , отримуємо:

x x a
y y b
z z c

 
 
 







0

0

0





,
,
.

 Звідси 
x x a
y y b
z z c

 
 
 







0

0

0





,
,
.

Оскільки точка K належить площи
ні α , то координати цієї точки задо
вольняють рівняння площини α , тобто 
a x a b y b c z c d0 0 0 0            .

Тоді ax by cz d a b c0 0 0
2 2 2        .

Звідси   
  

 

ax by cz d

a b c

0 0 0

2 2 2
.

Щоб знайти відстань від точки M до пло
щини α , проведемо перпендикуляр MK 
до площини α  і врахуємо, що вектор нор
малі 

�
n  також перпендикулярний до цієї 

площини. Оскільки два перпендикуляри до 
однієї площини паралельні (або лежать на 

одній прямій), то вектори MK
� �����

 і 
�
n  колі

неарні, отже, MK n
� ����� �

  . Але рівні вектори 
мають рівні відповідні координати. Запи

шемо вектори MK
� �����

 і λ
�
n  у координатах та 

прирівняємо відповідні координати. Ураху
ємо, що відстань MK від точки M до пло

щини α  дорівнює довжині вектора MK
� �����

 

і MK n
� ����� �

  . Для знаходження значен
ня λ  скористаємося тим, що точка K на
лежить площині α , отже, координати цієї 
точки задовольняють рівняння площини α .
Зауважимо, що за умовою коефіцієнти a, b, 
c одночасно не дорівнюють нулю, тому сума 

a b c2 2 2 0    (і завжди є додатною).

Задача 3

Задача 4*
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Розв’язання

Ураховуючи, що MK n
� ����� �

    

і 
�
n a b c  2 2 2 , отримуємо:

MK MK n   
� ����� �

  

 
  
 

   
ax by cz d

a b c
a b c0 2 0

2 2 2
2 2 2  


  

 
   

ax by cz d

a b c
a b c0 0 0

2 2 2
2 2 2  


  

 

ax by cz d

a b c

0 0 0

2 2 2
. 

Puc. 21.2

O y

z

x

n(a;b;c)

M(x0;y0;z0)

K(x;y;z)

a

Отже, щоб знайти відстань від точки M x y z0 0 0; ;   до пло-
щини α , заданої рівнянням ax by cz d   0 , достатньо в ліву 
частину рівняння площини підставити координати заданої 
точки і модуль результату поділити на квадратний корінь із 
суми квадратів коефіцієнтів при змінних.

Знайдіть відстань від точки A 2 5 1; ;   до площини, заданої рівнян
ням 4 3 12 17 0x y z    .

Розв’язання Коментар

 Відстань від точки A до площи
ни α  дорівнює:

 A
ax by cz d

a b c
;     

 
0 0 0

2 2 2


 

 
 

      

  

4 2 3 5 12 1 17

4 3 12

52

132 2 2
4 . 

Для знаходження відстані від точки A x y z0 0 0; ;    
до площини α , заданої рівнянням 

ax by cz d   0 , скористаємося формулою

ax by cz d

a b c

0 0 0

2 2 2

+ + +

+ +
.

Задача 5

1. Запишіть у загальному вигляді: 

 1) рівняння площини в просторі; 

 2)  рівняння площини, яка проходить через точку M x y z0 0 0; ;   пер
пендикулярно до вектора 

�
n a b c; ;  .

2.* Обґрунтуйте рівняння площини в просторі.

3. За якої умови площини, задані рівняннями a x b y c z d1 1 1 1 0     
і a x b y c z d2 2 2 2 0    , будуть паралельними?

4. За якої умови площини, задані рівняннями a x b y c z d1 1 1 1 0     
і a x b y c z d2 2 2 2 0    , будуть перпендикулярними?

Запитання
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21.1.° Визначте рівняння координатної площини: 
 1) xOy; 2) xOz;  3) yOz.
21.2.° Дано точки A 1 3 4; ;  , B   2 1 2; ; , C 3 0 1; ;  , D  1 3 1; ; . Укажіть, 

які з них належать площині 2 5 3 7 0x y z    .
21.3.° Знайдіть точки перетину площини, заданої рівнянням 

x y z   3 5 6 0 , з осями координат.
21.4. Запишіть рівняння площини з вектором нормалі 

�
n 4 2 1; ;  , яка 

проходить через точку A 2 3 5; ;  .
21.5. Точка M 2 5 3; ;    є основою перпендикуляра, проведеного з по

чатку координат на деяку площину. Запишіть рівняння цієї пло
щини.

21.6. Запишіть рівняння площини, яка проходить через точки: 

 1) A 0 0 1; ;  , B 1 0 0; ;  , C 0 1 0; ;  ;

 2) M 3 1 2; ;  , N 4 1 1; ;  , K 2 0 1; ;  .

21.7.* Чи належать одній площині точки A 1 0 2; ;  , B 3 4 2; ;  , C 0 1 3; ;  , 
D 2 1 1; ;  ?

21.8. Запишіть рівняння площини, яка: 
 1)  проходить через точку M 1 2 4; ;   і паралельна координатній 

площині xOz; 
 2)  проходить через точку M 0 2 0; ;   і перпендикулярна до осі ор

динат; 
 3)  проходить через точки A 3 0 0; ;  , B 0 3 0; ;   і паралельна осі 

аплікат.
21.9. Визначте, які з площин, заданих наведеними рівняннями, є па

ралельними: 
 1) x y z   7 0 , 3 3 3 7 0x y z    ; 

 2) 3 2 5 2 0x y z    , 6 4 10 4 0x y z    ; 

 3) 2 6 4 0x y z   ,     x y z3 2 1 0 ; 

 4) x y z   2 2 0 , 3 6 5 0x y z    .
21.10. Складіть рівняння площини, яка проходить через точку 

M 1 2 1; ;   паралельно площині, заданій рівнянням: 

 1) 3 2 4 0x y z    ; 2) x y z   4 3 5 0 .
21.11. Визначте, які з площин, заданих наведеними рівняннями, є вза

ємно перпендикулярними: 

 1) x y z   1 0 , 5 3 2 3 0x y z    ; 

 2) 2 2 3 0x y z    , 6 4 10 4 0x y z    ; 

 3) 2 6 4 0x y z   ,     x y z3 2 1 0 ; 

 4) x y z   2 2 0 , 3 6 5 0x y z    .
21.12. Знайдіть косинус кута ϕ  між площинами, які задані рівняннями: 

 1) x y z   3 1 0 , 3 2 3 0x y z    ; 

 2) 2 2 0x y z    , x y z   4 3 4 0 ; 

 3) 2 3 0x y z   , x y z   1 0 ; 

 4) x y z   2 2 0 , 4 2 5 0x y z    .

Вправи
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21.13.* Площина задана рівнянням ax by cz d   0 . Запишіть рівняння 
площини, симетричної даній відносно: 

 1) координатних площин;
 2) координатних прямих;
 3) початку координат.
21.14. Обчисліть відстань від початку координат до площини, заданої 

рівнянням: 

 1) 2 2 6 0x y z    ; 

 2) 2 3 12 0x y z    .

21.15.* Сфера, задана рівнянням x y z2 2 2 4   , перетнута площиною. 
Знайдіть координати центра кола перерізу і його радіус, якщо 
площина задана рівнянням: 

 1) z =0 ; 2) y =1 ; 3) x y z  2 .
21.16. Знайдіть відстань від точки M  3 1 2; ;  до площини, заданої рів

нянням 3 4 12 2 0x y z    .
21.17. Обчисліть відстань між паралельними площинами, заданими рів

няннями 3 2 4 12 0x y z     і 9 6 12 5 0x y z    .

 Вказівка. Для цього достатньо вибрати будьяку точку першої 
площини, наприклад M 0 0 3; ;  , і знайти відстань від неї до 
другої площини.

21.18.* Доведіть, що в загальному випадку відстань між паралельни
ми площинами α  і β , заданими рівняннями ax by cz d   1 0   
і ax by cz d   2 0 , можна обчислити за формулою

  ;   

 

d d

a b c

1 2

2 2 2
.
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  § 22.   застОсування кООрдинат і вектОрів  
дО рОзв’язування стереОметричних задач

Таблиця 22

1. Переклад геометричних фактів на векторну мову  
і векторних співвідношень на геометричну мову

№ Рисунок
Твердження 

геометричною мовою
Твердження  

векторною мовою

1

a

b

A
B

C

D
Прямі паралельні 

a b�
(прямі a і b  

не збігаються)

Вектори колінеарні:

AB CD
� ��� � ���

 

2

O

A

B

C
C AB∈
AB

AC








Вектори колінеарні:

AB AC
� ��� � ���

 
або OC pOA p OB

� ��� � ��� � ���
    1

3

A O

B

C

AC

CB

m

n
=

а) AC CB
m

n

� ��� � ���
= ;

б) OC OA OB
n

m n

m

m n

� ��� � ��� � ���
 

 

C — середина AB
AC

CB






1
OC OA OB
� ��� � ��� � ���

  1

2

4

M
A

B

C
K

D

M — середи на AB;
K — середина CD MK AC BD

� ����� � ��� � ����
  1

2

5
C

M

A O

B M — точка перетину 
медіан � ABC .

O — довільна точка
OM OA OB OC
� ���� � ��� � ��� � ���

   1

3

6

ab

A

B

C

D Прямі перпендикулярні 
a b⊥

AB CD
� ��� � ���

 0

( AB
� ��� �

≠ 0, CD
� ��� �

≠ 0 )
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№ Рисунок
Твердження 

геометричною мовою
Твердження  

векторною мовою

7

a
aA

B

AB a=

� �
a a2 2= , де 

� � ���
a AB= , 

�
a a=

(в координатах:

�
a x ya a 2 2  — на площині; 

�
a x y za a a  2 2 2  — у просторі)

8

A

B

Cbϕ
�BAC  

cos  


� �

� �
a b

a b
,

де AB a
� ��� �

= , AC b
� ��� �

= ,
ϕ  — кут між векторами 

�
a  і 
�
b

9

g A

O B
D

C D ABC∈пл ;
C AB∉ прямій AB;

O — довільна точка

а) CD CA CB
� ��� � ��� � ���

   ;

б) OD
� ���

=        OA OB OC
� ��� � ��� � ���

1

2. схема розв’язування геометричних задач векторним методом

1.  Перекласти вимогу задачі на векторну мову (використовуючи співвідно
шення № 1–9 табл. 22). 

2.  Увести прямокутну систему координат або вибрати два неколінеарних век-
тори на площині (або три некомпланарних вектори в просторі) як базисні.

3.  Знайти координати векторів, зазначених на кроці 1, або виразити ці 
вектори через базисні.

4.  Довести записане на кроці 1 співвідношення або знайти його значення 
і перекласти результат на геометричну мову (для перекладу знову ско
ристатися співвідношеннями № 1–9 табл. 22).

Приклад

Знайдіть кут між мимобіжними діагоналями двох суміжних 
граней куба.  
Розв’язання
Нехай дано куб ABCDA B C D1 1 1 1  (див. рисунок). Діагоналі B D1 1  
і BC1  двох суміжних граней куба мимобіжні. Позначимо кут 

між цими діагоналями через ϕ  � B D BC1 1 1;    .
1. Векторною мовою вимога задачі виглядає так: 

необхідно знайти кут ϕ  зі співвідношення cos 




B D BC

B D BC

1 1 1

1 1 1

� ����� � ����

� ������ � ����  

(табл. 22).

A B

C

D1

A1 B1

C1

D

y

z

x

Продовження табл. 22
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2. Уведемо прямокутну систему координат так: 
  початок координат виберемо в точці A, вісь Ox спрямуємо уздовж ре

бра AD куба ABCDA B C D1 1 1 1 , Oy — уздовж ребра AB і Oz — уздовж 
ребра AA1 .

  Якщо довжину ребра куба прийняти за одиницю, то координати вер

шин куба будуть такими: A 0 0 0; ;  , D1 1 0 1; ;  , D 1 0 0; ;  , C1 1 1 1; ;  , 

B1 0 1 1; ;  , B 0 1 0; ;  , A1 0 0 1; ;  , C 1 1 0; ;  .

3. Тоді координати векторів, зазначених на кроці 1, будуть такими:

 B D1 1 1 1 0
� ������

; ;  , BC1 1 0 1
� ����

; ;  .

4. Знайдемо кут ϕ : cos 
 

 


     

     

1 1 1 0 0 1

1 1 0 1 0 1

1

22 2 2 2 2 2
.

 Оскільки cos  1

2
 і кут ϕ  гострий (як кут між прямими), то   60 .

Відповідь: 60°.

ПОяснення й Обґрунтування

Зазначимо, що координатний метод 
розв’язування стереометричних задач зруч
но використовувати в тих випадках, коли 
в заданій конфігурації можна ввести пря
мокутну систему координат у просторі. Та
кож для розв’язування деяких геометрич
них задач буває зручно поєднувати коорди
натний і векторний методи (використовую
чи координати відповідних векторів), а на 
деяких етапах розв’язування — застосову
вати відомі геометричні співвідношення.

Розв’язування геометричних задач 
векторним методом зазвичай містить такі 
етапи: переклад умови задачі на векторну 
мову; розв’язування задачі за допомогою 
векторів; переклад результату на геоме
тричну мову. Слід ураховувати, що запис 
умови задачі у векторній формі найчасті
ше не є однозначним.

Наприклад, навіть таке просте твер
дження: «Точка C — середина відріз
ка AB» (рис. 22.1), може бути записане 
у векторній формі одним із таких способів:

1) AC CB
� ��� � ���

= ; 

2) AB AC
� ��� � ���

=2 ; 

3) AB CB
� ��� � ���

=2 ; 

4) AC AB
� ��� � ���

= 1

2
; 

5) CB AB
� ��� � ���

= 1

2
; 

6) CA CB
� ��� � ���

  ; 

7) OC OA OB
� ��� � ��� � ���

  1

2
, 

де O — довільна точка. Це призводить до 
того, що під час запису умови геометричної 
задачі у векторній формі важко зорієнту
ватися, яке саме векторне співвідношення 
доведеться використати, щоб задовольни
ти вимогу задачі. До того ж запропонувати 
будьякий певний метод дослідження век
торних співвідношень, отримуваних під 
час запису умови векторною мовою, прак
тично неможливо. Тому доцільно спочатку 
записати векторною мовою тільки вимогу 
задачі, а потім, проаналізувавши умови 
(за кресленням), виявити, за допомогою 

Puc. 22.1

A BC

Закінчення табл. 22
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яких векторів можна отримати необхідне співвідношення (у простих 
задачах) або які вектори доцільно вибрати як базисні (або як зручно 
ввести систему координат) для складніших задач. Лише потім у міру 
потреби можна перекладати умову на векторну мову, а на деяких ета
пах скористатися відомими учням геометричними співвідношеннями.

Слід ураховувати, що вектори доцільно застосовувати для 
розв’язування геометричних задач на доведення паралельності, на
лежності трьох і більше точок одній прямій, перпендикулярності, 
на обчислення довжин відрізків і величин кутів, тому бажано вміти 
перекладати на векторну мову вимоги саме цих задач, а також здій
снювати зворотний переклад отриманих векторних співвідношень на 
геометричну мову. Відповідні відомості наведено в табл. 22.

Уточнимо формулювання основних відомостей, наведених у цій 
таблиці.

співвідношення, пов’язані з паралельністю прямих  
та належністю точок одній прямій

 З означення колінеарних векторів 
випливає, що коли вектори лежать на 
одній прямій або на паралельних прямих, 
то вони колінеарні, і навпаки, якщо век-
тори колінеарні, то вони лежать на од-
ній прямій або на паралельних прямих. 
Крім того, ненульові вектори 

�
a  і 

�
b  ко

лінеарні тоді і тільки тоді, коли існує 
таке число λ , що 

� �
b a  . Інакше кажучи, 

якщо вектори 
�
a  і 

�
b  ненульові та 

� �
b a  , 

то вектори 
�
a  і 

�
b  колінеарні (і лежать на 

паралельних прямих або на одній прямій); 
і навпаки, якщо вектори 

�
a  і 

�
b  колінеар

ні (лежать на паралельних прямих або 
на одній прямій), то існує таке число λ  
  0 , що 

� �
b a  . Отже, ми обґрунтували 

основні співвідношення, наведені в ряд
ках 1 і 2 табл. 22. Зауважимо також, що 
в разі, коли три точки A, B, C лежать на 
одній прямій (див., наприклад, рис. 22.1), 

вектори BC
� ���

 і BA
� ���

 колінеарні, отже, 

BC pBA
� ��� � ���

= , але тоді OC OB p OA OB
� ��� � ��� � ��� � ���

    . 

Звідси OC pOA p OB
� ��� � ��� � ���

   1 .

І навпаки, якщо виконується співвідно

шення OC pOA p OB
� ��� � ��� � ���

   1 , то виконуєть

ся і співвідношення OC OB p OA OB
� ��� � ��� � ��� � ���

    , 

тобто BC pBA
� ��� � ���

= . Тому вектори BC
� ���

 і BA
� ���

 
колінеарні, отже, точки A, B, C лежать на 
одній прямій (прямі BC і BA не можуть 
бути паралельними, тому що вони мають 
спільну точку B). Отримане співвідношен
ня можна сформулювати так: точки A, B, C 
лежать на одній прямій тоді і тільки тоді, 

коли для довільної точки O виконується 

векторна рівність OC pOA p OB
� ��� � ��� � ���

   1  

(тобто в розкладанні вектора OC
� ���

 за дво-

ма неколінеарними векторами OA
� ���

 і OB
� ���

 
сума коефіцієнтів розкладання дорівнює 
одиниці). 

співвідношення, пов’язані з поділом відрізка точкою

 Якщо точка C ділить відрізок AB  

у відношенні m n:  
AC

CB

m

n






, то AC CB
m

n

� ��� � ���
= .  

Тоді n AC mCB
� ��� � ���

=  і тому 

n OC OA m OB OC
� ��� � ��� � ��� � ���

     . Звідси

OC OA OB
n

m n

m

n m

� ��� � ��� � ���
 

 
.

І навпаки, якщо виконується рівність 

OC OA OB
n

m n

m

n m

� ��� � ��� � ���
 

 
, то виконується 

і рівність AC CB
m

n

� ��� � ���
= , отже, точки A, B, 

C лежать на одній прямій і 
AC

CB

m

n
= , тобто 

точка C ділить відрізок AB у відношенні 
m n: . 
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Отже, точка C ділить відрізок AB 
у відношенні m n:  (рахуючи від точ-
ки A) тоді і тільки тоді, коли викону-

ються векторні рівності AC CB
m

n

� ��� � ���
=  або 

OC OA OB
n

m n

m

n m

� ��� � ��� � ���
 

 
. 

Зауважимо, що коли точка C є середи-
ною відрізка AB, то відношення m n: :=1 1  

і за формулою OC OA OB
n

m n

m

n m

� ��� � ��� � ���
 

 
 

отримуємо: OC OA OB
� ��� � ��� � ���

  1

2
. 

співвідношення, пов’язане з вектором,  
що з’єднує середини двох заданих відрізків

 Нехай точка M — середина відрізка AB і точка K — се

редина відрізка CD (рис. 22.2). Тоді MB MA
� ���� � ����

   і DK CK
� ���� � ���

  . 

Запишемо вектор MK двома способами: MK MA AC CK
� ����� � ���� � ��� � ���

    

і MK MB BD DK
� ����� � ���� � ���� � ����

   . Додаючи почленно ці рівності та врахо

вуючи, що вектори MA
� ����

 і MB
� ����

, а також CK
� ���

 і DK
� ����

 протилежні 
(а сума протилежних векторів дорівнює нульовому вектору), 

отримуємо: 2MK AC BD
� ����� � ��� � ����

  , тоді MK AC BD
� ����� � ��� � ����

  1

2
. 

співвідношення, пов’язане з точкою перетину  
медіан трикутника

 Нехай у трикутнику ABC відрізок AK — медіана, 
точка M — точка перетину медіан (рис. 22.3). За власти
вістю медіан трикутника AM MK: :=2 1 . Тоді для довіль

ної точки O за формулою OC OA OB
n

m n

m

n m

� ��� � ��� � ���
 

 
 маємо: 

OM OA OK
� ���� � ��� � ����

 1

3

2

3
. Ураховуючи, що точка K — середина BC,  

маємо: OK OB OC
� ���� � ��� � ���

  1

2
. Отже, OM OA OB OC

� ���� � ��� � ��� � ���
   1

3
. 

співвідношення, пов’язане з перпендикулярністю  
прямих

Це співвідношення відображує відому властивість: якщо два 
ненульових вектори перпендикулярні, то їх скалярний добуток до-
рівнює нулю; і навпаки, якщо скалярний добуток двох ненульових 
векторів дорівнює нулю, то ці вектори перпендикулярні.

співвідношення, пов’язане зі знаходженням  
довжини відрізка

Для знаходження довжини відрізка AB можна розглянути век

тор AB a
� ���

=  і скористатися рівністю 
� �
a a2 2= , тобто для знаходжен-

ня довжини відрізка можна знайти скалярний квадрат вектора, 
який зображує цей відрізок. Якщо ж є можливість ввести прямо
кутну систему координат у просторі та знайти координати вектора 

AB a x y za a a

� ��� �
  ; ; , то AB AB x y za a a   

� ���
2 2 2 .

Puc. 22.2

M
A
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C
K

D

Puc. 22.3
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співвідношення, пов’язане зі знаходженням кута  
між променями або прямими

 Якщо потрібно знайти �BAC    (рис. 22.4), то можна 

розглянути ненульові вектори AB a
� ��� �

= , AC b
� ��� �

=  і скористатися 

формулою скалярного добутку векторів 
� � � �
ab a b cos . Звід

си cos 


� �

� �
ab

a b
. 

Зауважимо, що отриманий за формулою cos 


� �

� �
ab

a b
 

кут BAC між векторами може бути як гострим cos  0 , так 
і тупим cos 0 . Якщо ж потрібно визначити кут ϕ  між 
прямими AB і AC, то він може бути тільки гострим. У цьому 

випадку зручно застосовувати формулу cos 


� �

� �
ab

a b
.

співвідношення, пов’язані з розміщенням чотирьох точок  
в одній площині

 Нехай точка D належить площині ABC і точка C не на
лежить прямій AB (рис. 22.5). Тоді вектори CA

� ���
 і CB
� ���

 неко
лінеарні. Оскільки вектор CD

� ���
 лежить у площині ABC (тобто 

компланарний векторам CA
� ���

 і CB
� ���

), то він розкладається за 
двома неколінеарними векторами CA

� ���
 і CB
� ���

 в такому вигляді:

CD CA CB
� ��� � ��� � ���

   .

І навпаки, якщо для ненульових векторів CA
� ���

 і CB
� ���

 вико

нується рівність CD CA CB
� ��� � ��� � ���

   , то вектори CA
� ���

, CB
� ���

 і CD
� ���

 ле
жать в одній площині, отже, точка D належить площині ABC.

Якщо O — довільна точка, то рівність CD CA CB
� ��� � ��� � ���

    

можна записати так: OD OC OA OC OB OC
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���

        . Тоді 

OD OA OB OC
� ��� � ��� � ��� � ���

        1 .
Отже, точка D належить площині ABC (тобто всі чоти

ри точки лежать в одній площині) тоді і тільки тоді, коли 
CD CA CB
� ��� � ��� � ���

   , або OD OA OB OC
� ��� � ��� � ��� � ���

        1 . 

Зауваження. Якщо в останній формулі позначити коефіцієнт 
біля вектора OC

� ���
 через g (тобто     1 , що еквівалентно 

рівності     1), то отримаємо (для довільної точки O), 

що OD OA OB OC
� ��� � ��� � ��� � ���

     , де     1. Одержаний резуль
тат можна сформулювати так. 

Точка D належить площині ABC (тобто всі чотири точки лежать 
в одній площині) тоді і тільки тоді, коли в розкладанні вектора 

OD
� ���

 за векторами OA
� ���

, OB
� ���

 і OC
� ���

 OD OA OB OC
� ��� � ��� � ��� � ���

       сума 

коефіцієнтів розкладання дорівнює одиниці (a  +  b  +  g  =  1).

Puc. 22.4

A

B

Cbϕ

Puc. 22.5
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Співвідношення, наведені в табл. 22, дозволяють перекладати ви
могу геометричної задачі векторною мовою, що дає можливість ви
окремити деякі орієнтири для здійснення решти етапів розв’язання 
геометричної задачі за допомогою векторів. Отже, розв’язування гео
метричних задач можна проводити за такою схемою.

1. Перекласти вимогу задачі на векторну мову (використовуючи спів
відношення табл. 22).

2. Увести прямокутну систему координат або вибрати два неколінеар-
них вектори на площині (або три некомпланарних вектори у про-
сторі) як базисні.

3. Знайти координати векторів, зазначених на кроці 1, або виразити ці 
вектори через базисні.

4. Довести записане на кроці 1 співвідношення або знайти його зна-
чення і перекласти результат на геометричну мову (для перекладу 
знову скористатися співвідношеннями табл. 22).

Приклад застосування цієї схеми під час застосування векторно
координатного методу розв’язування стереометричної задачі наведено 
в табл. 22. Наведемо приклад застосування векторного методу для 
розв’язування геометричних задач.

Приклади рОзв’язування задач

Доведіть, що в піраміді, усі грані якої — правильні трикутники, 
будьякі два мимобіжних ребра перпендикулярні.

Розв’язання Коментар

 1.  Нехай у піраміді ABCD всі грані — правиль
ні трикутники, тобто всі ребра дорівнюють a 
і всі плоскі кути — 60° (рис. 22.6). Щоб до
вести, наприклад, що мимобіжні ребра AD 
і BC перпендикулярні, достатньо довести, що 

скалярний добуток векторів AD
� ����

 і BC
� ���

 дорів
нює нулю.

a

Puc. 22.6

C

D

A

B

c

b

2.  Виберемо три некомпланарних вектори як ба

зисні: AD a
� ���� �

= , AB b
� ��� �

= , AC c
� ��� �

=  (довжини цих 
векторів дорівнюють a і кути між кожною па
рою векторів — 60°).

3.  Виразимо вектори, вибрані в п. 1, через базисні: 

AD a
� ���� �

= , BC c b
� ��� � �

  .

Використаємо схему розв’язування 
геометричних задач векторним ме
тодом.
1.  Перекласти вимогу задачі век-

торною мовою — використову
ючи табл. 22, згадуємо, що для 
доведення перпендикулярності 
відрізків достатньо довести, що 
скалярний добуток відповідних 
векторів дорівнює нулю.

2.  Вибрати три некомпланарних 
вектори як базисні — частіше 
за все ці вектори вибирають 
такими, що виходять з однієї 
точки.

3.  Виразити вектори, зазначені 
на кроці 1, через базисні.

4.  Довести записане на кроці 1 спів-
відношення або знайти його зна-
чення і перекласти результат 
геометричною мовою (для пере
кладу зручно знов скористати
ся співвідношеннями табл. 22).

Задача 1
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4.  Знайдемо скалярний добуток векторів:

AD BC a c b ac ab
� ���� � ��� � � � �� � �

        

        a a a acos cos60 60 0 .
Але якщо скалярний добуток двох ненульових 
векторів дорівнює нулю, то вектори перпендику-

лярні, отже, AD BC
� ���� � ���

⊥ , тому AD BC⊥ . 

Для знаходження отриманих ска-
лярних добутків враховуємо, що 
скалярний добуток векторів до-
рівнює добутку їх довжин на ко-
синус кута між ними.

Площина проходить через кінці трьох ребер паралелепіпеда, які 
виходять з однієї вершини. Доведіть, що ця площина відтинає від 
діагоналі паралелепіпеда, проведеної з тієї ж вершини, відрізок, 
дов жина якого дорівнює одній третині довжини діагоналі.

Розв’язання Коментар

 Нехай діагональ AC1  паралелепіпеда ABCDA B C D1 1 1 1  

перетинає площину A BD1  в точці M (рис. 22.7). Оскіль-

ки вектор AM
� ����

 колінеарний вектору AC1

� ����
, то AM AC

� ���� � ����
  1 . 

За правилом паралелепіпеда AC AB AD AA1 1

� ���� � ��� � ���� � �����
   . Звід-

си AM AC AB AD AA
� ���� � ����� � ��� � ���� � �����

      
1 1

     AB AD AA
� ��� � ���� � �����

1 .

Puc. 22.7

CD
M

A B

D1

A1 B1

C1

Але M A BD∈пл. 1 , тоді сума коефіцієнтів розкладання 
вектора AM

� ����
 за некомпланарними векторами AB

� ���
, AD
� ����

, 
AA1

� �����
 дорівнює одиниці, тобто     1. Тоді 3 1   

і   1

3
. Отже, AM AC AC

� ���� � ���� � ����
  1 1

1

3
 і тому AM AC= 1

3 1 . 

Вимогу задачі векторною мо-
вою можна записати так:

AM AC
� ���� � ����

= 1

3
1 .

Виберемо як базисні три не-

компланарних вектори, які 

зображуються ребрами пара-

лелепіпеда, що виходять з од-

нієї точки, і запишемо векто-

ри AM
� ����

 і AC1

� ����
 через базисні.

Потім використаємо векторну 

умову належності точки M 

площині A BD1  (сума коефі-

цієнтів розкладання векто-

ра AM
� ����

 за некомпланарними 

векторами AB
� ���

, AD
� ����

, AA1

� �����
 до-

рівнює одиниці).

Задача 2*

1. Назвіть етапи розв’язування геометричних задач за допомогою век-
торів.

2.* Як на векторній мові записати такі геометричні твердження:

 1) прямі AB і CD паралельні;

 2) точка C належить прямій AB;

 3) точка C ділить відрізок AB у відношенні 
AC

CB

m

n
= ;

Запитання
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 4) точка C — середина відрізка AB;

 5) відрізок MK сполучає середини відрізків AB і CD; 

 6) точка M — точка перетину медіан трикутника ABC;

 7) прямі AB і CD перпендикулярні;

 8) довжина відрізка AB дорівнює a;

 9) кут BAC дорівнює ϕ ;

 10) точка D належить площині ABC?

3.* Обґрунтуйте векторні співвідношення, наведені в табл. 22.

4.	 Запропонуйте схему розв’язування геометричної задачі векторним 
методом і наведіть приклад її застосування.

22.1.° Визначте вид чотирикутника ABCD, якщо:
 1) AB DC

� ��� � ���
= ; 2) AB DC

� ��� � ���
=0 2, .

22.2.° Паралелограми ABCD і A BC D1 1  не ле-
жать в одній площині. За допомогою 
векторів доведіть, що AA CC1 1� .

22.3.° Дано куб ABCDA B C D1 1 1 1  (рис. 22.8). За 
допомогою векторів визначте кут між 
мимобіжними прямими A B1  і B D1 .

22.4.° У кубі ABCDA B C D1 1 1 1  точка M — се-
редина ребра AA1 , N — така точ-
ка ребра CC1 , що C N NC1 1 2: := .  
Знайдіть кут між прямою MN і діаго-
наллю D B1 .

22.5. Усі грані паралелепіпеда ABCDA B C D1 1 1 1  — ромби, що дорівню-
ють один одному, AB a= , �BAD1 60  . Знайдіть довжини діа-
гоналей AC1  і BD1 .

22.6. Точки K, L, M, N — відповідно середини ребер AB, BC, CD і AD 
тетраедра ABCD. Доведіть, що точки перетину медіан трикутни-
ків AML і CNK збігаються.

 Вказівка. Щоб довести, що точки E і F збігаються, достатньо 
довести, що для довільної точки O вектори OE

� ���
 і OF
� ���

 збігаються.

22.7. У тетраедрі ABCD ребра AB і CD, BC і AD взаємно перпендику-
лярні. Доведіть, що ребра AC і BD також перпендикулярні.

22.8. За допомогою векторів доведіть ознаку перпендикулярності пря-
мої і площини.

22.9. За допомогою векторів доведіть теорему про три перпендикуляри.

22.10. В основі тетраедра ABCD лежить прямокутний трикутник ABC, 
у якому � ACB  90 , AC =3 , BC =4 . Ребро AD перпендикулярне 
до площини ABC і дорівнює 4. Знайдіть кут між прямими AC і BD.

22.11. У кубі ABCDA B C D1 1 1 1  точки E, F, P, Q — середини ребер DD1 , 
BC , AA1  і B C1 1  відповідно. Знайдіть кут між прямими EF і PQ.

Вправи

Puc. 22.8

C

DA

B
D1

A1

B1 C1
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22.12. Дано тетраедр ABCD з прямими плоскими кутами при верши-
ні D. Точки M і N — середини ребер AB і CD відповідно. Знайдіть 
кут між прямими AN і DM, якщо DA DB= =1  і DC =2 .

22.13. У тетраедрі ABCD ребро AD перпендикулярне до грані ABC, 
AD a= , AB b= , �BAC  45 . Знайдіть кут між прямими AC і BD.

22.14. У правильній трикутній призмі ABCA B C1 1 1  усі бічні грані є ква-
дратами. Знайдіть кут між прямими: 

 1) AC1  і BA1 ;  
 2) AC1  і CB1 ;  
 3) BA1  і CB1 .
22.15.* Знайдіть косинус кута між прямими, 

які містять мимобіжні медіани двох гра-
ней правильного тетраедра (рис. 22.9).

22.16.* У правильній чотирикутній піраміді 
SABCD, усі ребра якої дорівнюють одне 
одному, точки E і F — середини ребер 
SB і SC відповідно. Знайдіть косинус 
кута між прямими AE і BF

   Виявіть свою компетентність

22.17. Повторіть навчальний матеріал щодо застосування координатно-
го та векторного методів розв’язування геометричних задач (за 
посиланням interactive.ranok.com.ua). Якими методами, на вашу 
думку, доцільніше розв’язувати вправи, запропоновані до цього 
параграфа?

ЗаВдання для підготоВки до оцінюВання

1. Яка з точок A 6 3 0; ;  , B 0 7 6; ;  , C  8 0 9; ;  належить координат-

ній площині yOz?
А Точка A Б Точка B	 В Точка C Г Жодна з даних точок

2. Яка із заданих точок належить осі Oz?

А A 3 0 0; ;   Б B 0 0 5; ;   В C 0 4 0; ;   Г D 2 3 0; ; 
3. Відносно якої з даних точок симетричні точки A 8 5 3; ;   

і B 0 1 9; ;  ?

А C 8 4 6; ;    Б D 4 3 6; ;   В E   8 6 12; ;  Г F 4 2 3; ;  
4. Точка M — середина відрізка AB. Знайдіть координати точки B, 

якщо A 1 2 5; ;  , M 4 0 3; ;  .

А B 3 2 8; ;    Б B  3 2 8; ;  В B  7 2 11; ;    Г B 7 2 11; ;  
5. Знайдіть довжину відрізка AC, якщо A 4 3 1; ;  , C 8 1 3; ;  .

А 36   Б 2 6  В 6  Г 4 6

Тест  
№ 4

Пройдіть 
онлайн- 
тестування

Puc. 22.9
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b
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6. Знайдіть координати вектора DC
� ���

, якщо C 11 7 5; ;  , D 13 2 4; ;  .

А DC
� ���

2 9 9; ;    В DC
� ���

24 5 1; ; 
Б DC
� ���

  2 9 9; ;   Г DC
� ���

  2 9 1; ;

7. Дано точки A 2 1 4; ;  , B 4 2 6; ;  , C 3 2 1; ;   і D 7 0 5; ;  . Яка з рівно-
стей є правильною?

A	 AB CD
� ��� � ���

= 	 Б	 AB CD
� ��� � ���

  	 	 В	 AB CD
� ��� � ���

=2 	 Г	 AB CD
� ��� � ���

= 1

2

8. Знайдіть значення λ , при якому вектори 
�
a 3 2 5; ;   і b

�
3 2 8 5; ;    

рівні?

А 4   Б 2  В –2   Г –4

9. Знайдіть довжину вектора 
�
a  3 7 1; ; .

А 11   Б 59  В 59   Г 5

10. Ребро куба ABCDA B C D1 1 1 1 , зображеного на ри-

сунку, дорівнює 4. Знайдіть довжину суми 

векторів A D DC1 1

� ����� � ����
+ .

А 4   Б 4 2  В 8  Г 4 3

11. Який із даних векторів колінеарний вектору 
�
a 12 16 20; ;  ?

А 
�
b 6 8 10; ;    В d

��
6 8 10; ; 

Б 
�
c 24 32 40; ;    Г 

�
e  24 32 40; ;

12. У прямокутній системі координат у просторі задано точки O 0 0 0; ;   
і A 3 4 5; ;  . Із точки A на вісь Oz проведено перпендикуляр. Точ-
ка B — основа цього перпендикуляра. Установіть відповідність між 
величинами (1–4) та їхніми числовими значеннями (А–Д).

Величина Числове значення

1 довжина вектора OA
2 відстань від точки A до площини xOz
3 абсциса точки B
4 довжина відрізка AB

А 0

Б 5 2
В 3
Г 4
Д 5

13. У прямокутній системі координат у просторі задано сферу з цен-
тром у початку координат, якій належить точка A 0 0 3; ;  . Яка 
з наведених точок також належить цій сфері?

А B 1 1 1; ;    В C 2 0 1; ; 
Б B 0 1 2 2; ;     Г D 3 3 0; ; 

C

DA

B
D1

A1

B1 C1
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14. При якому значенні m вектори 
�
a m2 5; ;   і b m

�
 4 6 2; ;  перпендику-

лярні?

А − 1

2
  Б –2  В 2  Г 

1

2

15. Знайдіть кут між векторами 
�
a  2 0 2; ;  і b

�
0 2 2; ;  .

А 60°  Б 120°  В 45°  Г 135°
16. Укажіть рівняння площини, паралельної площині 2 5 3 7 0x y z    .

А 4 10 6 9 0x y z       В 10 25 15 1 0x y z   

Б 6 15 9 13 0x y z       Г 4 10 3 7 0x y z   

17. Укажіть рівняння площини, перпендикулярної до площини 
3 2 4 5 0x y z    .

А 4 3 9 0x y z       В 2 4 5 1 0x y z   
Б 3 5 2 13 0x y z       Г 2 3 3 7 0x y z   

 теми навчальних проєктів
1. Різні системи координат в математиці.
2. Що можна назвати вектором в математиці? 
3. Вектори і їх застосування в геометрії і фізиці.
4. Симетрія в природі, техніці й архітектурі.
5. Геометрія в орнаменті.
6. Кругові орнаменти в архітектурі.
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Видатні постаті в математиці

Марія Ґаетана Аньєзі (1718—1799) —— ві-
дома італійка, яка займалася математични-
ми дослідженнями, перша у світі професор 
математики. Вона вивчала геометрію та ба-
лістику, диференціальне й інтегральне чис-
лення тощо. Одна з кривих, яку вивчала 
Аньєзі, отримала її ім’я —— «локон Аньєзі».

Ніна Карлівна Барі (1901—1961) була однією 
з перших жінок, що вчилися на фізико-мате-
матичному факультеті Московського універси-
тету. Вона досліджувала теорію множин, мала 
великі заслуги у вивченні тригонометричних 
рядів. У 1935 р. Н. К. Барі було присуджено 
ступінь доктора фiзико-математичних наук.

Ізабелла Григорівна Башмакова (1921—
2005) —— дослідниця математичних проблем, 
доктор фізико-математичних наук, професор, 

дійсний член Міжнародної академії історії на-
уки. І. Г. Башмакова провела аналіз «Елемен-
тів» Евкліда, досліджувала доробок Архімеда 
та Діофанта. Ізабелла Григорівна писала ві-
рші, перед нею завжди стояв вибір між ма-
тематикою та поезією. 

Клер Вуазен (нар. 1962) —— французька до-
слідниця, спеціаліст у галузі комплексної алге-
браїчної геометрії, професор Колеж де Франс 
(це звання вважається одним із найвищих до-
сягнень у французькій вищій освіті), член Фран-
цузької Академії наук, іноземний член Академії 
деі Лінчеї (старішої академії наук Італійської 
республіки) і Національної академії наук США. 
К. Вуазен у 2016 р. отримала золоту медаль 
Національного центра наукових досліджень ——
найвищу наукову нагороду Франції; у 2017 р. 
стала Лауреатом наукової премії Шао.

М. ґ. Аньєзі Н. К. Барі І. Г. Башмакова К. Вуазен

Марина Сергіївна В’язовська (нар. 1984) —— народила-
ся в Києві, навчалась у Київському природничо-науковому 
ліцеї № 145, брала участь у математичних олімпіадах. По-
тім навчалась на механіко-математичному факультеті Київ-
ського національного університету імені Тараса Шевченка, 
у період 2002—2005 рр. щороку займала призові місця на 
Міжнародній студентській олімпіаді з математики. Марина 
В’язовська розв’язала задачу про найщільніше пакування 
куль (її поставив у 1611 р. німецький учений Й. Кеплер) 
у 8-вимірному та (у співавторстві) 24-вимірному просторах, 
за що отримала в 2016 р. премію Салема, у 2017 р. —— 
премію Математичного інституту Клея, а в 2022 р. —  ме-
даль Філдса.

М. С. В’язовська
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Ніна Опанасівна Вірченко (нар. 1930) —— українська вчена, яка до-
сліджувала математичні проблеми, доктор фізико-математичних наук, 
професор, академік-секретар відділення математики АН ВШ України, 
віце-президент АН ВШ, член Українського, Американського, Австралій-
ського, Бельгійського, Единбурзького, Лондонського математичних това-
риств. Н. О. Вірченко —— Заслужений працівник освіти України, авторка 
понад 500 наукових і науково-методичних праць, зокрема 20 книжок, 
виданих українською, російською, англійською та японською мовами. 

Олена Степанівна Дубинчук (1919—1994) народилася на Вінниччині, 
після закінчення школи навчалася на механіко-математичному факультеті 
Київського державного університету ім. Т. Г. Шевченка. Потім працювала 
в школах, з 1951 р. —— у Київському державному педагогічному інституті, 
з 1954 р. —— у Науково-дослідному інституті педагогіки УРСР. Олена Степа-
нівна займалася проблемами методики викладання математики в загально-
освітніх школах, професійних навчально-виховних закладах і педагогічних 
вузах. Вона авторка понад 200 наукових праць, серед яких є підручники, 
навчальні посібники, збірники задач, тематико-поурочні плани та статті.

Софі Жермен (1776—1831) —— французька дослідниця, яка займалася 
проблемами математики, а також філософією та механікою, зробила ва-
гомий внесок у диференціальну геометрію та теорію чисел. Саме про неї 
написав видатний математик К. Ф. Гаусс: «Жінка через свою стать і наші 
забобони зустрічається зі значно важчими перешкодами, ніж чоловік, 
опановуючи складні наукові проблеми. Але коли вона долає ці бар’єри 
і поринає в таємниці світобудови, вона безумовно виявляє благородну 
сміливість, винятковий талант і високу геніальність».

Ета Зубер (1933—2002) —— американська пе-
дагог, математик, одна з двох перших афро-
американок, яким була присуджена ступінь 
доктора філософії з математики у США. Вона 
присвятила викладацькій діятельності 37 років 
життя. Е. Зубер була Почесним членом Асоціа-
ції жінок-математиків, у 2001 р. Американська 
асоціація сприяння розвитку науки удостоїла 
доктора Е. Зубер Фалконер своєї премії за ба-
гаторічні досягнення і життєвий внесок у науку.

Софія Василівна Ковалевська (1850—1891) —— 
математик, письменниця і публіцистка, професор 
Стокгольмського університету. С. В. Ковалев-

ська —— авторка праць із математичного аналізу 
(диференціальні рівняння і аналітичні функції), 
механіки й астрономії, перша жінка, яка отри-
мала звання професора математики в Європі.

Ніколь Ель Каруї (нар. 1944) —— французька 
жінка-математик, працює в галузі розвит ку фі-
нансової математики. Вона — одна з найдіяль-
ніших математиків, які почали інтенсивно про-
сувати фінансову математику у Франції. Зокре-
ма, курси, які проводить Ель Каруї, вважають 
найпрестижнішими в цій галузі. Дослідження 
Ніколь Ель Каруї присвячені моделюванню 
фінансового ринку та керівництву ризиками.

Н. О. Вірченко

О. С. Дубинчук

С. Жермен Е. Зубер С. В. Ковалевська Н. Е. Каруї

П
ро

єкт п
ід

ручн
и

ка
 

Ви
д

а
вн

и
ц

тво
 «Ра

н
о

к»



228

Додаток

деякі факти планіметрії

ознаки рівності трикутників
ознаки 

паралельності 
прямих

Властивості 
паралельних 

прямих

1. За двома сторонами і кутом між ними

a

b
1 2

4
3

2.  За стороною і двома прилеглими до неї 
кутами.

a b� , якщо

  1 3,

або

  1 4,

або

   2 3 180

Якщо a b� , то

  1 3,

  1 4,

   2 3 180

3. За трьома сторонами

Співвідношення у прямокутному трикутнику

            

A

C B

c
b

a

a

90° – a

a b c2 2 2 
(теорема Піфагора)

a c sin

b c cos

a b tg

Співвідношення у довільному трикутнику

 

A

B

C
b

c

aa

b

g

     180

a b c

sin sin sin  
   (теорема синусів)

c a b ab2 2 2 2   cos  (теорема косинусів)

S ah aba 1

2

1

2
sin 

S p p a p b p c       , де p a b c   1

2
(формула Герона)

Радіус описаного кола R
a abc

S
 

2 4sin

Радіус вписаного кола r
S

a b c

S

p
 

 
2
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площа чотирикутника

Довільний	 чотирикутник Прямокутник Квадрат

d 1

d 2
j

S d d 1

2 1 2 sin

d

d
a

b j

S ab=

S d 1

2
2 sin

d

d

a

a

S a= 2

S d= 1

2
2

Паралелограм Ромб Трапеція

a

b h

d 1

d 2
a

j

S a h 
S ab sin

S d d 1

2 1 2 sin

a

a

h

d 1

d 2a

S a h 

S a 2 sin

S d d= 1

2 1 2

a

b

h

d 1 d 2

j

m

S h
a b 

2

S m h  , де mS h
a b 

2

S d d 1

2 1 2 sin

Значення тригонометричних функцій деяких кутів

α

градуси 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

радіани 0
π
6

π
4

π
3

π
2

π 3

2

π
2π

sinα 0
1

2

2

2

3

2
1 0 –1 0

cosα 1
3

2

2

2

1

2
0 –1 0 1

tgα 0
3

3
1 3

не  
існує

0
не  

існує
0

ctgα не  
існує

3 1
3

3
0

не  
існує

0
не  

існує
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ВідпоВіді до ВпраВ

§ 1

1.2. Так. 1.3. Так. 1.4. Одна або безліч. 1.7. Ні. 1.8. 1) Так; 2) так; 

3) ні. 1.9. Безліч. 1.10. 1) Ні; 2) ні. 1.11. Ні. 1.12. Збігаються. 

1.15. 1) Так; 2) так; 3) ні. 1.16. 1) Так; 2) так. 1.17. 1) Ні; 2) так. 

1.18. Ні. 1.20. Ні, не обов’язково. Одну або три. 1.21. 1) AA1  і AB; 

AB і BB1  і т. д.; 2) AA1 , A D1 1 , A B1 1 ; A B1 1 , BB1 , B C1 1  і т. д.; 

3) площини AA B B1 1  і A B C D1 1 1 1 , площини ABCD і AA B B1 1  і т. д.; 

4) пло-щини ABD, ABB1 , ADD1 ; площини ABC, ABB1 , BCC1  і т. д. 

1.35. 1; 5; 7; 10; безліч.

§ 2

2.2. Тупокутний. 2.4. 6; 6 3 ; 6 3 . 2.5. 4 25, π  см2. 2.6. 5. 2.7. 7 .  

2.8. 
a b2 2

3

+
. 2.9. 10 3 ; 60°, 120°, 60°, 120°. 2.10. 10 см. 2.11. 8 см 

і 15 см. 2.12. 87 см2. 2.13. 156 см2. 2.14. 9 см і 25 см. 2.15. 
2ab

a b+
. 

2.16. 2 см, 3 см і 5 см. 2.17. 25 2  см2. 2.19. 100 см2. 2.23. 42 5, π . 

2.24. 10 3 . 2.25. 14,4. 2.26. a 3 . 2.27. 4 3 . 2.28. 150. 2.29. 17. 

Точка O розташована зовні квадрата. 2.30. 3 2 3− . 

§ 3

3.1. 1) Точка C; 2) пряма CC1 . 3.2. 1) Точка B; 2) пряма BC. 3.8. Ні. 

3.16. 312 3 . 3.17. 5 2 .

тест № 1. 1. Б. 2. В. 3. В. 4. Б. 5. Б. 6. Г. 7. В. 8. А. 9. Г. 10. Б. 

11. А. 12. В.

§ 4

4.1. 1) AB і A D1 1 ; AB і CC1  і т. д. 2) AB і CC1 ; AB і B C1 1  і т. д.; 

3) AS і DC; SB і DC і т. д. 4.2. Прямі можуть перетинатися або 

бути мимобіжними. 4.3. Ні. 4.4. Ні. 4.8. Не завжди. 4.9. 1) Три; 

2) п’ятнадцять; 3) 3 4 1 2 3

8
Cn

n n n n
      

. 4.10. 1) AB і CD; AA1   
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і BB1  і т. д.; 2) AB і A B1 1 ; AA1  і BB1  і т. д.; 3) AB і CD; BC і AD. 

4.13. Ні. 4.15. Ні. 4.17. 1) 4 м; 2) 3 дм; 3) 
a b+

2
. 4.18. 1) 1 м; 2) 0,5 дм;  

3) 
a b−

2
. 4.19. 5 см.

§ 5

5.1. 1) DCC D1 1 , A B C D1 1 1 1 ; 2) ABCD, BCC B1 1 ; 3) ADD A1 1 , ABB A1 1 . 

5.2. AD і BC мають спільну точку з площиною α ; DC �α . 5.4. Ні. 

5.5. Ні. 5.8. Безліч. 5.9. Безліч. 5.13. 1) 12 см; 2) 4 см; 3) 4 см.

§ 6

6.1. 1) ABCD і A B C D1 1 1 1 , ABB A1 1  і DCC D1 1  і т. д.; 2) ABC і A B C1 1 1 . 

6.2. 1) Ні; 2) так, три пари. 6.3. Ні. 6.4. Ні. 6.5. Так. 6.6. Так. 

6.7. Ні. Якщо пряма паралельна площині. 6.8. Ні. 6.10. Не завжди. 

6.14. Третя площина або перетинає дві дані площини, або паралельна 

їм. 6.16. Три площини можуть мати спільну точку, або спільну пря-

му, або перетинатися по трьох різних прямих. 6.21. a. 6.26. 30 см, 

45 см. 6.27. 20 см, 30 см.

§ 7

7.1. Відрізок або трикутник. 7.2. 1) Так; 2) так; 3) так. 7.3. 1) Від-

різок або паралелограм; 2) відрізок або паралелограм; 3) відрізок 

або трапеція. 7.4. 1) Так; 2) так; 3) так; 4) ні. 7.5. Ні. Твердження 

виконується, якщо площина проєкцій паралельна площині ромба. 

7.6. 1) Так; 2) ні; 3) ні. 7.7. Провести медіани цього трикутника. 

7.8. Провести середні лінії цього трикутника. 7.9. Ні. 7.10. Так. 

7.11. Наприклад, паралельність протилежних сторін зберігається; 

рівність сусідніх сторін не зберігається. 7.12. Наприклад, паралель-

ність протилежних сторін зберігається. 7.17. 1) 6 см; 2) 
a b c+ +

3
. 

7.19. 3,5.

§ 8

8.1. 1) Так; 2) так; 3) так; 4) ні; 5) ні. 8.2. 1) Так; 2) так; 3) так; 

4) так; 5) ні; 6) ні. 8.3. 1) Так; 2) ні. 8.4. 1) Так; 2) так; 3) ні.  

8.5. Ромбом. 8.6. Паралелограм (точніше прямокутник).  
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8.7. П’ятикутник. 8.8. Трапеція. 8.12. Трикутник, чотирикутник, 

п’ятикутник. 8.13. Так. 8.23. 1) 
9

8

2a
; 2) 

a2 3

2
; 3) 

3 3

4

2a
.

тест № 2. 1. В. 2. Г. 3. В. 4. Г. 5. А. 6. В. 7. А. 8. Б. 9. А. 10. В. 

11. Б. 12. В. 13. В. 14. Б. 15. Г. 16. Г. 17. А. 18. В.

§ 9

9.1. 1) 90°; 2) 60°. 9.2. 45°. 9.3. 60°. 9.4. Безліч. 9.5. Одну. 9.6. Безліч. 

9.8. 1) 90°; 2) 0°; 3) 90°. 9.9. 1) 45°; 2) 60°. 9.10. 60°. 9.11. 60°, 60°, 60°.  

9.12. 1) 6,5 см; 2) 15 см; 3) a b d2 2 2  . 9.13. 90°. 9.14. Прямі 

b і c мимобіжні або перетинаються, кут між ними дорівнює 90°. 

9.15. Прямі b і c мимобіжні або перетинаються, кут між ними до-

рівнює 30°. 9.18. 60°. 9.20. 
2

2

a
. 9.22. 3a .

§ 10

10.1. Ні. 10.2. Якщо прямі перпендикулярні (перетинаються або 

мимобіжні). 10.3. Пряма перпендикулярна до площини трикутника. 

10.4. 1) Ні; 2) так. 10.5. Перпендикулярні. 10.6. Так. 10.17. 5 м.  

10.18. ≈7 8,  м. 10.19. 9 м. 10.20. Довжина перпендикуляра 

2 2 2a b− , довжина сторони квадрата b a2 2− . 10.21. Довжина пер-

пендикуляра a b c2 2 2  , довжини сторін прямокутника c b2 2−  

і c a2 2− . 10.22. 
6

2

a
. 10.23. a b2 2− . 10.24. KA KB= =20  см;  

DA DB= =32  см. 10.26. Так. 

§ 11

11.1. Проєкція діагоналі A C1  куба ABCDA B C D1 1 1 1  на грань ABCD — 

AC, на грань ADD A1 1  — A D1 , на грань AA B B1 1  — A B1 , на грань 

BB C C1 1  — B C1 , на грань DD C C1 1  — D C1 , на грань A B C D1 1 1 1  — 

A C1 1 . 11.2. SA SB SD SC   . 11.3. Найбільший відрізок SB, най-

менший — SA. 11.4. 40 см. 11.5. 16 см. 11.6. 9 см. 11.7. AD =6  см, 

довжина проєкції AD на площину α  дорівнює 4,8 см. 11.9. 
a 6

3
. 

11.10. 6,5 м. 11.11. 
4 2

2

2 2a b−
. 11.12. 6 см і 15 см. 11.13. 1) 15 см 
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і 41 см; 2) 4 см і 8 см. 11.14. 9 см. 11.16. 3 41  см. 11.17. 8 см  

і 2 66  см. 11.18. Так. 11.19. Так. 11.22. 2 см. 11.25. 24 см.  

11.26. 6 3  см. 11.27. 20 см. 11.28. 13 см. 11.29. 7 см, 7 см, 9 см, 

9 см. 11.33. 5 см, 27 см, 31 см, 53 см (залежно від розміщення вер-

шин паралелограма відносно площини).

§ 12

12.1. 1) �B AB1 ; 2) � AB A1 1 ; 3) �D AB1 1 ; 4) � AB B1 ; 5) �D BD1 ;  

6) �D BB1 1 ; 7) �B CB1 ; 8) �B CC1 1 . 12.2. 1) 
a 2

2
; 2) 

a

2
;  

3) 
a 3

2
. 12.3. 1) 2d ; 2) d 2 ; 3) 

2

3

d
. 12.5. Коло. 12.7. Ні. 45°. 

12.10. Не обов’язково. 12.11. Паралельні або перетинаються. 12.12. 30°.  

12.13. 30°. 12.14. arctg
1

2
= = = =arcctg arcsin arccos2

1

3

2

3
. 12.16. 45°.  

12.17. 30°. 12.18. a 2 . 12.19. a. 12.20. 30°. 12.21. Кут нахи-

лу висоти, проведеної на основу трикутника, до площини α .  

12.23. sin sin  3

2
.

§ 13

13.1. Прямий. 13.2. � ACP . 13.3. �OCB . 13.4. Так. 

13.5. �MBC . 13.6. 2a . 13.7. 45°. 13.8. 3,36 м. 13.9. 
a 3

2
. 

13.10. 
a

2
. 13.12. 30°. 13.13. 1) 

1

14
; 2) 

2

31
. 13.14. 13 м. 13.15. 60°. 

13.16. 1) a b ab c2 2 22  cos ; 2) 60°. 13.17. 1) 
2

3

2a
; 2) 2 2a . 

13.18. 1) 60°; 2) tg 2 . 13.19. 45°.

§ 14

14.1. Ні. 14.2. Перетинаються (зокрема, перпендикулярні), пара-

лельні, мимобіжні (зокрема, перпендикулярні). 14.3. Ні. 14.4. Ні. 

14.5. Ні. 14.6. Ні. 14.7. Так. 14.8. Безліч або одну. 14.11. Безліч. 

14.12. 1) 90°; 2) 60°. 14.13. Так. 14.14. Так. 14.15. Ні. 14.17. 1) 11 м;  

2) 13 м; 3) 8 м; 4) 7 м; 5) a b c2 2 2+ + ; 6) a b c2 2 2  . 14.18. a b2 2+ . 
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14.19. 1,3 м. 14.20. 1,7 м. 14.21. 1) 45°; 2) cos , 0 2 . 14.22. a cos2ϕ .  

14.23. 1) 4 73 ; 2) 12. 14.24. 1) 30 ; 2) sin  15

10
. 14.25. 1) Так; 

2) так; 3) ні. 14.26. 8 1 3   та 16 2 .

§ 15

15.1. Ні. 15.2. Наприклад, куля. 15.3. Відрізок, що дорівнює дру-

гій діагоналі. 15.4. 1) Ні; 2) так; 3) так. 15.5. 
a 3

2
. 15.6. 1) Так; 

2) так; 3) ні. 15.7. 1) Так; 2) ні. 15.8. Ні. 15.9. 1) Так; 2) так;  

3) так. 15.10. 1) Так; 2) так; 3) ні. 15.11. Прямокутником, що 

дорівнює основі. 15.12. 10 см2. 15.13. 1) 
9 3

4
; 2) 

3

8

2a
; 

a2 6

4
.  

15.14. 1) 30°; 2) 0°. 15.15. arccos
sinb

a

2

2

α
. 15.17. 

1

3
. 15.19. 

1

2
2a .  

15.20. Правильний шестикутник. 15.21. a2 3 . 15.25. 
2 3

3

a
. 

15.26. 72 см або 90 см. 15.27. 
7

8

2a

cosϕ
. 15.28. 2 22 2m a+ . 15.29. Ромб;  

DD1 6= ; P =20 ; S =4 34 .

§ 16

16.1. 30°. 16.2. 1) a 2 ; 2) 
a 6

2
; 3) 

a 6

3
. 16.3. a. 16.4. 1) a; 2) 

a 2

2
. 

16.5. 
2 3

3

a
. 16.6. b a2 2− . 16.7. 1) 4,25 см; 2) 6,75 см; 3) 

a b+
2

.  

16.8. 1) 1,05 см; 2) 0,65 см; 3) 
a b−

2
. 16.10. 6 м. 16.11. 

a

2
. 16.12. 5 м  

і 3 м. 16.13. c b a2 2 2  . 16.17. 1) a; 2) 
a 2

2
; 3) a; 4) a; 5) 

a 2

2
;  

6) 
a 6

6
. 16.18. a sinα . 16.19. Площина, яка  паралельна даним 

 площинам і лежить між ними на відстані, що дорівнює половині від-

стані між даними площинами. 16.20. 
4 2

2

2 2h a+
. 16.21. b

a2
2

3
− . 

16.22. arccos
a

b3
. 16.23. C — точка перетину відрізка AB1 , де B1  —  

точка, яка лежить на промені BO ( BO   і O a∈ ), причому 

BO BO= 1 . 16.24. 2  м. 16.25. 2 2  м. 16.26. a b2 2+ . 16.27. a
d2

2

8
− .  
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16.28. 1) Так; 2) ні; 3) так; 4) ні. 16.30. 23  м. 16.31. 10.  

16.32. 5 або 9. 16.33. 90°. 16.34. 8, 8, 8. 16.35. 4, 4, 4, 8. 

16.36. 1) Мимобіжні; 2) паралельні; 3) 5. 16.37. 1) 3 7 ;  

2) 3 3 . 16.40. 0,36 м або 0,44 м. 16.41. 0,06 м або 0,26 м.  

16.42. 
an

m n+
 або 

am

m n+
. 16.43. 2 2 2b a− . 16.44. 4 м. 16.45. 1) 

a 2

2
;  

2) a; 3) a; 4) a; 5) 
2

3

a
; 6) a; 7) 

a

3
. 16.46. 4

8

13
. 16.47. 2 3 .  

16.49. 
a 30

8
. 16.50. 12.

§ 17

17.1. Коло. 17.2. Дві площини, які паралельні даній площині і роз-

ташовані на відстані h від неї. 17.3. Площина, яка паралельна даним 

площинам і лежить посередині між ними. 17.4. Пряма, яка перпен-

дикулярна до площини трикутника і проходить через центр кола, 

вписаного в даний трикутник. 17.6. Площина, яка паралельна даній 

площині і розташована від неї на відстані, що дорівнює половині 

відстані від даної точки до даної площини. 17.7. Площина, яка пер-

пендикулярна до даної прямої і проходить через дану на ній точку.

тест № 3. 1. А. 2. В. 3. В. 4. Г. 5. В. 6. Б. 7. В. 8. Б. 9. А. 10. Б. 

11. А. 12. Г. 13. Б. 14. В. 15. Г. 16. А. 17. В. 18. А.

§ 18

18.8. 1) Площина, яка паралельна площині yOz і прохо-

дить через точку 1 0 0; ;  ; 2) пряма, яка паралельна осі Oz  

і  проходить через  точку 1 1 0; ;  . 18.14. Правильний. 18.15. C 0 0 0; ;  .  

18.19. B 0 1 3 ; . 18.23.  0 25 0 25 0, ; , ; . 18.24.    2 2 2; ; , 2 2 2; ;  . 

18.30. 1) x y z        1 2 1 5
2 2 2

; 2) x y     1 2
2 2

    z 1 8
2

; 

3) x y z        1 2 1 5
2 2 2

.

§ 19

19.2. 1) 1 6 5; ;   , 62 ; 2) 3 1 2; ;  , 14 ; 3) 5 2 2; ;   , 

33 ; 4) 4 2 9; ;  , 101 ; 6)   2 3 5; ; , 38 . 19.3. 1) Так; 2) так; 

3) ні. 19.4.   3 2 2; ; . 19.5. 3 2 4;   . 19.6. 1) AB1

� �����
; 2) AC

� ���
; 3) AD1

� �����
; 

4) AD
� ����

. 19.9. m =1, n =10 . 19.10.   0 6 1 0 2, ; ; , . 19.11. 5 2 1; ;   . 

19.12. 1)   5 10 1; ; ; 2) 3 4 4; ;  . 19.13. 1) 20; 2) –8; 3) 3; 4) –10. 
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19.14. 1) Плюс; 2) мінус. 19.15. 1) Прямий; 2) гострий; 3) тупий. 

19.16. 1) –12; 2) 0; 3) 0; 5; 4) –2; 1. 19.17. 0 0 3; ;  . 19.18. 
4

13
.  

19.19. 
30

15
. 19.20. 2. 19.21. 1) arccos

1

3
; 2) 

π
2

. 19.22. 1) 
� � �
a b c+ + ;  

2) 
� �
a c+ ; 3) 

� � �
a b c  ; 4) 

� � �
a b c+ +0 5, ; 5) 

� � �
a b c 0 5, ; 6) 

� � �
c a b− − .  

19.23. ≈52  с.

§ 20

20.2. Так. 20.4. Так. 20.6. 1) 3; 2) 9. 20.8. 1) 3; 2) 9. 

20.11. 1) 7; 2) 7. 20.12. 1) 3; 2) 4. 20.13. 1) 3; 2) 3. 20.31. 1) 2 7 3; ;   , 

2 7 3; ;  ,   2 7 3; ; ; 2)   3 4 1; ; ,   3 4 1; ;  3 4 1; ;  ; 3) 5 3 7; ;   , 

5 3 7; ;  ,   5 3 7; ; . 20.32. 1)   2 7 3; ; ; 2) 3 4 1; ;   ; 3)   5 3 7; ; . 

20.33. a  1 , b  2 , c =5 . 20.34. 2 4 1; ;   .

§ 21

21.1. 1) z =0 ; 2) y =0 ; 3) x =0 . 21.2. Точка В. 21.3. 6 0 0; ;  ; 

0 2 0; ;  ; 0 0 1 2; ; ,  . 21.4. 4 2 3 0x y z    . 21.5. 2 5 3 38 0x y z    .  

21.6. 1) x y z   1 0 ; 2) x y z   4 3 5 0 . 21.7. Ні.  

21.8. 1) y  2 0 ; 2) y  2 0 ; 3) x y  3 0 . 21.9. x y z   7 0   

і 3 3 3 7 0x y z    ; 2 6 4 0x y z    і     x y z3 2 1 0 . 

21.10. 1) 3 2 8 0x y z    ; 2) x y z   4 3 10 0 . 21.11. x y z   1 0  

і 5 3 2 3 0x y z    . 21.12. 1) 
2 154

77
; 2) 

9 39

78
; 3) 

42

21
; 4) 

8

3 14
.  

21.14. 1) 2; 2) 
6 14

7
. 21.15. 1) 0 0 0; ;  , R =2 ; 2) 0 1 0; ;  , R = 3 ; 

3) 
2

3

2

3

2

3
; ;







, R = 2 6

3
. 21.16. 2

3

13
. 21.17. 

41

261
.

§ 22

22.1. 1) Паралелограм; 2) трапеція. 22.3. 90°. 22.4. arccos
1

219
.  

22.10. arccos
3

41
. 22.11. arccos

1

3
. 22.12. 60°. 22.13. arccos

b

a b2 2 2 
.  

22.14. 1) arccos
1

4
; 2) arccos

1

4
; 3) arccos

1

4
. 22.15. 

2

3
. 22.16. 

1

3
.

тест № 4. 1. Б. 2. Б. 3. Г. 4. Г. 5. В. 6. Б. 7. Г. 8. В. 9. В. 10. Б. 

11. В. 12. 1–Б, 2–Г, 3–А, 4–Д. 13. Б. 14. Г. 15. А. 16. Б. 17. Г. 
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предметний покажчик
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Аксіоматичний метод 10
Аксіоми стереометрії 13

В
Вектор 185
Відстань між мимобіжними прямими 149
— — точками у просторі 175
— — точкою та площиною 109, 145
— — точкою та прямою 145
— — паралельними площинами 147
— — — прямою та площиною 147
— — фігурами 146

г
Геометричне місце точок 161

д
Двогранний кут 122
Довжина вектора 185
Достатня умова 11

З
Зображення фігур 74

к
Кут між векторами 188
— — мимобіжними прямими 95
— — площинами 124
— — похилою і площиною 115
— — прямими 94
Координати середини відрізка 176
— точки 175
— вектора 185
Координатний і векторний методи 
розв’язування задач 214

л
Лінійний кут двогранного кута 122

м
Метод слідів 38, 84
Методи розв’язування геометричних задач 28
Мимобіжні прямі 46
Многогранник 9

н
Необхідна умова 11

о
Ознака мимобіжних прямих 46
— паралельності площин 60
— — прямої та площини 54
— перпендикулярності площин 131
— — прямої та площини 100
Операції над векторами в просторі 186
Ортогональне проєктування 137

п
Паралельне перенесення у просторі 202
— проєктування 70
Паралельні площини 60
— площина та пряма 54
— прямі 47
Переріз многогранника 38
Перпендикуляр 108
Перпендикулярні площини 130
— пряма та площина 99
Піраміда 9
Площа ортогональної проєкції  
    многокутника 138
Площина проєкцій 70
— січна 38
Похила 109
Призма 9
Прямокутна декартова система  
    координат у просторі 173

р
Рівні фігури 14
Рівняння площини 208
— сфери 176

С
Симетрія відносно площини  
    у просторі 200
— — точки у просторі 199
Січна площина 37, 84
Скалярний добуток векторів 188
Стереометрія 8

т
Теорема про три перпендикуляри 110

ф
Фігура неплоска 8
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 Особливості підручника:
узагальнюючі таблиці в кожному параграфі
приклади розв’язування завдань з коментарями
різнорівневі запитання і вправи
завдання, які сприяють формуванню й розвитку 
предметних і ключових компетентностей

 

 

 
 Електронний інтерактивний додаток дозволить:

здійснити онлайн-тестування за кожною темою
детальніше ознайомитися з навчальним матеріалом
отримати додаткову інформацію
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