2.3.5 Поверхні другого порядку

Розглянемо геометричні образи алгебраїчних рівнянь другого порядку в просторовій декартовій системі координат.

Еліпсоїд. Означення. Поверхня яка в прямокутній системі координат визначається рівняння 

(2.35)
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називається еліпсоїдом


[image: image2.wmf]
Рис. 2.25

Для встановлення геометричного образу рівняння (2.35) скористаємось перерізами паралельними площині 
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. Кожен з наших перерізів визначається площиною 
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, де 
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 — будь яке число, а лінія яка буде в перерізі визначається системою рівнянь:
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Дослідимо цю систему в залежності від 
[image: image7.wmf]h

. Якщо, 
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 і система рівнянь визначає уявний еліпс, тобто точок перетину еліпсоїда (2.35) з площиною 
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 не існує. Якщо 
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, то лінія перетину вироджується в точки (0; 0;– С), (0, 0, – С), тобто площини 
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 дотикаються еліпсоїда. Нарешті, якщо 
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, то досліджувану систему рівняння можна подати у вигляді


[image: image14.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

.

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

h

z

c

h

b

y

c

h

a

x


Перше рівняння визначає еліпс, півосі якого змінюються в залежності від 
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.При 
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 в перетин еліпсоїда площиною 
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 маємо найбільший еліпс.

Таким чином проведений аналіз дозволяє зобразити геометричний образ еліпсоїда, як замкнутої овальної поверхні рис. 2.25.

Однополосний гіперболоїд. Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі координат визначається рівняння: 

(2.36)

[image: image18.wmf].

1

2

2

2

2

2

2

=

-

+

c

z

b

y

a

x


називається однополосним гіперболоїдом.

Для встановелння геометричного образу координатними площинами 
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. Одержимо дві системи
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З яких випливає що в перерізі маєм гіперболи. Розглянемо перерізи гіперболоїда площинами 
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 маєм 
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Аналіз цих рівнянь показує, що при 
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 лінії перетину немає, при 
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 маєм дотикання площини до гіперболоїда, при 
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 лінією перетину буде еліпс. Вигляд поверхні зображено на рис. 2.27.
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Рис. 2.27

Еліптичний параболоїд.

Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі координат визначається рівняння

(2.38)
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називається еліптичним параболоїдом.

При перетині еліптичного параболоїда координатами площини 
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 одержимо лінії, що записуються рівняннями
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Рис. 2.28

з яких випливає, що ці лінії — параболи.

При перерізах параболоїда площинами 
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, що відповідає еліпсам при 
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 Еліптичний параболоїд зображена рис. 2.28

Гіперболічний параболоїд.

Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі координат визначається рівнянням

(2.39) 
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називається гіперболічним параболоїдом.

Встановимо геометричний вигляд поверхні (2.39). У перетині параболоїда координатною площиною 
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 маєм 
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 тобто у перетини маєм параболу. Її гілки спрямовані вверх, вона симетрична відносно осі 
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. У перетині параболоїда площинами 
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 одержуємо також параболи 
[image: image42.wmf].

,

2

2

2

2

h

y

g

h

z

p

x

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=


Якщо січні площини мають рівняння 
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 і гілки парабол перетину площини з гіперболоїдом спрямовані униз, а їх вершини розташовані на параболоїда 
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Розглянемо, паралельні, перетини параболоїда площинами 
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, одержимо.
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З цих рівнянь випливає, що при 
[image: image48.wmf]0
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 у перетині одержимо гіпер​
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Рис. 2.29

боли, що перетинають площину 
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, а при 
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у перетині одержати гіперболи, що перетинають площини 
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. З аналізу ліній перетину гіперболічного параболоїда відповідними площинами випливає, що він має вигляд зображений на рис. 2.29.

Конус другого порядку. Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі ко​
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Рис. 2.30

ординат описується рівнянням 
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 називається конусом другого порядку.

У поверхні площинам 
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, одержуємо пари прямих, які є твірними описується рівнянням 
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 називається конусом другого порядку.

У поверхні площинам 
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, одержуємо пари прямих, які є твірними помічної поверхні.

Якщо розглянути перетини поверхні площинами 
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, то маєм 
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 тобто еліпси.

Аналіз перетинів дозволяє побудувати поверхню зображену на рис. 2.30

Навчальні завдання

1. Знайти проекцію на площину 
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 лінію перетину еліпсоїда 
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 і площини 
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Для розв’язання задачі виключимо 
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 з рівняння еліпсоїда за допомогою рівняння площини, одержимо 
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 Звідки випливає, що проекцією буде еліпс.

2. Знайти прямі, що проходять через точку А(6; 2; 8) і лежать на поверхні 
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Напишемо рівняння гіперболоїда в вигляді 
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 і розкладемо певну і праву частину на множними 
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, тоді на гіперболоїді лежать прямі загальне рівняння яких можна записати у вигляді
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тут 
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 деякі параметри зміни яких одержуємо множину твірних. Перевірившись, що точка А лежить на гіперболоїді, з двох множин прямих виберемо, ті що проходять через цю рочку. Для цього підставимо координати точки в рівняння прямих. Одержимо 
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 рівняння шуканої прямої.

Завдання для перевірки знань

1. Дано означений гіперболоїд 
[image: image78.wmf].
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 Знайти лінії його перетину з координатними площинами і площинами їм паралельним, що проходять на відстані 2 од. по обидві сторони координатних площин.

Відповідь: 
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2. Знайти точки перетину поверхонь з прямими
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Відповідь: 1) (– 2; 3; 0) і (0; 0; 2); 2) (4; 2; 9) пряма дотикається поверхні; 3) (4; 1; 3).

3. Обчислити довжину діаметра поверхні 
[image: image82.wmf],

1

9

2

27

2

2

2

=

-

+

z

y

x

 що проходить через точку 
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Відповідь: 22 од.

4. На параболоїді 
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 знайти прямолінійні твірні, паралельні площині 
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Відповідь: 
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5. Записати рівняння площини, що дотинається поверхні 
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 в точці (– 6; 2; 6).

Відповідь: 
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6. Знайти площину, що дотикається конуса 
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 в точці (4; – 6; 4).
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