Розділ 2

АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ

Тема 2.1

Елементи векторної алгебри

2.1.1. Системи координат

Три взаємно перпендикулярні осі Ох, Оу, Оz, які мають спільний початок точку О і однакову масштабну одиницю, утворюють прямокутну декартову систему координат у просторі. Якщо таких осей дві: Ох і Оу, то маємо систему координат на площині.
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Рис. 2.1
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Рис. 2.2

Осі Ох, Оу, Оz називаються відповідно осями абсцис, ординат і аплікат, точка О — початок системи координат. Нехай М — довільна точка в просторі або на площині. Декартовими координатами x, y, z точки М називатимемо відповідно довжини ОА, ОВ, ОС напрямлених відрізків 
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Таким чином, кожній точці простору відповідає впорядкована трійка чисел (x, y, z), а на площині — впорядкована пара чисел (x, y), тобто встановлюється відповідність між геометричним образом — точкою і впорядкованою множиною чисел. Ця відповідність дає можливість використовувати рівняння для відображення геометричних образів, таких як лінія, площина тощо, та застосовувати алгебраїчні методи для розв’язування геометричних задач.

Полярна система координат складається з деякої точки площини О, яка називається полюсом, променя ОА, що виходить з цієї точки і називається полярною віссю. Крім того, задається одиниця масштабу для вимірювання довжин відрізків.
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Рис. 2.3
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Рис. 2.4
Полярними координатами точки М називаються числа ( — відстань від полюса О до точки М і ( — кут, на який треба по-
вернути полярну вісь ОА до її збігу з ОМ, проти годинникової стрілки.

Полярний радіус 
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 може змінюватись у межах 
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Зв’язок між полярними і декартовими координатами точки (рис. 2.4) встановлюють формули:
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(2.1)

Приклад. Знайти полярні координати точки М (2, 2).

З формули (2.1) маємо 
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, tg( = 1. Згідно з останньою рівністю 
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, але у = 2 > 0 і х = 2 > 0, маємо 
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Розглянемо такі перетворення систем координат:

1) паралельний зсув осей, коли змінюється положення початку системи координат, а напрям осей залишається таким самим;

2) поворот осей, коли обидві осі повертаються на деякий кут відносно початку системи координат.
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Рис. 2.5
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Рис. 2.6

1. Нехай точка М у старій системі координат Оху має координати (х, у), а в новій системі координат 
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. Знайдемо зв’язок між ними. З рис. 2.5 бачимо, що
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де (х0, у0) — декартові координати початку нової системи координат (точка О() у старій системі координат. Розв’язуючи рівняння (2.2) відносно 
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2. Повернемо тепер стару систему координат Оху відносно точ​ки О на кут ( і дістанемо нову систему Ох(y( (рис. 2.6).

Розглянемо також дві полярні системи координат з полюсом у точці О і полярними осями Ох і Ох(. Тоді згідно з рис. 2.6 маємо
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Крім того, ( = ( + (, підставляючи це значення ( у формули, остаточно будемо мати:
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(2.3)

Розв’язуючи рівності (2.3) відносно 
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 дістаємо:



= х cos( + y sin(,  

= – х sin( + y cos(.

Здобуті формули відбивають зв’язок між старими (x, y) і новими 
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 координатами точки.

2.1.2. Вектори, лінійні операції над векторами

Означення. Вектором називається напрямлений відрізок. Позначати вектори будемо 
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a

r

r

,

, ... . Якщо, скажімо, точка А — початок вектора, а точка В — його кінець, то маємо 
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Вектор, в якого початок і кінець збігаються, називається нульовим вектором.

Вектор вважається заданим, коли відома його довжина 
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 і напрям щодо деякої осі.

Два вектори 
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 і 
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 називаються колінеарними, якщо вони лежать на одній прямій або на паралельних прямих.

Вектори 
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 і 
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 вважаються рівними, коли вони: 1) колінеарні; 2) однаково напрямлені; 3) їхні довжини рівні.

З останнього випливає, що при паралельному перенесенні вектора дістаємо новий вектор, що дорівнює попередньому, тому вектори в аналітичній геометрії називають вільними.

Нехай у просторі задано деяку вісь l і вектор
[image: image37.wmf]®
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. Проведемо через точки А і В площини, перпендикулярно до осі l (рис. 2.7). Позначимо точки перетину цих площин з віссю l відповідно 

 і 

.


[image: image38.wmf]A

l

A

'

B

B

'


Рис. 2.7

Означення. Проекцією вектора 
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 на вісь l називається довжина 

 напрямленого відрізка 

 на осі l. Слід зазначити, що 
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 збігається з напрямом l і 
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, якщо напрям 
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 протилежний напряму l.

Позначається проекція вектора 
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 на вісь l — прl
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. З рис. 2.7 випливає формула знаходження проекції вектора на вісь:

прl
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де 
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 — кут між вектором і віссю.

Якщо розглянути прямокутну декартову систему координат і точки початку А (х1, у1, z1) і кінця В (х2, у2, z2) вектора 

, то проекції вектора 

 на кожну з осей мають вигляд:

Ох:  ах = х2 – х1,   Оу:  ау = у2 – у1,   Оz:  аz = z2 – z1.

Довжина вектора подається формулою:
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(2.4)

Якщо позначити (, (, ( — кути між вектором 

і відповідними осями системи координат, то їх косинуси можна знайти за формулами:
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У подальшому називатимемо їх напрямними косинусами вектора 
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r

. Піднісши кожну з формул (2.5) до квадрата і скориставшись (2.4), дістанемо:

cos2( + cos2( + cos2( = 1.

Дії з векторами виконуються за правилами:

1. Додавання:



= (ах + bх, ау + bу, аz + bz).

2. Множення вектора на число ( ( R:
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Для лінійних операцій з векторами виконуються властивості:

1. 

.

2. 
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3. 
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Теорема. Проекція суми двох векторів на вісь дорівнює сумі їхніх проекцій на цю вісь:
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Теорема. При множенні вектора на число його проекція на цю вісь також множиться на це число:
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Нехай вектори 
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,

 такі, що за напрямом збігаються відпо-
відно з осями Ох, Оу, Оz і 
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. Такі вектори надалі називатимемо одиничними векторами осей системи координат. Тоді
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2.1.3. Скалярний, векторний 
і змішаний добуток векторів

Означення. Скалярним добутком двох ненульових векторів 

 і 

 називається число (скаляр), яке дорівнює добутку модулів цих векторів на косинус кута між ними. Якщо хоча б один із векторів дорівнює нулю, то кут між векторами не визначений і за означенням скалярний добуток дорівнює нулю.

Отже:
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де ( — кут між векторами. Використовуючи формулу проекції вектора, можна також записати:
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Властивості скалярного добутку:

1. 
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2. 
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Нехай вектори 

 і 

 задано за допомогою (2.6), тоді, використовуючи властивості скалярного добутку, умови 
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(2.7)

Отже, 
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З рівності (2.7) випливає, що:

1. Необхідною і достатньою умовою перпендикулярності векторів 

 і 

 є ах bх + ау bу + аz bz = 0.

2. Кут між двома векторами 
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 можна знайти за формулою:
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Означення. Векторним добутком вектора 
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 називається вектор 
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1) довжина вектора 
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, де ( — кут між двома век-
торами;

2) вектор 
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 перпендикулярний до кожного з векторів 
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3) вектор 
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 спрямований так, що коли дивитися з його кінця на площину, в якій лежать вектори 

 і 

, то поворот вектора 

 до вектора 

 відбувається на найменший кут проти годинникової стрілки.
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Рис. 2.8

Модуль векторного добутку двох неколінеарних векторів дорівнює площі паралело-
грама, побудованого на векторах як на сто-
ронах.

Властивості векторного добутку:

1. 
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Знайдемо векторні добутки одиничних векторів 
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. З колінеарності векторів випливає: 
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. З того, що одиничні вектори збігаються з напрямом осей прямокутної системи координат, маємо:
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Знайдемо координати вектора 
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Означення. Мішаним добутком векторів 
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Рис. 2.9
Розглянемо геометричний зміст змішаного добутку. Для цього побудуємо на векторах 
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Знайдемо об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах 
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З останнього випливає, що модуль мішаного добутку чисельно дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на векторах 
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Ураховуючи формули (2.7) і (2.8) знаходження скалярного і векторного добутків, маємо:


[image: image117.wmf](

)

(

)

)

,

y

x

y

x

z

z

x

z

x

y

z

y

z

y

x

y

x

y

x

z

x

z

x

z

y

z

y

z

y

x

c

c

b

b

a

c

c

b

b

a

c

c

b

b

a

k

c

c

b

b

j

c

c

b

b

i

c

c

b

b

k

a

j

a

i

a

c

b

a

+

-

=

+

ç

è

æ

+

-

+

+

=

´

×

r

r

r

r

r


або


[image: image118.wmf](

)

z

y

x

z

y

x

z

y

x

c

c

c

b

b

b

a

a

a

c

b

a

=

´

×

r

r

.

Властивості мішаного добутку:

1. 
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2. 
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2.1.4. Найпростіші задачі аналітичної геометрії

1. Відстань між двома точками.
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Рис. 2.10

Нехай задано дві точки М1 (х1, у1) і 
М2 (х2, у2) (рис. 2.10).
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Трикутник М1М2K — прямокутний, тому за теоремою Піфагора маємо:
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2. Поділ відрізка у заданому відношенні.
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Рис. 2.11

Число ( — називається відношенням, в якому точка М ділить відрізок М1М2 (рис. 2.11), якщо
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Нехай задано ( і координати точок 
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З рис. 2.11 і теореми про пропорційні відрізки, що відтинають паралельні прямі на сторонах кута, випливають співвідношення:
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Аналогічно до попереднього дістанемо формулу для знаходження координати у
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Наслідок. Якщо точка М (х, у) — середина відрізка М1 М2, то 
( = 1 і формули (2.11), (2.12) набирають вигляду:
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3. Площа трикутника.
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Рис. 2.12

Нехай задано координати вершин деякого трикутника А (х1, у1), В (х2, у2), С (х3, у3) (рис. 2.12).

Знайдемо площу цього трикут-
ника. З рисунка бачимо, що площу трикутника АВС можна знайти як 
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. У правій частині формули стоять площі відповідних трапецій, які подаються формулами:
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Підставивши знайдені площі у вираз для площі трикутника, дістанемо:
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Записавши останній вираз у вигляді визначника, дістанемо остаточну формулу:
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(2.13)

План практичних занять

1. Лінійні операції з векторами.

2. Застосування скалярного, векторного і мішаного добутків векторів для розв’язування задач.

3. Елементарні задачі аналітичної геометрії.

Термінологічний словник ключових понять

Вектор — напрямлений відрізок.

Модуль вектора — довжина вектора.

Напрямні косинуси — косинуси кутів, що утворює вектор з осями координат.

Навчальні завдання

1. Дано три точки А (1, 1, 1), В (2, 2, 1) і С (2, 1, 2). Знайти кут ( = ( ВАС. 

· Знайдемо вектори 

= (1, 1, 0), 

= (1, 0, 1). Згідно з формулою (2.5) маємо:
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2. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах 
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· Знайдемо векторний добуток векторів 
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Знайдемо 
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3. У просторі задано чотири точки А (1, 1, 1), В (4, 4, 4), 
С (3, 5, 5), D (2, 4, 7). Знайти об’єм піраміди АВСD.

· З елементарної математики відомо, що об’єм піраміди АВСD дорівнює одній шостій об’єму паралелепіпеда, побудованого на векторах 
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4. Дано трикутник А (4, 1), В (7, 5), С (– 4, 7). Знайти площу трикутника, вершини якого містяться в точках перетину бісектрис трикутника зі сторонами (рис. 2.13).
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Рис. 2.13

· Бісектриса трикутника поділяє протилежну сторону на відрізки, пропорційні прилеглим сторонам. Знайдемо довжину відрізків АВ, ВС і АС за формулами (2.10).
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Знайдемо відношення, в яких основи бісектрис точки М1, М2, М3 (рис. 2.13) поділяють відповідні відрізки:
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Скориставшись формулами (2.11) і (2.12), знайдемо відповідно координати точок М1 (х1, у1), М2 (х2, у2), М3 (х3, у3).
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Площу трикутника М1 М2 М3 обчислимо за формулою (2.13):
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Завдання для перевірки знань

1. Визначити відстань точки А (12, –3, 4) від початку координат і від осей координат.

Відповідь. 13; 5; 
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2. Вектор утворює з двома осями системи координат кути, що рівні 
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 Під яким кутом він нахилений до третьої осі.

Відповідь. 
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3. Обчислити координати точки М, якщо відстань від початку координат до неї рівна 8 од., а вектор 
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Відповідь. 
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4. Три вектори 
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 є сторони трикутника. За допомогою 
[image: image174.wmf]c

b

a

r

r

r

,

,

 знайти вектори, що збігаються з медіанами трикутника: 
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5. У паралелограмі АВСD позначаємо: 
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 де М — точка перетину діагоналей паралелограма.

6. Яку властивість повинні мати вектори, щоб виконувалися співвідношення:
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Відповідь. 
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 мають однаковий напрям; 
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7. Обчислити довжину діагоналей паралелограма, побудованого на векторах 
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Відповідь. 15 і 
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8. Обчислити довжину вектора 
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Відповідь. 7; 
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9. Знайти 
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10. Знайти 
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Відповідь. 5.

11. Який кут утворюють одиничні вектори 
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 — взаємно перпендикулярні.

Відповідь. 
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12. Знайти проекцію вектора 
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13. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах 
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14. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах 
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Відповідь. 
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15. Обчисліть проекцію вектора 
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Відповідь. 
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16. Обчислити об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах 
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17. Обчислити висоту паралелепіпеда, побудованого на векторах 
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 якщо його основа побудована на векторах 
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Відповідь. 
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18. Дано вершини трикутника А (3, 2); В (–1, –1); С (11, –6). Знайти довжини його сторін і точку перетину медіан.

19. Знайти вершини трикутника, знаючи середини його сторін 
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Відповідь. 
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10

;

6

(

),

2

;

8

(

),

6

;

2

(

-

-

-

C

B

A


20. Дано три вершини паралелограма 
[image: image216.wmf]).

4

;

3

(

),

7

;

5

(

),

2

;

4

(

-

C

B

A

 Знайти четверту вершину 
[image: image217.wmf]D

, яка протилежна вершині В.

21. Відрізок між точками А (3; 2); В (15; 6) поділити на п’ять рівних частин. Знайти координати точок ділення.

22. Обчислити периметр і площу трикутника, якщо А (–2; 1);
В (2, – 2); С (8, 6).

23. Дано трикутник А (4; 1), В (7, 5), С (– 4, 7). Знайти точку перетину бісектриси кута А з протилежною стороною ВС.

Тема 2.2

Лінії на площині

Означення. Рівняння F (x, y) = 0 називається рівнянням деякої лінії в заданій системі координат, якщо це рівняння задовольняють координати (х, у) будь-якої точки, що лежить на цій лінії, і не задовольняють координати жодної точки, що не лежить на цій лінії.

2.2.1. Пряма лінія на площині
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Рис. 2.14

Нехай задано деяку пряму (рис. 2.14), знайдемо її рівняння.

Точка М (х, у) лежить на прямій тоді і тільки тоді, коли виконується умова


[image: image219.wmf]a
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Позначимо tg ( = k і назвемо цю величину кутовим коефіцієнтом прямої лінії. Тоді, враховуючи, що NM = y – b, BN = x, маємо рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом
у = kx + b.
(2.14)

Нехай деяка точка М1 (х1, у1) належить заданій прямій, тоді у1 = kx1 + b. Знайдемо з цього рівняння значення b і, підставивши його в рівняння прямої (2.14), дістанемо:

у – у1 = k (х – х1) 
(2.15)

— рівняння прямої, що проходить через задану точку М1 (х1, у1).

Нехай ще одна точка М2 (х2, у2) також належить заданій прямій, тоді з означення лінії маємо:

у2 – у1 = k (x2 – x1).

Знайдемо значення k з останнього співвідношення і, підставивши його в рівняння прямої (2.15), дістанемо:
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(2.16)

Останнє рівняння (2.16) називається рівнянням прямої, що проходить через дві задані точки.

У прямокутній системі координат пряма лінія задається рівнянням першого степеня відносно х і у.

Ах + Ву + С = 0, 
(2.17)

і навпаки, рівняння (2.17) при довільних А, В, С (А і В одночасно не дорівнюють нулю) визначає деяку пряму в прямокутній системі координат Оху.

Рівняння (2.17) називається загальним рівнянням прямої лінії. Дослідимо це рівняння.

1. С = 0, А ( 0, В ( 0, тоді Ах + Ву = 0 і останнє визначає пряму, що проходить через початок системи координат, бо точка О (0, 0) лежить на цій прямій.

2. В = 0, А ( 0, С ( 0, тоді Ах + С = 0, або 
[image: image221.wmf]a
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, де а — довжина відрізка, що його пряма відтинає на осі Ох, а сама вона розміщена паралельно осі Оу, якщо С = 0, то х = 0 маємо рівняння самої осі Оу.

3. А = 0, В ( 0, С ( 0, тоді Ву + С = 0, або 
[image: image222.wmf]b
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, де b — довжина відрізка, що відтинає пряма на осі Ох, при с = 0 маємо 
у = 0 — рівняння осі Ох.

2.2.2. Кут між двома прямими, 
відстань від точки до прямої

Розглянемо дві прямі l1: у = k1x + b1 і l2: y = k2 x + b2.

Означення. Кутом між прямим l1 і l2 називається такий кут (, поворот на який від першої прямої до другої відносно точки їх перетину до суміщення цих прямих відбувається на найменший кут проти годинникової стрілки.
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Рис. 2.15

Зауважимо, що кут між l1 і l2 не дорівнює куту між l2 і l1. Пригадуючи, що tg (1 = k1; tg (2 = k2, а також, що виконується очевидне співвідношення між кутами ( = (2 – (1 (рис. 2.15), маємо: 
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(2.18)

Якщо кут ( — це кут між l1 і l2, то кут між l2 і l1 дорівнюватиме ( – (.

З формули (2.18) легко дістати умови паралельності і перпендикулярності двох прямих.

Так, коли l1 // l2, кут ( між ними дорівнює нулю — маємо:

tg ( = 0 ( k1 = k2.

Якщо l1 ( l2, 
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Підставляючи значення кутових коефіцієнтів, маємо:


[image: image229.wmf]1
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Нехай задано деяку точку М0 (х0, у0) і пряму l: Ах + Ву + С = 0. Пересвідчимось, що М0 не лежить на прямій, Ах0 + Ву0 + С ( 0, тоді відстань від точки М0 (х0, у0) до прямої Ах + Ву + С = 0 можна знайти за формулою:
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2.2.3. Криві другого порядку

Розглянемо тепер лінії другого порядку, які на площині в загальному випадку можна записати так:

а11х2 + 2а12ху + а22у2 + 2а13х + 2а23у + а33 = 0.
(2.19)

Рівняння (2.19) описує всі криві другого порядку в загальному випадку. Спинимось спочатку на простіших, так званих канонічних рівняннях ліній другого порядку.

Еліпс. Означення. Множина точок площини, для яких сума відстаней від двох заданих точок, що називаються фокусами, є величина стала й така, що дорівнює 2а і більша, ніж відстань між фокусами, називається еліпсом.
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Рис. 2.16

На рис. 2.16 зображено F1 (–c, 0), 
F2 (c, 0) — фокуси еліпса, М (х, у) — точка множини, яка задовольняє означення, тобто 
[image: image232.wmf],
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Тоді 
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(2.20)

канонічне рівняння еліпса, де b2 = а2 – с2.

Розглянемо геометричний зміст параметрів, що входять в рівняння (2.20). Якщо х = 0, у = ( b, тобто точки (0, b) і (0, – b) є точками перетину еліпса з віссю Оy. Відрізок завдовжки b називають малою піввіссю еліпса. При у = 0, х = ( а і відповідно (а, 0); 
(– а; 0) є точками перетину еліпса з віссю Ох. Відрізок завдовжки а — велика піввісь еліпса. З парності виразу (2.20) за х і за у випливає симетрія еліпса відносно осей Ох і Оу. На рис. 2.16 зображено еліпс.

Ексцентриситет еліпса — це відношення 
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 то 
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. З останньої рівності випливає геометричний зміст ексцентриситету, який полягає в тому, що він характеризує ступінь витягнутості еліпса. Так, при 
[image: image237.wmf]b
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 маємо коло, якщо ( наближається до одиниці, то відношення довжини півосей еліпса стає малим, тобто еліпс витягується вздовж осі Ох.

Гіпербола. Означення. Множина точок площини, для яких модуль різниці відстаней від двох заданих точок, що називаються фокусами, є величиною сталою, яка дорівнює 2а і менша за відстань між фокусами, називається гіперболою. 

Скористаємось рис. 2.17, з якого бачимо, що точки F1 (– c, 0) і F2 (c, 0) — фокуси гіперболи, точка М (х, у) — точка визначеної множини. Тоді 
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Канонічне рівняння гіперболи має вигляд:
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Рис. 2.17

Дослідимо здобуте рівняння. Гіпер​бола не перетинає вісь Оу. При у = 0; 
х = ( а і точки (–а, 0); (а, 0) — точ-
ки перетину з віссю Ох. Розглянемо ще рівняння прямих 

, які далі називатимемо асимптотами гіперболи. Враховуючи симетрію відносно осей Ох і Оу, будуємо графік гіперболи, який зображено на рис. 2.17.

Відрізки завдовжки b і а називають відповідно уявною і дійсною осями гіперболи.

Ексцентриситет гіперболи 
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 EMBED Equation.2  [image: image243.wmf]2
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З останньої рівності випливає, що для гіперболи ексцентриситет характеризує ступінь нахилу віток гіперболи до осі Ох.

Дві прямі, рівняння яких 
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, називаються директрисами еліпса і гіперболи. Для еліпса 
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, директриси еліпса — це дві прямі, що розміщені симетрично відносно осі Оу і проходять зовні еліпса. Для гіперболи ( > 1 і відношення 
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. Тобто директриси гіперболи розміщені симетрично відносно осі Оу і лежать між вітками гіперболи.

Для еліпса і гіперболи можна сформулювати важливе твердження: якщо r — відстань від деякої точки еліпса або гіперболи до будь-якого фокуса, а d — відстань від цієї самої точки до директриси, яка відповідає цьому фокусу, то відношення 
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 стале й дорівнює ексцентриситету, тобто 
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Розглянуте твердження можна покласти в основу означення цих ліній.

Означення. Множина точок, для яких відношення відстаней від фокуса і до відповідної директриси — величина стала, що дорівнює ексцентриситету (, є еліпс, якщо ( < 1, і гіпербола, 
якщо ( > 1.
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Рис. 2.18

Парабола. Означення. Множина то​чок площини, що містяться на одна-
ковій відстані від даної точки фокуса 
і даної прямої, яка не проходить че-
рез фокус і називається директрисою, є парабола.

За означенням r = d, отже (див. рис. 2.18): 


[image: image252.wmf],

2

2

2

2

p

x

y

p

x

+

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

 або у2 = 2рх
— канонічне рівняння параболи, коли ( = 1. Парабола симетрична осі Ох, проходить через початок системи координат. Її графік подано на рис. 2.18.
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Рис. 2.19

Коло. До кривих другого порядку належить і добре відома лінія, яка називається колом (рис. 2.19).

Означення. Множина точок, що містяться на однаковій відстані від 
заданої точки — центра, називається колом. За означенням ОМ = R або 
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Піднісши обидві частини рівняння до квадрата, дістанемо:

(х – а)2 + (у – b)2 = R2
(2.21)

— канонічне рівняння кола. Тут (а, b) — координати центра кола, R — його радіус. Розкривши дужки в лівій частині (2.21), дістанемо, очевидно, рівняння другого степеня, тобто коло — також крива другого порядку.

2.2.4. Дослідження загального рівняння 
кривої другого порядку

У попередньому підрозділі знайдено рівняння ліній другого порядку в канонічному вигляді. Покажемо, як із загального рівняння кривої другого порядку

а11х2 + 2а12ху + а22у2 + 2а13х + 2а23у + а33 = 0
(2.22)

дістати канонічне рівняння і визначити тип ліній. 

Зробимо заміну змінних за формулами:
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Якщо координати нового центра визначаються за формулами:
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то в рівнянні (2.22) зникають лінійні відносно х і у члени і воно набирає вигляду
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(2.23)

Якщо 
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, то лінія другого порядку називається центральною кривою. Тут
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,   а12 = а21,   а31 = а13,   а32 = а23 .

Нехай 
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. Зведемо рівняння (2.23) до канонічного вигляду. Для цього позбудемося члена, який містить добуток 
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, яка утворюється поворотом системи координат
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 на деякий кут (. З рівняння (2.3), наведеного на с. 77, маємо:


[image: image267.wmf].

cos

sin

,

sin

cos

a

¢

¢

+

a

¢

¢

=

¢

a

¢

¢

-

a

¢

¢

=

¢

y

x

y

y

x

x


Підставивши значення 
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 у (2.23), дістанемо:
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де
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Виберемо такий кут повороту осей 
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, щоб виконувалась умова 
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Якщо а11 = а22, то сos 2( = 0, 
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Підставивши значення ( (24) у вирази для 
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, дістанемо канонічну форму рівняння кривої другого порядку:
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Остаточно здобуті результати можна звести в таблицю:
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