План практичних занять

1. Рівняння прямої на площині, різні форми задання.

2. Кут між двома прямими, відстань від точки до прямої.

3. Криві другого порядку.

4. Дослідження загального рівняння кривої другого порядку.

Термінологічний словник ключових понять

Кутовий коефіцієнт — коефіцієнт при х у рівнянні прямої лінії на площині, розв’язаному відносно у.

Канонічне рівняння — найпростіше рівняння кривої другого порядку.

Ексцентриситет — відношення 
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 для еліпса, гіперболи, у параболи ( = 1.

Навчальні завдання

1. Пряму задано рівнянням 3х – 5у + 15 = 0. Перевірити, які з точок А (– 2, 3), В (0, 3), С (5, 6), належать заданій прямій, знайти її рівняння з кутовим коефіцієнтом і у відрізках на осях.

· Для перевірки того, чи лежать точки А, В, С на прямій, підставимо їхні координати в рівняння прямої:

А:  3 (– 2) – 5 ( 3 + 15 ( 0,   В:  3 ( 0 – 3 ( 5 + 15 = 0,   
С:  3 ( 5 – 5 ( 6 + 15 = 0.

Таким чином, точка А не лежить на прямій, а точки В і С лежать на прямій.

Поділимо рівняння прямої почленно на коефіцієнт при у: 
[image: image2.wmf]0
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, а далі запишемо його у вигляді 
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5

3

+

=

x

y

 — рівняння з кутовим коефіцієнтом.

Поділивши рівняння почленно на вільний член:
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,

дістанемо шукане рівняння у відрізках на осях.

2. Дано дві вершини трикутника А (2, – 3), В (5, 1), рівняння сторони ВС:  х + 2у – 7 = 0 і медіани АМ:  5х – у – 13 = 0. Скласти рівняння висоти, опущеної з вершини С, обчислити її довжину, знайти кут трикутника при вершині А.

· Нехай вершина трикутника С (х1, у1). Тоді точка з координатами 
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 лежить на медіані, тобто виконується рівність 
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. Крім того, точка С лежить на прямій ВС. Отже, маємо систему рівнянь для знаходження координат (х1, у1):
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Знайдемо рівняння прямих АВ і АС, використовуючи рівняння прямої (2.16), маємо:


[image: image9.wmf].
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Висота проходить через точку С перпендикулярно до прямої АВ. Використаємо умову перпендикулярності двох прямих і знайдемо кутовий коефіцієнт висоти 
[image: image10.wmf]4
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. Використаємо рівняння (2.15) і знайдемо рівняння висоти:
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Довжину висоти знайдемо як відстань від точки С(1, 3) до прямої АВ.
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Щоб обчислити кут А, скористаємось формулою для знаходження кута між двома прямими (2.18):
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3. Паралельні прямі проходять відповідно через точки О(0, 0) і М(1, 3). Знайти їх рівняння, коли відомо, що відстань між ними дорівнює 
[image: image14.wmf]5

.

· Якщо прямі паралельні, то їх кутові коефіцієнти рівні між собою, тому згідно з (2.15) рівняння шуканих прямих можна записати у вигляді 
[image: image15.wmf]).
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 Візьмемо довільну точку, що лежить на першій прямій, наприклад 
[image: image16.wmf])
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. Тоді згідно з формулою для відстані точки до прямої запишемо:
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, звідки знайдемо 
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 Рівняння прямих: 
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4. Записати рівняння бісектрис кутів, утворених прямими 
[image: image21.wmf]0
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 і 
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· Використаємо відому властивість бісектриси кута про те, що на ній лежить множина точок, рівновіддалених від сторін кута. Нехай М(х, у) — точка, яка належить цій множині. Тоді за формулою відстані від точки до прямої записуємо: 
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 Звідси маємо два рівняння бісектрис: 
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 або, після перетворень: 
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5. Обчислити площу ромба, знаючи одну з його вершин 
А(0, –1), точку перетину діагоналей М(4, 4) і точку N(2, 0) на стороні АВ.

· Використовуючи (2.16), запишемо рівняння сторони АВ:
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 Знайдемо координати точки С(х, у), яка за властивістю точки перетину діагоналей ромба симетрична точці А відносно точки М. Отже, 
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, звідки С(8, 9). Висоту ромба знайдемо як відстань від точки С до прямої АВ:
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Знайдемо кутовий коефіцієнт діагоналі ромба АС: 
[image: image31.wmf].
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Кутовий коефіцієнт другої діагоналі дорівнює 
[image: image32.wmf],
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 а її рівняння 
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 Розв’язуючи систему рівнянь 
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знаходимо координати точки 
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ø

ö

ç

è

æ

13

28

;

13

82

B

. Довжина сторони ромба 
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Отже, площа ромба 
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6. Скласти рівняння сторін трикутника, знаючи одну з його вершин А(2, – 4) і рівняння бісектрис двох його кутів: 
[image: image38.wmf];
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[image: image39.wmf].
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· Підставлянням координати точки А в рівняння бісектрис пересвідчимось, що бісектриси не проходять через цю точку. Нехай для визначеності вершина В і вершина С належать відповідно першій і другій бісектрисам. Знайдемо координати точки А(, симетричної точці А відносно бісектриси 
[image: image40.wmf]0
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. Ця точка буде лежати на прямій ВС. Для цього запишемо рівняння перпендикуляра до цієї бісектриси, що проходить через точку А. Маємо: 
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EMBED Equation.3[image: image42.wmf]2
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 Знайдемо точку перетину бісектриси і перпендикуляра, розв’язуючи систему 
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; координати точки 
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 знайдемо з виразів 
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[image: image48.wmf]).
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 Аналогічно знайдемо координати точки А((, симетричної точці А, відносно бісектриси 
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 Рівняння прямої ВС знайдемо з (2.16): 
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 Обчислимо координати вершин В і С як координати точок перетину відповідних бісектрис з прямою ВС: 
[image: image51.wmf].
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 Дістаємо: 
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[image: image53.wmf](
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. З (2.16) маємо рівняння сторін відповідно АВ і АС: 
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7. Дано еліпс 
[image: image56.wmf]1
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, через точку А (1; 1) провести хорду еліпса, яка поділяється в цій точці навпіл.

· Запишемо рівняння хорди, використовуючи рівняння (2.15) (у – 1) = k (х – 1). Це буде рівняння всіх хорд еліпса, що проходять через точку А. Знайдемо точки перетину цієї прямої з еліпсом, розв’язавши систему рівнянь:
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За умовою задачі координати точок перетину хорди з еліпсом (х1, у1), (х2, у2) мають задовольняти рівності: 
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. З теореми Вієта і останньої умови маємо: 
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 звідки 
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4

-

=

k

. Шукане рівняння хорди набирає вигляду 
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 або 4х + 9у – 13 = 0.

8. Записати рівняння гіперболи, яка проходить через точку А (6; 9), якщо:

1) відстань між фокусами дорівнює 8, а відстань між директрисами — 6;

2) директриси задано рівняннями 
[image: image63.wmf]2
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3) ексцентриситет дорівнює ( = 2, а уявна піввісь b = 3; 

4) асимптоти задано рівнянням 
[image: image64.wmf]x
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· 1) Координати фокусів F1 (– c; 0); F2 (c; 0), тому з умови 
2с = 8; с = 4, відстань між директрисами 
[image: image65.wmf]e
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 маємо: а = 12, b = c – a = 4. Остаточно 
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2) З рівнянь директрис маємо: 
[image: image68.wmf]2
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, якщо кут між асимптотами прямий, то а = b. Отже, з урахуванням формули 
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 і а = 6; b = 6. Остаточно записуємо рівняння шуканої гіперболи: 
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3) З формули, застосованої вище, дістаємо 
[image: image72.wmf],
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 звідки 
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4) Точка А належить гіперболі, тому маємо: 
[image: image75.wmf]1
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. З рівняння асимптот гіперболи випливає співвідношення 
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Отже, 
[image: image79.wmf].
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9. Знайти умову, за якої пряма у = kx + b дотикається до параболи у2 = 2рх.

· Парабола і пряма будуть дотикатися одна до одної, якщо система рівнянь матиме єдиний розв’язок:
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Виключаючи х із рівнянь системи, дістаємо квадратне рівняння:
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Воно має єдиний розв’язок, якщо D = 0. Звідси випливає:
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але р ( 0. Отже, р = 2bk — умова дотику прямої і параболи.

10. Записати рівняння лінії центрів двох кіл х2 + у2 – 6х + 8у = 0 і х2 + у2 + 2х – 12у + 1= 0.

· Знайдемо спочатку координати центрів цих двох кіл, виділивши повні квадрати:

х2 – 6х + 9 + у2 + 8у + 16 = 25,  або  (х – 3)2 + (у + 4)2 = 25,

х2 + 2х + 1 + у2 – 12у + 36 = 36,  або  (х + 1)2 + (у – 6)2 = 36.

Отже, координати центра першого кола С1 (3; – 4), а другого — С2 (– 1; 6). Скориставшись рівнянням (2.16), знайдемо
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5х + 2у – 7 = 0 — шукане рівняння центрів кіл.

11. Дослідити рівняння 
[image: image84.wmf]0
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 при різних значеннях параметрів а і b.

· Обчислимо визначники ( і 
[image: image85.wmf]D

, які визначають тип кривої другого порядку:
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1) а > 9, маємо еліпс, при 
[image: image88.wmf](
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 — уявний, при 
[image: image89.wmf](
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 — дійсний. Якщо 
[image: image90.wmf](
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, то еліпс вироджується в уявні прямі.

2) а = 9. Маємо криву параболічного типу 
[image: image91.wmf](
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. Якщо 
[image: image92.wmf]b

¹

9

, то ця крива — парабола; при а = 9, b = 9 рівняння параболи розпадається на пару паралельних прямих: 
[image: image93.wmf];
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[image: image94.wmf].
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3) а < 9. Маємо гіперболу. Якщо 
[image: image95.wmf](
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, то гіпербола розпадається на пару прямих.

12. Знайти новий початок координат і кут, на який треба по-
вернути систему координат, щоб дістати канонічний вигляд кривої другого порядку: 
[image: image96.wmf]0
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· Для знаходження координат нового центра розв’яжемо систему рівнянь:
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Для знаходження кута повороту системи координат скористаємось виразом (2.24)
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Нові значення 
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. Скориставшись рівнянням канонічного вигляду, знайдемо рівняння кривої 
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. Записано канонічне рівняння еліпса в системі координат Ох(у(, центр якої відносно старої системи Оху перенесено паралельно осям у точку 
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(2; 3), а далі систему з новим центром повернуто на кут 
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Завдання для перевірки знань

1. Скласти рівняння катетів прямокутного рівнобедреного трикутника, якщо у = 3х + 5 — рівняння гіпотенузи, А (4, – 1) — вершина прямого кута.

Відповідь. 
[image: image108.wmf]y
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2. Дано вершини трикутника А (4; 6), В (– 4; 0), С (– 1; – 4). Скласти рівняння: а) трьох його сторін; б) медіани, проведеної з вершини С; в) бісектриси кута В; г) висоти, опущеної з вершини А.

3. Дано трикутник з вершинами в точках 
[image: image109.wmf],
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[image: image111.wmf](
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. Обчислити довжини його висот.

Відповідь. 
[image: image112.wmf]28
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4. На осі абсцис знайти точку, яка міститься на відстані а від прямої 
[image: image113.wmf]1
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Відповідь. 
[image: image114.wmf](
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5. З точок перетину прямої 
[image: image115.wmf]0
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 з осями координат встановлено перпендикуляри до цієї прямої. Знайти їх рівняння.

Відповідь. 
[image: image116.wmf].
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6. Дано дві вершини трикутника А (– 6; 2), В (2; – 2) і Н (1; 2) — точку перетину його висот. Обчислити координати третьої вершини.

Відповідь. С (2; 4).

7. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку (2; – 1) і утворює з віссю Ох удвічі більший кут, ніж кут, що його утворює з тією самою віссю пряма 
[image: image117.wmf].
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Відповідь. 
[image: image118.wmf].
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8. Рівняння бічних сторін рівнобедреного трикутника у = 3; 
х – у + 4 = 0. Скласти рівняння основи, якщо вона проходить через початок системи координат.

Відповідь. 
[image: image119.wmf](
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9. Скласти рівняння сторін квадрата, якщо А(2; – 4) — його вершина, М(5; 2) — точка перетину діагоналей.

Відповідь. 
[image: image120.wmf].
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10. Скласти рівняння сторін трикутника, якщо А(3; 5), В(6; 1) — його вершини, М(4; 0) — точка перетину медіан.

Відповідь. 
[image: image121.wmf].
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11. Скласти рівняння прямої, що поділяє відрізок АВ, А(– 3; 2), В(5; – 2) навпіл і утворює з відрізком АВ кут, удвічі більший, ніж із віссю Ох.

Відповідь. 
[image: image122.wmf].

0

1

2

=

-

-

y

x


12. Через точку А(5; 2) провести пряму, що відтинає рівні відрізки на осях системи координат.

Відповідь. 
[image: image123.wmf].
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13. Знайти дотичні до кола 
[image: image124.wmf],
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 що проходить через точку А(7; –3).

Відповідь. 
[image: image125.wmf].
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14. У трикутнику А(1; 2), В(3; 7), С(5; – 13) обчислити довжину перпендикуляра, опущеного з вершини В на медіану, проведену з вершини А.

Відповідь. 
[image: image126.wmf].

34

25


15. Знайти рівняння прямої, паралельної прямій 12х + 5у –
– 52 = 0, що міститься від неї на відстані 2 лін. од.

Відповідь. 
[image: image127.wmf].
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16. Скласти рівняння прямої, що проходить посередині між прямими 
[image: image128.wmf].
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Відповідь. 
[image: image129.wmf].
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17. Знайти точку, симетричну точці А(– 2; – 9) відносно прямої 
[image: image130.wmf].
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Відповідь. (10; 21).

18. Дано рівняння двох суміжних сторін паралелограма х – у = 1, х – 2у = 0, М(3; – 1) — точка перетину діагоналей. Записати рівняння двох інших сторін паралелограма.

Відповідь. х – у = 7, х – 2у = 10.

19. Відоме рівняння 3х + 2у + 6 = 0 однієї сторони кута і 
х – 3у + 5 = 0 — рівняння його бісектриси. Скласти рівняння другої сторони кута.

Відповідь. 6х + 17у =15.

20. У трикутнику АВС відомі АВ: 
[image: image131.wmf],
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 висота ВН: 
[image: image132.wmf],
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 висота АK: 
[image: image133.wmf].
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 Записати рівняння сторін АС; ВС.

Відповідь. 
[image: image134.wmf].
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21. Скласти рівняння сторін трикутника, якщо А(– 4; 2) — одна з його вершин і 
[image: image135.wmf]0
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 і 
[image: image136.wmf]0

12

5

3

=

-

+

y

x

 — рівняння двох його медіан.

Відповідь. 
[image: image137.wmf].
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22. Скласти рівняння сторін трикутника, знаючи одну з його вершин А(3; – 4) і рівняння висот: 
[image: image138.wmf].
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Відповідь. 
[image: image139.wmf].
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23. Знайти центр і радіус кола 
[image: image140.wmf]0
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Відповідь. а = 4; b = – 3; R = 2.

24. Записати рівняння дотичних, проведених із початку системи координат до кола 
[image: image141.wmf]0
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Відповідь. у = 0; 20х – 21у = 0.

25. На еліпсі 
[image: image142.wmf]1
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 знайти точку, відстань якої від правого фокуса в чотири рази більша за відстань від лівого фокуса.

Відповідь. 
[image: image143.wmf]÷
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26. Еліпс проходить через точку 
[image: image144.wmf]÷
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 і дотикається до прямої 4х + 5у – 25 = 0. Записати рівняння цього еліпса і знайти координати точки дотику.

Відповідь. 
[image: image145.wmf]÷
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27. Знайти рівняння кола, описаного навколо трикутника з вер​шинами А(7; 7), В(0; 8), С(– 2; 4).

Відповідь. 
[image: image146.wmf](
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28. Записати рівняння кола з центром у точці (6; 7), що дотикається до прямої 
[image: image147.wmf].
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Відповідь. 
[image: image148.wmf](
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29. В еліпс 
[image: image149.wmf]1
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 вписано правильний трикутник так, що одна з його вершин збігається з правим кінцем великої осі. Знайти координати двох інших вершин.

Відповідь. 
[image: image150.wmf]÷
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30. Записати рівняння прямої, що дотикається до еліпса 
[image: image151.wmf]1
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 у точці (2; – 3).

Відповідь. 
[image: image152.wmf].
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31. Знайти рівняння тих дотичних до еліпса 
[image: image153.wmf],
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 відстань яких від центра еліпса дорівнює 3.

Відповідь. 
[image: image154.wmf].
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32. Гіпербола дотикається до прямої 
[image: image155.wmf]2
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 у точці (4; 2). Скласти рівняння гіперболи.

Відповідь. 
[image: image156.wmf].
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33. До параболи 
[image: image157.wmf]x
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 провести дотичну паралельно прямій 
[image: image158.wmf].
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Відповідь. 
[image: image159.wmf].
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34. Знайти кут між асимптотами гіперболи, в якої:

а) ексцентриситет 
[image: image160.wmf].
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б) відстань між фокусами вдвічі більша за відстань між директрисами.

Відповідь. а) 120(; б) 90(.

35. Записати рівняння прямої, що дотикається до гіперболи 
[image: image161.wmf]x
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Відповідь. х + у =1.

36. Знайти найкоротшу відстань параболи 
[image: image162.wmf]x
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 до прямої 
[image: image163.wmf].
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Відповідь. 2.

37. Визначити типи таких кривих:

а) 
[image: image164.wmf],
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б) 
[image: image165.wmf],
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в) 
[image: image166.wmf],
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г) 
[image: image167.wmf],
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д) 
[image: image168.wmf].
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Відповідь. а) гіпербола; б) еліпс; в) пара прямих, що перетинаються; г) парабола; д) пара паралельних прямих.

Тема 2.3

ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ 
ГЕОМЕТРІЇ В ПРОСТОРІ

2.3.1. Рівняння площини

Нехай задано прямокутну систему координат Охуz, площину (, вектор 
[image: image169.wmf]a
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)

C

B

A

N

,

,

=

r

, і точку 
[image: image171.wmf](

)

M

x

y

z

0

0

0

0

,

,

, яка належить площині (рис. 2.20).
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Рис. 2.20

Точка М (х, у, z) — довільна точка площини. Ця точка належить площині лише в тому разі, коли вектори 
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 взаємно перпендикулярні. Умова перпендикулярності векторів
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Останній вираз можна розглядати як векторне рівняння площини. Координати вектора 
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 дорівнюють відповідно х – х0, 
у – у0, z – z0. Записавши вираз (2.25) у розгорнутому вигляді, дістанемо рівняння площини, що проходить через задану точку:
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(2.26)

Розкривши дужки в (2.26) і позначивши 
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, дістанемо загальне рівняння площини:


[image: image179.wmf].

0

=

+

+

+

D

Cz

By

Ax


(2.27)

Розглянемо тепер, як розміщена площина ( відносно системи координат Охуz залежно від значень коефіцієнтів у рівнянні (2.27).

1. Нехай D = 0. У цьому випадку рівняння набирає вигляду 
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. Точка О (0, 0, 0) задовольняє це рівняння, тобто належить площині. Це означає, що площина проходить через початок системи координат.

2. Нехай один із коефіцієнтів при змінних дорівнює нулю. Припустимо С = 0, А ( 0, В ( 0, D ( 0. Тоді рівняння набирає вигляду 
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 перпендикулярний до осі Оz, оскільки його проекція на цю вісь дорівнює нулю. Отже, площина ( паралельна цій осі. Якщо ще і D = 0, то площина 
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 містить вісь Оz, тому що паралельна їй і проходить через початок системи координат. Аналогічно можна розглянути випадки А = 0, В ( 0, С ( 0 і А ( 0, В = 0, С ( 0.

3. Розглянемо тепер випадок, коли два коефіцієнти при змінних дорівнюють нулю. Нехай А = В = 0, С ( 0, D ( 0. Тоді площина Сz + D = 0 згідно з попереднім паралельна відразу осям Ох і Оу, а це означає, що вона паралельна площині Оху і, як наслідок, перпендикулярна до осі Оz. Якщо додатково і D = 0, то z = 0 — рівняння координатної площини Оху. Аналогічно можна розглянути випадки А ( 0, В = С = 0 і В ( 0, А = С = 0.

2.3.2. Кут між площинами, 
відстань від точки до площини

Розглянемо дві площини ( і (, які задано відповідно рівняннями
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Рис. 2.21

Двогранний кут ( між площинами ( і ( дорівнюватиме ку-
ту між векторами 
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Якщо площини взаємно перпендикулярні, то 
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 і, розкривши скалярний добуток у формулі (2.28), дістанемо умову перпендикулярності двох площин:
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Якщо площини ( і ( паралельні між собою, то їхні вектори 
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 — колінеарні, а отже, відповідні координати пропорційні, і ми маємо умову паралельності двох площин
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За аналогією з формулою знаходження відстані від точки до прямої на площині можна записати формулу знаходження відстані від точки 
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2.3.3. Рівняння прямої у просторі

Пряму у просторі можна задати як лінію перетину двох площин у прямокутній системі координат:
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(2.31)

Зрозуміло, що ці площини мають бути непаралельними, тобто їхні нормальні вектори 
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 — не колінеарні. Система (2.31) називається загальним рівнянням прямої. Дістанемо ще деякі форми рівняння прямої.

Канонічне рівняння прямої. Нехай у системі координат Охуz задано пряму l і ненульовий вектор 
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Рівняння (2.32) називається канонічним рівнянням прямої у просторі.

Параметричне рівняння.

У рівнянні прямої (2.32) позначимо через t кожне з рівних відношень. Тоді
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Звідси дістаємо:
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Параметричне рівняння прямої в просторі.

Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки.

Нехай дві точки 
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 можна розглядати як напрямний вектор прямої. Замінюючи ним вектор 
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 у рівнянні (2.32), дістанемо шукане рівняння прямої у просторі
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Маючи кілька рівнянь однієї й тієї ж прямої, поміркуємо, як дістати зв’язок між ними. Розглянемо, як із загального рівняння (2.31) вивести канонічне рівняння (2.32). Для цього потрібно знайти точку, яка лежить на прямій, тобто розв’язати систему (2.31), і напрямний вектор 
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Рис. 2.22

Напрямний вектор прямої 
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 перпендикуляр​ний до обох цих векторів (рис. 2.22). Таким чином, 
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Для знаходження кута між двома прямими
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візьмемо до уваги, що вектори 
[image: image223.wmf](

)

1

1

1

1

,

,

p

n

m

s

=

r

 і 
[image: image224.wmf](

)

2

2

2

2

,

,

p

n

m

s

=

r

 колінеарні відповідним прямим і скористаємося формулою:
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З останньої формули випливає умова перпендикулярності двох прямих
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а умову паралельності двох прямих дістанемо як умову колінеарності напрямних векторів 
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Розглянемо ще задачу знаходження відстані від точки 
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Рис. 2.23

Шукану відстань можна розглянути як довжину висоти паралелограма, побудованого на векторах 
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 (рис. 2.23). Із підрозд. 2.1.3 відомо, що площа паралело-
грама дорівнює модулю векторного добутку векторів, на яких побудовано цей паралелограм. Доходимо висновку, що шукану висоту, а отже, і відстань від точки до прямої можна знайти за формулою:
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 (2.34)

2.3.4. Взаємне розміщення прямої 
і площини у просторі

Нехай задано пряму 
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Нехай 
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. Знайдемо координати точки перетину площини і прямої. Перейдемо до канонічного рівняння прямої


[image: image242.wmf]pt

z

z

nt

y

y

mt

x

x

+

=

+

=

+

=

0

0

0

,

,


і підставимо значення х, у, z у рівняння площини:
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Звідси, використовуючи умову непаралельності, знайдемо значення параметра
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Координати точки перетину:
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Знайдемо кут між площиною і прямою.
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Рис. 2.24

Кут ( між площиною і прямою дорівнює куту між прямою і її проекцією на площину (рис. 2.24). Вектор 
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План практичних занять

1. Площина, кут між двома площинами, відстань від точки до площини.

2. Пряма у просторі, різні форми рівняння прямої у просторі.

3. Пряма і площина, їх взаємне розміщення, точка перетину прямої і площини, кут між прямою і площиною.

Термінологічний словник ключових понять

Нормальний вектор площини — вектор 
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, перпендикулярний до площини.

Напрямний вектор прямої — вектор 
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, колінеарний прямій у просторі.

Навчальні завдання

1. Скласти рівняння площини, що проходить через точки

М1 (1, – 1, 0), М2 (2, 1, – 3), М3 ( – 1, 0, 1).

Запишемо рівняння площин, які проходять, скажімо, через точку М1.
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Вектори 
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 лежать у шуканій площині, тому їх векторний добуток буде перпендикулярним до шуканої площини. Координати векторного добутку вважатимемо координатами вектора:
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Таким чином, А = 5; В = 5; С = 5 і шукане рівняння наби-
рає вигляду 5 (х – 1) + 5 (у + 1) + 5 z = 0, або після перетворення, х + у + z = 0.

2. Записати рівняння площин, що проходять: 1) паралельно пло​щині Охz і через точку (2, – 5, 3); 2) через вісь Оz і точку (–3, 1, – 2); 3) паралельно осі Ох і через точки (4, 0, – 2) і (5, 1, 7).

1) Рівняння шуканої площини Ву + D = 0 або 
[image: image262.wmf]B
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. Точка (2, – 5, 3) лежить у площині, тобто задовольняє останнє рівняння: 
[image: image263.wmf]B
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; остаточно маємо: у = – 5, або у + 5 = 0.

2) Рівняння шуканої площини Ах + Ву = 0 або 
[image: image264.wmf]0
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. Підставимо координати точки (–3, 1, –2) у це рівняння 
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[image: image266.wmf]3
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. Остаточно рівняння шуканої площини набирає вигляду х + 3у = 0.

3) Рівняння площини, паралельної осі Ох, має вигляд: 
Ву + Сz + D = 0. Підставляючи в нього почергово координати точок (4, 0, – 2) і (5, 1, 7), дістаємо систему
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Отже, шукане рівняння має вигляд 9у – z – 2 = 0.

3. Скласти рівняння площини, що проходить через точки (0, 0, 1) і (3, 0, 0) і утворює кут 
[image: image268.wmf]3

p

 з площиною Оху.

Запишемо рівняння шуканої площини у загальному вигляді: Ах + Ву + Сz + D = 0, рівняння площини Оху – z = 0, її нормальний вектор 
[image: image269.wmf](
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. Підставляючи координати точок, що лежать у шуканій площині, і застосовуючи формулу (2.28), дістаємо систему рівнянь:
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Підставимо в рівняння знайдені значення і після перетворень рівняння шуканої площини подамо у вигляді 
[image: image271.wmf]0
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4. Через точку М (– 5, 16, 12) провести дві площини: одна з них проходить через вісь Ох, друга — через вісь Оу. Знайти кут між цими площинами.

Рівняння площини, що проходить через вісь 
[image: image272.wmf]0
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, що проходить через вісь 
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. З умови проходження їх через точку М маємо: 3у – 4z = 0 і 12х + 5z = 0. З формули (2.28) дістаємо:
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5. Знайти канонічне рівняння прямої
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Розв’язавши систему рівнянь, знайдемо: х = 10z – 9; у = 19 – 17z. Покладаючи z0 = 1, дістаємо х0 = 1, у0 = 2. Точка А (1, 2, 1) належить шуканій прямій. За формулою (2.33) обчислюємо компоненти напрямного вектора m = – 10, n = 17, p = – 1. Отже, рівняння шуканої прямої має вигляд: 
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6. У площині Охz знайти пряму, що проходить через початок системи координат і перпендикулярна до прямої
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Знайдемо напрямний вектор шуканої прямої. Оскільки пряма лежить у площині Охz, її напрямний вектор перпендикулярний 
до осі Оу, тобто 
[image: image278.wmf](
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. З умови перпендикулярності маєм 3m + p = 0, отже, m = 1, р = – 3. Шукане рівняння має вигляд: 
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7. Знайти проекцію точки А (4, –3, 1) на площину х + 2у – z – 3 = 0.

Знайдемо рівняння перпендикуляра, опущеного з точки А на площину. Вектор 
[image: image280.wmf](
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 перпендикулярний до площини, тому його можна взяти за напрямний вектор перпендикуляра. Маємо рівняння перпендикуляра: 
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. Знайдемо тепер точку перетину цього перпендикуляра з площиною. Перейдемо до параметричного рівняння х = 4 + t; y = – 3 + 2t; z = 1 – t і підставимо в рівняння площини:
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Отже, 
[image: image283.wmf]1
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. Підставляємо знайдене значення t* в параметричне рівняння й дістаємо координати проекції (5, – 1, 0).

8. Знайти відстань точки М (7, 9, 7) до прямої 
[image: image284.wmf]2
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Для знаходження відстані скористаємось формулою (2.34). Точка А (2, 1, 0) лежить на даній прямій; 
[image: image285.wmf]=
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(5, 8, 7). Далі маємо:
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9. Обчислити відстань між прямими
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Відстань між двома прямими обчислимо як відстань від першої з прямих до площини, яка паралельна цій прямій і проходить через другу пряму. Нехай 
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 — шукана площина, тоді, як і у прикладі 2, дістаємо:
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Рівняння площини має вигляд 3х – 4у – 12z – 100 = 0. Відстань від точки (– 3, 6, 3) до площини знайдемо за відомою формулою:
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10. Знайти умову перетину двох прямих у просторі. 

Нехай рівняння прямих задано в канонічній формі
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Прямі будуть перетинатися тоді і тільки тоді, коли вони 
лежать в одній площині і непаралельні. Розглянемо вектори 
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 Умовою того, що прямі лежать у одній площині, є компланарність цих векторів. З (2.9) випливає умова перетину двох прямих у просторі:
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Завдання для перевірки знань

1. Записати рівняння площини, паралельної площині Оху, що проходить через точку (2, – 5, 3).

Відповідь. 
[image: image297.wmf]0
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.

2. Скласти рівняння площини, якщо відстань її від трьох точок А (6, 1, – 1), В (0, 5, 4) і С (5, 2, 0) дорівнює відповідно 1, 2, 0.

Відповідь. х + 2у + 2z – 9 = 0 і у – 2 = 0.

3. На осі Оz знайти точку, рівновіддалену від двох площин:

х + 4у – 3z – 2 = 0 і 5х + z + 8 = 0.

Відповідь. М1 (0, 0, 3), М2 ( 0, 0, 
[image: image298.wmf]-
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4. Знайти точку, симетричну з початком координат відносно площини 
[image: image299.wmf].
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Відповідь. (– 12; – 4; 18).

5. Дано дві точки А(1; 3; – 2), В(7; – 4; 4). Записати рівняння площини, що проходить через точку В перпендикулярно до 
[image: image300.wmf]®
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 і знайти її відстань від точки А.

Відповідь. 
[image: image301.wmf].
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6. Через вісь 
[image: image302.wmf]Oz

 провести площину, що утворює кут 
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 з площиною 
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Відповідь. 
[image: image305.wmf].
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7. На відстані трьох одиниць від площини 
[image: image306.wmf]0
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 провести паралельну їй площину.

Відповідь. 
[image: image307.wmf].
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8. Через точку (2, – 5, 3) провести пряму, паралельну прямій
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Відповідь. 
[image: image309.wmf]x
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9. З усіх прямих, що перетинають дві прямі:
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знайти ту, яка паралельна прямій 
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Відповідь. 
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10. Визначити кут між двома прямими
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Відповідь. 
[image: image316.wmf].
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11. Написати рівняння перпендикуляра, опущеного з точки А(2; 3; 1) на пряму 
[image: image317.wmf].
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Відповідь. 
[image: image318.wmf].
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12. Скласти рівняння спільного перпендикуляра до двох прямих 
[image: image319.wmf]1
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Відповідь. 
[image: image321.wmf].
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13. Чи лежить пряма 
[image: image322.wmf]5
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 на площині 4х + 3у – z + 
+ 8 = 0.

14. Знайти проекцію прямої 
[image: image323.wmf]3
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 на площину х – у +
+ 3z + 8 = 0.

Відповідь. 
[image: image324.wmf]1

4

1

7

9

-

=

+

=

+

z

y

x

.

15. На прямій 
[image: image325.wmf]1
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 знайти точку, найближчу до точки (3, 2, 6).

Відповідь. (3; – 1; 0).

16. Знайти найкоротшу відстань між двома прямими, що не перетинаються 
[image: image326.wmf]x
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Відповідь. d = 7.

17. Записати рівняння площини, що проходить через точку А(3; 1; – 2) і через пряму 
[image: image328.wmf].
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Відповідь. 
[image: image329.wmf].
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18. Провести площину, що проходить через перпендикуляри, опущені з точки А(– 3; 2; 5) на площини 
[image: image330.wmf]0
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 та 
х – 2у + z – 11 = 0.

Відповідь. 
[image: image331.wmf].
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19. Скласти рівняння площини, що проходить через точку 
А(4; – 3; 1) і паралельна прямим:
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Відповідь. 
[image: image334.wmf].
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20. Через точку А(1; 0; 7) паралельно площині 
[image: image335.wmf]15
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 провести пряму так, щоб вона перетинала пряму 
[image: image336.wmf].
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Відповідь. 
[image: image337.wmf].

67

7

70

68

1

-

-

=

=

-

z

y

x


21. Знайти точку, симетричну точці А(4; 3; 10) відносно прямої 
[image: image338.wmf].
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Відповідь. (2; 9; 6).

2.3.5. Поверхні другого порядку

Розглянемо геометричні образи алгебраїчних рівнянь другого порядку в просторовій декартовій системі координат.

Еліпсоїд. Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі координат визначається рівнянням
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(2.35)

називається еліпсоїдом.

[image: image340.wmf]
Рис. 2.25

Для встановлення геометричного образу рівняння (2.35) скористаємось перерізами, паралельними площині 
[image: image341.wmf]Oxy

. Кожен з наших перерізів визначається площиною 
[image: image342.wmf]h
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, де 
[image: image343.wmf]h

 — будь-яке число, а лінія, яка утворюється в перерізі, визначається системою рівнянь:
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Дослідимо цю систему залежно від 
[image: image345.wmf]h

. Якщо 
[image: image346.wmf]h

 > с, то, оскільки с > 0, дістаємо 
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. У такому разі система рівнянь визначає уявний еліпс, тобто точок перетину еліпсоїда (2.35) з площиною 
[image: image348.wmf]h
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 не існує. Якщо 
[image: image349.wmf]c
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, то лінія перетину вироджується в точки (0; 0; –с), (0, 0, –с), тобто площини 
[image: image350.wmf]c
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 дотикаються до еліпсоїда. Нарешті, якщо 
[image: image351.wmf]c
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, то досліджувану систему рівняння можна подати у вигляді
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Перше рівняння визначає еліпс, півосі якого змінюються залежно від 
[image: image353.wmf]h

. При 
[image: image354.wmf]0
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 у перетині еліпсоїда площиною 
[image: image355.wmf]0
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 маємо найбільший еліпс.

Таким чином, проведений аналіз дозволяє зобразити геометричний образ еліпсоїда як замкненої овальної поверхні (рис. 2.25).

Однопорожнинний гіперболоїд. Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі координат визначається рівнянням:
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(2.36)
називається однопорожнинним гіперболоїдом.

Для встановлення геометричного образу цієї поверхні зробимо перерізи її координатними площинами 
[image: image357.wmf])
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. Дістанемо дві системи
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[image: image361.wmf]
Рис. 2.26

з яких випливає, що в перерізі маємо гіперболи.

При перетині гіперболоїда площиною 
[image: image362.wmf]h
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 дістанемо лінії, що визначають еліпси
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Якщо 
[image: image364.wmf],
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 маємо найменший еліпс при перетині гіперболоїда площиною 
[image: image365.wmf]0
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, якщо h необмежено зростає, то півосі еліпса зростають до нескінченності. Однопорожнинний гіперболоїд зображено на рис. 2.26.

Двопорожнинний гіперболоїд. Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі координат визначається рівнянням
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(2.37)

називається двопорожнинним гіперболоїдом.

При перерізі його координатними площинами Оxz i Oyz дістанемо рівняння:
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з яких випливає, що в перерізі маємо гіперболи.

Розглянемо перерізи гіперболоїда площинами 
[image: image369.wmf],
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 дослідивши систему: 
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Аналіз цих рівнянь показує, що при 
[image: image371.wmf]c
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 лінії перетину немає, при 
[image: image372.wmf]c
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 площина дотикається до гіперболоїда, при 
[image: image373.wmf]c
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 лінією перетину буде еліпс. Вигляд поверхні зображено на рис. 2.27.


[image: image374.wmf]
Рис. 2.27
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Рис. 2.28

Еліптичний параболоїд. Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі координат визначається рівнянням
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(2.38)
називається еліптичним параболоїдом.

При перетині еліптичного параболоїда координатними площинами 
[image: image377.wmf]Oyz
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 дістанемо лінії, що записуються рівняннями
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з яких випливає, що ці лінії — параболи.

При перерізах параболоїда площинами 
[image: image380.wmf]h
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 маємо:
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, що відповідає еліпсам при 
[image: image382.wmf].
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 Еліптичний параболоїд зображено на рис. 2.28.
Гіперболічний параболоїд. Означення. Поверхня, яка в пря​мокутній системі координат визначається рівнянням
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(2.39)

називається гіперболічним параболоїдом.

Встановимо геометричний вигляд поверхні (2.39). У перетині параболоїда координатною площиною 
[image: image384.wmf]Oxz

 маємо 
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 тобто в перетині дістаємо параболу. Її вітки спрямовані вгору, вона симетрична відносно осі 
[image: image386.wmf]Oz

. У перетині параболоїда площи​нами 
[image: image387.wmf]h
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 також утворюються параболи 
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Якщо січні площини мають рівняння 
[image: image389.wmf]h
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, то маємо 
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 і вітки парабол перетину площини з параболоїдом спрямовані вниз, а їхні вершини розміщені на параболах 
[image: image391.wmf].
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Розглянемо, нарешті, перетини параболоїда площинами 
[image: image392.wmf]h
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. Нехай маємо
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Із цих рівнянь випливає, що при 
[image: image394.wmf]0
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 у перетині дістанемо гіперболи, що перетинають площину 
[image: image395.wmf]Oxz

, а при 
[image: image396.wmf]0
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 — гіперболи, що перетинають площину 
[image: image397.wmf]Oyz

. З аналізу ліній перетину гіперболічного параболоїда відповідними площинами випливає, що він має вигляд, зображений на рис. 2.29.


[image: image398.wmf]
Рис. 2.29
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Рис. 2.30

Конус другого порядку. Означення. Поверхня, яка в прямокутній системі координат описується рівнянням 
[image: image400.wmf],
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 називається конусом другого порядку.

У перетині поверхні площинами 
[image: image401.wmf]0
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 одержуємо пари прямих, які є твірними конічної поверхні.

Якщо розглянути перетини поверхні площинами 
[image: image403.wmf]h
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, то 
маєм 
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 тобто еліпси.

Аналіз перетинів дає змогу побудувати поверхню, зображену на рис. 2.30.

Навчальні завдання

1. Знайти проекцію на площину 
[image: image405.wmf]Oxy

, 
[image: image406.wmf]0
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 лінію перетину еліпсоїда 
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 і площини [image: image408.wmf].
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· Для розв’язування задачі виключимо 
[image: image409.wmf]z

 з рівняння еліпсоїда за допомогою рівняння площини, одержимо 
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 Звідки випливає, що проекцією буде 
еліпс.

2. Знайти прямі, що проходять через точку А(6; 2; 8) і лежать на поверхні 
[image: image412.wmf].
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· Запишемо рівняння гіперболоїда у вигляді 
[image: image413.wmf]4
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 і розкладемо ліву і праву частини на множники 
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[image: image415.wmf]÷
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, тоді на гіперболоїді лежать прямі, загальне рівняння яких можна записати у вигляді
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тут 
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 — деякі параметри, при зміні яких дістаємо множину твірних. Пересвідчившись, що точка А лежить на гіперболоїді, з двох множин прямих виберемо ті, що проходять через цю точку. Для цього підставимо координати точки в рівняння прямих. Дістанемо, 
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 рівняння шуканої прямої.

Завдання для перевірки знань

1. Дано однопорожнинний гіперболоїд 
[image: image422.wmf].
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 Знайти лінії його перетину з координатними площинами і площинами, паралельними, що проходять на відстані 2 од. по обидва боки координатних площин.

Відповідь. 
[image: image423.wmf];
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[image: image424.wmf].
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2. Знайти точки перетину поверхонь з прямими
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Відповідь. 1) (– 2; 3; 0) і (0; 0; 2); 2) (4; 2; 9) пряма дотикається до поверхні; 3) (4; 1; 3).

3. Обчислити довжину діаметра поверхні 
[image: image426.wmf],
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 що проходить через точку 
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Відповідь. 22 од.

4. На параболоїді 
[image: image428.wmf]z
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 знайти прямолінійні твірні, паралельні площині 
[image: image429.wmf].
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Відповідь. 
[image: image430.wmf].
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5. Записати рівняння площини, що дотикається до поверхні 
[image: image431.wmf]1
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 у точці (– 6; 2; 6).

Відповідь. 
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6. Знайти площину, що дотикається до конуса 
[image: image433.wmf]0
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 в точці (4; – 6; 4).

Відповідь. 
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