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Знайти загальний розв’язок лінійних ДР.

39. 
[image: image58.wmf].

x

x

y

y

+

=

¢


Відповідь. 
[image: image59.wmf].

2

x

Cx

y

+

=


40. 
[image: image60.wmf].

y

x

y

+

=

¢


Відповідь. 
[image: image61.wmf].

1

-

-

=

x

Ce

y

x


41. 
[image: image62.wmf](

)

.

2

2

-

=

-

¢

x

x

y

y


Відповідь. 
[image: image63.wmf].

ln

4

4

2

2

3

x

x

x

x

Cx

y

+

-

+

=


42. 
[image: image64.wmf].

cos

tg

x

x

y

y

=

-

¢


Відповідь. 
[image: image65.wmf](

)

(

)

(

)

.

cos

/

sin

2

1

x

C

x

x

y

+

+

=


43. 
[image: image66.wmf].

2

2

x

e

x

y

y

x

-

=

+

¢


Відповідь. 
[image: image67.wmf](

)

.

2

1

2

2

x

e

C

x

y

-

-

=


44. 
[image: image68.wmf].

4

3

2

3

x

x

x

y

y

x

+

-

=

-

¢


Відповідь. 
[image: image69.wmf].

ln

4

3

2

2

3

x

x

x

x

Cx

y

+

-

+

=


Знайти частинні розв’язки ДР.
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Знайти загальний розв’язок ДР другого порядку
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Знайти частинний розв’язок ДР при 
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Тема 8.2

ЛІНІЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ

Означення. ДР виду 
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називається лінійним ДР n-го порядку. Якщо 
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D називається оператором диференціювання, або диференціювальним оператором.

ДР можна подати у вигляді
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Введемо диференціювальний оператор
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Тоді ДР можна записати у вигляді
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Теорема 2. Якщо 
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випливає, що 
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Приклад. Функції 
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Теорема 3. Якщо n функцій 
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не дорівнює тотожно нулю.

Означення. Якщо 
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Теорема 4. Якщо 
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Теорема 5. Якщо 
[image: image123.wmf](

)

x

y

2

— частинний розв’язок лінійного неоднорідного ДР 
[image: image124.wmf](

)

(

)

,

,

x

f

y

D

x

L

=

 то загальний розв’язок неоднорідного ДР має вигляд


[image: image125.wmf],

2

0

y

y

y

+

=


де 
[image: image126.wmf]0

y

 — загальний розв’язок однорідного лінійного ДР 
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Якщо відомий загальний розв’язок однорідного лінійного ДР, то знайдений частинний розв’язок неоднорідного лінійного ДР завжди можна звести до квадратур, тобто до інтегрування скінченної кількості відомих функцій.

Найкраще вивчено властивості лінійних ДР, тому вони частіше за все використовуються на практиці. Часто нелінійні ДР замінюються близькими до них лінійними ДР. Загальні властивості розв’язків лінійного ДР розглянемо на прикладі лінійного ДР другого порядку
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(8.38)

ДР (8.38) називається однорідним, якщо 
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. Неоднорідне рівняння завжди може бути роз​в’язане, якщо знайдено загальний розв’язок однорідного рівняння. Отже, розглядаємо в подальшому властивості розв’язків однорідного лінійного ДР.

8.2.1. Загальні властивості розв’язків
однорідного лінійного ДР

І. Нехай відомі два частинні розв’язки ДР
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Тоді їх сума 
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ІІ. Якщо відомий частинний розв’язок ДР 
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Наслідок. Якщо відомі два частинні розв’язки 
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Означення. Два розв’язки ДР (8.39) називаються лінійно незалежними, якщо 
[image: image139.wmf](

)

(

)

const

/

2

1

¹

x

y

x

y

.

Два розв’язки (8.39) називаються лінійно залежними, якщо 
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Означення. Функціональний визначник
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(8.40)

називається визначником Вронського.

ІІІ. Якщо два розв’язки (8.39) лінійно залежні, то їхній визначник Вронського тотожно дорівнює нулеві.

ІV. Для визначника Вронського (8.40) виконується формула Ліувілля—Остроградського


[image: image142.wmf](

)

(

)

(

)

.

0

0

ò

-

=

x

x

dx

x

p

e

x

W

x

W


(8.41)

Наслідок. Якщо визначник Вронського 
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V. Якщо визначник Вронського (8.40) дорівнює нулю, то розв’язки 
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( Справді, нехай 
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VI. Якщо два розв’язки ДР (8.39) лінійно незалежні, то лінійні однорідні ДР мають загальний розв’язок
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Для розв’язування задачі Коші з початковими умовами
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дістаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь для С1, С2
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(8.43)

з визначником 
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VII. Якщо відомий один частинний розв’язок ДР, тоді другий розв’язок знаходиться квадратурою.

Нехай відомий розв’язок 
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Інтегруючи це рівняння, дістаємо інший зв’язок:
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Приклад. Лінійне ДР 
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VIII. Якщо відомі два лінійно незалежні розв’язки однорідного ДР, то розв’язування неоднорідного ДР (8.38) може бути зведене до квадратур. 

Для знаходження частинного розв’язку неоднорідного ДР використовується метод варіації довільних сталих. Проілюструємо його на прикладі.

Приклад. Знайдемо частинний розв’язок ДР
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якщо відомі частинні розв’язки однорідного ДР 
[image: image166.wmf]x

y

cos

1

=

, 
[image: image167.wmf].

sin

2

x

y

=


( Однорідне рівняння має загальний розв’язок 
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Шукаємо розв’язок неоднорідного рівняння у вигляді
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Знайдемо похідну 
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Для спрощення обчислень візьмемо
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Далі знаходимо похідну другого порядку
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Згідно з (8.45) дістаємо рівняння
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Із рівнянь (8.47), (8.48) знаходимо рівняння для похідних 
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де С3, С4 — нові довільні сталі. Остаточно маємо розв’язок неоднорідного рівняння (8.45):
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8.2.2. Лінійні однорідні диференціальні 
рівняння зі сталими коефіцієнтами

Л. Ейлер розробив загальний метод розв’язування лінійних ДР зі сталими коефіцієнтами
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Загальний розв’язок ДР має вигляд
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Частинні розв’язки 
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 лінійно незалежні, якщо визначник Вронського
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Частинні розв’язки шукатимемо у вигляді 
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Для відшукання сталої величини р маємо рівняння
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Рівняння (8.51) називається характеристичним, а його корені називаються характеристичними показниками. Якщо всі корені 
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 рівняння (8.51) різні, то рівняння (8.49) має лінійно незалежні частинні розв’язки 
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Приклад. Знайдемо загальні розв’язки ДР 
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( Характеристичне рівняння 
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Визначник Вронського для частинних розв’язків
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відмінний  від нуля: 
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Отже, частинні розв’язки лінійно незалежні.

Якщо характеристичне рівняння має комплексний корінь 
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Якщо характеристичне рівняння має комплексно спряжені корені 
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можна дістати дійсні частинні розв’язки 
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Якщо характеристичне рівняння (8.49) має корені р0 кратності m, то 
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Приклад. Знайдемо загальний розв’язок ДР
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8.2.3. Розв’язування системи 
лінійних диференціальних
рівнянь зі сталими коефіцієнтами

ДР (8.49) завжди можна звести до системи рівнянь виду
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(8.54)

Загальний розв’язок системи рівнянь (854) має вигляд
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визначає s-й частинний розв’язок системи рівнянь (8.54). Ці розв’язки будуть лінійно незалежні, якщо
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Матриця Ф(х) називається фундаментальною матрицею роз​в’язків. Загальний розв’язок можна записати у векторній формі
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Систему рівнянь (8.54) часто можна звести до одного ДР n-го порядку, що можна використати для розв’язання системи ДР.

Приклад. Знайдемо загальний розв’язок системи ДР
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Виключимо змінну 
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 Підставляючи y2 у друге ДР, отримаємо рівняння
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яке можна записати у вигляді
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Характеристичне рівняння 
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Зрештою знаходимо загальний розв’язок системи ДР
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Задача Коші полягає у знаходженні розв’язку системи (8.54) 
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Розв’язок системи (8.54) знаходиться у вигляді 
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 дістаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь
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Ця однорідна система має ненульовий розв’язок, якщо визнач​ник системи дорівнює нулю
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Це рівняння називається характеристичним. Його коренями є власні числа матриці 
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Якщо рівняння (8.57) має різні корені 
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Вектори 
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Випадок, коли рівняння (8.57) має кратні корені, тут не розглядається через його складність.

Систему рівнянь (8.54) можна записати у векторній формі 
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Зауваження. Якщо власні числа 
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Якщо 
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Приклад. Знайдемо фундаментальну матрицю розв’язків системи лінійних ДР
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Матриця А має власні числа 
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Візьмемо функції 
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звідки знайдемо проектори
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Знайдемо тепер матрицю 
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Нарешті знаходимо фундаментальну матрицю рішення
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8.2.4. Розв’язування неоднорідного лінійного 
диференціального рівняння зі сталими 
коефіцієнтами і зі спеціальною правою частиною

Найчастіше треба шукати частинний розв’язок лінійного диферен​ціального рівняння зі спеціальною правою частиною
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(8.58)

Запишемо рівняння (8.58) в операторній формі, узявши
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де D — оператор диференціювання, 
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, то рівняння (8.58) можна записати 
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де 
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 — деякий многочлен степеня k. Відомо, що диференціальний оператор L (D) задовольняє рівність
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Якщо в рівнянні (8.59) візьмемо 
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, то згідно з рівнянням (8.60) дістанемо DР зі сталими коефіцієнтами для змінної Z:
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Розкладемо рівняння (8.61) за степенями D
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Якщо 
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, то частинний розв’язок рівняння (8.62), (8.58) можна знайти у вигляді многочлена степеня k:
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Якщо 
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 є коренем характеристичного рівняння 
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(8.64)

і частинний розв’язок рівняння (8.64), (8.58) можна знайти у вигляді
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Многочлен 
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Приклад. Знайдемо частинний розв’язок ДР
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( Шукаємо розв’язок рівняння 
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Приклад. Знайдемо частинний розв’язок ДР
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Використаємо операторний запис ДР
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і частинний розв’язок початкового ДР 
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Існує багато операторних методів розв’язування лінійних диференціальних рівнянь. Одним із важливих методів є операційне числення, що ґрунтується на застосуванні перетворення Лапласа [6]
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Наведемо операторний спосіб знаходження частинного роз​в’язку ДР зі сталими коефіцієнтами 
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Приклад. Знайдемо частинний розв’язок ДР
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( Розв’язок цього рівняння можна записати у вигляді
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Оператор 
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 — оператор інтегрування за допомогою попередньої формули. Знаходимо частинний розв’язок ДР:
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Цей частинний розв’язок можна знайти методом невизначених коефіцієнтів, шукаючи розв’язок у вигляді 
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План практичних занять 

1. Розв’язування однорідного лінійного диференціального рівняння зі сталими коефіцієнтами.

2. Метод варіації довільних сталих.

3. Розв’язування неоднорідного диференціального рівняння зі спеціальною правою частиною.

Термінологічний словник ключових понять

Характеристичний показник — це число р у розв’язку виду 
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Визначник Вронського — визначник, що складається із частинних розв’язків і їх похідних (8.40).

Оператор диференціювання — оператор D такий, що 
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Навчальні завдання

1. Знайдемо загальний розв’язок ДР 
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( Характеристичне рівняння 
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2. Знайдемо загальний розв’язок ДР 
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3. Знайдемо частинний розв’язок ДР
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( Можна знайти розв’язок у вигляді 
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Шукаємо розв’язок цих ДР у вигляді 
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Остаточно знаходимо частинний розв’язок
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Інший спосіб полягає в знаходженні частинного розв’язку у вигляді 
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Рис. 8.6

4. Нехай вимушені коливання системи з одним ступенем волі описуються ДР другого порядку 
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При а = 0 система має коливання з частотою, яка називається частотою власних коливань. Величина v називається частотою вимушених коливань. ДР має частинний розв’язок 
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На рис. 8.6 зображено графік амплітуди 
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 амплітуда коливань необмежено зростає. Це явище називається резонансом.

5. Розглянемо випадок, коли частота вимушених коливань збігається з частотою власних коливань. Коливання системи описуються ДР 
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Оскільки 
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Права частина ДР є парною функцією, отже, можемо припустити, що А = 0. Із ДР знаходимо значення 
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6. Для відшукання частинного розв’язку можна використовувати розклад раціонального дробу на найпростіші дроби. Шукаємо розв’язок ДР 
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Запишемо рівняння в операторній формі:
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Розкладемо раціональний дріб на найпростіші дроби 
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і знайдемо розв’язок 
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Розкладемо найпростіші дроби за степенями
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де Q (x) — довільний многочлен. В окремому випадку, при 
[image: image372.wmf](

)

3

x

x

Q

=

 знаходимо частинний розв’язок 
[image: image373.wmf]8

15

4

15

4

3

2

1

2

3

+

+

+

=

x

x

x

y

.

Реферати

1. Застосування умов Гурвіца для дослідження стійкості роз​в’язків.

2. Функції Ляпунова.

3. Застосування перетворень Лапласа для розв’язування лінійних ДР.

4. Знаходження матриці 
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5. Розв’язування ДР Ейлера 
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Завдання для перевірки знань

Розв’язати диференціальні рівняння.
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