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Тема 9. Показові логарифмічні рівняння

9.1. Основні поняття

Два математичних вирази, з’єднані знаком «більше» >, «менше» <, «не більше» 
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 або «не менше» 
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, називаються нерівностями.
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Нерівності бувають чисельні і буквені. Якщо в нерівність входять перемінні, то нерівність називається з перемінними. Якщо нерівність виконується при всіх значеннях перемінних, то воно називається тотожним нерівністю.

Нерівність називається алгебраїчним, якщо з перемінними виконуються алгебраїчними діями. Інші нерівності називаються неалгебраїчними або трансцендентними.

Приведемо властивості нерівностей.

1. Якщо 
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9.2. Нерівності першої степені з одним невідомим

Нерівність вигляду 
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 називається нерівністю першої степені з одним невідомим.

Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Розв’язок. 
[image: image25.wmf]3

2

2

-

-

>

-

x

x

, 
[image: image26.wmf]5

-

>

x

.

Система двох нерівностей зводиться до одного з наступних випадків.
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Якщо 
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Приклад. Розв’яжемо систему нерівностей
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Система нерівностей приймає вигляд
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9.3. Квадратні нерівності

Розглянемо квадратні нерівності
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Якщо 
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, то нерівність (1) виконано при всіх 
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Якщо 
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, то нерівність (1) завжди виконано в точці 
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 знаходимо корні рівняння 
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При 
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 нерівність виконано при 
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При 
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 нерівність виконано при 
[image: image57.wmf][

]

1

2

;

x

x

x

Î

.

Можна сформувати просте правило.

Якщо квадратну нерівність (1) виконано при великих значеннях 
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, то воно виконано поза відрізка обмеженого коренями рівняння 
[image: image59.wmf](

)

0

=

x

f

. Якщо нерівність (1) не виконано при великих значеннях 
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, то воно виконано на відрізку, обмеженими коренями рівняння (1).

Приклад. Розв’яжемо нерівність 
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Оскільки нерівність не виконано при великих значеннях 
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, то воно виконано між коренями рівняння 
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Приклад. Нерівність 
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 виконано при великих значеннях 
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, то воно виконано поза інтервалу, обмеженого коренями рівняння 
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Часто зустрічається нерівність вигляду
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які рівносильні системі нерівностей
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Приклад. Розв’яжемо рівняння
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По формулі (2) отримаємо систему нерівностей:
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9.4. Метод інтервалів

Метод інтервалів застосовується при розв’язанні любих нерівностей, але простіше всього застосовується при розв’язанні раціональних нерівностях вигляду
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 — натуральні показники степені. Для розв’язання нерівностей знаходять корні лівої частини нерівностей і наносять на числову вісь. Потім приводять криву так, що крива вище найбільшого кореня лівої частини нерівності. При переході через корінь 
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 лівої частини нерівності (3) крива залишається з тієї ж сторони від вісі х, якщо показник 
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-парний і переходить на другу від вісі х, якщо показник 
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Наносимо корені 
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 на вісь х і малюємо криву, визначаючу знаки лівої частини нерівності.
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Рис. 9.1.

Нерівності мають розв’язок 
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Розкладемо ліву частину нерівності на множники
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Можна поділити ліву частину на множники 
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, які завжди позитивні
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Відкладаємо на числовій осі 
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Рис. 9.2.

Розв’язком нерівності є тільки значення 
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Приклад. Розв’яжемо більш складніші раціональні нерівності
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Відкладемо на числовій вісі точки 
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, в яких ліва частина нерівності може змінити свій знак.
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Рис. 9.3.

Точки 
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, в яких нерівність не виконується відмічаємо пустим кружечком. Утворюється розв’язок нерівності
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9.5. Ірраціональні нерівності

Як правило, ірраціональні нерівності зводяться до одного з наступних нерівностей
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Нерівність (4) виконано в одному з двох випадків
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Нерівність
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виконано, якщо виконані нерівності
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Приклад. Розв’яжемо рівняння
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Маємо нерівність вигляду (4). Розв’яжемо системи нерівностей
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Остаточно знаходимо розв’язок 
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Приклад. Розв’яжемо ірраціональну нерівність
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Маємо нерівність вигляду (5).
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Потрібно окремо розв’язати нерівність і рівняння
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Остаточно отримаємо розв’язок 
[image: image112.wmf]{

}

[

)

¥

+

-

Î

;

2

1

U

x

.

Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Розв’яжемо окремо нерівність і рівняння
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Остаточно отримаємо розв’язок 
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Кожна ірраціональна нерівність можна розв’язати методом інтервалів. Для цього заміняють нерівність рівністю, розв’язують рівняння і знаходять ОДЗ. Точки, відповідні розв’язкам розбивають ОДЗ на частини. Якщо в одній точці частини виконано нерівність, то воно виконано в усіх точках частини. Якщо в одній точці частини нерівності не виконано, то воно не виконується в усіх точках частини.

Приклад. Розв’яжемо нерівність методом інтервалів
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Знаходимо ОДЗ з нерівності 
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ОДЗ: 
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9.6. Показові нерівності

Показові нерівності приводять до нерівності вигляду
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Приклад. Розв’яжемо показові нерівності
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9.7. Логарифмічні нерівності

Логарифмічні нерівності зводяться до нерівності вигляду
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Найбільш складними являються логарифмічні нерівності, коли основи логарифмів залежать від х.
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Приходимо до двох систем нерівностей
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Загальний розв’язок яких утворить розв’язок нерівності (9).

Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Приклад. Розв’яжемо логарифмічну нерівність
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9.8. Система нерівностей
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Рис. 9.5.

Приклад. Знайти область існування функції
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Область зображена на рис. 9.6.
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Рис. 9.6.

9.9. Тригонометричні нерівності

Всі тригонометричні нерівності зводяться до одного з наступних нерівностей.
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Рис. 9.7.
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Розв’яжемо нерівності
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Рис. 9.8

З рис. 9.8 знаходимо розв’язок нерівності
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Розв’яжемо нерівності
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Рис. 9.9

З рис. 9.9 знаходимо розв’язок нерівності
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Аналогічно розв’язується нерівність
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Розв’яжемо нерівності: 
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Нерівність має розв’язок
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Аналогічно нерівність 
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Приклад. Розв’яжемо нерівність
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Розв’яжемо нерівність:
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9.10. Алгебраїчні нерівності

Приведемо деякі невідомі нерівності

1. Нерівність Коші:
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2. Нерівність Гельдера при 
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Приведемо приклади розв’язку нерівностей.

Приклад. Довести нерівність
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Приклад. Довести, що для будь-якого трикутника із сторонами 
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Оскільки дві частини нерівностей позитивні, то зведемо нерівність в квадрат
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Оскільки 
[image: image272.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

,

,

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

£

-

-

£

-

-

£

-

-

, то нерівність виконано.

Приклад. Доказати нерівність


[image: image273.wmf]ca

bc

ab

c

b

a

+

+

³

+

+

2

2

2

.

Помножимо нерівність на 2. Отримаємо нерівність


[image: image274.wmf](

)

(

)

(

)

0

,

0

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

³

-

+

-

+

-

³

-

-

-

+

+

a

c

c

b

b

a

ca

bc

ab

c

b

a

,

які очевидно виконуються.

Приклад. Довести, що при будь-яких додатних значеннях а і b має місце нерівність
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Зведемо нерівність в квадрат
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При тотожних перетвореннях нерівностей отримали здійснені нерівності, що доказує справедливість нерівності.
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Приклад. Довести нерівність
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Розкриваючи дужки, отримаємо нерівність
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При тотожних перетвореннях отримаємо очевидно виконану нерівність.

Питання для самоперевірки

1. Приведіть властивості нерівностей.

2. Як розв’язується квадратні нерівності?

3. В чому перебуває метод інтервалів?

4. Як розв’язуються ірраціональні нерівності?

5. Розв’язок показових нерівностей.

6. Розв’язок логарифмічних нерівностей.

7. Розв’язок тригонометричних нерівностей.

Вправи для самостійного розв’язування

Розв’язати нерівність
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