ЛЕКЦІЯ І

1. ДІЙСНІ ЧИСЛА

1.1. Натуральні числа

Числа, що використовуються при ліченні предметів, називають натуральними. Найменшим натуральним числом є число 1. Найбільшого натурального числа не існує.

Будь-яке натуральне число можна записати за допомогою десяти цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Домовились цифри 0, 2, 4, 6, 8 називати парними, а цифри 1, 3, 5, 7, 9 — непарними. Значення цифри у запису числа залежить від місця, яке вона займає, від її позиції. Наприклад, у запису 333 перша зліва трійна позначає три сотні, друга — три десятки, третя — три одиниці. Унаслідок цього вказану систему запису чисел називають десятковою системою числення.
Щоб прочитати число, що записане в десятковій системі, його позначення розбивають на групи, по три цифри в кожній групі з права наліво. Перші три цифри праворуч (одиниці, десятки і сотні) утворюють клас одиниць, три наступні (одиниці тисяч, десятки тисяч, сотні тисяч) — клас тисяч, далі йдуть класи мільйонів, мільярдів і т. ін.

Розширимо ряд натуральних чисел, додавши до нього число 0. Нуль вважається числом, що передує всім натуральним числам. Ряд натуральних чисел з числом 9 позначають N0.

Над натуральними числами можна виконувати арифметичні дії: додавання, віднімання, множення та ділення.

Додавання натуральних чисел підпорядковане переміщувальному (комутативному) та сполучному (асоціативному) законам, що виражається відповідними рівностями:
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 для будь-яких значень 
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. Ці рівності означають наступне: 1) від перестановки доданків значення суми не змінюється; 2) щоб до суми двох чисел додати третє число, можна до першого числа додати суму другого та третього.

Відняти від натурального числа 
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 натуральне число 
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 — означає знайти таке натуральне число 
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 яке в сумі з числом 
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 називають різницею чисел 
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 Число 
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 називають зменшуваним, число 
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 — від’ємником. Різниця 
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 є натуральним числом, коли 
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. Іншими словами, у множині натуральних чисел віднімання можливе лише у випадку, коли зменшуване більше від’ємника. Різниця 
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 показує, на скільки одиниць число 
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 більше за число 
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Добутком натурального числа 
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 на натуральне число 
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 яке більше за 1, називають суму 
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 доданків, кожний з яких дорівнює 
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 і позначають 
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 Числа 
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 називаються множниками. Дія знаходження добутку чисел 
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 і 
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 називається множенням.
Добутком числа 
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 на 1 називають саме число 
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 За визначенням вважають, що 
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Множення чисел має переміщувальні та сполучні властивості, що виражаються для будь-яких значень 
[image: image35.wmf]c
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 відповідно рівностями:
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Ці рівності означають наступне: 1) від переміни місць множників значення добутку не змінюється; 2) щоб добуток двох чисел помножити на третє число, можна помножити перше з них на добуток другого і третього.

Будь-яке натуральне число 
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 в десятковій системі числення можна розкласти по розрядам, тобто подати у вигляді суми розрядних доданків (одиниць, десятків, сотень, тисяч і т. д.):
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де кожне з 
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 — одне з чисел 0, 1, 2, 3, …, 9; 
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 — цифри одиниць; 
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 — цифри десятків і т. д.

Наприклад, 
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Розклад числа на розряди використовують для обґрунтування правил додавання, віднімання і множення багатозначних чисел; при цьому використовують основні властивості цих дій.

Приклад 1. Додамо числа 234 і 561. Кожний доданок спочатку подамо у вигляді суми розрядних доданків: 
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 Додаючи ці числа і застосовуючи переміщувальний і сполучні закони додавання, отримуємо 
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 Цим пояснюється правило додавання натуральних чисел «стовпчиком»:
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Приклад. Помножимо число 23 на 8. Число 23 розкладемо на розряди 
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 Це можна записати так
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Розділити натуральне число 
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 на натуральне число 
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 — означає знайти таке натуральне число 
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 при множинні якого на число 
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 отримуємо 
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 Таким чином, якщо 
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 Число 
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 називається частковим чисел 
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 і 
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, число 
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 — діленим, число 
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 — дільником числа 
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 З визначення ділення випливає, що 
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Зауваження. Жодне число не можна ділити на нуль. Дійсно розділити число 
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 на нуль — означає знайти таке число 
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 Якщо 
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 то ця рівність суперечлива, бо
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 Якщо 
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 при будь-якому 
[image: image79.wmf],

c

 тому неможливо вказати одне визначене значення 
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 Означає, ділити число 
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 на нуль не можна! Не можна ділити і 0 на 0!

1.2. Цілі числа

Натуральні числа можна зображувати точками на прямій лінії. Щоб визначити положення точки на прямій відносно до фіксованої точки О (початок відліку), недостатньо знати її відстань від точки О, необхідно ще вказати, по який бік від початку відліку вона знаходиться. Частіше за все таку пряму розташовують горизонтально, напрямок праворуч від точки О вважають додатнім, а ліворуч — від’ємним. Додатній напрямок на прямій позначають стрілкою. Звичайно замість того, щоб писати слова «з права» і «зліва», пишуть по один бік від точки О числа 1, 2, 3, …, а по другий її бік — числа зі знаком «мінус»: –1, –2, –3, … (рис. 1.1). Числа 1, 2, 3, … називають додатними, числа –1, –2, –3 — від’ємними. Число 0 відділяє на прямій додатні числа від від’ємних. Вона позначається точкою О — початком відліку. Саме число 0 не є ані додатнім, ані від’ємним. Всі цілі додатні числа і число 0 називаються невід’ємними числа.
Число, що показує положення точки на прямій, називають координатою цієї точки. Пряму лінію з обраним на ній початком відліку, одиничним відрізком і додатнім напрямом називають координатною прямою.
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Рис. 1.1

Точки з координатами 5 і –5 (рис. 1.1) однаково віддалені від точки О, знаходяться по різні боки від неї і симетричні відносно цієї точки. Щоб потрапити з точки О в ці точки, потрібно відкласти від неї відрізки довжиною 5 в протилежних напрямках. Внаслідок цього числа 5 і –5 називаються протилежними. Для кожного числа існує одне протилежне йому число. Число 0 протилежне саме собі. Два протилежні числа зображуються на координатній прямій точками, симетричними відносно початку відліку.

Число, протилежне числу 
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 позначають 
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 Натуральні числа, протилежні їм числа і нуль називають цілими числами. Множину всіх цілих чисел позначають 
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Модулем числа 
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 називають невід’ємне число 
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 що визначається за формулою:
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Введення від’ємних чисел робить не виконуваною дію віднімання над цілими числами (різниця 
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 має зміст при 
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Арифметичні дії над цілими числами виконуються за правилами, наведеними нижче.

1. Щоб додати два від’ємних числа, необхідно скласти їх модулі і перед отриманим числом поставити знак мінус. Наприклад, (–17) + (–8) = –(17 + 8) = –25.

2. Щоб додати два числа з різними знаками, потрібно від більшого модуля відняти менший і поставити перед отриманим числом знак того доданка, модуль якого більший.

Наприклад, 
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Відмітимо, що сума двох протилежних чисел дорівнює нулю. Наприклад, 
[image: image96.wmf](

)

;

0

8

8

=

-

+

 
[image: image97.wmf](

)

.

0

=

-

+

a

a


3. Якщо потрібно додати декілька чисел, серед яких є додатні і від’ємні, можна додати окремо додатні і оремо від’ємні, а потім до суми додатнім чисел додати суму від’ємних чисел. Наприклад, 
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4. Щоб з одного числа відняти інше, потрібно до зменшуваного додати число, протилежне від’ємнику. Наприклад, 
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Будь-який вираз, що містить лише знаки додавання і віднімання, можна розглядати як суму. Наприклад, вираз 
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 можна розглядати як суму трьох доданків: 
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Різниця двох чисел додатна, якщо зменшуване більше за від’ємник, і від’ємна, якщо зменшуване менше за від’ємник. Різниця дорівнює нулю, якщо зменшуване і від’ємник рівні.

5. Щоб перемножити два числа з різними знаками, потрібно перемножити модулі цих чисел і перед отриманим числом поставити мінус. Наприклад, 
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При зміні знаку будь-якого множника знак добутку змінюється, а модуль його залишається тим самим. Якщо ж змінюються знаки обох множників, то знак добутку і його модуль не змінюються (тут добуток змінює знак двічі): 
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6. Щоб перемножити два від’ємні числа, потрібно перемножити їх модулі. Добуток двох від’ємних чисел є число додатне. Наприклад 
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7. Щоб розділити від’ємне число на від’ємне, потрібно розділити модуль ділимого на модуль дільника. Часткове двох від’ємних чисел є число додатне. Наприклад, 
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8. Щоб розділити два числа з різними знаками, потрібно розділити модуль ділимого на модуль дільника і перед отриманих числом поставити мінус. Наприклад, 
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При діленні нуля на будь-яке число, що не дорівнює нулю, отримуємо нуль.

1.3. Ділення з остачею 

Ділення одного натурального на числа на інше ціле не завжди виконується. Внаслідок цього розглядають більш загальну дію — ділення з остачею.

Розділити натуральне число 
[image: image113.wmf]a

 на натуральне число 
[image: image114.wmf]b

 з остачею — означає подати число 
[image: image115.wmf]a

 у вигляді 
[image: image116.wmf],
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 де 
[image: image117.wmf]q

 і 
[image: image118.wmf]r

 — невід’ємні цілі числа, причому 
[image: image119.wmf].
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 Число 
[image: image120.wmf]q

 при цьому називається неповним часткою, а число 
[image: image121.wmf]r

 — остачею від ділення 
[image: image122.wmf]a

 на 
[image: image123.wmf].
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 Наприклад, при діленні числа 27 на 6 неповна частка дорівнює 4, а остача 
[image: image124.wmf].
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 Щоб знайти ділиме при діленні з остачею, потрібно неповну частку помножити на дільник і до отриманого добутку додати остачу. Очевидно, що 
[image: image125.wmf]0
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 тоді і тільки тоді, коли 
[image: image126.wmf]b

 є дільником 
[image: image127.wmf].
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 Ділення з остачею завжди виконується, про що свідчить наступна теорема (теорема про ділення з остачею).

Теорема 1.1. Для будь-яких натуральних чисел 
[image: image128.wmf]a

 і 
[image: image129.wmf]b

 існує єдина пара невід’ємних цілих чисел 
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 і 
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 таких, що
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(1.2)

де 
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1.4. Подільність натуральних чисел

Натуральне число 
[image: image134.wmf]b

 є дільником натурального числа 
[image: image135.wmf]a

, якщо


[image: image136.wmf],
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(1.4)

де 
[image: image137.wmf]c

 — натуральне число. В цьому випадку кажуть, що число 
[image: image138.wmf]a

 ділиться без остачі на число 
[image: image139.wmf].
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 Відмітимо, що з рівності 
[image: image140.wmf]bc
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 випливає, що число 
[image: image141.wmf]a

 також ділиться без остачі і на число 
[image: image142.wmf],
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 тобто 
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 — дільник числа 
[image: image144.wmf]a

. Наприклад, 
[image: image145.wmf];
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 5 і 3 — дільники числа 15.

Нагадаємо, що натуральні числа, що діляться на 2 , а також  число 0, називаються парними, а натуральні числа, що не діляться на 2, — непарними. Кратним числа 
[image: image146.wmf]b

 називають число 
[image: image147.wmf],
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 яке ділиться без остачі на 
[image: image148.wmf].
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 Множина чисел, кратних даному число 
[image: image149.wmf],

b

 нескінченна.

Теорема 1.2.Якщо кожний доданок ділиться на певне число , то іх сума теж ділиться на це число.
Наслідок. Якщо сума двох доданків і одне з них діляться на деяке число, то і інший доданок ділиться на це число.

Зауваження. Не слід думати, що якщо кожний доданок суми не ділиться на деяке число, то і сума не ділиться на це число. Наприклад, сума 23 + 13 ділиться на 6, хоча жодний з доданків не ділиться на це число.

Теорема 1.3. Якщо зменшуване і від’ємник діляться на деяке число, то і різниця розділиться на це число.
Теорема 1.4. Якщо кожний доданок, крім одного, ділиться на деяке число, а це одне на нього не ділиться, то і сума на нього не поділиться.

Теорема 1.5. Якщо хоча б один з множників ділиться на дане число, то їх добуток також ділиться на це число.
Зауваження. Умова теореми є достатньою, але не необхідною для ділимості добутку на число. Наприклад, добуток 14(27 ділить на 21, хоча ні 14, ні 27 на 21 не діляться.

Теорема 1.6. Якщо натуральне число а ділиться на добуток двох натуральних чисел, то воно поділиться на кожне з цих чисел окремо.

Теорема 1.7. Якщо натуральне число а ділиться окремо на два натуральних числа b і с, причому b і с не мають спільних дільників, крім одиниці, то а ділиться на добуток bс.

1.5. Взаємо-прості та прості числа. НОК ТА НОД .Ознаки подільності натуральних чисел . 
!!!!!!!!!!!!!!!!!!  Здесь  добрать
Теорема 1.9. (Основна теорема арифметики) Будь-яке натуральне число, крім одиниці, може бути єдиним способом подане у вигляді добутку простих чисел (якщо не враховувати порядок розташування множників).
Нехай складне число а розкладене в добутку простих чисел, серед яких можуть бути і рівні. Записуючи добуток рівних множників у вигляді степеня, отримуємо
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 — різні прості дільники числа а; 
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 — деякі цілі додатні числа, рівні числу повторів простих дільників в розкладанні числа а. Рівність (1.6) називають канонічним розкладом натурального числа а на прості множники.

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Здесь добрать!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
При розкладі натуральних чисел на прості використовують ознаки подільності. Множники звичайно записують в порядку їх зростання праворуч від вертикальної риски. Наведемо приклади таких розладів:
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Таким чином, 190 = 2 ( 5 ( 19, 210 = 2 ( 3 ( 5 ( 7, 360 = 23 ( 32 ( 5.

Теорема 1.10. Якщо k — спільне кратне чисел а і b, m — їх найменше спільне кратне, то k ділиться на m.

Теорема 1.11. Найменше спільне кратне двох взаємно простих чисел дорівнює їх добутку.

Наслідок. Для того щоб число а ділилось на кожне з взаємно простих чисел b і с, необхідно і достатньо, щоб воно ділилось на їх добуток.

Теорема 1.12. Для того щоб числа а і b були взаємно простими, необхідно і достатньо, щоб жоден з простих множників, що входять до складу канонічного Розклад числа а, не входив в канонічне Розклад числа b.

Вправи

1. Виконайте дії
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2. Знайти значення виразу:
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3. Довести наступні твердження:

а) одне з двох послідовних парних чисел ділиться на 4;

б) якщо а — просте число більше за три, то одне з двох чисел 
[image: image164.wmf](
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 або 
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 ділиться на 3;

в) квадрат непарного числа при діленні на 8 дає в остачі одиницю;

г) при простому натуральному 
[image: image166.wmf]5
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 число 
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 ділиться на 24;

д) якщо n — натуральне число, то:
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 — натуральне число; 
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 — натуральне число;

е) 
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ж) 
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1.6. Раціональні числа. 
Арифметичні дії над раціональними числами

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
Здесь добрать

                              1.7. Співвідношення та пропорції

Рівність двох співвідношень називають пропорцією.
Пропорцію можна записати так:
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(1.15)

Будемо вважати, що всі члени пропорції відмінні від нуля.

У пропорції 
[image: image174.wmf]d
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 числа 
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 і 
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 називають граничними членами, а числа 
[image: image177.wmf]b

 і 
[image: image178.wmf]c

 — середніми членами пропорції;  співвідношення 
[image: image179.wmf]b
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:

 — називають перший співвідношенням пропорції, співвідношення 
[image: image180.wmf]d
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:

 — другим співвідношення, числа 
[image: image181.wmf]a

 і 
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 називають попередніми членами цих співвідношень, а 
[image: image183.wmf]b

 і 
[image: image184.wmf]d

 — наступними членами.
Основна властивість пропорції: якщо добуток граничних членів дорівнює добутку середніх членів, то пропорція вірна.
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Пропорції (1)—(2) називають похідними пропорціями.
Розглянемо пропорцію 
[image: image187.wmf],
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 — невідома величина, 
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 — задані числа. За основною властивістю пропорції 
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 звідки 
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 тобто невідомий середній член пропорції дорівнює добутку граничних членів, поділеному на відомий середній член. Аналогічно невідомий граничних член пропорції дорівнює добутку її середніх членів, поділеному на відомий граничний член.

Приклад. Знайти 
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 з пропорції 
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Складемо похідну пропорцію виду (2) і знайдемо 
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Зауваження. Можна використовувати і властивість (1.16): 
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Розглянемо ряд рівних співвідношень
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Позначимо загальне значення всіх цих співвідношень 
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звідки 
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Додаючи почленно ці рівності, отримуємо
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тобто


[image: image215.wmf].

...

...

...

2

2

1

1

3

2

1

3

2

1

n

n

n

n

b

a

b

a

b

a

b

b

b

b

a

a

a

a

=

=

=

=

+

+

+

+

+

+

+

+


Таким чином, якщо декілька співвідношень рівні одне одному, то співвідношення суми їх попередніх членів до суми послідовних дорівнює кожному з цих співвідношень.

1.8. Десяткові дроби. Проценти

Основні поняття. Десятковим дробом називають дріб, знаменник якої — число, що виражене одиницею з одним або декількома нулями, тобто дріб виду 
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 — ціле, 
[image: image218.wmf]k

 — натуральне числа). Десяткові дроби умовились записувати без знаменників: спочатку пишуть цілу частину, а потім чисельник дробової частини. Цілу частину відділяють комою від чисельника дробової частини. При цьому чисельник дробової частини записують так, щоб в ньому було стільки цифр, скільки нулів у знаменнику. Якщо в чисельнику менше цифр, ніж нулів в знаменнику, то перед чисельником додають відповідну кількість нулів. Наприклад,
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Якщо до десяткового дробу приписати праворуч нуль, то отримаємо рівний їй дріб. Наприклад, 
[image: image223.wmf];
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 Якщо десятковий дріб опиняється нулем, то цей нуль можна відкинути, отримуємо рівний їй дріб. Наприклад, 
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З двох десяткових дробів з різними цілими частинами менша та, у якої ціла частина менше: 
[image: image227.wmf].
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 Щоб порівняти два дроби з однаковими цілими частинами, потрібно урівняти, приписуючи праворуч нулі, число десяткових знаків після коми в обох дробах і порівняти їх дробові частини 
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Як і в цілій частині, значення цифр після коми в десятковому дробу залежать від їх місця (позиції). Наприклад, дріб 
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 можна подати так:
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Таким чином, перша цифра 7 показує число десятих, друга — число сотих, а третя — число тисячних. Відповідно з цим перший розряд після коми називають розрядом десятих, другий — розрядом сотих, третій — розрядом тисячних і т. д. Запис 
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 називають розкладом дробу 435, 072 у вигляді суми розрядних доданків.

Дії над десятковими дробами. Додавання і віднімання десяткових дробів, як і натуральних чисел, зручно записувати «стовпчиком»:
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Щоб додати два десяткових дроби, необхідно 1) у доданках урівняти число знаків після коми; 2) доданки записати один під одним так, що кома опинилася під комою; 3) додати дроби, що отримали, як додаються натуральні числа; 4) у отриманій сумі поставити кому під комами у доданках.

Аналогічно формулюється правило для віднімання десяткових дробів.

Щоб помножити один десятковий дріб на інший потрібно виконати множення, не звертаючи уваги на кому, а потім у добутку відділити справа наліво комою декілька цифр, скільки їх вже після коми в обох множниках разом. Якщо у добутку отримуємо менше цифр, ніж потрібно відділити комою, то попереду пишуть відповідну кількість нулів. За цим же правилом помножується натуральне число на десятковий дріб і десятковий дріб на натуральне число.

Приклади множення:
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Відмітимо часткові випадки множення десяткових дробів. Щоб помножити десятковий дріб на 10, 100, 1000 і т. д., необхідно в цьому дробу перенести кому праворуч відповідно на 1, 3, 4 і т. д. цифри. Наприклад, 
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Щоб помножити десятковий дріб на 0,1, на 0,01, на 0,001 і т. д., потрібно в цьому дробу перенести кому ліворуч відповідно на 1, 2, 3 і т. д. цифри. Наприклад 
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При діленні десяткового дробу на натуральне число кома в частковому ставиться, коли закінчується ділення цілої частини. Якщо ціла частина менша за дільник, то у відповіді отримуємо нуль цілих. Щоб поділити число на десятковий дріб, потрібно в діленому і дільнику перенести кому праворуч на стільки цифр, скільки їх після кому у дільнику, а потім виконати ділення на натуральне число. Якщо в діленому після коми менше цифр, ніж у дільнику, то праворуч до нього потрібно дописати стільки нулів, щоб урівняти число цифр після кому у діленому і дільнику.

Наприклад, поділимо на 1,1 на 0,02. Бов діленому тільки одна цифра після кому, допишемо до нього праворуч один нуль, і перенесемо в діленому і дільнику кому на дві цифри праворуч.В результаті отримаємо: 
[image: image244.wmf].

55

2

:

110

02

,

0

:

1

,

1

=

=


Приклади ділення чисел
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                                           1.9. Відсотки. 
Часто доводиться розглядати соті частини різних величин: грошових сум, маси продуктів, об’єму товарів і т. ін. (соту частину гривні називають копійкою, соту частину метра — сантиметром).

Відсотком називають одну соту частину числа. Якщо слово «процент» стоїть після числа, записаного цифрами, то замість нього ставлять знак %. Задачі на відсотки можна розв’язувати, наприклад, за допомогою пропорцій. 

Задача 1. В школі 800 учнів. Серед них 408 хлопчиків. Скільки відсотків учнів цієї школи складають хлопчики?

►Спочатку дізнаємось, скільки учнів складає на 1 %. Оскільки всіх учнів 800, то на 1 % складає 800 : 100 = 8 учнів. Далі отримуємо, що хлопчики складають 51 %, бо 408 : 8 = 51 %.

Задача 2. Учень прочитав 138 сторінок, що складає 23 % числа всіх сторінок у книжці. Скільки сторінок у книзі?

►Якщо 138 розділити на 23, то отримаємо, що 6 сторінок складає на 1 %. Оскільки всі сторінки в книзі складають 100 %, означає в нім було 6 ( 100 = = 600 (сторінок).

Задача 3. В магазині за два дні продано 1280 кг яблук. В перший день продали 55 % всіх яблук. Скільки кілограмів яблук продали у другий день?

►В перший день продали 55 % всіх яблук, означає, у другий день продано 45 % яблук, що складає 1280 ( 0,45 = 576 (кг).

Задача 4. По плану робітник повинен був виготовити 60 деталей. Однак він зробив на 18 деталей більше, ніж передбачалося планом. На скільки відсотків робітник виконав план?

► Один відсоток плану складає 60 : 100 = 0,6 деталі. Робітник зробив 60 + 18 = 78 (деталей). Означає, він виконав план на 78 ( 0,6 = 130 (%).

Округлення десятковий дробів. В деяких випадках є необхідним і доцільним округлити десяткові дроби до якого-небудь розряду. При порівнянні число і його наближенні використовують знак ( (наближено дорівнює). При округленні десяткових дробів до якого-небудь розряду всі наступні за цим розрядом цифри заміняють нулями, а якщо вони стоять після коми, то їх відкидають, якщо перша наступна за цим розрядом цифра 5, 6, 7, 8 або 9, то останню цифру, що залишилася за цим розрядом, 0, 1, 2, 3 або 4, то останню цифру, що залишилась, не змінюють. Якщо цифра, що відкидається, стояла до кому, то на її місці пишуть нуль.

Приклад 1. Округлити до одиниць 76,2358.

► Відкинемо всі цифри, що стоять після кому. Бопершою з відкинутих цифр була цифра 2, то цифру одиниць не змінюємо: 76,2358 ( 76.

Приклад 2. Округлити до сотих 123,4579.

► Відкинемо всі цифри, що слідують за сотими. Оскільки наступна за цифрою сотих (5) стоїть цифра 7, то цифру сотих збільшуємо на одиницю: 123,4579 ( 123,46.

Приклад 3. Округлити до сотень число 3542,7.

► Замінюємо всі цифри, що слідують за сотнями, нулями, а цифру 7 після кому відкидаємо. Першою з замінених нулями цифр була цифра 4, тому цифру в розряді сотень не змінюємо: 3542,7 ( 3500.

Вправи

1. Знайти значення виразів:
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2. Розв’язати рівняння:
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Відповіді

1.  в) 1
г) 16; 
д) 
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2. а) 
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в) 1,12.

1.10. Нескінченні десяткові дроби. 
Періодичні десяткові дроби

З допомогою ділення чисельника на знаменник будь-яке дробове невід’ємне число 
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 — цілі числа, 
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) можна обернути в кінцевий або нескінченний десятковий дріб. Наприклад, 
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 Для подібності кінцеві десяткові дроби і цілі числа будемо доповнювати нескінченною послідовністю нулів, наприклад, 
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 Таким чином, будь-яке невід’ємне раціональне число можна подати у вигляді нескінченного десяткового дробу 
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0

a

r

-

 
[image: image267.wmf]...,

3

2

1

a

a

a

 де 
[image: image268.wmf]0

a

 — ціла частина числа 
[image: image269.wmf]r

; 
[image: image270.wmf]...

,

0

3

2

1

a

a

a

 — його дробова частина. Таке подання можливе і для від’ємних раціональних чисел.

Нескінченний десятковий дріб 
[image: image271.wmf]...
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 називають періодичним, якщо у нього, починаючи з деякого місця, одна цифра або група цифр повторюється, безпосередньо слідуючи одна за одною. Групу цифр, що повторюються називають періодом і записують у дужках. Так, замість 5,666… пишуть 5,(6) і читають: п’ять цілих і шість в періоді.

Подання раціонального числа у вигляді десяткового дробу отримують за допомогою ділення. Запишемо, наприклад, число 7/12 у вигляді десяткового дробу. Будемо ділити 7 на 12.
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В остачі знову отримали 40, дальше ділення можна не виконувати: як остачі, так і цифри в частковому будуть повторюватися. Так, 1/12 = 0,58(3).

Читачу пропонується переконатися в тому, що 3/14 = 0,2 (142857).

Розглянемо теореми, що вказують умови, за яких нескорочуваний дріб 
[image: image273.wmf]b
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 обертається в кінцевий десятковий дріб або в нескінченний періодичний десятковий дріб.

Теорема 1.13. Нескорочуваний дріб 
[image: image274.wmf]b
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 можна обернути в кінцевий десятковий дріб тоді і лише тоді, коли в розкладенні її знаменника на прості множники містяться лише двійки і п’ятірки, або 
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Теорема 1.14. Якщо 
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 — цілі невід’ємні числа, то, перетворюючи нескорочуваний дріб 
[image: image279.wmf]b
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 на десятковий, отримують нескінченний періодичний десятковий дріб.

Теорема 1.15. Будь-який періодичний дріб є подання деякого раціонального числа.
На прикладах покажемо, як знаходити відповідні числа.

Приклад 1. Записати періодичний дріб 0,(45) у вигляді звичайного дробу.

Позначимо шуканий дріб 
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. Віднімаючи першу рівність з останньої, знаходимо 
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Приклад 2. Записати періодичний дріб 2,3(41) у вигляді звичайного дробу.

Позначимо шуканий дріб 
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. Помноживши цю рівність на 10 і на 1000, отримаємо 
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 Віднімаючи із останньої рівності попередні, знаходимо 
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Приклад 3. Записати періодичний дріб 
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 у вигляді звичайного дробу.

Позначимо шуканий дріб через 
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 Помноживши цю рівність на 100 і на 1000, отримаємо 
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 Віднімаючи з останньої нерівності попередню, знаходимо: 
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Перетворення періодичного дробу на звичайний проводять за таким правилом.

Щоб записати даний періодичний дріб у вигляді звичайного дробу, потрібно з числа, що стоїть до другого періоду, відняти число, що стоїть до першого періоду, і зробити ці різницю чисельником, а у знаменнику написати цифру 9 стільки разів, скільки цифр в періоді, і після дев’ятки дописати стільки нулів, скільки цифр між комою і першим періодом.

Якщо до отриманого звичайного дробу застосувати правило ділення чисел, то отримаємо, що цей дріб дорівнює даній періодичному дробу.

Зауваження . Легко побачити, що
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Таким чином, 
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Аналогічно можна показати, що 
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Таким чином, періодичні дроби з періодом 9 завжди можна замітини відповідними кінцевим десятковими дробами. Це потрібно брати до уваги при порівнянні нескінченних десяткових дробів.

При порівняння двох нескінченних десяткових дробів що не мають періоду 9) користуються наступним правилом:
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якщо 
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Таким чином, якщо цілі частини двох десяткових дробів різні, то той дріб більший, у якого ціла частина більша. Якщо цілі частини однакові, то потрібно звернутися до найменшого розряду, для якого цифри дробів різні: той з дробів більший, у якого цифра цього розряду більша. Наприклад, 
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1.11. Поняття про ірраціональні числа. Дійсні числа. 
Арифметичним квадратним коренем з невід’ємного числа а називають невід’ємне число, квадрат якого дорівнює а. Для арифметичного квадратного кореня з числа а прийнято позначати 
[image: image312.wmf].
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Теорема 1.16. Серед раціональних чисел немає такого, яке явилося б значенням 
[image: image313.wmf].
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Припустимо протилежне: існує таке раціональне число, квадрат якого дорівнює 2. Це число можна подати у вигляді нескорочуваного дробу 
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 — натуральні числа. Тоді 
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 Оскільки число 
[image: image317.wmf]2
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 — парне, то і рівне йому число 
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 також парне, тому число 
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 — також парне (бо квадрат непарного числа є непарне число), тобто 
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 де 
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 — натуральне число. Підставивши цей вираз у рівність 
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 — парне число, то 
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 — також парне, тому і 
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 — парне число. Таким чином, 
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 і 
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 — парні числа, а це суперечить припущенню, що дріб 
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 нескорочуваний. Означає, не існує раціонального числа, квадрат якого дорівнює 2. Таким чином 
[image: image332.wmf]2

 не є раціональним числом.

Це число називають ірраціональним. Ірраціональними числами є 
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 і т. п. Відмітимо, що до ірраціональних чисел належить число 
[image: image339.wmf],
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 що виражає відношення довжини кола до його діаметру.

В 1.10 доведено, що кожне ірраціональне число є нескінченним періодичним десятковим дробом. Було відмічено також, що будь-який періодичний десятковий дріб є поданням деякого раціонального числа.

Крім періодичних нескінченних десяткових дробів, існують неперіодичні дроби: такий, наприклад, дріб 
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 у якого після першої двійки одна одиниця, після другої — дві одиниці і т. д. Кожний неперіодичний нескінченний десятковий дріб 
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 — ціла частина числа 
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 — десяткові знаки, є поданням деякого нового (не раціонального) числа, що називається ірраціональним. Множину всіх таких чисел називають множиною ірраціональних чисел.
Множиною дійсних чисел називають множину всіх раціональних і всіх ірраціональних чисел. Таким чином, виявляється, що будь-яке дійсне число подається нескінченним десятковим дробом. Множина всіх дійсних чисел позначається R.

Дійсні числа впорядковані по величині, тобто для будь-яких двох дійсних чисел 
[image: image344.wmf]x

 і 
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 справедливе лише одне і лише одне із співвідношень: 
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 Сенс нерівності між дійсним числами визначається правилом порівняння нескінченних десяткових дробів (см. 1.10).

Для дійсного числа 
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 наближення з точністю до 
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Очевидно, що 
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Додавання до десяткового дробу числа 
[image: image357.wmf]n
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 рівносильне збільшенню останньої цифри дробу на одиницю. Відмітимо, що кожне з десяткових наближень 
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 дійсного числа 
[image: image360.wmf]x

 є раціональним числом.

Приклад. Випишемо перші п’ять наближень (за нестачі та надлишку) для числа 
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Для дійсних чисел можна визначити арифметичні операції додавання і множення. Віднімання визначається як дія, обернена додаванню, а ділення — як дія обернена множенню. Основні властивості арифметичних дій над цілими числами залишають справедливими і для дійсних чисел.

Визначимо суму і добуток двох дійсних чисел 
[image: image366.wmf]x

 і 
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 Для їх наближень за нестачі або надлишку з точністю до 
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 вірні нерівності 
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Сумою дійсних чисел 
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 і 
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 називають таке дійсне число 
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 яке при будь-якому цілому невід’ємному 
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 задовольняє нерівностям 
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 Можна довести, що таке число існує і є єдиним.

Добутком невід’ємних дійсних чисел 
[image: image376.wmf]x

 і 
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 називають таке дійсне число 
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 яке при будь-якому цілому невід’ємному 
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 задовольняє нерівностям 
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 Можна довести, що таке число існує і є єдиним.

Дійсні числа можна зображати точками координатної вісі.

Множину всіх дійсних чисел називають числовою віссю; вона зображається всією координатною прямою, її позначають 
[image: image381.wmf](
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 (читається: проміжок від мінус нескінченності до плюс нескінченності).

Множина всіх чисел, що задовольняють подвійній нерівності 
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 називають числовим проміжком (або проміжком) і позначають 
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 до 
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Множина всіх чисел, що задовольняє нерівностям 
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 позначають відповідно: 
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 (читається: проміжок від 
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 включаючи 
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 і 
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Проміжок 
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 називають інтервалом, проміжок 
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 — відрізком або сегментом, а проміжки 
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1.12. Модуль дійсного числа, його властивості

Модулем (абсолютною величиною) дійсного числа називають невід’ємне дійсне число , що визначається формулою:


[image: image400.wmf]î

í

ì

<

-

³

=

.

0

якщо

,

;

0

якщо

,

x

x

x

x

x


Наприклад, 
[image: image401.wmf];

5

,

3

5

,

3

=

 
[image: image402.wmf];

17

17

=

-

 
[image: image403.wmf].

0

0

=


З визначення модуля слідує, що для будь-якого дійсного числа виконуються співвідношення:

1) 
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Ці співвідношення позначають наступне: 1 — модуль дійсного числа 
[image: image407.wmf]x

 є число невід’ємне; 2 — протилежні числа 
[image: image408.wmf]x

 і 
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 мають рівні модулі; 3 — будь-яке дійсне число не більше за свій модуль.

Відмітимо деякі властивості модуля дійсного числа.

1. Модуль суми двох дійсних чисел не більший за суму модулів доданків:
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Ця властивість вірна для будь-якого числа доданків:


[image: image411.wmf].

...

...

2

1

2

1

n

n

x

x

x

x

x

x

+

+

+

£

+

+

+


2. Модуль різниці двох дійсних чисел не менший різниці модулів зменшуваного та від’ємника: 
[image: image412.wmf].
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3. Модуль добутку двох дійсних чисел дорівнює добутку модулів множників: 
[image: image413.wmf].
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4. Модуль часткового двох дійсних чисел дорівнює частковому модулів ділимого і дільника:
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           ЛЕКЦІЯ 2. АЛГЕБРАЇЧНІ ВИРАЗИ та ІХ ПЕРЕТВОРЕННЯ

2.1.Основні поняття та формули

В алгебрі вивчаються дії над числовими та буквеними величинами і розв»язки рівнянь, пов’язаних з цими діями. При цьому буквеним величинам може при необхідності надаватися конкретне числове значення.

Одночленом називається добуток декількох співмножників, що є числами  або буквами.

Окремі числа і букви також вважаються одночленами. Наприклад, 2bху,
–3х2z5, 6, у — одночлени.

Многочленом називається сума одночленів. Наприклад, 2bху + 7х2 +
+ 3 — многочлен.

Основу всіх алгебраїчних дій складають наступні закони додавання і множення:

Переміщуваний закон:

а + b = b + а,
а ( b = b ( а.

Сполучний закон:

(а + b) + c = а + (b + с),

(а ( b) ( c = а ( (b ( с).

Розподільний закон:

(а + b) ( c = а ( c + b ( с.

При виконанні перетворень алгебраїчних виразів використовується наступні підходи.

Зведення подібних членів. Якщо кілька доданків мають однакові буквені частини, то їхні числові коефіцієнти складаються, а буквена частина зберігається. Наприклад, 9а2b – 3а2b – 4а2b = (9 – 3 – 4)a2b = 2a2b.

Винесення множника за дужки здійснюється на основі розподільного закону і правил дій зі степенями. Наприклад, 4ax2y + 3а2bху2 – 2abx2 = ax(4xy + 3aby2 – 2bx2).

Розкриття дужок також здійснюється за допомогою розподільного закону. Необхідно пам’ятати, якщо множник перед дужками має від»ємний знак, то при їхньому розкритті змінюються знаки всіх доданків. Приклади:

2mn2(mx – 3уn3 + 5) =

= 2m2n2x – 6mn2у + 10mn2;

–ab(3a – 2b + 4) = –3a2b + 2ab2 – 4ab.

Формули скороченого множення :

(а + b)2 = а2 + 2аb + b2,

(а – b)2 = а2 – 2аb + b2,

(а – b)(а + b) = а2 – b2,

(а + b)3 = а3 + 3a2b + 3аb2 + b3,

(а – b)3 = а3 – 3а2b + 3аb2 – b3,

(а + b)(а2 – ab + b2) = а3 + b3,

(а – b)(а2 + ab + b2) = а3 – b3.

2.1. Ділення многочленів

Розглянемо ділення многочлена 
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де 
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 — натуральне число. Ділення можливе, якщо Степінь  многочлена-ділимого 
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[image: image422.wmf](

)

,

x

Q

m

 тобто коли 
[image: image423.wmf],

m

n

³

 і 
[image: image424.wmf](

)

x

Q

m

 — не нуль-многочлен.

Розділити многочлен 
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 — це означає знайти два таких многочлена 
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(2.10)

При цьому многочлен 
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 степеня  
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 називають многочленом-чатстним, 
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Якщо дільник 
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 завжди виконуване, а частне і остача визначаються остаточно.

У тому випадку, коли 
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 кажуть, що многочлен 
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 ділиться (або націле ділиться) на многочлен 
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Для ділення многочлена, що залежить від однієї змінної х на многочлен меншого степеня використовують наступний алгоритм  ділення  стовпчиком:

1) розташувати доданки в многочленах у порядку спадання степеня невідомої;

2) розділити перший доданок діленого многочлена на перший доданок дільника і результат написати в частку;

3) помножити результат на дільник і відняти його з діленого;

4) зробити з отриманим після віднімання многочленом дії з пунктів 2) і 3). Будемо повторювати цю операцію, поки після віднімання не дістанемо або нуль, або многочлен степеня меншої, ніж у дільника. Цей многочлен називається залишком.

Приклад. Виконати ділення многочленів:

А = (12х2 – 5х – 7х3 + 3 + 3х4) : (3 + х2 – 2х).

►1) Розташуємо доданки в многочленах в порядку спадання степенів змінної х:

ділене: 12х2 – 5х – 7х3 + 3 + 3х4 = 3х4 – 7х3 + 12х2 – 5х + 3;

дільник: 3 + х2 – 2х = х2 – 2х + 3.

2) Поділимо перший член діленого 3х4 на перший член дільника х2. У результаті знаходимо перший член частки 3x2.

3) Помножимо 3х2 на дільник і отриманий результат 3x4 – 6х3 + 9х2 віднімемо з діленого. Маємо –х3 + 3x2 – 5х + 3.

4) Поділимо перший член результату –х3 на перший член дільника х2, знаходимо –х — другий член частки.

5) Помножимо другий член частки на дільник і отриманий добуток –х3 + 
+ 2х2 – 3х віднімемо з результату третього пункту. Маємо х2 – 2х + 3.

6) Поділимо результат х2 – 2х + 3 на дільник х – 2х + 3. Отримаємо 1 — третій член частки. Залишок від ділення дорівнює 0.

Запис ділення  має вид:
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Отже, одержали відповідь: 3x2 – х + 1.

Приклад. Алгоритм ділення многочленів
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Означає, згідно з формулою (2.10), 
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Розглянемо ділення з остачею многочлена 
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За виразом (2.10)
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(2.11)

де частне 
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[image: image456.wmf]R

 — остача. Бо степінь многочлена-остачі повинна бути меншою степеня  многочлена-дільника 
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 тобто менше одиниці, то остача 
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 — деяке число.

Знайдемо коефіцієнти 
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Рівність (2.11) запишемо у вигляді
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і виконаємо множення в правій частині:
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Сума отриманого многочлена і остачі 
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 повинна тотожно дорівнювати многочлену 
[image: image466.wmf](
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Два многочлена, цілі відносно змінної 
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 задані в стандартному вигляді, коли тотожно рівні коефіцієнти їх подібних членів і степеня  їх співпадають.

Порівнюючи коефіцієнти при однакових степеня х змінної 
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 отриманого многочлена і многочлена 
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 Звідки послідовно знаходимо коефіцієнти многочлена 
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Щоб знайти коефіцієнти многочлена-частного 
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 зручно використовувати метод, який називають схемою Горнера. Цей метод полягає в наступному. В верхній рядок вписують послідовно всі коефіцієнти м6ногочлена-дільника. В нижній рядок ліворуч записують число с. При заповненні нижнього рядка враховують, що старший коефіцієнт многочлена-частного дорівнює старшому коефіцієнту многочлена-ділимого, тому під старшим коефіцієнтом многочлена-ділимого записують в нижньому рядку цей старший коефіцієнт. Кожне наступне число нижнього рядка отримується додаванням до відповідного коефіцієнта верхнього рядка добутку попереднього числа нижнього рядка і числа с. В кінці нижнього рядка під вільним членом многочлена-ділимого отримуємо остачу. Всі числа ньижнього рядка, крім числа с, є коефіцієнтами многочлена-частного.

У розглядуваному випадку ділення многочлена 
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Приклад 1. Знайти частне і остачу при діленні многочлена 
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Складемо схему Горнера (тут 
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Таким чином, числа 6, –28 і 44 — шукані коефіцієнти частного, означає частне дорівнює 
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 а остача дорівнює –85.

Розглянемо теорему, яка дозволяє знаходити остачу 
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 від ділення многочлена 
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 не виконуючи самого ділення.

Теорема 2.1 (Безу). Остача від ділення многочлена 
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 на двочлен 
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Дійсно, виконавши ділення многочлена 
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 отримаємо (згідно з формулою (2.11)) 
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 де остача 
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 — деяке число.

Вважаючи 
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 отримуємо 
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 Таким чином, 
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Приклад 2. Знайти остачу від ділення многочлена 
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Для знаходження остачі 
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 обчислимо значення многочлена при 
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 Шукана остача 
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ЗауваженняОстача від ділення многочлена 
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Наслідок. Для ділимості многочлена 
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 необхідно і достатньо, щоб число с було коренем многочлена 
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Покажемо, що якщо многочлен 
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 — корінь многочлена 
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Дійсно, якщо 
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 З іншого боку (за теоремою Безу), 
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 а це означає (за визначенням), що 
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 — корінь многочлена 
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 Умова достатня. Насправді, якщо 
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 корінь многочлена 
[image: image527.wmf](

)

,

x

P

n

 то (за визначенням) 
[image: image528.wmf](

)

.

0

=

c

P

n

 З іншого боку (за теоремою Безу), 
[image: image529.wmf](

)

.

R

c

P

n

=

 Означає, 
[image: image530.wmf],

0

=

R

 тобто 
[image: image531.wmf](

)

x

P

n

 ділиться на 
[image: image532.wmf].

c

x

-


З теореми Безу випливають і інші наслідки. Перерахуємо їх без доведення.

1. Якщо 
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 — різні корені многочлена 
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2. Якщо 
[image: image537.wmf](

)

,

0

¹

x

P

n

 то число різних коренів многочлена 
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3. Якщо 
[image: image539.wmf]n

c

c

c

...,

,

,

2

1

 — всі корені многочлена 
[image: image540.wmf](

)

,

...

0

1

1

1

a

x

a

x

a

x

a

x

P

n

n

n

n

n

+

+

+

+

=

-

-

 то 
[image: image541.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

2

1

n

n

n

c

x

c

x

c

x

a

x

P

-

-

´

-

=

L


4. Многочлен 
[image: image542.wmf](
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 ділиться на двочлен 
[image: image543.wmf]a
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 при будь-якому натуральному 
[image: image544.wmf].
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5. Многочлен 
[image: image545.wmf](
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 ділиться на двочлен 
[image: image546.wmf]a
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 при будь-якому парному 
[image: image547.wmf].
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6. Многочлен 
[image: image548.wmf](
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 ділиться на двочлен 
[image: image549.wmf]a
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 при будь-якому непарному 
[image: image550.wmf].
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Многочлен зі старшим коефіцієнтом, рівним одиниці, називають приведеним многочленом.
Для знаходження коренів многочленів корисно знати наступні теореми. 

Теорема про дробові корені. Приведений многочлен з цілими коефіцієнтами не може мати дрібних раціональних коренів.

Теорема про цілі корені. Всякий цілий корінь многочлена з цілими коефіцієнтами є дільником вільного члена.
Приклад 3. Знайти корені многочлена 
[image: image551.wmf].
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►Спочатку спробуємо знайти цілі корені цього многочлена. Згідно з теоремою про цілі корені, ними можуть бути лише дільники вільного члена, тобто числа 1 і –1. Дослідимо число 
[image: image552.wmf](
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 Таким чином, число –1 не є коренем многочлена. Дослідивши число 1, отримаємо 
[image: image553.wmf](
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 означає, число 1 — цілий корінь многочлена.

Згідно наслідку з теорему Безу, даний многочлен ділиться на двочлен 
[image: image554.wmf].
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 Визначимо частне від ділення даного многочлена на 
[image: image555.wmf].
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 Коефіцієнти частного знайдемо за схемою Горнера:
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Таким чином, 
[image: image556.wmf](
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 Оскільки числа 1/2 і 1/3 — корені тричлена 
[image: image557.wmf],
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 то даний многочлен має три корені: 1, 1/2 і 1/3. 

2.2. Корінь n-го степеня  з дійного числа.
Арифметичний корінь n-го степеня . Правила дій над коренями

Коренем n-степеня  (n — натуральне число) з дійсного числа а називають дійсне число b, n-й Степінь  якого дорівнює а. Корінь n-го степеня  і числа а заведено позначати: 
[image: image558.wmf]n

a

 (читають: «корінь n-го степеня  з числа а»). Згідно визначенню корені n-го степеня ,


[image: image559.wmf],
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 якщо 
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(2.20)

Розглянемо приклади.

1. Запис 
[image: image561.wmf]3

343

 означає корінь третього степеня  (або кубічний корінь) з числа 343. Бо
[image: image562.wmf],
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 то 
[image: image563.wmf].
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2. Запис 
[image: image564.wmf]5
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 позначає корінь п’ятого степеня  з числа –243, 
[image: image565.wmf],
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[image: image566.wmf](
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3. Числа 3 і –3 — корені четвертого степеня  з числа 81, бо
[image: image567.wmf]81
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 і 
[image: image568.wmf](
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4. Запис 
[image: image569.wmf]4

625
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 не має смислу, бо не існує такого дійсного числа, четвертий Степінь  якого дорівнював би –625.

Якщо n — непарне число, то вираз 
[image: image570.wmf]n

a

 має смисл при будь-якому а; якщо n — парне число, то вираз 
[image: image571.wmf]n
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 має смисл при 
[image: image572.wmf]0

³

a

 і не має смислу при 
[image: image573.wmf]0
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 (парний Степінь  будь-якого дійсного числа невід’ємна).

Знаходження кореня n-го степеня  з даного числа а називають добуванням кореня n-го степеня  з числа а. Число а, з якого добувають корінь n-го степеня , називають підкореневим виразом, а число n — показником кореня.
Очевидно, що при всіх значеннях а, якщо має смисл вираз 
[image: image574.wmf],

n

a

 виконується рівність 
[image: image575.wmf](
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 цей випливає з формули (2.26).

При знаходженні кореня n-го степеня  з дійсного числа слід брати до уваги наступне:

1) корінь непарного степеня  з числа а завжди існує, і при ому лише один; якщо а — додатне число, то існує додатне число, що є коренем непарного степеня  з числа а, якщо а — від’ємне число, то існує від’ємне число, що слугує коренем непарного степеня  з числа а; 

2) існують два протилежні числа, що є коренями парного степеня  з додатного числа а; додатній корінь n-го степеня  з додатного числа а; додатний корінь n-го степеня  позначають в цьому випадку 
[image: image576.wmf].
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 Тоді протилежне йому число буде 
[image: image577.wmf].
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Наприклад, корені рівняння 
[image: image578.wmf],
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 які є протилежними числами, записують так: 
[image: image579.wmf]4
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 (додатній корінь) і 
[image: image580.wmf]4
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 (від’ємний корінь);

3) корінь будь-якого натурального степеня  n з числа нуль дорівнює нулю: 
[image: image581.wmf],
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 бо
[image: image582.wmf];
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4) корінь парного степеня  з від’ємного числа в множині дійсних чисел не існує.

Для будь-якого невід’ємного дійсного числа і будь-якого натурального n (як парного, так і непарного) вираз 
[image: image583.wmf]n

a

 завжди має смисл і позначає невід’ємне число, n-й Степінь  якого дорівнює а. Невід’ємний корінь n-го степеня  з невід’ємного числа а називають арифметичним коренем n-го степеня .
Іншими словами, невід’ємне число, n-й Степінь  якого дорівнює невід’ємного числу а, називають арифметичним коренем n-го степеня  з числа а.

Можна довести, що арифметичний корінь з невід’ємного числа завжди існує і єдиний.

З визначення арифметичного кореня n-го степеня  випливає: вираз 
[image: image584.wmf]n

a

 може мати смисл лише при 
[image: image585.wmf];
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 вираз 
[image: image586.wmf]n
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 може набувати лише невід’ємного значення; при будь-якому невід’ємному значення а вірна рівність


[image: image587.wmf](
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(2.27)

Корінь непарного степеня  з від’ємного числа можна виразити через арифметичний корінь того ж степеня  з числа, протилежного даному, тобто, якщо 
[image: image588.wmf]0
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 і 
[image: image589.wmf],
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 де 
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 — натуральне число, то 
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Примітка 1. В подальшому запис 
[image: image592.wmf]n

a

 будемо використовувати лише для позначення арифметичного кореня n-го степеня  з невід’ємного числа а.

Примітка 2. Якщо 
[image: image593.wmf],
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 то показник кореня не пишеться. Наприклад, замість 
[image: image594.wmf]2

7

 пишуть 
[image: image595.wmf]7

 і читають: «арифметичний корінь з 7».

Арифметичний корінь n-го степеня  має властивості, які виражаються наступними теоремами.

Теорема 2.2. Якщо 
[image: image596.wmf]0
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 і 
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 n — натуральне число, то
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Теорема 2.3. Якщо 
[image: image599.wmf]0
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і при будь-якому натуральному n корінь степеня  n з дроби, чисельник якого невід’ємний, а знаменник додатній, дорівнює кореню степеня  n з чисельника, діленому на корінь того з степеня  із знаменника.

Теорема 2.4. Якщо 
[image: image602.wmf],
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 і 
[image: image604.wmf]k

 — натуральні числа, то
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(2.33)

Теорема 2.5. Якщо 
[image: image606.wmf],
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[image: image607.wmf]n

 і 
[image: image608.wmf]k

 — натуральні числа, то
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Іншими словами, для того щоб піднести арифметичний корінь степеня  n в натуральний Степінь  k, достатньо піднести в Степінь  k підкореневий вираз і з отриманого результату добути корінь степеня  n.

Таким чином, формули (2.32)—(2.34) визначають відповідно правила ділення коренів, добування кореня, піднесення кореня в Степінь .

Зауваження. Якщо а невід’ємне число, n — натуральне число, то вірна тотожність


[image: image610.wmf].
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Дійсно, з визначення арифметичного кореня n-го степеня  
[image: image611.wmf](
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 а згідно з теоремою 2.6, 
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 Означає, 
[image: image613.wmf](

)

.

a

a

n

n

=


Теорема 2.6. При будь-якому значенні а вірна тотожність
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де k — натуральне число.

Теорема 2.7. Якщо 
[image: image615.wmf],
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 — натуральні числа, то
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Доведену властивість іноді називають основною властивістю кореня.
Користуючись цією властивістю, корені з різними показниками завжди можна привести до однакового показника.

Приведемо, наприклад, до однакового показника корені 
[image: image618.wmf]3

 та 
[image: image619.wmf].
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 Використовуючи формулу (2.38), дані корені можна привести до найменшого спільного показника, що дорівнює 6: 
[image: image620.wmf];
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[image: image621.wmf].
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Теорема 2.8. Якщо 
[image: image622.wmf],
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[image: image623.wmf]n

 і 
[image: image624.wmf]m

 — натуральні числа, причому 
[image: image625.wmf]m

 ділиться на 
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(2.39)

тобто, щоб добути корінь з степеня  невід’ємного числа, показник якого ділиться на показник кореня, досить показник підкореневого виразу поділити на показник кореня, залишивши основу степеня  попереднім.

Приклад 1. Знайти значення виразу 
[image: image628.wmf].
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Підкореневий вираз можна подати у вигляді добутку множників, кожний з яких є квадратом цілого числа: 
[image: image629.wmf].
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 Застосувавши теорему 2.3, отримаємо: 
[image: image630.wmf].
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Приклад 2. Спростити вираз 
[image: image631.wmf],
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 то скористаємося послідовно теоремами 2.2 і 2.6: 
[image: image635.wmf](
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[image: image636.wmf],
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Приклад 3. Спростити вираз 
[image: image645.wmf]36
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Подамо даний вираз у вигляді 
[image: image647.wmf](
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Приклад 4. Добути корінь 
[image: image652.wmf],
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[image: image654.wmf].
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Застосовуючи послідовно відомі теореми, отримуємо


[image: image655.wmf].
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Теорема 2.9. Якщо 
[image: image656.wmf]a

 і 
[image: image657.wmf]b

 — невід’ємні числа, 
[image: image658.wmf]n

 — натуральне число, то
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(2.40)

Перетворення кореня за формулою (2.40) називають внесенням множника під знак кореня. 
Нехай даний вираз 
[image: image660.wmf].
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 Якщо 
[image: image661.wmf]0
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 і 
[image: image662.wmf],
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 то цей вираз можна записати у вигляді 
[image: image663.wmf].
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Таке перетворення називають винесенням множника з-під знака кореня. 
Приклад 6. Внести множник під знак кореня у виразі 
[image: image664.wmf],
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►За формулою (2.40), знаючи, що 
[image: image666.wmf],
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Приклад 7. Внести множник під знак кореня у виразі 
[image: image668.wmf].
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► Від’ємний множник 
[image: image669.wmf]5
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 не можна подати у вигляді арифметичного квадратного кореня і тому не можна внести під знак кореня. Запишемо даний вираз у вигляді 
[image: image670.wmf](
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 і внесемо під знак кореня додатній множник 5: 
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Приклад 8. Внести множник під знак кореня у виразі 
[image: image672.wmf].
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► У виразі 
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 множник 
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 може бути як від’ємним так і додатнім, тому, якщо 
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 Якщо 
[image: image677.wmf],
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 то, вносячи множник під знак кореня, отримуємо: 
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Приклад 9. Винести множник з-під знака кореня у виразі 
[image: image679.wmf].
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►Відмітимо, що вираз 
[image: image680.wmf]4
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 має смисл лише при 
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0

³

x

 Підставимо підкореневий вираз 
[image: image682.wmf]9
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 у вигляді добутку двох ступенів так, щоб показник однієї з них ділився б на показник кореня. В результаті отримаємо: 
[image: image683.wmf](
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 де 
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Приклад 10. Винести множник з-під знака кореня у виразі 
[image: image685.wmf].
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 ►Виносячи множник з-під знак кореня, отримуємо
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Наведемо ще одну властивість арифметичного кореня: якщо 
[image: image687.wmf],
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Дійсно, якщо припустити, що 
[image: image690.wmf],

n

n

b

a

£

 то, підносячи обидві частини нерівності в n- степінь , отримуємо 
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 що суперечить умові: 
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Справедливе і обернене твердження: якщо 
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2.4. Степінь  з раціональним показником

Введемо поняття степеня  з раціональним показником. При розширенні поняття степеня  числа будемо виходити з наступної умови: основна властивість ступенів 
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 що виконується для цілих 
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 і 
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 має зберігатися і для дробових показників.

Якщо 
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 — довільне раціональне число, що подане дробом 
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 де 
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 — ціле число, 
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 — натуральне 
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Якщо 
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 — дробове додатне число, а 
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Теорема 2.10. Якщо 
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 — дробові раціональні показники, то
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Наслідок. Для будь-якого доданого числа 
[image: image712.wmf]a

 і раціонального числа 
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Теорема 2.11. Якщо 
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 — раціональні числа, то
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Наслідок. Якщо 
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 — раціональне, 
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 — натуральне і 
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Теорема 2.12. Якщо 
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 — раціональне число, то
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2.5. Перетворення числових та алгебраїчних виразів
При розв’язанні майже будь-якої задачі доводиться робити ті чи інші перетворення. Найчастіше її складність повністю визначається ступенем складності і обсягом перетворень, які необхідно виконати. Дуже часто, коли школяр невзмозі розв’язати задачу не тому, що не знає, як вона розв’язується, а тому, що він не може без помилок, за відведений час здійснити всі необхідні перетворення і обчислення.

Приклади на перетворення числових і алгебраїчних виразів важливі самі собою (хоча серед них є і змістовні), а як засіб розвитку техніки перетворень, можна навіть сказати, культури перетворень.

Зауваження. З завданнями «спростити вираз» ми досить часто стикаємося в школі; при цьому кожного разу зрозуміло, що потрібно робити. Елементарний здоровий глузд допомагає нам визначити, який вираз простіший, а який складніший, до яких під слід спрощувати даний вираз.

1. Деякі практичні рекомендації

Не намагайтеся «звертати» викладення, робити за один раз декілька операцій. Здійснюючи обчислення і перетворення послідовно, шаг за шагом, на кожному етапі максимально спрощуючи отриманий вираз, ви зменшити імовірність помилки в перетвореннях, зможете точніше обрати наступну операцію і виникнення альтернативних ситуацій, повертаючись назад, якщо обраний шлях привіт у тупик.

1. Спростити вираз
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Розв’язок. Грубою тактичною помилкою була б спроба скласти зразу всі дроби, привівши їх до спільного знаменника. Складемо спочатку перші два. Отримаємо
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Додамо третій:
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Продовжуючи цей процес, отримаємо 
[image: image731.wmf](
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Зауваження. Легко перевіряється, що 
[image: image732.wmf](
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 Аналогічні рівності, очевидно, справедливі для інших дробів. Замінивши кожний дріб, що входить в даний вираз, на відповідну різницю (замість того щоб складати дроби, кожний заміняємо різницею!), отримаємо в результаті 
[image: image733.wmf](
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 Очевидно, що за допомогою цього прийому ми можемо знайти суму, подібно розглянутій, з будь-яким числом доданків.

Важливим елементом культури перетворень, необхідним для розв’язання різноманітних задач з будь-яких розділів, є вміння розкладувати на множники ті чи інші вирази. Як правило, ціль досягається за рахунок вдалого групування доданків.

2. Спростити вираз 
[image: image734.wmf](
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Розв’язок. Спробуємо розкласти на множники чисельник і знаменник. Почнемо з чисельника. Маємо
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Розкладаючи на множники знаменник (зробіть аналогічні викладення самостійно), отримаємо 
[image: image736.wmf](
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 Таким чином, даний дріб дорівнює 
[image: image737.wmf].
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Зауваження. Теоретичним обґрунтуванням того, що у чисельнику можна виділити множник 
[image: image738.wmf](
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 слугує рівність чисельника нулю при 
[image: image739.wmf].
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 Докладніше про це сказано у параграфі 2.

Взагалі, з двох взаємно обернених операцій, як правило, виконання однієї технічно суттєво складніше, ніж виконання іншої. Саме такими є дії множення алгебраїчних виразів і Розклад на множники. Аналогічна ситуація має місце для операцій підведення у Степінь  і добування кореня. Легко отримати, що 
[image: image740.wmf](
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 і набагато важче прочитати цю ж рівність з права наліво. Слід запам’ятати, що, якщо при розв’язанні задачі зустрівся вираз виду 
[image: image741.wmf]N
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 або 
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 необхідно спробувати добути відповідний корінь. Дуже часто це можна зробити. Якщо подібне добування неможливе, то знайти його можна підбором. Наприклад, щоб спростити вираз 
[image: image743.wmf],
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 подамо його у вигляді 
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 звідки 
[image: image745.wmf].
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 Пошук цілих (раціональних) 
[image: image746.wmf]x

 і 
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 зводить до розв’язання системи 
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 В даному випадку пара цілих 
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 і 
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 легко підбирається: 
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[image: image753.wmf];
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 таким чином, 
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 У старих підручниках з алгебри зустрічається рівність 
[image: image755.wmf];
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[image: image756.wmf],
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[image: image757.wmf],
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 справедливість якого перевіряється не важко. В деяких випадках воно виявляється корисним при спрощенні виразів, що містять квадратні радикали.

3. Спростити вираз 
[image: image758.wmf].
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Розв’язок. Замітимо, що 
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[image: image760.wmf],
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[image: image761.wmf].
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 (Можна отримати ці рівності підбором, а можна скористатися вказаною вище формулою.) Таким чином, даний дріб приводиться до вигляду 
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 Домножимо чисельник і знаменник дробу на 
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 отримаємо в результаті 
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Зауваження. Зверніть увагу на останній етап наших перетворень. Тут використовується прийом, що часто зустрічається, який іноді називаю «множенням на сполучений вираз». В даному випадку знаменник має вигляд 
[image: image765.wmf].
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 Помножуючи чисельник і знаменник на 
[image: image766.wmf],
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 отримуємо в знаменнику вираз 
[image: image767.wmf],
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 який виявляється рівним 1.

2. Заміни змінних. Умовні рівності

Перехід до нових позначень, заміна невідомих — найважливіший прийом і метод, за допомогою яких розв’язуються різні задачі як елементарної, так і вищої математики. Для деяких класів задач цей метод детально розроблений, наприклад для рівнянь.

Заміна змінних і перехід до нових позначень можуть використовуватися, як прийом, що полегшує викладення і робить громіздкі алгебраїчні вирази компактними і доступними для огляду. Дуже важливо, щоб обидва підходи були міцно засвоєні, бо ідея заміни змінних є наскрізною і в томи чи іншому вигляді фігурує практично в усіх параграфах. Обмежимося розгляданням одного прикладу.

4. Довести, що якщо 
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 то і 
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Друга рівність буде мати вигляд
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Насправді, 
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Вправи
Спростіть числовий вираз (1—71).
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Довести рівність (18—19).
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Спростіть алгебраїчний вираз (20—47).
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Довести рівність (48—51).
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52. Довести, що якщо 
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53. Довести, що якщо 
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54. Довести, що при 
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55. Довести, що якщо 
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56. Довести, що якщо 
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57. Довести, що якщо 
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58. Довести, що якщо 
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59. Довести, що якщо 
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60. Довести, що якщо 
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61. Довести, що якщо 
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62. Довести, що якщо
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то якісь два з трьох дробів, розташованих у лівій частині, рівні 1, а одна дорівнює –1.
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