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Математический  анализ ,

2-й  семестр  2002/2003  уч.  года

Tест:

1)   Композиция двух сюръективных функций сюръективна.
2)   При всяком разбиении множества всех вещественных чисел на две части 

      хотя бы в одной из частей есть наименьший или наибольший элемент.

3)   Всякая граничная точка является либо предельной, либо изолированной.

4)   Всякая предельная точка является либо граничной, либо внутренней.

5)   Множество всех иррациональных чисел имеет мощность континуум.

6)   Разность открытого и замкнутого множеств есть множество открытое.

7)   Сумма открытого и замкнутого множеств не открыта и не замкнута.

8)   На числовой прямой с обычным расстоянием множество ограничено тогда 
      и только тогда, когда у него есть точная нижняя и точная верхняя грани.
9)   Из всякой последовательности вещественных чисел можно выбрать 

      монотонную подпоследовательность.

10)   Из всякой последовательности вещественных чисел можно выбрать 

        сходящуюся подпоследовательность.

11)   Всякая монотонная и ограниченная последовательность сходится.

12)   Всякая фундаментальная последовательность ограничкна.

13)   Сумма двух связных множеств связна.

14)   Сукмма двух компактных множеств компактна.

15)   Монотонная функция имеет не бюолее чем счётное число точек разрыва.

16)   Непрерывная на ограниченном множестве функция ограничена.

17)   Непрерывная на интервале функция равномерно непрерывна на нём.

18)   Если функции равномерно непрерывна на отрезке, 

        то она и дифференцируема на нём.

19)   Если функция дифференцируема на отрезке, то в точке её абсолютного

        максимума производная этой функции равна нулю. 

Лекции 1-2.  (пон., 17.02.03)
Характер и содержание курса во 2-ом семестре.
Практика, коллоквиум и экзамен. Литература:

1. Г.М. Фихтенгольц   «Основы математического анализа», т. 1,2

2. Г.М. Фихтенгольц «Курс дифференциального и интегрального исчисления», т. 1,2

3. В.А. Ильин, Э.Г. Позняк   «Основы математического анализа» , части 1,2

4. Г.Е. Шилов   «Математический анализ. Части 1-2. Функции одного переменного»  

5. В.А. Зорич  «Математический анализ» , т.1,2

6. С.М. Никольский   «Курс математического анализа» , т. 1,2

7. Л.Д. Кудрявцев   «Математический анализ» , т. 1,2

8.    У. Рудин   «Основы математического анализа» 

---------------------------------------------------------------------------------------------
8. Б.П. Демидович «Сборник задач и упражнений по мат. анализу»

9. И.А. Виноградова, С.Н. Олехник, В.А. Садовничий

       «Задачи и упражнения по математическому анализу»

Неопределённый  интеграл
Определения первообразной (примитивной) функции  F(x)  и неопределённого интеграла  (f(x)dx = {F(x) + C} .

Связь операций  (  и  d .  Линейность  (f(x)dx .

Способы вычисления неопределённых интегралов: 

1) Используя таблицу неопределённых интегралов.

2)     Интегрирование по частям (примеры:  ( lnx dx ,  ( ex cosx dx , 

     I = ( x-1 dx = { x-1 = u, dx = dv } = ... ( I = I+1 ).

Задача 1.   Проведите вывод формулы И.Бернулли (1693):

     ( f(x)dx = xf(x) - (x2/2!)f((x) + ... +(-1)n(xn+1/(n+1)!)f(n+1)(x) + rn(x),

     Найдите  rn(x) . Как связаны формулы Бернулли и Тейлора?

3)    Преобразование подинтегрального выражения и замена

        переменной (примеры:  ( (lnx / x) dx ,  ( cos3x dx ,  ( (1-x2)1/2 dx ).

Определённый  интеграл  Римана
Определения разбиения ( :a = x0 < x1 < x2 < …< xn = b отрезка [a,b],  диаметра разбиения  d(() = max (xi , где (xi = xi – xi-1 (i = 1, 2, … , n),  интегральных сумм Римана   
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интеграла Римана
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и интегрируемости по Риману   f(x) ( R[a,b]  . 

Геометрическая и механическая интерпретации интеграла Римана. 

Определение и геометрическая интерпретация нижней и верхней сумм Дарбу
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где
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Из приведённых выше определений видно, что
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Свойства сумм Дарбу:

1) При измельчении разбиения  (  (т. е. при добавлении новых точек разбиения) нижняя сумма Дарбу  S(()  не убывает, а верхняя сумма Дарбу  (S(()  не возрастает. 

2) Всякая нижняя сумма Дарбу  S((1)  не превосходит всякой верхней суммы Дарбу  (S((2).
3) Существуют             
[image: image9.wmf]S

I

I

S

S

I

S

I

£

£

£

=

=

)

(

        

причём

 

,

  

)

(

inf

       

и

       

)

(

sup

s

s

s

s

s


Если функция  интегрируема на отрезке, то она и ограничена на нём. 
Если функция не огр-на на отрезке , то она и не интегрируема на нём.

Критерии интегрируемости  по  Риману

ограниченной  на  отрезке  [a, b]  функции   f(x)
I. Критерий  Дарбу   
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Ограниченная на отрезке  функция  интегрируема на нём по Риману тогда
и только тогда, когда разность её сумм Дарбу стремится к нулю 
вместе с диаметром разбиения

Доказательство.    “(”       f(x) ( R[a,b] ,  S((, () ( I ,(( > 0 (( > 0 (( , d(() < ( :  | S((, () - I | < (/3  . Переходя к точным нижним и верхним граням по всем  ( , получаем:  (( > 0 (( > 0 (( , d(() < ( :  | S(() - I | ( (/3 ,   | (S(() – I | ( (/3 , | (S(() - S(() |  (  2(/3 < (  .  
“(”     (S(() - S(()( 0 ,  S(() ( I ( (I ( (S(() , S(() ( S((, ()((S((), поэтому   S((, () ( I = I = (I       (
Примеры:    1) непрерывные функции, 

                     2) монотонные функции,

                     3) функция Дирихле. 

Задача 2.   Как связана интегрируемость функции  

а) с условием   sup( inf( S((, () = inf( sup( S((, (),

б) с условием   lim S((n, ()  при  n((  существует и одинаков для

    любой последовательности разбиений       (1 ( (2 ( (3 ( ...   

    с   d((n) ( 0    и при любом выборе ( ,

в) с условием  lim S((n) = lim(S((n)  для любой последовательности 

     разбиений   (1 ( (2 ( (3 ( ...  с   d((n) ( 0 ,

г)  с условием   lim [S((’ , (’) - S((” , (”)] = 0  

     при  max{d((’), d((”)} ( 0    и при любом выборе  (’  и  (”
д)  с условием  (( > 0  ((’, (”:  (S((”) - S((’) < (
Задача 3.   Проверьте выполнение условия Дарбу для функции Римана.

II. Критерий  Римана 
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Ограниченная на отрезке  функция  интегрируема на нём по Риману тогда и только тогда, когда для любого  ( ( 0   сумма длин тех сегментов разбиения, колебания функции на которых  ( ( ,  

стремится к нулю вместе с диаметром разбиения

Доказательство.   Проверим равносильность условий Дарбу и Римана.
“(”  Пусть выполнено условие Дарбу. Тогда  
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“(”    Пусть выполнено условие Римана. Тогда
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если сначала зафиксировать  ( < (/2(b-a) ,  а затем взять  (  такое, что
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 где   (  = ((f , [a, b]) – колебание функции  f(x)  на сегменте  [a, b] .       
Примеры:   1) непрерывные функции, 

                    2) монотонные функции,

                    3) функция Дирихле. 

Задача 4.   Проверьте выполнение условия Римана для функции Римана.
Лемма  Бэра   (о связи между колебаниями функции на сегменте 

                            и в точках этого сегмента относительно сегмента)
1) колебание функции в любой точке сегмента (относительно этого сегмента) не больше колебания функции на всём сегменте; колебание функции на сегменте не меньше колебания в любой точке сегмента (относительно этого сегмента),

2) если в каждой точке сегмента  (  колебание функции  ( ( , 

        то  ( ( > 0 такое, что на ( сегменте  ((( (  длиной  ( (  

        колебание  функции будет  ( (  .

Доказательство.  1) следует непосредственно из определений колебания функции на множестве и в точке. 2) докажем от противного. Пусть в каждой точке  x  сегмента  [a, b] колебание функции  ((f, x) будет ( ( , но ((  > 0  ( сегмент  [a(, b’]( [a, b] длиной   b' - a' < (  , колебание  функции на котором  ((f, [a’, b’])  будет  ( (  . Тогда существует последовательность  сегментов   [an , bn]  из   [a , b]  таких, что            bn - an ( 0 , но  ((f, [an , bn]) ( (  . Из ограниченной последовательности  an , a ( an ( b  можно выбрать подпоследовательность  aКn , a ( aКn  ( b , сходящуюся к некоторому числу  x , a ( x ( b , при этом  bКn - aКn ( 0 . Но любая окрестность этой точки  x  (в пересечении с сегментом  [a , b] ) содержит некоторый сегмент [aКn , bКn] , колебание  функции на котором  ((f, [aКn , bКn])  будет  ( (    . Поэтому и  ((f, x) будет  ( (   (?!) .
III. Критерий  дю Буа-Реймона
Обозначим   Е( = { x ( [a, b] таких, что ((f, x) ( ( }
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Ограниченная на отрезке  функция  интегрируема на нём по Риману тогда и только тогда, когда для любого  ( ( 0  множество  E(   всех тех точек разрыва функции  f(x),  колебание в которых  ( ( , имеет жорданову меру нуль, то есть оно может быть заключено в конечную систему интервалов общей сколь угодно малой длины
Доказательство.   Проверим равносильность условий Римана и дю Буа-Реймона.  
“(”  Пусть выполнено условие Римана. Тогда  
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“(”    Пусть выполнено условие дю Буа-Реймона. Тогда   pg(E() = 0 , то есть
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Не умаляя общности, можно считать, что эти интервалы попарно не пересекаются и попарно не соприкасаются (всякие два пересекающихся или соприкасающихся друг с другом интервала  (a’, b’)  и  (a”, b”) можно без увеличения суммарной длины заменить одним интервалом (min{a’,a”}, max{b’, b”}) ). Обозначим через   (1 , (2 ,… сегменты-промежутки между соседними интервалами; число таких сегментов будет не больше  к+1 , и в каждой точке любого их этих сегментов колебание функции  ((f, x) будет ( (  . Выберем теперь, в соответствии с утверждением 2) леммы Бэра, для каждого из сегментов  (j  своё  (j  и обозначим за  (’ наименьшее из всех  (j  (j=1, 2, 3, …, k+1) . Тогда для любого разбиения  (  с диаметром  d(() < (’  всякий сегмент  [xi-1, xi] этого разбиения, колебание  ((f , [xi-1, xi])  на котором будет  ( ( , не лежит целиком ни в одном из сегментов  (j  . Поэтому для суммарной длины таких сегментов справедлива оценка:
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при  d(() < ( , если сначала зафиксировать конечный набор  (ai, bi)  с суммой длин меньше  (/2 , а затем взять  ( = min{(’, (/4k} .  ( 

Примеры:   1) непрерывные функции, 

                     2) монотонные функции,

                     3) функция Дирихле. 

Задача 5.   Проверьте выполнение условия дю Буа-Реймона для ф-ии Римана.
Лекция 3.  (среда, 19.02.03)

IV. Критерий  Лебега
Обозначим   Е = { x ( [a, b] таких, что ((f, x) >  0 }
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Ограниченная на отрезке  функция интегрируема на нём по Риману тогда и только тогда, когда множество всех её точек разрыва имеет лебегову меру нуль, то есть оно может быть заключено в конечную или счётную систему интервалов общей сколь угодно малой длины
Доказательство.   Проверим равносильность условий дю Буа-Реймона и Лебега.     
“(”   Пусть выполнено условие дю Буа-Реймона, то есть для любого  ( ( 0  множество  E(   всех тех точек разрыва функции  f(x),  колебание в которых  ( ( , может быть заключено в конечную систему интервалов общей сколь угодно малой длины. Заметим, что
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Для каждого  n  покроем множество E1/n  конечным набором интервалов общей длины меньше  (/2n . Тогда объединение по всем  n (N  таких наборов будет не более чем счётным набором интервалов, вместе          (в объединении) покрывающих множество  E  и имеющих суммарную длину меньше 
 (/2 + (/4 +(/8 + ...= (  .
“(”    Пусть выполнено условие Лебега. Тогда множество  E  всех точек разрыва функции  f(x) , а вместе с ним и множество   Е( ( Е  для любого  ( ( 0  может быть заключено в конечную или счётную систему интервалов общей сколь угодно малой длины. Осталось заметить, что множество  Е(  для любого  ( ( 0  компактно, то есть (в соответствии с критерием компактности на числовой прямой с обычным расстоянием) замкнуто и ограничено. Ограниченность множества  Е(   очевидна,  Е( ( [a, b] .  Проверим замкнутость  Е(   . Согласно критерию замкнутости, нужно показать, что  (Е()’ ( Е( .  Пусть  x ( (Е()’. Тогда во множестве  Е(   найдётся последовательность  xn  такая, что  xn ( x . Так как в любой окрестности  Ux  точки  x  содержатся все  xn , начиная с некоторого номера, то  ((f,Ux) будет  ( ((f, xn) ( (. Поэтому и  ((f, x) = inf ((f,Ux)  будет  ( (  , то есть   x (  Е(   .  ( 

Примеры:    1) непрерывные функции, 

                     2) монотонные функции,

                     3) функция Дирихле. 

 Замечания (о множествах меры нуль):

1)   всякое конечное множество есть множество жордановой меры нуль, а всякое 
       конечное или счётное множество есть множество лебеговой меры нуль,

2)   всякое множество жордановой меры нуль есть и множество лебеговой меры 
       нуль. Обратное, вообще говоря, не верно. Например, множество  [a, b] ( Q 
       есть множество лебеговой меры нуль, но не жордановой меры нуль,

3)   всякое компактное множество лебеговой меры нуль есть и множество 
       жордановой меры нуль,

4)   объединение любого конечного числа множеств жордановой меры нуль есть 
      множество жордановой меры нуль, а объединение любого конечного или 
       счётного числа множеств лебеговой меры нуль есть множество лебеговой 
       меры нуль.

Задача 6.    Проверьте выполнение условия Лебега для функции Римана. 

Задача 7.   Покажите, что интегрируемость по Риману и значение
                      интеграла Римана не изменятся при изменении значений 
                      функции в любом конечном числе точек, но могут
                      измениться при изменении значений функции 
                      в счётном числе точек.

Свойства функций,  интегрируемых по Риману:

1) Линейная комбинация интегрируемых функций интегрируема.

f(x)( R[a, b] , g(x)( R[a, b] ; ( ,(( R (  (( f(x) + ( ( g(x) ( R[a, b] ,

так как   E[(( f + ( ( g]  (   E[f] ( E[g]  .
2) Произведение интегрируемых функций интегрируемо. 
       f(x)( R[a, b] , g(x)( R[a, b] (   f(x) ( g(x) ( R[a, b] ,

так как   E[f ( g]  (   E[f] ( E[g]  .
3) Композиция непрерывной и интегрируемой функций интегрируема. f(x)( R[a, b] , g(y)  непрерывна на  f([a, b]) ( g(f(x)) ( R[a, b] ,

       так как   E[g(f)]  (   E[f] .
Задача 8.     Всегда ли будет интегрируемой композиция интегрируемой 
                        и непрерывной функций?
Лекция 4.  (среда, 26.02.03)
Свойства  определённого  интеграла:

1) Интеграл есть аддитивная функция промежутка.

Если  f(x)( R[a, b] , то   ( x( [a, b]: f(x)( R[a, x] , f(x)( R[x, b] , и
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2) Интеграл от линейной комбинации интегрируемых функций 

        есть линейная комбинация интегралов.

Если   f(x)( R[a, b] ,   g(x)( R[a, b] , то  ( ( ,(( R : 
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3) Интеграл от неотрицательной функции неотрицателен.

        Если   f(x)( R[a, b] ,  f(x) ( 0 , то и
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4) Интеграл от неменьшей функции неменьше. 

        Если   f(x), g(x)( R[a, b] ,  g(x) ( f(x) , то и
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Задача 9.   Покажите, что интеграл от неотрицательной  и непрерывной функции 
                     равен нулю тогда и только тогда, когда эта функция тождественно
                     равна нулю.

5) Интегрируемая функция и абсолютно интегрируема,

при этом модуль интеграла не превосходит интеграла от модуля.

        Если   f(x)( R[a, b] , то и  |f(x)|( R[a, b] , при этом
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6) Оценки для интеграла, среднее значение функции,  1-я теорема о среднем.  Если   f(x)( R[a, b]  и   m (  f(x) ( M , то 
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         Число  
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   называется  средним значением  функции  f(x)  на отрезке  [a, b] .  Всегда справедливо:   
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1-я теорема о среднем:  если функция  f(x)  непрерывна на  [a, b] , то её 
среднее значение  (  на этом отрезке достигается в некоторой точке  ( , 
промежуточной между  a  и  b , при этом:
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+ геометрическая интерпретация

Задача 10.    Проведите док-во обобщенной 1-ой теоремы о среднем:
                        если функция  f(x)  непрерывна на  [a, b] , а функция
                        g(x)  интегрируема и неотрицательна на  [a, b] , то 

                        найдётся точка  ( , промежуточная между  a  и  b , что:
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Интеграл  Римана  с  переменным  верхним  пределом
Согласно св-ву 1) определённого интеграла Римана, если  f(x)( R[a, b] , 
то ( x ( [a, b] существует          
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=

x

a

dx

x

f

x

F

)

(

)

(


Теорема 1.   Если  f(x)( R[a, b], то  F(x)  непрерывна на  [a, b] .
Теорема 2.   Если  f(x)  непрерывна в точке  x0 ( [a, b], то F(x)  дифференцируема в точке  x0 ( [a, b], причём  F’(x0) = f(x0) .

+ пример:  f(x) = sgnx  на  [-1, 1]

Следствие. Если  f(x)  непрерывна на [a, b], то функция F(x)  дифференцируема  на  [a, b], и  F’(x) ( f(x) на  [a, b]. При этом спрпаведлива формула Ньютона-Лейбница:
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+ примеры

Функция F(x), непрерывная всюду на  [a, b]  и такая, что F’(x0) = f(x0) во всех точках  x0 ( [a, b], в которых  f(x)  непрерывна, называется обобщённой первообразной (по отношению к функции  f(x) ). Функция  f(x) , для которой существует обобщённая первообразная  F(x) , называется интегрируемой по Гёльдеру, при этом разность  F(b) - F(a) называется интегралом Гёльдера от функции  f(x) по промежутку  [a, b]  .         +  пример:  f(x) = 1/(x  ( R[0,1] ,  

но интегрируема по Гёльдеру на  [0,1] с F(x) = 2(x  .
Теорема (об интегрировании по частям в определённом интеграле).

+  пример с   f(x) = lnx  на [1,e]
Теорема (1-я теорема о замене переменной в определённом интеграле, с  f(x)  непрерывной на  [a,b] и  x = ((t)  непрерывно дифференцируемой на  [(, (] ).

+  пример с  f(x) = (1-x2)1/2 на  [0,1]  c  заменой  x(t) = sint
Задача 11.   Проведите док-во 2-й теоремы о замене переменной в определённом
                       интеграле ( с  f(x) ( R[a,b]     и  x(t) ( C1[(,(] , |x((t)| ( ( ( 0 ).

Лекция 5.  (пон., 03.03.03)
Несобственные   интегралы
Определение особых точек 1-го рода и интеграла 1-го рода. Случаи знакопостоянной и непрерывной функции [пример: интеграл от 1 до бесконечности от 1/xp]. Критерий Коши. Признак сравнения. Связь между простой и абсолютной сходимостями. Примеры. Признак Абеля - Дирихле. Примеры.
Лекция 6.  (пон., 10.03.03)
Признак сходимости по мажоранте, пример. Особые точки 2-го рода и несобственные интегралы 2-го рода [пример: интеграл от 0 до  1  от 1/xp]. Общее определение несобственного интеграла, примеры. Интегрируемость по Дирихле. 

Лекция 7.  (пон., 17.03.03)
Аддитивная  мера  Пеано-Жордана
Линейная  мера  Пеано-Жордана.

Внутренней мерой Пеано-Жордана  pgi(A)  произвольного ограниченного множества  A  на числовой прямой  R  называется точная верхняя грань сумм длин промежутков по всевозможным конечным системам промежутков, попарно не пересекающихся и целиком содержащихся во множестве   A .
Внешней мерой Пеано-Жордана  pge(A)  произвольного ограниченного множества  A  на числовой прямой  R  называется точная нижняя грань сумм длин промежутков по всевозможным конечным системам промежутков, вместе (в объединении) покрывающих (содержащих) множество   A .

Для произвольного ограниченного множества  A  на числовой прямой  R  справедливо неравенство   0 (  pgi(A) (  pge(A) . 

Ограниченное множество  A  на числовой прямой  R  называется измеримым по Пеано-Жордану , pg-измеримым или имеющим линейную меру (длину) Пеано-Жордана, если его внутренняя мера равна его внешней мере, то есть если   pgi(A) =  pge(A) .  При этом общее значение внутренней и внешней мер множества  A  обозначают просто pg(A) и называют линейной мерой (длиной) Пеано-Жордана множества  A .
Отметим, что для того, чтобы ограниченное множество  A  на числовой прямой  R  было измеримо по Пеано-Жордану и при этом имело меру нуль ( pg(A) = 0 ), необходимо и достаточно, чтобы внешняя мера этого множества  pgе(A)  была равна нулю , то есть чтобы множество  A  можно было покрыть конечным набором промежутков общей сколь угодно малой длины. Множеством жордановой меры нуль будут, например,  произвольное конечное множество и произвольное счётное множество с конечным числом предельных точек. Напротив, множество всех рациональных точек произвольного ограниченного промежутка положительной длины будет вовсе не измеримо по Пеано-Жордану.

Плоская  мера  Пеано-Жордана .  Квадрируемость.

Внутренней плоской мерой Пеано-Жордана  pgi(A)  произвольного ограниченного множества  A  на плоскости  R2  называется точная верхняя грань сумм площадей многоугольников по всевозможным конечным системам многоугольников, попарно не пересекающихся и целиком содержащихся во множестве   A .
Внешней плоской мерой Пеано-Жордана  pge(A)  произвольного ограниченного множества  A  на плоскости  R2 называется точная нижняя грань сумм площадей многоугольников по всевозможным конечным системам многоугольников, вместе (в объединении) покрывающих (содержащих) множество   A .

Для произвольного ограниченного множества  A  на плоскости  R2  cправедливо неравенство   0 (  pgi(A) (  pge(A) . 

Ограниченное множество  A  на плоскости  R2  называется измеримым по Пеано-Жордану , pg-измеримым, имеющим плоскую меру (площадь) Пеано-Жордана, или квадрируемым, если его внутренняя плоская мера равна его внешней плоской мере, то есть если   pgi(A) =  pge(A) .  При этом общее значение внутренней и внешней мер множества  A  обозначают просто pg(A) и называют плоской мерой (площадью) Пеано-Жордана множества  A .
Отметим, что для того, чтобы ограниченное множество  A  на числовой прямой  R  было измеримо по Пеано-Жордану и при этом имело плоскую меру нуль ( pg(A) = 0 ), необходимо и достаточно, чтобы внешняя плоская мера этого множества  pgе(A)  была равна нулю, то есть чтобы множество  A  можно было покрыть конечным набором многоугольников общей сколь угодно малой длины. Множеством жордановой плоской меры нуль на плоскости  R2  будут, например,  произвольное конечное множество точек или отрезков.

Объёмная мера Пеано-Жордана и кубируемость ограниченных тел из пространства  R3  определяются аналогично. Достаточно в приведённых выше определениях заменить многоугольники на многогранники и квадрируемость на кубируемость.
Задача 12.  Покажите, что каждое из следующих утверждений

                       равносильно квадрируемости ограниченной фигуры  А  :   

а)     существуют конечные системы вписанных и описанных

        многоугольников со сколь угодно малой  разностью 

        сумм их площадей, то есть  ( ( ( 0  существуют конечные наборы

        многоугольников   М1 , М2 , … , Мк   и   М1’ , М2’ , … , Мl’    такие,
        что  Мi ( Мj  = (  при  i(j ,  Мi ( А  при любом  i = 1, 2, …, k  ,

        а объединение всех  Мj’  покрывает (содержит) множество  А  ;
б)     площадь (или внешняя мера) границы фигуры равна нулю, то есть

        ( ( ( 0  существует конечный набор многоугольников 
         М1’, М2’ , … , Мк’  таких, что объединение всех  Мj’ 

        покрывает (содержит) множество  (А  ;

в)     существуют последовательности конечных систем вписанных 
        и описанных прямоугольников с общим пределом сумм
        их площадей, то есть найдётся вещественное неотрицательное 

        число  S  такое, что ( ( ( 0  существуют конечные наборы

        многоугольников  М1 , М2 , … , Мк   и   М1’ , М2’ , … , Мl’       такие, 

        что  Мi ( Мj  = (  при  i(j ,  Мi ( А  при любом  i = 1, 2, …, k  ,

        объединение всех  Мj’  покрывает (содержит) множество  А  , 

        а сумма площадей  Мi  отличается от  S  меньше чем на  (  , 

        и сумма площадей  Мj’  отличается от  S  меньше чем на  (  ;
г)     существуют последовательности конечных систем вписанных и 

        описанных многоугольников, разность сумм площадей которых  

        стремится к нулю, то есть ( ( ( 0  существуют конечные наборы

        многоугольников  М1 , М2 , … , Мк   и   М1’ , М2’ , … , Мl’       такие, 

        что  Мi ( Мj  = (  при  i(j ,  Мi ( А  при любом  i = 1, 2, …, k  ,

        объединение всех  Мj’  покрывает (содержит) множество  А  , 

        а сумма площадей  Мj’  отличается от суммы площадей  Мi  

        меньше чем на  (  .

Задача 12.     Покажите, что в определении квадрируемости можно

                         заменить произвольные многоугольники на фигуры 

                         с уже установленной квадрируемостью.

Задача 13.     Покажите, что подобные фигуры (или тела)

                         одновременно квадрируемы или не квадрируемы. 

                         Установите соотношения между площадями подобных

                         фигур (объёмами подобных тел).

Задача 14.     Докажите, что мера Пеано-Жордана аддитивна, то есть

                         если множества  А  и  В  pg-измеримы и   А ( B =( ,

                         то  их сумма  А + B  также будет pg-измеримa 
                         и при этом   pg(A + B) = pg(A) + pg(B)  .

+  пример:  доказательство Архимеда квадрируемости сектора круга

Определение  интегрируемости  по  Риману  и интеграла  Римана  через квадрируемость  и  плоскую  меру  подграфика  функции    f(x)


Для неотрицательной на отрезке  [a, b]  функции  f(x)  определим интеграл Римана как плоскую меру Пеано-Жордана подграфика функции  f(x), то есть положим по определению
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Для произвольной функции  f(x)  определим интеграл Римана как разность плоских мер подграфиков функций   f+(x)  и  f-(x), то есть положим по определению
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где
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Задача 15.     Покажите равносильность приведённого определения 
                         с исходным определением интегрируемости по Риману.

Квадрируемость и площадь фигуры, ограниченной лучами 

( = (  ,    ( = (    и кривой    r = r(() ( R[(,(] 
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Лекция 8.  (пон., 24.03.03)
Определённый  интеграл  в  анализе  бесконечно  малых  как бесконечно  большая  сумма  бесконечно  малых  частей  
(бесконечно малых  разностей  или  приращений). 

Вывод  (но  не  доказательство)  формул
  для  приложений определённого  интеграла.

Дифференциалы  dx, dy, dS, dF, …  определяются не как переменные и вещественные величины, но как постоянные  и бесконечно малые  разности или приращения соответствующих величин. При этом площадь подграфика 
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Длина  дуги.                 
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+  пример:  длина дуги арки циклоиды

Объём  тела.               
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+  пример:  объём сегмента параболоида вращения

Задача 16.   Выведите формулу для объёма тела, полученного

                       вращением подграфика неотрицательной на отрезке

                       [a, b] , 0 < a < b   функции   y(x)  вокруг оси  y .

Задача 17. Проведите вывод формулы Архимеда - Паппа - Гульдина:
                      объём  V  тела, полученного вращением фигуры   S 
                      вокруг непересекающей её оси равен произведению
                      площади фигуры  S  на длину окружности  2(x0 , 
                      описываемую центром тяжести фигуры.
Площадь  поверхности  тела  вращения          
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 +  пример:   площадь шарового слоя

Работа  силы.              
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+  пример:   работа двигателей космического корабля

Вычисление  моментов  и  центра  тяжести.
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+  пример:  статический момент  М1  и центр тяжести  

                    сегмента параболоида вращения

Задача 18.    Покажите, что центр тяжести - аффинный инвариант, 

                         то есть при любом аффинном преобразовании центром тяжести
                         образа всякой фигуры  будет образ её центра тяжести.

Лекция 9.  (пон., 31.03.03)

Функции  с  ограниченной  вариацией.
Введём следующие обозначения:
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 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]
Будем говорить, что   f(х) – функция ограниченной вариации 
(имеет ограниченную вариацию или имеет ограниченное изменение)
на отрезке  [a, b], если её полная вариация  V(f)  на этом отрезке ограничена, 

то есть если      
[image: image46.wmf]+¥
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Свойства функций ограниченной вариации:

1) всякая функция ограниченной вариации ограничена;

2) вариация по сумме конечного числа отрезков равна 

        сумме вариаций по этим отрезкам;

3) сумма и разность двух функций ограниченной вариации 

        есть функция ограниченной вариации, 

        произведение функции ограниченной вариации на число

        есть функция ограниченной вариации,

        произведение двух функции ограниченной вариации 

        есть функция ограниченной вариации,

        частное двух функции ограниченной вариации 

        есть функция ограниченной вариации при условии, 

        что знаменатель отделён от нуля

Если  функция  f(х)  монотонна на  [a, b], то       
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+  примеры:         1)  f(x)-const ;  

                              2)  f(x)= sinx  на [0, (/2] и на [0, 2(], 

                           3) f(x) = 2 - x  при  0 ( x < 1,  f(x) = 2  при  x = 1, 

                                  f(x)  = x - 1  при  1 < x < 2,  f(x)  = 0 при  x = 2 ,

                              4) f(x) -функция Дирихле

Задача 19.     Можно ли в определении  вариации  V(f)  заменить 

                         sup v(f,( )  по всем  (  на  lim v(f,( )  при  d(() ( 0 ?

Замечание. В случае неограниченного промежутка, например  [a, +(], положим по определению
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Теорема (о достаточных условиях ограниченности вариации).  Для огран-ности 
вариации функции  f(x)  на  [a, b]  достаточно выполнения любого из условий:
1) монотонность и ограниченность  f(x)  на  [a, b],  

2) кусочная монотонность и ограниченность  f(x)  на  [a, b],   

3) липшицируемость  f(x)  на  [a, b],    

4) непрерывная дифференцируемость  f(x)  на  [a, b],   

5) представление  f(x)  на  [a, b]  в виде  const + интеграл 

        с переменным верхним пределом от некоторой 

        интегрируемой функции:       
[image: image49.wmf]ò
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Формула для вычисления вариации непрерывно дифференцируемой  на отрезке  [a, b]  функции  f(x) :              
[image: image50.wmf]ò

=

b

a

b

a

dx

x

f

x

f

V

|

)

(

'

|

)

(


Лекция 10.  (пон., 07.04.03)

Теорема (критерий ограниченности вариации).

Для того, чтобы функция  имела ограниченную вариацию на данном отрезке, необходимо и достаточно, чтобы её можно было представить на данном отрезке
в виде разности двух монотонных и ограниченных функций, то есть
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где функции  f1(x)  и  f2(x)  монотонны и ограничены на  [a , b] . 

Доказательство:      “(”   Если функция  f(x)  имеет на  [a , b]  ограниченную вариацию, то  f(x)  можно на  [a , b]  представить в виде:


[image: image52.wmf])]

(

)

(

[

)

(

)]

(

)

(

[

)

(

)

(

x

f

x

V

x

V

x

f

x

f

V

x

f

V

x

f

x

a

x

a

-

-

=

-

-

=


Проверим, что функции   f1(x) = V(x)  и   f2(x) = V(x) - [V(x) - f(x)]
монотонны и ограничены на  [a , b] .  При  x’ < x” имеем: 
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“(”   Пусть функция  f(x)  представима на  [a, b] в виде разности монотонных и ограниченных функций  f1(x)  и  f2(x). Тогда обе функции  f1(x)  и  f2(x)  имеют на  [a, b]  ограниченные вариации, причём  V(f1) =( f1 (b ) -  f1(a)(  и  V(f2) =( f2 (b) -  f2(a)(.  Поэтому,согласно свойству 3) функций ограниченной вариации, и их разность, то есть функция   f(x) ,  имеет на  [a, b]  ограниченную вариацию. 
Задача 20.     Покажите, что  функция  V(x)  непрерывна 

                          в каждой точке непрерывности  f(x) .
Задача 21.     Проведите доказательство свойства  3)  функций ограниченной
                          вариации,  исходя из критерия ограниченности вариации.  

Спрямляемые  кривые.   Критерий  спрямляемости

Пусть кривая  АВ  задана параметрически уравнениями

x = x(t),  y = y(t), ( (  t ( ( , (x((), y(()) = A , (x((), y(()) = B

Функции  x(t)  и  y(t)  будем предполагать только непрерывными на [(,(]. Будем также считать, что  АВ - кривая без самопересечений, то есть  АВ  не имеет кратных точек (разным значения параметра  t  соответствуют разные точки кривой   АВ ). 

Для произвольного разбиения       ( :  ( = t1 < t2 < …< tn =(      длина l(()  ломаной  АМ1 М1…Мт-1В , вписанной в дугу  АВ , будет равна
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 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]
Если


[image: image56.wmf],
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то будем говорить, что кривая АВ спрямляема, и  lAB  - длина кривой АВ.
Теорема  (критерий спрямляемости кривой).

Для того, чтобы кривая  АВ  была спрямляема, необходимо и достаточно, чтобы обе функции   x(t)  и  y(t)   имели на отрезке  [(,(] ограниченную вариацию.

Доказательство  основано на том, что  

«каждый из катетов прямоугольного треугольника не больше гипотенузы, а гипотенуза не больше суммы катетов».
Лекция 11.  (пон., 14.04.03)

Интеграл Римана - Стильтьеса

Пусть на отрезке  [a,b] определены две функции  f(x)  и  g(x) .

Определения разбиения ( :a = x0 < x1 < x2 < …< xn = b отрезка [a,b],  диаметра разбиения  d(() = max (xi  (i = 1, 2, … , n),  интегральных сумм Римана - Стильтьеса от функции  f(x)  по функции  g(x) 
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где  xi-1 ( (i ( xi , (gi = g(xi) – g(xi-1),  интеграла Римана - Стильтьеса от функции  f(x)  по функции  g(x) 
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[image: image59.wmf]e
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и интегрируемости функции  f(x)  по функции  g(x) на отрезке  [a,b]. 

Критерий Коши.  Интеграла Римана - Стильтьеса от функции  f(x)  по функции  g(x) существует тогда и только тогда, когда
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Теорема (о связи между интегралами  fdg  и  gdf ).
Из существования одного из интегралов


[image: image61.wmf]ò
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следует существование и другого интеграла (другими словами: если  f(x)  интегрируема по функции  g(x) на отрезке  [a,b] , то и  g(x)  интегрируема по функции  f(x) на отрезке  [a,b], и наоборот) , 

при этом справедлива формула интегрирования по частям:
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Свойства  интеграла  Римана – Стильтьеса:

1. 
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3. 
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4. 
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5. 
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если  a < b < c  и интеграл от  а  до  с  существует

Замечание.  Из существования интегралов от   а   до   b   и от   b   до   с   не следует, вообще говоря, существования интеграла от   а   до   с  
(+ пример:  a = 0, b = 1, c = 2,  f(x) = 0  при  0 ( x ( 1  и   f(x) = 1 при  1 < x ( 2 ,  g(x) = 0  при  0 ( x < 1  и   g(x) = 1 при  1( x ( 2) .

Определение нижней и верхней сумм Дарбу – Стильтьеса для случая возрастающей функции  g(x) :
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Из приведённых выше определений видно, что для случая возрастающей функции  g(x) 
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Свойства сумм Дарбу для случая возрастающей функции  g(x):

1. При измельчении разбиения  (  (т. е. при добавлении новых точек разбиения) нижняя сумма Дарбу  S(()  не убывает, а верхняя сумма Дарбу  (S(()  не возрастает. 

2. Всякая нижняя сумма Дарбу  S((1)  не превосходит всякой верхней суммы Дарбу  (S((2).
3. Существуют             
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Критерий Дарбу.   Ограниченная функция  f(x) интегрируема по монотонной функции  g(x) на отрезке  [a,b]  тогда и только тогда, когда 
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Лекция 12.  (пон., 21.04.03)
Теорема (о достаточных условиях существования интеграла Римана – Стильтьеса).   Для существования интегралов Римана-Стильтьеса 
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достаточно выполнения любого из следующих условий:

1. Одна из функций  f(x)  и  g(x)  непрерывна на  [a, b] ,  а другая  имеет на   [a, b]  ограниченную вариацию.

2. Одна из функций  f(x)  и  g(x)  интегрируема по Риману на  [a, b] ,  а другая  липшицируема на   [a, b] .

3. Одна из функций  f(x)  и  g(x)  непрерывна на  [a, b] ,  а другая  представима на   [a, b] в виде
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         С  и  Сj  - const,  ((x-xj) = 0  при  х ( xj  и   = 1  при  х > xj , 
         а  ((x) - некоторая непрерывная на  отрезке  [a, b]  функция.

Доказательство.
1. Пусть, например, функция  f(x) непрерывна на  [a, b] ,  а функция   g(x)  имеет на   [a, b]  ограниченную вариацию. Тогда функцию  g(x)  можно представить на  [a, b] в виде разности двух монотонно возрастающих функций  g1(x) = V(x)  и  g2(x)= V(x) - g(x) 

       (где  V(x)  - вариация функции  g(x)  на участке  [a, х] ). А так как
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       то достаточно рассмотреть случай монотонно возрастающей 

       функции  g(x) . Проверим выполнение условия Дарбу:
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        при  d(() ( 0  в силу равномерной непрерывности  функции  f(x)

       на отрезке  [a, b] . 

2. Пусть, например, функция  f(x) интегрируема по Риману на  [a, b] ,  а функция   g(x)  липшицируема на   [a, b] . Тогда функцию  g(x)  можно представить на  [a, b]  в виде разности двух монотонно возрастающих функций  g1(x) = V(x)  и  g2(x)= V(x) - g(x) , причём обе функции  g1(x)  и  g2(x) также будут липшицируемы на  [a, b] .  А так как
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       то достаточно рассмотреть случай возрастающей и липшицируемой 

       функции  g(x) . Проверим выполнение условия Дарбу:
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       при  d(() ( 0  в силу интегрируемости по Риману функции  f(x)

       на отрезке  [a, b] .

3. Так как    
[image: image81.wmf],
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       то достаточно проверить существование всех трёх интегралов 

       в правой части. Но первые два вычисляются непосредственно 

       и равны соответственно  0  и  cумме  Cjf(xj) , а для третьего 

       интеграла справедливы условия  2 .

Теорема (о вычислении интеграла Римана – Стильтьеса).

Пусть функция  f(x) непрерывна на  [a, b] ,  а   g(x)   представима на   [a, b] в виде
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С  и  Сj  - const,  ((x-xj) = 0  при  х ( xj  и   = 1  при  х > xj ,  а  ((x) - некоторая непрерывная на  отрезке  [a, b]  функция. Тогда
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+  пример:  [a, b] = [-2, 2];  f(x) = x3+1; g(x) = x+2  при  –2 ( x ( -1, = 2  при  –1 < x ( 1,  = x2+3  при  1 < x ( 2 

Задача 22.     Покажите, что интеграл Стильтьеса  от  a  до  b от   x.dF(x) 
                         можно в случае монотонно возрастающей и ограниченной функции 
                         F(x)  геометрически интерпретировать как площадь между 
                         графиком   F(x)  и осью ординат.

Задача 23.     Каков геометрический смысл интегралов  Стильтьеса от  gdf   и
                          fdg   и формулы интегрирования по частям в случае непрерывной 
                         и монотонно возрастающей  функции  f(x)  и монотонной 
                         и ограниченной функции  g(x) .

Теорема (об оценках для интеграла Римана – Стильтьеса).

1)  Если на отрезке  [a, b]  функция  f(x) ограничена,  m ( f(x) ( M , 
      а функция  g(x) монотонна, то 
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2)  Если функция  f(x) непрерывна на  [a, b] ,  а функция   g(x)  имеет 

      на   [a, b]  ограниченную вариацию, то
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Теорема (2-я теорема о среднем для интеграла Римана). 

Если функция  f(x) непрерывна на  [a, b] ,  а функция   g(x)  возрастает 

на   [a, b] ,  то найдётся точка  (  между  a  и  b  такая, что
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Лекция 13.  (пон., 28.04.03)

Функции  нескольких  переменных

Определение и геометрическая интерпретация функции двух переменных, пример (№ 3138).     Простые, повторные и двойной пределы, примеры (№№ 3181, 3182, 3183, 3183.1, 3186, 3187), теорема о связи между простым, повторным и двойным пределами.

Лекция 14.  (среда, 30.04.03)

Непрерывность и равномерная непрерывность, определения, связь между ними, липшицируемость как достаточное условие равномерной непрерывности, свойства непрерывной на компакте функции, примеры (№№ 3202, 3203.1, 3203.2).  

Задача 24.     Покажите, что если функция непрерывна по одной

                          переменной и равномерно относительно этой

                          переменной непрерывна по другой переменной, то она 

                          непрерывна и по совокупности переменных.

 Задача 25.    Покажите, что если функция непрерывна по одной 

                          переменной и липшицируема по другой переменной, 

                          то она непрерывна и по совокупности переменных.

Задача 26.     Покажите, что если функция непрерывна по каждой из 

                         двух переменных в отдельности и монотонна по одной 

                          из них, то она непрерывна и по совокупности этих

                          переменных (теорема Юнга).

Частные производные первого порядка, определение, геометрическая интерпретация, пример вычисления частных производных в данной точке непосредственно по определению.

Лекция 15.  (пон., 04.05.03)

Дифференцируемость и дифференциал, определение, геометрическая интерпретация, примеры (проверка непосредственно по определению дифференцируемости многочлена в точке, № 3212.1). 

Теорема. 

1) Из дифференцируемости функции в данной точке следуют её непрерывность по совокупности переменных и существование всех частных производных первого порядка в этой точке.

2) Из существования всех частных производных первого порядка в данной точке не следует, вообще говоря,  даже непрерывность по совокупности переменных в этой точке.

Дифференцирование сложных и неявных функций, теорема  о дифференцируемости композиции дифференцируемых функций, пример (№ 3284), вычисление частных производных неявно заданной функции, пример (№ 3383).

Теорема (о достаточных условиях дифференцируемости функции в точке). Для дифференцируемости функции в точке достаточно, чтобы все её частные производные первого порядка существовали в некоторой окрестности этой точки и были непрерывны в самой точке.

Лекция 16.  (среда, 06.05.03)

Частные производные высших порядков, определение и примеры (полином + № 3230), теорема об условиях равенства смешанных производных.

Дифференциалы высших порядков, определение и примеры.
Лекция 17.  (среда, 13.05.03)

Замечание (об инвариантности формы дифференциалов любого порядка при линейном преобразовании). 

Формула Тейлора для функции нескольких переменных, её вывод и примеры.
Для допуска к экзамену 

необходимо расчитаться со всеми долгами по практике!

Сдача долгов по практике 

и консультации:

6 июня, среда – с 1300 до 1700

7 июня, четверг – с 1300 до 1700

24 июня, воскресенье – с 1500 до 1700

25 июня, понедельник – с 1500 до 1700

26 июня, вторник – с 1500 до 1700
Последний день сдачи  коллоквиума – 7 июня

На экзамене  

сначала даются две задачи по практике на 40 минут, 

затем также на 40 минут даётся билет, 

содержащий один вопрос и одну задачу по теории 

Итоговая оценка   составляется из 

семестровой оценки по практике, 

оценки по коллоквиуму, 

оценки по практике на экзамене, 

оценки по теории на экзамене,

оценки по дополнительным вопросам и задачам
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