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 Математический анализ ,

3-й семестр 2001/2002 уч. года

Лекция 1.  (вт., 04.09.01)
Tест. Характер и содержание курса в 3-ем семестре.
Практика, коллоквиум и экзамен. Литература:

1. Г.М. Фихтенгольц   «Основы математического анализа», т. 1,2

2. Г.М. Фихтенгольц «Курс дифференциального и интегрального исчисления», т. 1,2

3. В.А. Ильин, Э.Г. Позняк   «Основы математического анализа» , части 1,2

4. Г.Е. Шилов   «Матем. анализ. Функции одного переменного». Части 1-2. 

5. В.А. Зорич  «Математический анализ» , т.1,2

6. С.М. Никольский   «Курс математического анализа» , т. 1,2

7. Л.Д. Кудрявцев   «Математический анализ» , т. 1,2

8.    У. Рудин   «Основы математического анализа»

9.    А.Н. Колмогоров, С.В. Фомин   «Элементы теории функций и функционального анализа»

Локальный экстремум функции нескольких переменных

Точка   P0 = x0 = (x10  , x20  , … , xn0  )  называется точкой (строгого) локального минимума функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) , если в некоторой “проколотой” окрестности  U0(P0) точки  P0  выполняется неравенство   f (P) > f (P0)  .  

Точка   P0 = x0 = (x10  , x20  , … , xn0  )  называется точкой (строгого) локального максимума функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) , если в некоторой “проколотой” окрестности  U0(P0) точки  P0  выполняется неравенство   f (P) < f (P0)  .

Точки (строгого) локального минимума или (строгого) локального максимума называются точками (строгого) локального экстремума.

Теорема  (о необходимых условиях локального экстремума).  

Если точка   P0  точка локального экстремума функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) , то все те частные производные 1-го порядка функции   f ( x1  , x2 , …, xn )  , которые существуют в точке P0 , необходимо равны в этой точке нулю.       

В частности, если функция   f ( x1  , x2 , …, xn )  дифференцируема в точке  P0  локального экстремума, то необходимо, чтобы    df (P0 ) = 0  , то есть чтобы точка  P0  была  стационарной  точкой функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) . 

Теорема  (о достаточных условиях локального экстремума).  

Пусть  P0    - стационарная точка функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) , и пусть функция   f   имеет в некоторой окрестности точки  P0  непрерывные частные производные до 2-го порядка включительно. Тогда, если  d2f (P0 ) > 0 , то есть  d2f (P0) как квадратичная форма относительно   dx1  , dx2 , …, dxn   является положительно определённой, то P0  будет точкой (строгого) локального минимума функции   f  . Если d2f (P0 ) < 0 , то есть  d2f (P0)  как квадратичная форма относительно   dx1  , dx2 , …, dxn   является отрицательно определённой, то P0  будет точкой (строгого) локального максимума функции   f  . Если же квадратичная форма  d2f (P0 )  не является знакоопределённой, то есть в (произвольной) окрестности точки  P0  принимает как положительные, так и отрицательные значения, то   P0   не является точкой экстремума функции   f  .

Доказательство  теоремы основано на том, что
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+ примеры:     1)  f(x,y) = x2 + y2 ,       2)  f(x,y) = x2 - y2 ,        3)  f(x,y) = x2 + (y4 ,

Лекция 2.  (чт., 06.09.01)
Условный экстремум функции нескольких переменных

Точка  P0 = (x10  , x20  , … , xn0  ) называется точкой условного (строгого) минимума функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) при ограничениях   (1 ( x1  , x2 , …, xn ) = 0 ,   (2 ( x1  , x2 , …, xn ) = 0 , … ,  (m ( x1  , x2 , …, xn ) = 0   (m < n) , если в некоторой “проколотой” окрестности  U0(P0) точки  P0   при указанных ограничениях выполняется неравенство 

 f (P) > f (P0)  .  

Точка  P0 = (x10  , x20  , … , xn0  ) называется точкой условного (строгого) максимума функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) при ограничениях   (1 ( x1  , x2 , …, xn ) = 0 ,   (2 ( x1  , x2 , …, xn ) = 0 , … ,  (m ( x1  , x2 , …, xn ) = 0   (m < n) , если в некоторой “проколотой” окрестности  U0(P0) точки  P0   при указанных ограничениях выполняется неравенство  

 f (P) < f (P0)  .  

Если функции  (j ( x1  , x2 , …, xn )  дифференцируемы в точке  P0  , а  функция   f   имеет в некоторой окрестности точки  P0  непрерывные частные производные до 2-го порядка включительно, то задача отыскания точек условного экстремума (условного минимума или условного максимума) функции   f   при указанных ограничениях   (j = 0   сводится 

к задаче исследования на локальный экстремум функции Лагранжа  

L = f + ((( = f + ((1((1+ (2((2 + … + (m((m) ,

где  (j - постоянные множители. При этом должны учитываться ограничения (j = 0, а также вытекающие из этих ограничений соотношения между  dx1 , dx2 , … , dxn .+ пример

Глобальный экстремум функции нескольких переменных

Точка  P0 = (x10  , x20  , … , xn0  ) называется точкой глобального (строгого) минимума функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) в замкнутой области   G  c границей   (  , если для любой точки точки    P( G   неравенство    f (P) > f (P0)  .  

Точка  P0 = (x10  , x20  , … , xn0  ) называется точкой глобального (строгого) максимума функции   f ( x1  , x2 , …, xn ) в замкнутой области   G  c границей   (  , если для любой точки точки    P( G   неравенство    f (P) < f (P0)  .  

Точки глобального (или ещё абсолютного) максимума или минимума функции   f  в области   G  называются  точками глобального (или абсолютного) экстремума. Согласно выше доказанному, эти точки могут быть только трёх следующих типов: точки недифференцируемости функции   f  внутри области   G  , стационарные точки функции   f  внутри области   G  ,  и граничные точки области  G , в которых достигаются условные экстремумы функции   f .

+  пример:   № 3678

Лекция 3.  (вт., 11.09.01)

Теорема о неявной функции

Теорема  (о неявной функции).  

Если выполнены условия:

1)   функция   F (x , y)  определена и непрерывна вместе  со своими частными 

       производными 1-го порядка в некоторой окрестности точки  ( x0  , y0 )  , 

2)   F (x0 , y0 ) = 0   ,

3)   Fy’ (x0 , y0 ) ( 0   ,

то существует единственная функция   y(x) , удовлетворяющая в некоторой окрестности точки   x0   уравнению   F (x , y(x)) = 0    и начальному условию   y(x0) = y0    . При этом функция   y(x)  будет непрерывна и непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности точки  x0  , и её производная  y’(x)  будет равна   - Fx’(x , y(x)) / Fy’(x , y(x)) . 

Доказательство  теоремы cм., например, [ 1 ,  т. 2,  п. 315,  стр. 181-185] .

Замечания:

I.  Для существования и единственности функции   y(x)   достаточно выполнения

    значительно более слабых условий: 

    1’)   функция   F (x , y)  определена и непрерывна (по сокупности переменных)

           в некоторой окрестности точки  ( x0  , y0 )  , 

    2)    F (x0 , y0 ) = 0   ,

    3’)   функция   F (x , y)  строго монотонна по   y   при каждом фиксированном   x   из

            некоторой окрестности точки   x0  .

II.   В общем случае теорема о неявной функции формулируется следующим образом:

       если  

       1)   функции   Fj (x , y) , где  j = 1, 2, … , m ,  x = (x1, x2, …, xn), y = (y1, y2, …ym) 

            непрерывны вместе  со своими частными производными 1-го порядка в некоторой

             окрестности точки    ( x0  , y0 ) = (x10, x20, …, xn0, y10, y20, …ym0)  , 

       2)   Fj (x0 , y0) = 0    , где  j = 1, 2, … , m  ,

       3)   якобиан   DFi’ / Dyj  (  0    в точке  (x0 , y0)  ,

       то существует единственная вектор-функция   y(x)= (y1(x), y2(x), …ym(x)) ,

       удовлетворяющая в некоторой окрестности точки   x0  = (x10, x20, …, xn0)   уравнениям 

       Fj (x , y(x)) = 0    и начальному условию   y(x0) =  y0  = (y10, y20, …ym0)     . При этом 

       вектор-функция   y(x)  будет непрерывна и непрерывно дифференцируема 

       в некоторой окрестности точки   x0   . 

+   примеры:          1)   x2 + y2 = 1  ,         2)   (x2 + y2)2 = x2 - y2  ,         3)  № 3403.1

Задача 1.   (№ 3682)   Является ли достаточным для минимума функции   f(x, y)   в точке   (x0 , y0)  , чтобы эта функция имела минимум вдоль каждой прямой, проходящей через точку   (x0 , y0) ?     Рассмотреть пример   f(x, y) = (x – y2)(2x – y2)  .  

Лекция 4.  (чт., 13.09.01)

Числовые  ряды

Числовым рядом   а   называется выражение      a :    а1 + а2 + …+ аn + …, где  an ( R  . При этом   аn   называется  n-ым  членом  или  n-ым  слагаемым  ряда   а , сумма первых  n  слагаемых     Sn  =  а1 + а2 + …+ аn     называется   n-ой   частичной  суммой   ряда   а  , 

а выражение     rn  =  аn+1 + аn+2 + …    называется   n-ым   остатком   ряда   а  .

Говорят, что ряд   а   сходится, если сходится последовательность   Sn   частичных сумм ряда   а , при этом число   S = lim Sn   называют суммой ряда   а  .

Примеры:    1)    1/(1(2) +  1/(2(3) + …  ,

2) арифметическая прогрессия,

3) геометрическая прогрессия,

4) гармонический ряд  (Н. Орем, ок. 1350 г.)

Связь между рядами и последовательностями:    a (( Sn ,     xn (( an = Sn – Sn-1
Связь между рядами и несобственными интегралами 1-го рода, интегральный критерий сходимости Маклорена – Коши:  если для числового ряда   а   со слагаемыми   аn  существует неотрицательная и монотонно убывающая при   x ( 1   функция   f(x)   такая, что   f(n) = an  , то числовой ряд   а   сходится тогда и только тогда, когда сходится несобственный интеграл 1-го рода от   f(x)   по промежутку от   1   до  +(  .

+   пример:    1 + 1/2p+ 1/3p+ …
Задача 2.    Можно ли в формулировке интегрального критерия сходимости отбросить условие монотонности функции   f(x) ?

Необходимое и достаточное условие сходимости числового ряда (критерий Коши):

ряд    a :    а1 + а2 + …+ аn + … сходится ( |Sn+p – Sn| = |xn+1 + xn+2 + … + xn+p| ( 0  при   n ( (  , ( p = p(n) ( N
+  пример:  сходимость бесконечных десятичных дробей

Необходимое условие сходимости (достаточное условие расходимости) числового ряда:

если ряд    a :    а1 + а2 + …+ аn + … сходится, то   аn ( 0  при   n ( (  

(если    аn   не стремится к   0   при   n ( ( , то ряд    a   расходится)

+  пример

Положительные числовые ряды

a :    а1 + а2 + …+ аn + … , где все    аn > 0  ,   Sn(
ряд   a   сходится (   Sn  ограничена сверху,   Sn ( M   ( n( N
Общие признаки сходимости и расходимости

I.   Если   0 < аn ( bn   при   n ( n0  , то из сходимости ряда   b   следует сходимость

     ряда   a , а из расходимости ряда   a   следует расходимость ряда   b  .

     Следствие.   Если   аn = О((bn)   при   n ( (  , то из сходимости ряда   b   следует  

     сходимость ряда   a , а из расходимости ряда   b   следует расходимость ряда   а  .

     +   пример:    если   аn = О((1/np)   при   n ( (  , то ряд   а   сходится при   p > 1  

                         и расходится при    p ( 1  .

Лекция 5.  (вт., 18.09.01)

II.  Если    аn /an+1 ( bn /bn+1    при   n ( n0  , то из сходимости ряда   b   следует 

      сходимость ряда   a , а из расходимости ряда   a   следует расходимость ряда   b  .

[доказательство следует из неравенства:  Sna (  Sn0  a + (an0   / bn0 ) (  (Snb - Sn0 b) при   n ( n0]

Признак Коши.   Если   kn = n(an  (  q < 1  при   n ( n0  , то ряд   a   сходится. 

Если же   kn = n(an  ( 1  при   n ( n0  , то ряд   a   расходится.
[для доказательства достаточно применить общий признак сходимости  I  с   bn = an0 ( qn ]

+  пример:    an = (1 – 1/n)n2

Признак  д’Аламбера.   Если   dn = аn /an+1 (  p > 1  при   n ( n0  , то ряд   a   сходится. 

Если же  dn = аn /an+1 ( 1  при   n ( n0  , то ряд   a   расходится.
[для доказательства достаточно применить общий признак сходимости  II  с  bn = an0 ( p-n]

+  пример:    an = 1/(n-1)!
Признак  Раабе - Гаусса.   Если   rn = аn /an+1 = ( + (/n + О((1/np) ,  где   p > 1 , 

то ряд   а   сходится при   ( > 1   и при    ( = 1, ( > 1  

и расходится при   ( < 1   и при   ( = 1, ( ( 1. 

Краткое доказательство.    Если   ( ( 1, то достаточно применить признак д’Аламбера. Если    ( > 1   или    ( < 1 , то достаточно применить общий признак сходимости  II  

с  bn = 1/n( ,  где    ( - произвольное число между   1   и   (  . Если  же   ( = 1,   ( > 1,

то достаточно применить общий признак сходимости  II  с    bn = 1/(nln(n) ,  где    ( - произвольное число между   1   и    (   . Если  же   ( = 1,   ( ( 1, то достаточно применить общий признак расходимости  II  с    bn = 1/(n( ln n)  .

+  пример:     an = p - (1 + 1/2 + 1/3 + … + 1/n) ,  где   p > 0 .

Задача 3.    Докажите  признак Жамэ :   если   gn = (1 -  n(an )( n / (ln n) ( p > 1  при   n ( n0  , то ряд   a   сходится; если же   gn ( 1  при   n ( n0  , то ряд   a   расходится.

Задача 4.    Докажите  критерий Лобачевского :   положительный ряд   a   сходится  ( сходится положительный ряд  b :  ( nm2-m , где  nm –  номер, начиная с которого  an < 2-m
Знакопеременные числовые ряды

a :    а1 - а2 + a3 - …+ (-1)n+1аn + … , где все    аn > 0  

(знакочередующийся  ряд)

Признак  Лейбница.  

Если при   n ( (     аn стремится к нулю монотонно, то ряд   а   сходится. 

[для доказательства достаточно заметить, что если   аn    стремится к нулю монотонно, то S2k-1  убывает, а  S2k  возрастает, причём  S2k-1  - S2k  = a2k ( 0  при   k ( (]

+  пример:     a : 1 - 1/2 + 1/3 - … + (-1)n+11/n + …
Лекция 6.  (чт., 20.09.01)

Задача 5.    Используя геометрическое определение логарифмической функции, 

                           докажите, что  1 - 1/2 + 1/3 - … + (-1)n+11/n + …= ln2
Задача 6.    Можно ли в формулировке признака Лейбница отбросить условие монотонности   an ?

Признак  Абеля - Дирихле.   Для сходимости ряда 
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или условия    2)  ряд  а   сходится, а   bn   монотонна и ограничена при   n ( (  .

Доказательство может быть проведено с использованием критерия Коши.

+  пример:   при   х ( 2к(   ряды    
[image: image4.wmf]å

å

¥

=

¥

=

1

1

cos

    

и

     

sin

n

p

n

p

n

nx

n

nx

 сходятся при   p > 0  , при проверке выполнения условия  1)  признака Абеля – Дирихле используются формулы
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Простая, абсолютная и условная сходимости рядов

Ряд    a :    а1 + а2 + …+ аn + …   называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд |a| : |а1| + |а2| + …+ |аn| + …, составленный из абсолютных величин слагаемых ряда a . 

Теорема  (о связи между простой и абсолютной сходимостями рядов).  

Если ряд сходится абсолютно, то он и просто сходится ( |a|  сходится   (   a  сходится ).

Обратное неверно, то есть существуют ряды, сходящиеся просто, но не абсолютно.

Доказательство первого утверждения может быть проведено с использованием критерия Коши с учётом неравенства   | аn+1 + аn+2 + …+ аn+p |  (  |аn+1| + |аn+2| + …+ |аn+p|   или же исходя из cоотношений между частичными суммами рядов   a , |a| , a+  , a-  :

Sna = Sn1a+ - Sn2a-    ,   Sn|a| = Sn1a+ + Sn2a-   ,

где   a+    есть ряд, составленный из положительных слагаемых ряда   a  , а   a+    есть ряд, составленный из модулей отрицательных слагаемых ряда   a  ,  при этом    n1 + n2 = n   . 

Для доказательства второго утверждения достаточно рассмотреть ряд с   аn = (-1)n 1/n .

Если ряд сходится просто, но не абсолютно, то такой ряд называют  условно  сходящимся.

Группировки слагаемых ряда

Пусть  к1 , к2 , … , кn , …   - произвольная строго возрастающая последовательность натуральных чисел. Ряд

(a :    (а1 + (а2 + …+ (аn + …,
где (а1 = (а1 + а2 + …+ аk1 ),(а2 =  (аk1+1 + аk1+2 + …+ аk2 ), …  называется рядом, полученным из ряда a  группировкой его слагаемых по выбранной последов-ти   кn   .

Теорема  (о группировках слагаемых ряда).  

При любой группировке слагаемых сходящегося ряда его сходимость и сумма сохраняются. Но некоторые расходящиеся ряды могут стать сходящимися при подходящей группировке слагаемых.

Доказательство первого утверждения теоремы основано на том, что    Sn(a     =   Skna     .

Для доказательства второго утверждения теоремы достаточно рассмотреть пример ряда    a : 1 - 1 + 1 - … + (-1)n+1 + … , слагаемые которого группируются попарно.

Перестановки слагаемых ряда

Пусть   n ((  кn    - произвольная биекция из   N   в   N  .  Ряд
a’ :    а’1 + а’2 + …+ а’n + …,

где ( а’n = аkn   , называется рядом, полученным из ряда   а   перестановкой его слагаемых по выбранной биекции    n ((  кn    .

Теорема  (о перестановках слагаемых ряда).  

1. При любой перестановке слагаемых абсолютно сходящегося ряда

        его сходимость и сумма сохраняются. 

2. При подходящей перестановке слагаемых произвольного условно сходящегося ряда можно добиться того, что полученный ряд будет сходиться к любому наперёд заданному числу (теорема Римана).

Доказательство первого утверждения теоремы основано на том, что   Sn|a’|  (  Smn|a|     , где mn = max {k1 , k2 , … , kn} . Для доказательства второго утверждения теоремы достаточно заметить, что для произвольного условно сходящегося ряда   a    частичные суммы   Sn1a+  и   Sn2a-    положительных рядов   a+   и   a-   неограниченно возрастают . 

Лекция 7.  (вт., 25.09.01)

Арифметические действия с рядами

Пусть   

a :    а1 + а2 + …+ аn + …          и                b :    b1 + b2 + …+ bn + …

- числовые ряды. Назовём ряд   

a + b  :     (а1 + b1) + (а1 + b1) + …+ (аn + bn) + …

суммой рядов   а   и   b  , а ряд  

(a  :    (а1 + (а2 + …+ (аn + …

- произведением ряда   a   на вещественное число   (   .

Теорема.     Cходящиеся числовые ряды образуют линейное пространство, причём линейная комбинация сходящихся рядов сходится к соответствующей линейной комбинации их сумм. То есть если ряды   а   и   b   сходятся, то при любых вещественных (   и   (   ряд   (a + (b   также сходится, причём его суммой будет   (Sa + (Sb . 

Для доказательства теоремы достаточно перейти к пределу при   n ( (   в равенстве

Sn(a +(b = (Sna + (Snb

Назовём далее  произведением  рядов   а   и   b   ряд 

a ( b  :     аi1 bj1 + аi2 bj2 + …+ аin bjn  + …  ,
где упорядоченные пары индексов   (in  , jn)   пробегают всё множество   N ( N   в произвольном порядке, если сумма ряда не зависит от порядка пробегания (то есть от порядка слагаемых).  

Назовём  произведением  Коши  рядов   а   и   b   ряд 

a (к b  :     а1 b1 + (а1b2 + а2b1) +  … + (а1bn + а2bn-1 + …+ аnb1) + …  ,
то есть такое произведение, где пары индексов располагаются в порядке возрастания суммы индексов, и при этом группируются слагаемые с равными суммами индексов. 

Теорема  (об умножении рядов).     Если ряды   а   и   b   сходятся абсолютно,

то их произведение   a ( b   также сходится   абсолютно, и справедлива формула 
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Доказательство абсолютной сходимости произведения   a ( b   следует из неравенства
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где    k = max{i1 , i2 , …, in} ,     l = max{j1 , j2 , …, jn} .  Формула   (*)   получается тогда предельным переходом при   n ( (    в неравенстве
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если, с учётом абсолютной сходимости  произведения   a ( b  выбрать его в виде     

а1 b1 + (а1b2 + а2b2 + а2b1) +  …

+ (а1bn + а2bn + …+ аnbn + аnbn-1+ аnbn-2+ … + аnb1) + …

Замечание.     Если один из рядов сходится абсолютно, а другой только условно, то можно гарантировать только простую сходимость их произведения Коши и формулу
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Если же оба ряда сходится только условно, то можно гарантировать только то, что если их произведение Коши сходится, то справедлива формула  (**) . См. соответствующие теоремы Мертенса и Абеля, например, в  [ 2 , т. 2, стр. 372-379] .

+   примеры:   №№  2708  и  2712*

Задача 7.    Приведите пример двух сходящихся рядов,

                          произведение Коши которых расходится.

Бесконечные  произведения

Пример Ф.Виета  ( 1593 г.):


[image: image10.wmf]...

2

cos

...

16

cos

8

cos

4

cos

2

1

×

×

×

×

×

=

+

n

p

p

p

p

p


Бесконечным произведением   р   называется выражение      р :    р1 ( р2 ( …( рn ( …, где  рn ( R  ,  рn > 0  . При этом   pn   называется  n-ым  членом  или  n-ым  сомножителем  произведения   р , произведение первых  n  сомножителей     Пn  =  р1 ( р2 ( …( рn называется   n-ым   частичным  произведением   произведения   р  .

Говорят, что произведение   р   сходится, если при   n ( (   последовательность   Пn   частичных произведений произведения   р   сходится к конечному и не равному нулю числу   П , при этом число   П = lim Пn   называют  значением  произведения   р  .

+   примеры:       1)   
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 произведение  р  сходится  (  сходится ряд   a =  ln p :    ln p1 + ln p2 + …+ ln pn + …

Это следует из того, что    ln Пn  =  Sna   .

Теорема  (об условиях сходимости и расходимости бесконечного произведения).

1.   Для сходимости бесконечного произведения   р   необходимо, чтобы его сомножители

       рn    стремились к   1  при    n ( (           ( р   сходится  (   рn  (  1) . 

      Если   рn   не стремится к   1  при    n ( (   , то произведение   р   расходится. 

      Доказательство:  р сходится  ( ряд  a = ln p сходится  (  an = ln рn ( 0  (  рn  ( 1
2.   Если   рn   стремится к   1  при    n ( (   , а   рn  - 1   сохраняет знак   ,

      то произведение   р   сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд  (р - 1)  .

      Доказательство:    р сходится  ( ряд  a = ln p = ln (1 + (p – 1)) сходится  (
      ряд   a = (p – 1)  сходится  [последнее  с учётом знакопостоянства ряда  (p – 1)

     и того, что   ln (1 + (pn – 1)) (  (pn – 1)  при    n ( ( ]  

3.   Если   рn   стремится к   1  при    n ( (   ,    рn  - 1   не сохраняет знак, а ряд  (р - 1) 

      сходится, то произведение  р  сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд (р-1)2
      Доказательство:    р сходится  ( ряд  a = ln p = ln (1 + (p – 1)) сходится  (
      ряд   a = (p – 1)2  сходится 

      [последнее  с учётом того, что   ln (1 + (pn – 1)) =  (pn – 1) + О(((pn – 1)2)  ]  
+   примеры:         1)   
[image: image14.wmf]Õ

¥

=

+

1

)

1

1

(

n

p

n

  ,          2)    
[image: image15.wmf]Õ

¥

=

-

+

1

)

1

)

1

(

1

(

n

p

n

n

 

Задача 8.    Если произведения   p   и   q   сходятся, то что можно сказать

                          о сходимости произведений   p + q ,   ( p ,   p ( q   ?

Задача 9.    Что можно сказать о сходимости произведения   р  , 

                          если ряд   (р – 1)  расходится, а ряд  (р – 1)2 сходится ?

                          если ряд   (р – 1)  расходится, и ряд  (р – 1)2 также расходится ?

Задача 10.    Покажите расходимость бесконечного произведения  
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и ряда    
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    , где   p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, …   - простые числа, расположенные в порядке возрастания.

Лекция 8.  (чт., 04.10.01)

Функциональные ряды

Функциональным  рядом  называется выражение вида

a(x) :    а1(x) + а2(x) + …+ аn(x) + … ,
то есть числовые ряд, зависящий от параметр   х  .  В частности, функциональными рядами будут  степенные  ряды  

a(x) :    а0 + а1 (x – x0) + …+ аn (x – x0)n + …
и   тригонометрические  ряды  

a(x) :    а0/2 + (а1 sin x + b1 cos x) + …+ (an sin nx + bn cos nx) + …

Областью сходимости функционального ряда   а(x)   называется множество всех тех значений параметра   x , при которых слагаемые ряда  аn(x)   определены, а сам ряд   а(x) сходится. 


При построении теории функциональных рядов возникают, в частности, следующие вопросы:

1)     Что можно сказать о свойствах суммы   S(x)   функционального ряда   а(x) , 

        зная свойства его слагаемых   аn(x)   или свойства его частичных сумм  Sn(x)  ?

        Переносятся ли, например, свойства конечных сумм   Sn(x)   на бесконечные

        (счётные) суммы   S(x)  ?

2) Можно ли данную функцию представить рядом данного вида (то есть как по данной функции определить коэффициенты ряда данного вида, суммой которого в указанной области данная функция может является, и как проверить сходимость полученного ряда именно к данной функции во всей указанной области) ?

3)     Можно ли данный ряд дифференцировать или интегрировать почленно ?   И  т. п.

Так уже в начале XIX века было установлено, что сумма   S(x)   степенного ряда с всюду непрерывными слагаемыми   an(x) = an (x - x0)n    и с всюду непрерывными частичными суммами   Sn(x)   сама является непрерывной функцией на всём промежутке сходимости степенного ряда. Однако для произвольных рядов это оказалось неверным: в 1826 г. Абель показал, что сумма   S(x)   тригонометрического ряда Бернулли

sin x – (sin 2x)/2 + (sin 3x)/3 + …+ (-1)n+1(sin nx)/n + …
разрывна в точках   x = (2k + 1)(  , где   k ( Z  . В связи с этим встал вопрос об условиях непрерывности суммы ряда непрерывных слагаемых. Остановимся на этом вопросе подробнее. 

Пусть ряд   a(x)   со слагаемыми   an(x) , непрерывными на множестве   A (относительно   A ), сходится при каждом фиксированном   x ( A   к   S(x) , то есть

( x( A  ( ( > 0  ( n0  ( n ( n0 :   | Sn(x) – S(x)| < (
Условие непрерывности   S(x)   на множестве   A (относительно   A ) запишется в виде

( x0( A  ( ( > 0  ( ( > 0  ( x ( A , |x – x0| < ( :   | S(x) – S(x0)| < (
Но
| S(x) – S(x0)| ( | S(x) – Sn(x)| + | Sn(x) – Sn(x0)| + | Sn(x0) – S(x0)|

Так как   Sn(x0) ( S(x0) , то при достаточно больших   n   третье слагаемое будет   < (/3  . Второе слагаемое для любого фиксированного   n   также можно сделать   < (/3   за счёт непрерывности   Sn(x)   в точке   x0   : 

( n  ( ( > 0  ( ( > 0  ( x ( A , |x – x0| < ( :   | Sn(x) – Sn(x0)| < (/3

Всё дело, таким образом, в оценке первого слагаемого   |(n(x)| = |S(x) - Sn(x)| . Но оно с гарантией не превосходит (n = sup|(n(x)| (точная верхняя грань берётся по всем  x ( A) . Поэтому, если   (n ( 0   при    n ( (  , то и первое слагаемое будет  < (/3   при достаточно больших   n  .  Условие

 (n = supx( A  |Sn(x) - S(x)|  ( 0    при    n ( (   ,                            (*)

достаточное для непрерывности суммы ряда непрерывных слагаемых, было названо Вейерштрассом ( 1841 г. ) равномерной сходимостью (глобальной равномерной сходимостью, или ещё  А1 - сходимостью) ряда   a(x)   на множестве   А  . Таким образом,

 A1 – cходимость :       ( ( > 0  ( n0  ( n ( n0  ( x ( A  :    | Sn(x) – S(x)| < (
Условие  A1 – cходимости значительно сильнее условия простой (или поточечной) сходимости ряда   a(x)   при каждом фиксированном   x ( A   ( +  графическая интерпретация равномерной и простой сходимостей последовательности   Sn(x)   к   Sn(x)   на промежутке). 

+   примеры:          1)   
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Для равномерной    A1 – cх-ти ряда   a(x)   на мн-ве   A   справедлив критерий Коши:

ряд   a(x)  равномерно  A1 – сходится на множестве   A   (  

 ( ( > 0  ( n0  ( n ( n0  ( x( A  ( p = p(n)( N  :   | Sn+p(x) – Sn(x)| < (         (**)
Действительно, если ряд   a(x)  равномерно  A1 – сходится на множестве   A   , то

( ( > 0  ( n0  ( n ( n0  ( x( A :   | Sn(x) – S(x)| < (/2  

 и   | Sn+p(x) – S(x)| < (/2         ( p = p(n)( N  

Поэтому
( ( > 0  ( n0  ( n ( n0  ( x( A  ( p = p(n)( N  : 

 | Sn+p(x) – Sn(x)| ( | Sn+p(x) – S(x)|  + | S(x) – Sn(x)| < (/2 + (/2 < (
Наоборот, если выполнено условие  (**) , то заменяя в нём   (   на   (/2   и переходя к пределу при фиксированном   n   и    m = n+p ( ( , получаем

( ( > 0  ( n0  ( n ( n0  ( x( A :   | Sn(x) – S(x)| ( (/2 < (     ,

что и означает равномерную  A1 – сходимость ряда   a(x)  на множестве   A  . 

Далее, Вейерштрасс показал, что для равномерной сходимости ряда   a(x)   на множестве    A   достаточно, чтобы ряд    a(x)   сходился правильно, то есть был бы мажорируем на множестве    A   некоторым сходящимся числовым рядом: 

(   сходящийся числовой ряд   ( cn   такой, что  |an(x)| (  cn  при каждом  x ( A   

Доказательство этого утверждения следует из неравенства

|аn+1(x) + аn+2(x) + …+ аn+p(x)| ( |аn+1(x)| + |аn+2(x)| + …+ |аn+p(x)| (  cn+1 + cn+2 + …+ cn+p
с учётом критерия Коши.

Задача 11.    Покажите, что всякий  равномерно сходящийся ряд становится 

                             правильно сходящимся при подходящей группировке его слагаемых 

                             ( слагаемые ряда предполагаются ограниченными ).

Теорема  (критерий Дини непрерывности суммы ряда непрерывных слагаемых).

Пусть ряд  a(x)  со слагаемыми  an(x) , непрерывными на множестве  A (относительно  A), сходится просто (поточечно) при каждом фиксированном   x ( A   к   S(x) . Тогда для того, чтобы сумма ряда   S(x)   была непрерывна на множестве   А  , необходимо и достаточно, чтобы ряд   a(x)   В3 - сходился (поточечно равномерно сходился) к   S(x)   на множестве   А , то есть чтобы выполнялось условие

B3 – cх-ть : ( ( > 0  ( x0 ( A  ( n0  ( ( > 0  ( n ( n0  ( x ( A , |x – x0| < ( :  | Sn(x) – S(x)| < (
Доказательство. 

« ( »     Пусть ряд   a(x)   просто и   В3 – сходится к   S(x)   на множестве   А  . Покажем, что сумма ряда   S(x) непрерывна на множестве   А  . Зафиксируем произвольные   x0 ( A   и   ( > 0   и подберём   ( > 0   так, чтобы при  |x – x0| < ( выполнялось    | S(x) – S(x0)| < (   . Так как   Sn(x0) ( S(x0)   при    n ( (  , то

( n0   ( n ( n0    :      | Sn(x0) – S(x0)| < (/3

А так как ряд   a(x)   В3 - сходится к   S(x)   на множестве   А , то

( (’ > 0  ( n ( n0  ( x ( A , |x – x0| < (’ :  | Sn(x) – S(x)| < (/3
Далее, в силу непрерывности   Sn(x)   в точке   x0
( (” > 0   ( x ( A , |x – x0| < (” :  | Sn(x) – Sn(x0)| < (/3
Тогда при   |x – x0| < ( = min{(’, (”}   получаем, что

| S(x) – S(x0)| ( | S(x) – Sn(x)| + | Sn(x) – Sn(x0)| + | Sn(x0) – S(x0)| < (/3 + (/3 + (/3 = (
« ( »    Пусть сумма ряда   S(x)   непрерывна на множестве   А  , а ряд   a(x) просто  сходится к   S(x)   на множестве   А  . Покажем, что тогда ряд   a(x) В3 – сходится к   S(x)   на множестве   А  .  Заметим, что   ( n   разность   (n(x) = S(x) - Sn(x)   также будет непрерывна на множестве   А  . Поэтому

( ( > 0   ( x0( A   ( n ( N     ( ( > 0    ( x ( A , |x – x0| < ( :  | (n(x) – (n(x0)| < (/2

Пусть   n0   - любой фиксированный номер. Так как   (n ( 0   при    n ( (  , то

( n ( n0  :  | (n(x0)| < (/2

При таком номере   n    и при соответствующем этому номеру   ( > 0   будем иметь:

| (n(x)| < | (n(x) – (n(x0)| + | (n(x0)| < (/2 + (/2 = (   ,

что и означает, что ряд   a(x)   В3 – сходится к   S(x)   на множестве   А  .    #
Замечания.   

1) Из доказанного выше критерия Дини следует, что если ряд  a(x)  со слагаемыми  an(x) , непрерывными на множестве  A (относительно  A), сходится просто (поточечно) при каждом фиксированном   x ( A   к   S(x) , то для того, чтобы сумма ряда   S(x)   была непрерывна в данной точке   x0   множества   А (относительно  A) ,

        необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

( ( > 0  ( n0  ( ( > 0  ( n ( n0  ( x ( A , |x – x0| < ( :  | Sn(x) – S(x)| < (
2) Подробнее о разных видах равномерной сходимости см., например,  

        “История математики. Анализ. Часть II.”  

       //Методические указания , изд-во ИГУ, 1996, стр. 7-12 .

+ пример:        
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Задача 12.    Обозначим    N(x, () = {n таких, что  | Sn(x) – S(x)| < ( } .

Покажите:    

1)   простая сходимость ряда   a(x)   к   S(x)   на множестве   А   означает, 

      что  ( ( > 0   ( x( A  множество   N(x, ()   содержит все номера, 

       начиная с некоторого номера   n0   ,  

2)   равномерная   А1 -сходимость ряда   a(x)   к   S(x)   на множестве   А означает, 

      что   ( ( > 0   пересечение множеств   N(x, ()   по всем   n ( n0   

        содержит все номера, начиная с некоторого номера n0   ,  

3)   В3 - сходимость ряда   a(x)   к   S(x)   на компакте   А означает, что   ( ( > 0 

      существует разбиение множества   N   всех номеров на отрезки      [1, n1] , 

      [n1 + 1 , n2] ,  …  такое, что  множество   N(x, ()   содержит номера из всех отрезков.

Лекция 9.  (вт., 09.10.01)

Теорема Дини.      Если ряд   a(x)   с непрерывными слагаемыми одного знака сходится 

                                  на компакте   А  к  непрерывной   S(x)   просто, то  тогда ряд   a(x) 

                                  сходится к   S(x)   и равномерно на   А  .

Доказательство.   С учётом критерия Дини, нужно показать, что в случае, когда множество    А – компакт, а слагаемые ряда   а(x)   одного знака (например,   аn(x) ( 0 ),  В3 – сходимость становится равносильной   А1 – сходимости. Действительно, так как величины   |Sn(x) – S(x)|   образуют монотонную при любом фиксированном   n   последовательность, и выполнено условие   В3 – сходимости, то 

( ( > 0   ( x0 ( A    ( ( > 0   ( n0   ( n ( n0   ( x ( A , |x – x0| < ( :  |Sn(x) – S(x)| < (
При этом соответствующие   (  – окрестности   |x – x0| < ( ,  x0 ( A , ( = ((( , x0) образуют открытое покрытие множества    А  . В силу компактности   А , из этого покрытия можно выделить конечное подпокрытие   
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Тогда при   ( n ( n0 = max {n1 , n2 , … , nm} (где    nk   соответствует   xk  )  справедливо:   |Sn(x) – S(x)| < (  , что и означает равномерную   А1 – сходимость ряда   a(x)   к   S(x)   . 

Замечания.   

1)   Равномерную   А1 – сходимость последовательности функций   Sn(x) к функции   S(x) 

      часто обозначают так:    Sn(x)  (  S(x) 

2)   Теорема Дини указывает критерий равномерной сходимости ряда   а(x)   

      ( последовательности   Sn(x) ) к   S(x)   в случае, когда слагаемые ряда   а(x) 

       непрерывны и одного знака ( последовательность  непрерыных функций   Sn(x) 

       монотонно сходится к   S(x) ), а множество   А – компакт:

Sn(x) ( S(x) на  А     (    S(x) непрерывна на  А
+ примеры:   № 2746 

Теорема (признак  Абеля – Дирихле равномерной сходимости ряда).

 Для равномерной сходимости ряда 
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достаточно выполнения условия

1)  частичные суммы   Sna(х)  ограничены в совокупности, то есть   |Sna(х)| ( M  

     для всех   n   из   N   и всех   x   из   A , 

     а последовательность   bn  стремится к нулю  при   n ( (  

     равномерно на множестве   А    и монотонно для каждого фиксированного   x   из  A ,

или условия

2)    ряд   а(х)   сходится равномерно на множестве   А  , а последовательности  bn(х)

       монотонны для каждого фиксированного   x   из   A   и ограничены в совокупности, 

       то есть   |bn(х)| ( M   для всех   n   из   N   и всех   x   из   A  .

Доказательство может быть проведено с использованием критерия Коши в полной аналогии с доказательством соответствующего признака для числовых рядов.

+  пример:   № 2775

Теорема  (о достаточных условиях почленного интенгрирования рядов).

Если слагаемые   an(x)   функционального ряда   a(x)   непрерывны на отрезке   [a , b] ,

а сам ряд   a(x)  сходится на этом отрезке равномерно к   S(x)  , то
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Cледствия. 

1.    Если последовательность непрерывных на отрезке   [a , b]   функций    Sn(x) 

       сходится на этом отрезке равномерно к функции   S(x)  , то
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2.    Теорема и следствие 1 из неё остаются справедливым, если в интегралах заменить

постоянный верхний предел   b   на переменный   x  .  

+  примеры:

1)                   
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2) [a , b] = [0 , 1] ,   Sn(x) =  1  при  x ( (n   и    =  0   при   x ( (n  ,   Sn(x) (  0
+   замечание о достаточных условиях почленного интегрирования

Теорема  (о достаточных условиях почленного дифференцирования рядов).

Если слагаемые   an(x)   функционального ряда   a(x)   непрерывно дифференцируемы на отрезке   [a , b] , ряд   a(x)  сходится на этом отрезке просто (поточечно) к   S(x)  , а ряд   

a’(x) :    а1’(x) + а2’(x) + …+ аn’(x) + … ,

сходится на этом отрезке равномерно к   S((x)  , то сумма   S(x)   ряда   a(x)   дифференцируема на отрезке    [a , b] , причём   S’(x) совпадает с   S((x) на [a , b], 

то есть
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Cледствие.    Если последовательность   Sn(x)   непрерывно дифференцируемых на отрезке   [a , b]   функций сходится на этом отрезке равномерно к функции   S(x)  , 

а последовательность их производных  Sn’(x)  сходится на этом отрезке равномерно к функции   S((x) , то функция   S(x)   дифференцируема на отрезке    [a , b] , причём   S’(x)   совпадает с   S((x)   на отрезке  [a , b]  .

Лекция 10.  (чт., 11.10.01)

Степенные ряды

Степенным  рядом  в окрестности точки   х0   называется функциональный ряд вида

a(x) :    а0 + а1 (x – x0) + а2 (x – x0)2 + …+ аn (x – x0)n + …  ,

где коэффициенты   аn   суть постоянные величины. Заменой   t = x – x0   этот ряд приводится к каноническому виду 

a(t) :    а0  +  а1 t  +  а2 t2  +  … +  аn tn  +  …                            (()
Теорема  (об области сходимости степенного ряда).

1.    Если степенной ряд   (()   сходится при    t  =( t    , то он сходится абсолютно 

       при любом   t   с   | t|  <(| t|  .       Доказательство основано на возможности

       применения признака cходимости  I  по мажоранте:

|аn tn| = |аn (t   n|( |( t /(t  ) n| ( M( |( t /(t ) n| = bn      , а ряд   b   сходится.

      Из приведённой оценки видно также, что степенной ряд   (()   сходится  равномерно

       и правильно в области    | t|  ( ( <(| t|  .

2.    Область сходимости степенного ряда   (()   имеет вид   (-R , R(  ,  где   R = sup | t |  

       и точная верхняя грань берётся по всем таким   t ,  для которых ряд   а(t)   сходится,

       а символы   (   и   (   обозначают круглые или квадратные скобки. 

      Для доказательства этого утверждения достаточно проверить, что из определения   R 

      cледует сходимость ряда  (()  при   | t | < R   и расходимость ряда  (()  при   | t | > R   .

3.   Величина  R , называемая  радиусом  сходимости  степенного ряда   (() , может быть

      найдена по формуле  д’Аламбера:   
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      если только указанный предел (конечный или бесконечный) существует.

      Для доказательства этого утверждения достаточно с помощью признака д’Аламбера 

      и необходимого условия сходимости проверить, что ряд  (()  абсолютно сходится при 

      | t | < R    и расходится при   | t | > R   .

Cледствия.

1.    Степенной ряд   (()   сходится абсолютно на интервале   (-R , R)   или даже на отрезке 

        [-R , R]   (если он сходится абсолютно в обеих концевых точках   –R   и   R   ) . 

       Степенной ряд   (()   сходится равномерно на любом отрезке   [a , b] 

       из   (-R , R)  или даже на отрезке    [-R , R]   (если он сходится абсолютно

        в обеих      концевых точках   –R   и   R   ) . 

2.     Степенной ряд   (()   можно почленно интегрировать или почленно 

        дифференцировать любое конечное число раз на любом отрезке   [a , b]  из области 

        (-R , R(   простой сходимости. При этом радиус сходимости ряда   R   не меняется, 

         но может измениться сходимость в концевых точках   –R   и   R   .

3.     Сумма   S(x)   степенного ряда   (()   есть функция, непрерывная во всей области 

        сходимости   (-R , R(   этого ряда. В частности, если ряд   (()   сходится при   t = -R ,

        то   S(-R) = lim S(t)  при   t ( -R   справа; если ряд   (()   сходится при   t = R ,

        то   S(R) = lim S(t)  при   t ( R   слева  ( теорема  Абеля ). 

+ пример:    для ряда 

a(x) :     x  - x2/2 + x3/3 + …+ (-1)n+1xn/n + …

х0 = 0 ,   R = 1 ,  а областью сходимости будет полуинтервал  (-1 , 1] .   При этом  

1  - 1/2 + 1/3 + …+ (-1)n+11/n + …= S(1) =

= [ lim S(x)  при   x ( 1 – 0  ] = [ lim ln(1 + x)  при   x ( 1 – 0  ] = ln2

Задача 13.    Покажите, что радиус сходимости степенного ряда всегда может быть 

                             найден по формуле  Коши – Адамара:
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Задача 14.    Покажите, что если  функция   S(x)   представима на промежутке 

(x0  - R  ,  x0  + R(   степенным рядом 

а0 + а1 (x – x0) + а2 (x – x0)2 + …+ аn (x – x0)n + …  ,

 то такое представление единственно, и для коэффициентов   аn   справедлива формула:
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 то есть всякий степенной ряд, представляющий функцию   S(x)   на промежутке 

 (x0  - R  ,  x0  + R(   совпадает с её рядом Тейлора.

Лекция 11.  (вт., 16.10.01)

Действия со степенными рядами

Пусть степенные ряды 

a(x) :    а0 + а1 (x – x0) + …+ аn (x – x0)n + …
и

b(x) :    b0 + b1 (x – x0) + …+ bn (x – x0)n + …
оба cходятся в области   А = (x0  - R  ,  x0  + R(  к   Sa(x)   и   Sb(x)   соответственно. Тогда степенные ряды

(a + b) (x) :        (а0 + b0) + (а1 + b1) (x – x0) + …+ (аn + bn) (x – x0)n + …
и
((a) (x) :        (a0 + (a1 (x – x0) + …+ (an (x – x0)n + …  (где   ( ( R )

также сходятся в области   А = (x0  - R  ,  x0  + R( , причём 

Sa+b(x) = Sa(x) +  Sb(x) ,         S(a(x) = (Sa(x)

а степенной ряд

(a (к b)(x) :    (а0 b0) + (а0 b1 + а1 b0) (x – x0) + …+ (а0 bn+ а1 bn-1  + …+ аn b0) (x – x0)n + …
сходится по крайней мере в интервале   (x0  - R  ,  x0  + R) , причём 
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Если функция   S(x)   представима в некоторой окрестности точки  степенным рядом  

а0 + а1 (x – x0) + а2 (x – x0)2 + …+ аn (x – x0)n + …  ,

и   S(x0) = а0 ( 0  ,  то и функция   1 / S(x)   представима в некоторой окрестности точки x0   степенным рядом

b0 + b1 (x – x0) + b2 (x – x0)2 + …+ bn (x – x0)n + …  ,

причём   (а0 b0) = 1 , (а0 b1 + а1 b0) = 0 , …, (а0 bn+ а1 bn-1  + …+ аn b0) = 0  ,  …
+   примеры

Некоторые обобщённые методы суммирования рядов

Рассмотрим следующие ряды 

а :     1 – 1 + 1 – 1 + …+ (-1)n+1 + …

b :     sin1  +  sin2  +  … +  sin n  + …

c :    1 + 2 + 4 + 8 + 16 + …+ 2n-1 + …

Все эти ряды расходятся в обычном смысле (так как их слагаемые не стремятся к нулю при   n ( (  ). Попытаемся так обобщить понятие сходимости ряда и суммы ряда, чтобы: 

1) некоторые расходящиеся в обычном смысле ряды стали бы сходящимися в том или ином обобщённом смысле (содержательность);  

2) все ряды, сходящиеся в обычном смысле, 

                        сходились бы и в смысле обобщённой сходимости (регулярность);

3) сходящиеся в смысле обобщённой сходимости ряды образовывали бы линейное пространство (линейность).

Такие обобщения понятия сходимости и суммы ряда возможны, например:

ряд   a :    а1 + а2 + …+ аn + … называется  сходящимся  по  Фробениусу – Чезаро , если сходится послед-ть   Snср. = (S1 + S2 + … + Sn)/n   средних частичных сумм ряда   a  ; при этом    Sср  = lim Snср     называется суммой Фробениуса – Чезаро ряда   a   

числовой ряд  a :  а0 + а1 + а2 + …+ аn + …называется  сходящимся  по  Абелю –Пуассону , если радиус сходимости степенного ряда    a(х) :    а0 + а1 х + а2 х2 + …+ аn хn + …

не меньше   1  ;  при этом величина   S  = lim Sn(х)    при   х ( 1 - 0     называется суммой Абеля - Пуассона ряда   a   

степенной ряд   a(x) :    а0 + а1 (x – x0) + а2 (x – x0)2 + …+ аn (x – x0)n + …  называется  сходящимся  по  Эйлеру  в данной точке   х  , если существует функция   S(х) , для которой данный степенной ряд является её рядом Тейлора в точке   х0  , то есть выполнено условие  (**) ; при этом величина   S(х)   называется суммой Эйлера ряда   a   в точке   х

+   проверка линейности, регулярности и содержательности ( на примере ряда   а ) 

     всех трёх указанных обобщений понятия сходимости и суммы ряда

Задача 15.    а)  Исследуйте ряд   b   на сходимость по Фробениусу – Чезаро.

                            б)  Исследуйте ряд   с   на сходимость по Фробениусу – Чезаро, 

                                  на сходимость по Абелю – Пуассону и на сходимость по Эйлеру.

Лекция 12.  (чт., 18.10.01)
Пространство  С[a,b]
Метрическим пространством   С[a,b]    называется множество   С[a,b]    всех непрерывных на отрезке  функций с расcтоянием
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В этом метрическом пространстве сходимость последовательности   fn(x)   непрерывных на отрезке   [a,b]   функций к непрерывной на   [a,b]   функции   f(x)   означает, что


[image: image33.wmf]¥

®

®

-

=

D

Î

n

при

x

f

x

f

n

b

a

x

n

   

    

0

 

   

|

)

(

)

(

|

max

]

,

[

  ,

и есть не что иное, как равномерная сходимость   fn ( f   . В метрическом пространстве   С[a,b]    выполняется критерий Коши
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 то есть   С[a,b]   - полное  метрическое пространство.

Метрическое пространство   (M, ()   называется  сепарабельным ,  если в нём существует не более чем счётное всюду плотное подмножество, то есть если

( A ( M , m(A) ( (    ( f( M    ( послед-ность fn( A :    ( (fn , f) ( 0   при  n ( (
Теорема  (о сепарабельности пространства С[a,b] ).
С[a,b]   - сепарабельное метрическое пространство.

Доказательство.  Не более чем счётным и всюду плотным в   С[a,b]    подмножеством   А   будет, например, множество всех таких функций   ((х) , графиками которых являются ломаные линии с узлами в точках   (xi , y) , где    xi = a + i(b – a)/n  ,    n = 1, 2, 3, … ,  

i = 1, 2, 3, … , n ,    а  y ( Q  . Действительно, мощность   m(A)   множества   А   равна    m{(xi , y)} = m{xi} ( m{y} = mQ ( mQ = ( ( ( = ( , и достаточно показать, что 

( f(x)( С[a,b]       ( ( > 0     ( ((x)( A     ( x( [a,b] :        |((x) – f(x)| < (           (*)

А это получается за счёт равномерной на   [a,b]   непрерывности функции   f(x)  :   

       ( ( > 0     ( ( > 0    ( x’, x”( [a,b] , |x’ – x”| < (  :       |f(x’) – f(x”)| < (         (**)
Достаточно по заданному   (/2   подобрать   (   в соответствии с  (**) , затем выбрать   

n > (b – a)/(  , и , наконец, так подобрать рациональные числа   y  , что для всех узловых точек   (xi , y = ((xi))   ломаной   ((x)   выполняется неравенство   |((xi) – f(xi)| < (/2  .

Замечание.   Множество   А  , не более чем счётное и всюду плотное в   С[a,b]    , можно выбрать и различными другими способами способами. Например, взять в качестве   А   множество всех полиномов с рациональными коэффициентами. Действительно, мощность такого множества равна   (  , а согласно (*) , каждую непрерывную на   [a,b]   функцию   f(x)   можно равномерно с точностью   (/2   приблизить “ломано - линейной” фукнцией  ((x) . В свою очередь, можно показать, что каждую “ломано - линейную” фукнцию   ((x)   можно равномерно с точностью   (/2   приблизить некоторым полиномом   P(x) 

с рациональными коэффициентами . Таким образом,  можно показать, что всякая непрерывная на   [a,b]   функция   f(x)   есть предел некоторой равномерно сходящейся на   [a,b]   последовательности полиномов ( теорема  Вейерштрасса ) . Конструктивное и близкое к оригинальному доказательство этой теоремы см., например, [3 , т.2 , стр. 50-54].

Cходимости  в  среднем  и  в  среднем  квадратичном

Говорят, что последовательность   fn(x)   непрерывных на отрезке   [a,b]   функций сходится  в  среднем   к непрерывной на   [a,b]   функции   f(x) , если
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Говорят, что последовательность   fn(x)   непрерывных на отрезке   [a,b]   функций сходится  в  среднем  квадратичном   к непрерывной на   [a,b]   функции   f(x) , если
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+  примеры

Теорема  (о связи между различными видами сходимости).

1) Из сходимости равномерной следует сходимость в среднем квадратичном,  

        а из  сходимости в среднем квадратичном следует сходимость в среднем:
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2) Из сходимостей в среднем или в среднем квадратичном не следует, вообще говоря, даже простой сходимости хотя бы в одной точке из   [a , b]
Следствие.   Если последовательность   fn(x)   непрерывных на отрезке   [a,b]   функций

сходится к непрерывной на   [a,b]   функции   f(x)   равномерно, в среднем квадратичном

или в среднем, то справедлив предельный переход под знаком интеграла:
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Задача 16.    Проверьте, что
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- метрическое пространство. Является ли пространство   С1[a,b]   сепарабельным?

Задача 17.    Проверьте, что
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- метрическое пространство. Является ли пространство   С2[a,b]   сепарабельным?

Лекция 13.  (вт., 23.10.01)

Теоремы об условиях компактности и предкомпактности множеств в метрических пространствах

Пусть  (М, ()  - метрическое пространство, A ( М . Открытым покрытием множества  А  называется любой набор открытых множеств, вместе (то есть в объединении) покрывающих (то есть содержащих) множество  А  . Множество  А  называется компактным, если из любого его открытого покрытия можно выбрать конечное подпокрытие: ( набора открытых множеств  Ai , (Ai ( A , где i(I, I – произвольное по мощности множество, ( конечный набор открытых множеств   Ai1 , Ai2 , ... , Aik    такой, что   (Aij ( A  ,  j = 1, 2, ... , k
Теорема (о необходимых условиях компактности множества в произвольном метрическом пространстве).

Если множество компактно, то оно замкнуто и ограничено.

Пусть  (М, ()  - метрическое пространство. Множество A ( М   называется предкомпактным в пространстве  (М, () ,  если его замыкание (A  в этом пространстве является компактным множеством

Теорема (о необходимом условии предкомпактности множества в произвольном метрическом пространстве).

Если множество предкомпактно, то оно ограничено.

Теорема (об условиях компактности множества   А   в произвольном метрическом пространстве   (М, () ).   Следующие утверждения равносильны:

(1)     Множество   А   компактно 

(2)     Всякая бесконечная часть   В   множества   А   имеет в   А   хотя бы одну свою

          предельную точку:   ( B( A , m(B) ( (  :  B’ (  A ( (    

(2’)    Из всякой последовательности точек множества   А   можно выбрать 

          подпоследовательность, сходящуюся к некоторой точке из множества   А   :

          ( xn( A    ( xkn ( x0( A

Доказательство.

Введём сначала важное определение:
множество   А   в произвольном метрическом пространстве   (М, ()   называется  

вполне  ограниченным ,  если для любого   ( > 0   в пространстве   М   существует  конечная  ( -сеть  для множества   А  , то есть если
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Из приведённого определения видно, что всякое конечное множество вполне ограничено, а всякое вполне ограниченное множество содержится в объединении конечного числа  ограниченных множеств (( -окрестностей) и, следовательно, ограничено. Из определения видно также, что любая часть вполне ограниченного множества сама будет вполне ограничена (и, следовательно, ограничена), и что замыкание вполне ограниченного множества само будет вполне ограничено.

Покажем теперь, что  из всякого вполне ограниченного бесконечного множества можно выбрать фундаментальную последовательность .  Действительно, пусть множество   А  - вполне ограничено. Зафиксируем  ( , например, возьмём   ( = 1   и построим в   М   какую-нибудь конечную  ( -сеть   S(   для множества   А  . Так как множество   А   бесконечно, то в   S(   найдётся элемент   s ,  в  ( -окрестности   U( (s)   которого лежит бесконечно много элементов из множества   А  . 

Множество   А1 = А  ( U( (s)   содержит тогда бесконечно много элементов из   А   и является вполне ограниченным. Возьмём теперь  ( = 1/2   и построим в   М   какую-нибудь конечную  ( -сеть   S(   для множества   А1  . Так как множество   А1   бесконечно, то в   S(   найдётся элемент   s ,  в  ( -окрестности   U( (s)   которого лежит бесконечно много элементов из множества   А1  . Множество   А2 = А1  ( U( (s)   содержит тогда бесконечно много элементов из   А1   и является вполне ограниченным. И так далее. Получим последовательность вложенных в друг друга множеств   Аn   , каждое из которых содержит бесконечно много элементов из множества   А   . Тогда из множества   А   можно выбрать последовательность   хn   элементов такую, что   хn ( Аn   и   хi ( хj    при   i ( j  . Она и будет фундаментальной, так как  ( (xn , xm) < 1/2min {n , m} - 1  ( 0  при  n ,m ( (   .

Выше мы уже отметили, что всякое вполне ограниченное множество будет и просто ограниченным.  Заметим теперь, что в пространстве  ( R , |x – y| )   справедливо и обратное утверждение, то есть что на числовой прямой с обычным расстоянием нет различия между вполне ограниченными и просто ограниченными множествами. Действительно, всякое ограниченное в   ( R , |x – y| )   множество содержится в некотором ограниченном промежутке, а всякий ограниченный промежуток можно покрыть конечным набором интервалов вида   (xi - (  ,  xi + ( ) . Напротив, в   С[a,b] существуют ограниченные, но не вполне ограниченные множества непрерывных функций. Например, множество   А = { fn(x) = 1 - n(x–a)  при   х ( [a , a+1/n] ,

f(x) = 0  при   х ( [a+1/n  , b] }   будет ограничено, но не вполне ограничено, так как

( (fn , f(x)( 0) = max|fn(x)| = 1  , а   ( (fn , f2n) ( 1/2  .

Приступим теперь непосредственно к доказательству теоремы. Заметим сначала, что условия  (1), (2), (2’)  выполнены для всякого конечного мн-ва    А   . Поэтому можно в дальнейшем считать множество   А   бесконечным.

(1) ( (2)    Предположим противное. Пусть во множестве   А   найдётся такая бесконечная часть   В   , которая не имеет в   А   ни одной предельной точки. Тогда у каждой точки  

x ( A   найдётся такая  ( -окрестность   U( (x) , которая содержит не более одной точки из   В  . Все такие   ( -окрестности   U( (x) вместе образуют некоторое открытое покрытие множества   А  . В силу компактности множества   А  , из этого покрытия можно выбрать конечное подпокрытие.  Но это противоречит тому, что множество   В   бесконечно. 

(2) ( (2’)   Пусть   xn  - произвольная последовательность точек множества   А  . Тогда, если множество   {xn}   всех значений этой последовательности конечно, то хотя бы одно её значение повторяется бесконечно много раз, то есть 

( xkn( A :  xkn ( x0  , xkn ( x0( A   .

Если же множество   {xn}   всех значений последовательности   xn   бесконечно, то, согласно (2), это множество имеет в   А   хотя бы одну свою предельную точку, то есть 

( x0 ( A    ( xkn( A  :    xkn ( x0( A   .

(2’) ( (1)    Пусть выполнено  (2’) . Покажем сначала, что мн-во    А  - вполне ограничено.

Предположим противное, пусть для некоторого множества   А   и некоторого   ( > 0   в пространстве   М   не существует  конечная  ( -сеть  для множества   А  . Зафиксируем произвольный элемент   x1( A   . Тогда найдётся   x2( A   такой, что   ((х2 , х1) ( (   .
Найдётся   x3( A   такой, что   ((х3 , х1) ( (   и   ((х3 , х2) ( (   . И так далее. Полученная таким образом последовательность   xn    элементов множества   А   такова, что она сама и любая её подпоследовательность не фундаментальна и, следовательно, не сходится  (?!) .

Заметим теперь, что если зафиксировать какую-нибудь последовательность   (n ( 0 , например   (n = 1/n , и для каждого   n( N   построить конечную   (n -сеть  для множества   А , то замыкание   (S   объединения   S   по всем   n( N   таких конечных  (n - сетей будет содержать все точки из множества   А  .
Теперь покажем, что из любого открытого покрытия множества   А   можно выбрать  счётное  подпокрытие. Пусть   р  - произвольное открытое покрытие множества   А  . Тогда каждая точка   x ( A    входит вместе с некоторой   ((х) - окрестностью в одно из множеств   Р(х)   покрытия   р  . Выберем какой-нибудь номер  n = n(x) такой, что (n(х) < ((х)/2 . Тогда в конечной  (n(х) – сети из объединения   S   найдётся такой элемент   y(x) , что   x   содержится в его   (n(х) - окрестности, а сама эта окрестность целиком содержится во множестве   Р(х)  . Тогда соответствующие этим   y(x)   и  (n(х)   множества   Р(х)   и образуют счётное покрытие множества   А  .

Покажем, наконец, справедливость  (1)  . Предположим противное. Пусть для некоторого множества   А   из пространства   М   (2’)  выполнено и, следовательно,   А  – вполне ограничено, но  (1)  не выполнено, то есть   А  - не компактно. Тогда найдётся такое покрытие   р’   множества   А   открытыми частями пространства  М , из которого нельзя выбрать конечное подпокрытие. C учётом выше доказанного, из покрытия   р’   можно выбрать счётное подпокрытие   р = {A1 , A2 , …, An , … } , из которого нельзя выбрать конечное подпокрытие (то есть   А   не покрывается никаким конечным набором открытых множеств   Аn ). Тогда найдётся   x1( A   такой, что   x1   не покрывается множеством   А1  . Найдётся   x2( A   такой, что   x2   не покрывается объединением множеств   А1   и   А2  . И так далее. Полученная таким образом последовательность   xn    элементов множества   А   такова, что   xn   не покрывается объединением множеств   А1  ,  А2  , … ,  Аn  . Но, согласно  (2’) , для этой последовательности   xn( A   найдётся подпоследовательность   xkn  , сходящаяся к некоторому элементу   x0( A  . Но этот элемент   x0( A   покрывается некоторым открытым множеством   Ai   и, следовательно, множество   Ai   содержит и все   xkn  , начиная с некоторого номера  n0  . А последнее противоречит тому, что   xkn   при   n ( max{i , n0}   не покрывается объединением множеств   А1  ,  А2  , … ,  Аkn  (так как   kn ( n ( i ) .  (
Теорема (об условиях предкомпактности множества   А   в произвольном метрическом пространстве   (М, () ).   Следующие утверждения равносильны:

(1а)     Множество   А   предкомпактно 

(2а)     Всякая бесконечная часть   В   множества   А   имеет в   M   хотя бы одну свою

            предельную точку:   ( B( A , m(B) ( (  :  B’ (  M ( (    

(2’а)    Из всякой последовательности точек множества   А   можно выбрать 

            подпоследовательность, сходящуюся к некоторой точке из множества   M   :

           ( xn( A    ( xkn ( x0( M

Доказательство. Пусть выполнено  (1а) . Предкомпактность множества   А   в   (М, ()   означает компактность в   (М, ()   замыкания  (А   множества   А  . Согласно предыдущей теореме, для множества   (А   выполнены тогда  (2)  и  (2’)  , то есть 

( B((A , m(B) ( (  :  B’ ( (A ( (      и    ( xn((A    ( xkn ( x0((A  (  М  .

А это означает, что для множества   А   выполнены  (2а)  и  (2’а)  . 

В свою очередь, выполнение для множества   А   условий  (2а)  и  (2’а)  означает, что

( B( А ((A , m(B) ( (  :  (B’ ( (A)( (B’ (  М) ( (   

   и    ( xn( А ((A    ( xkn ( x0((A  (  М  ,

то есть означает выполненение для множества   (А   условий  (2)  и  (2’) .

Согласно предыдущей теореме, для множества   (А   выполнены тогда и  (1) , 

то есть для множества   А   выполнено  (1а) .   (
Теорема  (критерий компактности множества в полном метрическом пространстве).

Для того, чтобы множество  А  в полном метрическом пространстве   (М, ()   было компактно, необходимо и достаточно, чтобы оно было в   (М, ()   замкнуто и вполне ограничено.

Доказательство. 

« ( »    Пусть множество   А   компактно. Тогда, согласно теореме о необходимых условиях компактности множества в произвольном метрическом пространстве , оно будет замкнуто. А так как для любого   ( > 0   из открытого покрытия множества   А   

( -окрестностями   U((x)   всех точек   х   из   А   можно выбрать конечное подпокрытие, то множество   А   будет и вполне ограничено в   (М,  ().

 « ( »    Обратно, пусть множество   А   замкнуто и вполне ограничено в   (М,  () . Если   А   конечно, то оно, очевидно, и компактно, поэтому будем предполагать, что   А   бесконечно. Так как бесконечное множество   А   вполне ограничено, то из него можно выбрать фундаментальную последовательность   xn   . А так как   А   полно, то эта фундаментальная последовательность   xn   сходится к некоторому элементу   x0( М  . Но   А   замкнуто, поэтому   x0 = lim xn  ( A  , так что выполнено условие  (2’ ) теоремы об условиях компактности множества в произвольном метрическом пространстве. Поэтому выполнено и условие  (1)  этой теоремы, то есть множество   А   компактно.

Теорема  (критерий Хаусдорфа предкомпактности мн-ва в полном метрическом пр-ве).

Для того, чтобы множество  А  в полном метрическом пространстве   (М, ()   было предкомпактно, необходимо и достаточно, чтобы оно было в   (М, ()   вполне ограничено.

Доказательство.  

« ( »    Пусть множество   А   предкомпактно в   (М, () . Тогда его замыкание   (А   в   (М, ()  компактно в   (М, ()  и, согласно предыдущей теореме,  (А   будет и вполне ограничено. Но тогда и само множество  А   (как часть  (А ) также будет вполне ограничено в   (М, () .

« ( »    Обратно, пусть множество   А   вполне ограничено в   (М,  () . Тогда его замыкание   (А   в   (М, ()  будет замкнуто и вполне ограничено в   (М, () . И, согласно предыдущей теореме, (А   будет компактно в   (М, () . А это и означает, что множество   А   предкомпактно в   (М, () .

Лекция 14.  (чт., 25.10.01)
Введём следующее определение:
семейство   А   функций из метрического пространства   С[a,b]   называется  

равномерно  ограниченным ,  если      
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Из приведённого определения видно, что равномерная ограниченность семейства функций   А   из метрического пространства   С[a,b]   есть не что иное, как ограниченность множества   А   в метрике пространства   С[a,b]   .

Введём ещё одно  определение:
семейство   А   функций из метрического пространства   С[a,b]   называется  

равностепенно  непрерывным ,  если 
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Из приведённого определения видно, что равностепенная непрерывность семейства функций   А   из метрического пространства   С[a,b]   есть условие более сильное, чем просто равномерная непрерывность на   [a,b]   каждой из функций семейства   А   .

+   примеры:            1)   А = {(sin nx) / n  ,  n ( N } ,   [a,b] = [0,2(]  ,

                                  2)   А = {xn  ,  n ( N } ,    [a,b] = [0,1]
Теорема Асколи-Арцела  (критерий  предкомпактности  множества  в С[a,b] ).

Для того, чтобы cемейство   А   функций из метрического пространства   С[a,b]   было предкомпактно, необходимо и достаточно, чтобы оно было равномерно ограничено и равностепенно непрерывно.

Доказательство.  

« ( »    Пусть cемейство   А   функций из метрического пространства   С[a,b]   предкомпактно. Так как пространство   С[a,b]   полно, то по критерию Хаусдорфа предкомпактности множества в полном метрическом пространстве, семейство   А   вполне ограничено, а, следовательно и просто ограничено в метрике пространства   С[a,b]   . Чтобы проверить равностепенную непрерывность cемейства   А , построим в пространстве    С[a,b]    для любого фиксированного   ( > 0   конечную  (/3 –сеть   f1  ,  f2  , … ,  fk    для семейства   А  . Так как каждая из функций   fi(x)   непрерывна и, следовательно, равномерно непрерывна на   [a,b] , то  

( i = 1, 2, … , k  ( (i > 0  ( x1 , x2 ( [a,b], |x1 – x2| < (i   :    |fi(x1) – fi (x2)| < (/3    .

Для произвольной функции   ( ( A   выберем теперь функцию   fi   так, чтобы   ((( , fi) = = max |((x) – fi(x)| <  (/3  . Тогда  ( x1 , x2 ( [a,b], |x1 – x2| < ( = min {(1 ,(2 , … ,(k }  будет выполнено:  

|( (x1) – ( (x2)| ( |( (x1) – fi(x1)| + |fi(x1) – fi(x2)| + |fi(x2) – ( (x2)| < (/3 + (/3 + (/3 = (  ,

что и означает равностепенную непрерывность cемейства   А  .

« ( »    Обратно, пусть cемейство   А   функций из метрического пространства   С[a,b]   равномерно ограничено и равностепенно непрерывно. Покажем, что тогда семейство   А   и предкомпактно в   С[a,b]  . Так как пространство   С[a,b]   полно, то согласно критерию Хаусдорфа предкомпактности множества в полном метрическом пространстве, нужно показать, что для любого фиксированного   ( > 0   в пространстве    С[a,b]    можно построить конечную  ( –сеть   f1  ,  f2  , … ,  fk    для семейства   А  . Проведём это построение следующим образом. Сначала в соответствии с определением равностепенной непрерывности семейства   А   подберём  (   по заданному   (/5 , и выберем натуральные числа  n > (b-a)/(   и   m > 10K/(   . Затем разобьём прямоугольник    [a , b] ( [-K , K]   прямыми   x = xi = a + i(b-a)/n   (i = 0, 1, 2, … , n)   и прямыми  y = yj = -K + 2jK/m   (j = 0, 1, 2, … , m)  на одинаковые прямоугольники с длинами  меньше   (   и высотами меньше   (/5  . Каждой функции   ( ( A   сопоставим теперь «ломано-линейную» функцию   f(x)   с узлами в точках   (xi , yj = yj (xi)) , подбирая   yj (xi)   так, чтобы 

( i = 0, 1, 2, … , n     :      |((xi) - yj (xi)| < (/5
Тогда для любой точки   x   из отрезка   [a,b]  найдётся такое  i , что   x ( [xi  , xi+1] , и 

|((x) - f(x)| < |((x) - ((xi)| + |((xi) - f(xi)| + |f(xi) - f(x)| < (/5 + (/5 + 3(/5 = (   
А это означает, что совокупность   S   всех «ломано-линейных» функций   f(x)   с узлами в точках   (xi , yj = yj (xi)) образует конечную  ( –сеть   f1  ,  f2  , … ,  fk    для семейства   А  . 

+   примеры:            1)   А = {(sin nx) / n  ,  n ( N } ,   [a,b] = [0,2(]  ,

                                  2)   А = {xn  ,  n ( N } ,    [a,b] = [0,1]
Задача 18.    Пользуясь теоремой Асколи-Арцела, проведите доказательство теоремы

                             Пеано существования решения задачи Коши для обыкновенного 

                             дифференциального уравнения первого порядка   [ 9 , стр. 111-113 ]  .

Лекция 15.  (вт., 30.10.01)
Интегралы ,  зависящие  от  параметра

Равномерная  сходимость  к предельной  функции

Пусть функция    f(x,y)   определена на   А ( Y  , и   y0 ( Y’   . Говорят, что функция   fy(x) = f(x,y)   сходится к функции   ((x)   при  y ( y0  равномерно относительно   x ( A  , если 

( ( > 0    ( ( > 0    ( y ( Y , |y – y0| < (     ( x ( A   :    |f(x,y) - ((x)| < (    

Равномерную относительно   x ( A   cходимость функции    f(x,y)   к функции   ((x)   при  y ( y0   часто обозначают так:   f(x,y)  ( ((x)   при  y ( y0   . В частности, когда Y ( N , y0 = +(   , речь идёт о равномерной  А1-сходимости последовательности функций.
Теорема  (критерий Коши равномерной сходимости к предельной функции).

Для того, чтобы функция   f(x,y)   сходилась к функции   ((x)   при  y ( y0  равномерно относительно   x ( A  , необходимо и достаточно, чтобы 

( ( > 0    ( ( > 0    ( y’, y” ( Y , |y’ – y0| < (  , |y’ – y0| < (     ( x ( A  :    |f(x,y’) - f(x,y”)| < (
Теорема  (признак Вейерштрасса равномерной сходимости к предельной функции).

Для того, чтобы функция   f(x,y)   сходилась к функции   ((x)   при  y ( y0  равномерно относительно   x ( A  , достаточно, чтобы 

    |f(x,y) - ((x)| ( (y = ((y)  ( x ( A     и    ((y) ( 0   при  y ( y0

Теорема  (о достаточных условиях непрерывности предельной функции).
Если при любом фиксированном   y   из некоторой окрестности точки   y0   функция   f(x,y)   непрерывна по   x   на множестве   А  ,  и   f(x,y)   сходится к функции   ((x)   при  y ( y0  равномерно относительно   x ( A  , то и предельная функция   ((x)   также будет непрерывна на множестве   А  .

Теорема Дини.
Если при любом фиксированном   y   из некоторой окрестности точки   y0   функция   f(x,y)   непрерывна по   x   на множестве   А  ,  а при любом фиксированном   х   из множества   А    функция    f(x,y)   сходится при   y ( y0   просто и монотонно к непрерывной на множестве   А   функции   ((x) , то   f(x,y)   сходится к функции   ((x)   при  y ( y0  равномерно относительно   x ( A  .

Собственные  интегралы ,  зависящие  от  параметра

Пусть функция   f(x,y)   определена на   [a,b] ( Y   и для любого  y ( Y   существует
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Функции вида  (*)  называется собственными интегралами, зависящими от параметра   y  .

Теорема (о предельном переходе под знаком собственного интеграла).

Если для любого фиксированного   y   из некоторой окрестности точки   y0   функция   f(x,y)   непрерывна по   х   в   [a,b] , и при   y ( y0   равномерно относительно   x ( [a,b]  сходится к предельной функции   ((x)  , то 


[image: image45.wmf]ò

ò

ò

=

=

=

®

®

®

b

a

b

a

y

y

b

a

y

y

y

y

dx

x

dx

y

x

f

dx

y

x

f

y

I

)

(

)]

,

(

lim

[

]

)

,

(

[

lim

)

(

lim

0

0

0

j


Следствие 1.   Теорема остаётся справедливой, если вместо постоянных пределов   a   и   b   взять переменные пределы   a(y)   и   b(y)  , непрерывные в точке   y0   и удовлетворяющие при   y ( y0   неравенству   a ( a(y) , b(y) (, b   .

Следствие 2.   Если функция   f(x,y)   непрерывна по совокупности переменных в прямоугольнике  [a,b] ( [c,d]  , то для любого   y0 ( [c,d]   cправедливо:
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Теорема (о дифференцировании под знаком собственного интеграла).

Если функция   f(x,y)   и её частная производная   fy(x,y)   непрерывны по совокупности переменных в прямоугольнике  [a,b] ( [c,d]  , то для любого   y ( [c,d]   cправедливо:
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Следствие .    Если вместо постоянных пределов   a   и   b   взять переменные пределы   a(y)   и   b(y) ,  при всех   y ( [c,d]   непрерывно дифференцируемые  и удовлетворяющие неравенству   a ( a(y) , b(y) (, b   , то для любого   y ( [c,d]   cправедливо:
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Теорема (об интегрировании под знаком собственного интеграла).

Если функция   f(x,y)   непрерывна по совокупности переменных в прямоугольнике 

[a,b] ( [c,d]  ,  то cправедливо:
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Лекция 16.  (вт., 06.11.01, 40 минут)
Несобственные  интегралы ,  зависящие  от  параметра

Пусть функция   f(x,y)   определена на   [a , +(] ( Y   и для любого  y ( Y   существует
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Функции вида  (*)  называется несобственными интегралами 1-го рода, зависящими от параметра   y  . Аналогично определяются несобственные интегралы 2-го рода, зависящие от параметра   y  , и  несобственные интегралы общего вида, зависящие от параметра    y  . 

Говорят, что несобственный интеграл  (*)  сходится к функции   I(y)   равномерно относительно   y ( Y  , если
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     при   b ( ((  ,

то есть если

( ( > 0    ( b0 > a    ( b > b0     ( y ( Y   :    |F(b,y) - I(y)| < (    

 +   пример:        № 3754

Теорема  (критерий Коши равномерной сходимости несобственного интеграла).

Для того, чтобы несобственный интеграл  (*)  сходится к функции   I(y)   равномерно относительно   y ( Y , необходимо и достаточно, чтобы 

( ( > 0    ( b0 > a    ( b’, b” > b0     ( y ( Y   :    |F(b’, y) - F(b”, y)| < (
Теорема  (признак Вейерштрасса равномерной сходимости несобственного интеграла).

Для того, чтобы несобственный интеграл  (*)  сходится к функции   I(y)   равномерно относительно   y ( Y , достаточно, чтобы cуществовала функция   ((x) , неотрицательная и интегрируемая в бесконечном промежутке   [a , + ()   и такая,  что

( x ( [a , + ()     ( y ( Y  :        |f(x,y)| (  ((x) 
+   пример:
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  ,     y ( [c , d]  ,    ((x) = [max{|c| , |d|} + 1] / x2
Лекция 17.  (чт., 08.11.01)
Теорема Дини.
Если функция   f(x,y)   непрерывна и неотрицательна на полуполосе   [a , + () ( [c , d] ,  а при любом фиксированном   y ( [c , d]   интеграл   I(y) = (*)   сходится и является непрерывной на   [c , d]   функцией, то интеграл   I(y)   сходится на   [c , d]  равномерно. 

+ пример:     
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      ,     Y = [1 , 5]    .

Теорема  (признак Абеля-Дирихле равномерной сходимости несобственного интеграла).

1)   Для того, чтобы несобственный интеграл  
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      сходился к функции   I(y)   равномерно относительно   y ( Y ,  достаточно, чтобы 

      функция   f(x,y)  была непрерывна по   х   при каждом фиксированном   y ( Y   , 

      её первообразная
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       равномерно ограничена:

|F(b,y)| ( K     ( b ( a     ( y ( Y   ,
       а функция   g(x)   монотонно стремилась к нулю при   х ( +(   и была бы 

       непрерывно дифференцируема при всех   x ( a   .

2)   Для того, чтобы несобственный интеграл  
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       сходится к функции   I(y)   равномерно относительно   y ( Y , достаточно, чтобы 

       интеграл
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       сходился, а функция   g(x,y)   была равномерно ограничена:

|g(x,y)| ( L     ( x ( a     ( y ( Y   ,

       и при любом фиксированном   y ( Y   была бы монотонна и непрерывно 

       дифференцируема  по   х   при всех   x ( a   .

 + примеры:      1)  
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      в области     y ( ( > 0    ,

                           2)  
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      в области     y ( 0    .
                           3)   №   3755..2

Лекция 18.  (вт., 13.11.01)

Теорема (о предельном переходе под знаком несобственного интеграла).   Если 

1)   для любого фиксированного   y   из некоторой окрестности   [y0 - ( , y0 + (]  

      точки    y0   функция   f(x,y)   непрерывна по   х   в   [a , + () , 

2)   при   y ( y0   функция   f(x,y)   равномерно относительно   x ( a   сходится 

       к предельной функции   ((x)  , 

3)   интеграл    
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    сходится равномерно относительно    y   

      из окрестности   [y0 - ( , y0 + (]   ,

то 
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Следствие .    Если функция   f(x,y)   непрерывна по совокупности переменных в полуполосе   [a , + () ( [c , d] ,  а интеграл   I(y)   сходится равномерно относительно    y ( [c , d] , то интеграл   I(y)   является непрерывной на   [c , d]   функцией.  

+ примеры:      1)  № 3779 ,

                          2)  № 3783 .

Теорема (об интегрировании под знаком несобственного интеграла).

Если функция   f(x,y)   непрерывна по совокупности переменных в полуполосе   [a , + () ( [c , d] ,  а интеграл   I(y) = (*)   сходится равномерно относительно    y ( [c , d] , то 
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Следствие.   Если функция   f(x,y)   непрерывна и неотрицательна на полуполосе 

[a , + () ( [c , d] ,  а интеграл   I(y) = (*)   сходится и является непрерывной на   [c , d]   функцией, то справедлива вышеприведённая формула. 

+ пример:  вычисление интеграла         
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Теорема (о дифференцировании под знаком несобственного интеграла).

Если функция   f(x,y)   и её частная производная   fy(x,y)   непрерывны по совокупности переменных в в полуполосе   [a , + () ( [c , d] ,  интеграл I(y) = (*)   сходится, а интеграл
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сходится равномерно относительно   y ( [c,d] , то для любого   y ( [c,d]   cправедливо:
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+ примеры:      1)   № 3785 ,

                          2)   № 3786

Задача 19.    Покажите, что равномерная сходимость интеграла 
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равносильна равномерной сходимости всех последовательностей функций
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Задача 20.    (Парадокс Бернулли)  Рассмотрите следующие три способа вычисления несобственного интеграла 2-го рода
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1-й способ.  
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так как   I1   переходит в   I2   при замене   x = tp  , где   p = (1 + a)/(1 + b)  .

2-й способ.   Найдём   I(a,b)   с помощью интегрирования по параметру:
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3-й способ.   Найдём   I(a,b)   с помощью дифференцирования по параметру:
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поэтому   I(a,b) = ln (b + 1) + C(a)  .  Так как   I(a,а) = 0  , то   C(a) =  - ln (a + 1)   , 

а   I(a,b) = ln [(a+1)/(b+1)].

Какой результат правильный?  Какие способы решения вычисления   I(a,b)   обоснованы?

Лекция 19.  (чт., 15.11.01)

Теорема (о несобственном интегрировании под знаком несобственного интеграла).

Если функция   f(x,y)   неотрицательна и непрерывна по совокупности переменных на множестве   [a , + () ( [c , + ()  ,  а интегралы
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сходятся и непрерывны соответственно при   y ( [c , + ()   и   х ( [а , + () , то из существования одного из несобственных интегралов 
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следует сходимость другого и равенство этих интегралов.

Доказательство.   Пусть сходится, например, первый из этих интегралов. Покажем, что тогда сходится и второй интеграл и эти интегралы равны между собой. Действительно, согласно следствию из теоремы об интегрировании под знаком несобственного интеграла, 

при любом   b > а   справедливо:
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Перейдём теперь в этом равенстве к пределу при   b ( +(   . Так как функция   F(b,y)   при любом фиксированном   b ( a  непрерывна по   y  в области  [с , + () и при  b ( +(   монотонно возрастая сходится к непрерывной же предельной функции   I(y) , то она сходится к   I(y)   равномерно относительно   y ( c  .  Далее, так как функции   f(x,y)   и   F(b,y)   неотрицательны, то при любом фиксированном   b0 > a   функция
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при  d ( +(   равномерно относительно    b ( [b0 , + ()   и монотонно возрастая, как функция   d  , сходится к интегралу
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то, согласно теореме о предельном переходе под знаком несобственного интеграла,
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что и требовалось доказать.

 +  геометрическая интерпретация этой теоремы

Интеграл  Фруллани

Для вычисления интеграла Фруллани
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где   a > 0  ,  b > 0  , а функция   f(x)   непрерывна при всех   x ( 0  , рассмотрим при всех   d ( с > 0   функцию
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Разложив этот собственный интеграл на разность двух интегралов и сделав в них замены соответственно   ax = t   и   bx = t   , получим:
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Заметим, что
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Интегралы   F1   и   F2   можно, согласно 1-й обобщённой теореме о среднем для интеграла Римана, представить в виде


[image: image82.wmf]  

  

  

  

  

  

    

,

    

ln

)

(

)

(

,

  

  

  

  

  

  

    

,

    

ln

)

(

)

(

и

между

 

лежит

где

и

между

 

лежит

где

2

1

bd

ad

a

b

f

x

dx

f

F

bc

ac

a

b

f

x

dx

f

F

bd

ad

bc

ac

h

h

h

x

x

x

ò

ò

×

=

×

=

×

=

×

=


При   с ( 0   имеем   ( ( 0   и, в силу непрерывности функции   f(х)   получаем, что    f(() ( f(0)  . Аналогично, при   d ( +(   имеем   ( ( +(   и    f(() ( f(+()  , если только последний предел существует. Поэтому

если   a > 0  ,  b > 0  , а функция   f(x)   непрерывна при всех   x ( 0  и при   х ( +( имеет конечный предел   f(+() , то интеграл Фруллани существует и
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Заметим ещё, что если интеграл от   f(x)dx / x   сходится в точке   +(  , то, согласно критерию Коши, интеграл   F2   будет стремиться к нулю при   d ( +(  . Поэтому

если   a > 0  ,  b > 0  , а функция   f(x)   непрерывна при всех   x ( 0  , а интеграл
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сходится, то интеграл Фруллани существует и
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+  примеры:      1)   № 3792 ,

                           2)   № 3791

Интеграл  Дирихле

Для вычисления интеграла Дирихле 
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заметим сначала, что интеграл   I(()   сходится при всех   (  ,   I(0) = 0  ,   I(-() = -I(-() ,
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Для нахождения постоянной   С   рассмотрим в области   y ( 0   несобственный интеграл
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       [почему?]
Подинтегральная функция  f(x,y) = (e-yxsinx)/x  непрерывна по совокупности переменных в области   [0 , + ()([0 , + () , а сам интеграл  K(y)  сходится равномерно относительно    y ( 0  [см. пример   2)   к  признаку Абеля-Дирихле равномерной сходимости несобственного интеграла] . Поэтому функция   K(y)   непрерывна в области   y ( 0   ,  и
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+  примеры:      1)   № 3816 ,

                           2)   № 3817

Интеграл  Эйлера-Пуассона

Для вычисления интеграла интеграла Эйлера-Пуассона
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заметим сначала, что интеграл   K(()   сходится при всех   ( > 0  ,   
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замена


Для нахождения постоянной   С   заметим, что
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Поэтому
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+  примеры:      1)   № 3804 ,

                            2)   № 3808
Лекция 20.  (вт., 27.11.01)

Г -   и   В - функции  Эйлера

Г – функцией Эйлера   называется интеграл
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Заметим сначала, что интеграл  Г(p)  сходится при всех   p > 0  и расходится при   p ( 0  . При всех   p > 0   этот интеграл является непрерывной функцией параметра   p   и его можно дифференцировать по параметру   р   любое число раз, при этом
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Далее, интегрированием по частям можно установить, что
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В частности, так как        
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то для любого натурального   n   имеем:
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Поэтому для вычисления значений    Г - функции  Эйлера достаточно лишь установить её значения на интервале  (0,1) . При этом, помимо указанных выше формул, при   0 < p < 1   используется также  формула  дополнения
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Из этой формулы следует в частности, что
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+    график функции   Г(p)
B – функцией Эйлера   называется интеграл
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Заметим сначала, что интеграл   B(p,q)   сходится при всех   p > 0   и   q > 0  

и расходится при   p ( 0   или   q ( 0  .  При всех   p > 0   и   q > 0   интеграл   B(p,q)   является непрерывной функцией параметров    p  и  q    и его можно дифференцировать 

по параметрам    р  и  q   любое число раз, при этом
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Далее, если сделать в исходном интегорале   B(p,q)   замену   x = 1/(1+t) , 

то B – функция Эйлера предстанет в виде
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Отметим ещё следующие свойства  В – функции:

1)   B(q,p) = B(p,q) 
2)   B(p+1,q) = [q/(p+q)]( B(p,q+1)  ,         B(p,q+1) = [p/(p+q)]( B(p,q+1)

3)      
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Задача 21.     Проведите доказательство свойства   3)  .

Отметим ещё, что с помощью замены переменной   x = sin2t   можно показать, что
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+  примеры:       № №  3843,  3845,  3846,  3848,  3850

Лекция 21.  (вт., 11.12.01)

Мера  и  интеграл  Лебега

Системы  множеств

Система множеств   S   называется  полукольцом ,  если  

1)   ( ( S ,

2)   если   A ( S   и   B ( S ,  то и  A ( B ( S ,

3)   если   A ( S ,  A1 ( S   и   A1 ( A , то множество   A   представимо в виде  

       A = A1 + A2 + A3 + … + Ak   ,    где все   Ai   принадлежат S . 

Множество   Е ( S   называется  единицей  системы множеств S , если

( A ( S  :   A ( E ( A

Единицей   Е   системы множеств  S   может быть только объединение всех множеств, входящих в   S  . Таким образом, система множеств   S   будет системой множеств с единицей тогда и только тогда, когда объединение всех множеств, входящих в   S  , есть множество принадлежащее   S   .

Система множеств   R   называется  кольцом ,  если вместе с каждыми двумя множествами она содержит и их пересечение, объединение и разность, то есть 

если   A ( R    и   B ( R ,  то и    A ( B ( R ,   A ( B ( R ,   A ( B ( R .

Всякое кольцо является и полукольцом, так как  ( = A ( A ( R , и если  A ( R , A1 ( R и   A1 ( A , то множество   A   представимо в виде   A = A1 + A2  ,  где  A2 = A – A1 ( R . Всякое кольцо   R   вместе с каждыми двумя множествами   А   и   В   содержит также и их симметрическую разность   A ( B = (A ( B) + (В ( А) . Всякое кольцо есть, таким образом, система множеств, замкнутая относительно операций пересечения, объединения, разности и симметрической разности, выполняемых любое конечное число раз.

Кольцо   R   с единицей называется  алгеброй  множеств и обозначается   M   .

Кольцо   R   называется кольцом, порождённым системой множеств   S   и обозначается R(S) , если оно является наименьшим из всех колец, содержащих систему множеств  S  . Кольцо   R(S)  ,  порождённое системой множеств   S  , есть пересечение всех колец, содержащих  S  . Кольцо   R(S)  ,  порождённое полукольцом   S  , есть совокупность тех и только тех множеств, которые представимы в виде суммы конечного числа попарно не пересекающихся множеств из полукольца  S  , то есть если  кольцо   R   порождено полукольцом  S  , то

A ( R(S)  (    A = A1 + A2 + … + Ak ,     где все  Ai ( S
Кольцо   R   называется  ( - кольцом, если оно замкнуто относительно объединения любого счётного числа множеств, то есть если все   Ai   (i = 1, 2, 3, …)  принадлежат R,  то и их объединение также принадлежит   R  . 

( - кольцо   R   с единицей называется  ( - алгеброй  множеств. Другими словами,  

( - алгеброй  множеств называется алгебра множеств   M ,  замкнутая относительно объединения любого счётного числа множеств. Если   M  ( ( - алгебра  множеств, то она замкнута и относительно пересечения любого счётного числа множеств, так как


[image: image107.wmf]U

I

¥

=

¥

=

-

-

=

1

1

)

(

i

i

i

i

A

E

E

A


( - кольцо   R   называется  ( - кольцом, порождённым системой множеств   S   и обозначается R(S) , если оно является наименьшим из всех ( - колец, содержащих систему множеств  S  . ( - кольцо   R(S)  ,  порождённое системой множеств   S  , есть пересечение всех  ( - колец, содержащих  S  .       ( - кольцо   R(S)  ,  порождённое полукольцом   S  , есть совокупность тех и только тех множеств, которые представимы в виде суммы конечного или счётного числа множеств из полукольца  S  , то есть 

если  ( - кольцо   R(S)  порождено полукольцом  S  , то

A ( R(S)    (    A = A1 + A2 + … + Ak + …   ,      где все  Ai ( S
+   примеры:   

  1) S  = {[a’, b’] ( [a , b]} ,

  2) S  = {[a’, b’] ( R} ,

  3) S  = {(a’, b’( ( [a , b]} ,

  4) S  = {(a’, b’( ( R} ,

  5) S  = {[a’, b’) ( [a , b)} ,

  6) S  = {[a’, b’) ( R} ,

 1’) S  = {[a’, b’] ( [c’, d’] ( [a , b] ( [c , d]} ,

 2’) S  = {[a’, b’] ( [c’, d’] ( R2} ,

 3’) S  = {(a’, b’( ( (c’, d’( ( [a , b] ( [c , d]} ,

 4’) S  = {(a’, b’( ( (c’, d’( ( R2} ,

 5’) S  = {[a’, b’) ( [c’, d’) ( [a , b) ( [c , d)} ,

 6’) S  = {[a’, b’) ( [c’, d’) ( R2} ,

  7) S – совокупность всех конечных подмножеств данного множества,

  8) S - полная система попарно несовместных элементарных событий, 

                            S = {( , A1 , A2 , … , An , (}

Продолжение  меры  с полукольца  на  кольцо  

Вещественная неотрицательная функция   ((А) ,  заданная на полукольце   S   , называется   аддитивной  мерой  ,  если мера суммы любого конечного набора попарно не пересекающихся множеств равна сумме мер слагаемых, то есть справедливо:
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+   примеры   5 ,  5’ ,  8

Теорема (о продолжении аддитивной меры с полукольца на порождённое им кольцо).

Всякая аддитивная мера   ((А) ,  заданная на полукольце   S   , может быть продолжена с сохранением свойства аддитивности на кольцо   R(S)  . Такое продолжение единственно.

Доказательство.     Пусть    (*(А) - произвольное аддитивное продолжение меры   ((А)   

с полукольца   S   на кольцо   R(S)  . Так как в   R(S)   входят те и только те множества   А , которые представимы в виде суммы конечного числа попарно не пересекающихся множеств   Аi   из полукольца   S  ,  а мера   (*(А)   аддитивна на   R(S) , то необходимо, чтобы
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Остаётся проверить, что такое определение меры   (*(А) на кольце   R(S) не зависит от выбора представления множества   А   в виде суммы конечного числа попарно не пересекающихся множеств из полукольца   S  . Пусть множество   А   из кольца   R(S) представлено как-то иначе, в виде суммы конечного числа попарно не пересекающихся множеств  Bj  (j = 1, 2 3, … , m)  из полукольца   S  . Тогда все множества   Сij  = Ai ( Bj
принадлежат полукольцу   S   и попарно не пересекаются. Учитывая аддитивность меры   (*(А)  на   R(S) , получим:
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+   примеры   5, 5’, 8

Вещественная неотрицательная функция   ((А) ,  заданная на полукольце   S   , называется   ( - аддитивной  мерой  ,  если мера суммы любого  счётного  набора попарно не пересекающихся множеств равна сумме мер слагаемых, то есть справедливо:
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+   примеры   5 ,  5’ ,  8*

Теорема (о продолжении  ( -аддитивной меры с полукольца на порождённое им кольцо).

Всякая ( -аддитивная мера   ((А) ,  заданная на полукольце  S   , может быть продолжена с сохранением свойства   ( -аддитивности  на кольцо   R(S)  .  Такое продолжение единственно.

Доказательство.     Пусть    (*(А) - произвольное ( -аддитивное продолжение меры   ((А)   

с полукольца   S   на кольцо   R(S)  . Так как мера   (*(А)   аддитивна на   S , то по предыдущей теореме, она однозначно продолжается с полукольца   S   на кольцо   R(S)  с сохранением свойства аддитивности, при этом для любого множества   А   из кольца   R(S)   справедливо:
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Остаётся проверить, что мера   (*(А)  ( -аддитивна на кольце   R(S)   , то есть проверить, что если множество   А   из кольца   R(S)   представлено в виде суммы счётного числа попарно не пересекающихся множеств   Bi   из кольца   R(S)  , то 
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Используя аддитивность  меры   (*   на   R(S)   ,   ( - аддитивность  меры   (*   на   S  ,  а также возможность произвольно переставлять местами слагаемые абсолютно сходящегося числового ряда, получим:
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Лебегово  продолжение  меры

Заметим сначала, что попытка продолжения меры Пеано-Жордана   pg   с кольца   R(S)    на возможно более широкую    ( - алгебру  (или   ( - кольцо)  множеств наталкивается на следующие проблемы:

1)   мера  pg аддитивна на полукольце  S  и, следовательно, на кольце R(S) , 

       но она не аддитивна даже на минимальной   ( - алгебре   M(S)    

       борелевских множеств, так как, например:  
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2)   минимальная   ( - алгебра борелевских множеств   M(S)    имеет мощность 

       континуум, в то время как максимальная   ( - алгебра множеств  

M( = {A ( E} = E(
      имеет мощность гиперконтинуум,

Пусть   (  –   ( - аддитивная  мера   на полукольце      с единицей   Е   . Продолжим её с полукольца   S   на кольцо   R(S)    и для всякого множества   A ( E   определим его  внешнюю  меру    (*(A)   как  
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где точная нижняя грань берётся по всем возможным покрытиям множества   A ( E   конечными или счётными системами множеств   Ai ( S      .

Будем говорить, что множество  A ( E    измеримо  (измеримо  по  Лебегу)  , если
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+   пример:
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Основная  теорема    о  лебеговом  продолжении  меры.

Совокупность   M    всех измеримых по Лебегу множеств   A ( E   является  ( - алгеброй с единицей   Е  , а внешняя мера   (*(A)   является   ( - аддитивным продолжением  меры  (  с полукольца   S   на   ( - алгебру   M    .

Доказательство.

(1)   Покажем, что   M   содержит   S   и   (*   совпадает с   (   на   S   .

Действительно, для всякого множества   A ( S   справедливо:    (* (A(A) =(* (() = 0   ,

поэтому   А   измеримо. Далее, для всякого покрытия множества   A ( S   конечной или счётной системой множеств   Ai ( S   справедливо:
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  ,

и равенство достигается, например, при    А1 = А ,   А2 = А3 = … = (   .

(2)   Покажем, что   (*   монотонна на   M   .

Действительно, если   A ( M ,  В ( M ,  A ( В  , то   (* (A) ( (* (В) , так как всякое покрытие множества   В   конечным или счётным набором множеств из полукольца   S    будет одновременно и покрытием множества   А  . 

(3)   Покажем, что   (*   полуаддитивна на   M   , то есть 
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Действительно, так как
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и при этом   A’i  ( Ai  ,   A’i ( S   и   A’i ( A’j = (   при   i ( j  , то
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(4)   Покажем, что   M  - алгебра с единицей   Е   .

Нам нужно показать, что объединение, пересечение и разность любых двух измеримых множеств   А1   и   А2   измеримо. Действительно, пусть   А1   и   А2   произвольные измеримые множества. Это означает, что
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А так как 
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(проверьте это самостоятельно!), то
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Но   (В1 ( В2) ( R(S) , поэтому множество   А1 ( А2   измеримо.  

Измеримость дополнения всякого измеримого множества следует из равенства
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Измеримость пересечения двух измеримых множеств следует из равенства
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(5)   Проверим, что для любых двух множеств   А   и   В   из   Е   выполняется:
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Действительно, так как   А ( В( (А ( В)  и  В ( А( (А ( В) , то, в силу (3), имеем 
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Поэтому
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(6)   Покажем, что   (*   аддитивна на   M   , то есть 
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С учётом индукции достаточно проверить справедливость этого утверждения при  n = 2 . Пусть множества   А1   и   А2   измеримы и    А1 + А2 = А  . Покажем, что
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Так как множества   А1   и   А2   измеримы, то найдутся множества   В1   и   В2   из кольца   R(S)   такие, что
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[image: image136.wmf]
Так как множества   А1   и   А2   не пересекаются, то 
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(проверьте это самостоятельно!), и, следовательно,
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Далее, используя  (5) , получим 
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Так как мера   (   аддитивна на   R(S)  , то
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Добавив к обеим частям этого равенства    ( (В1 ( В2)  , получим 
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откуда
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Воспользовавшись выше доказанными неравенствами, получим:
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Заметим теперь, что  
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(проверьте это самостоятельно!).  Поэтому 
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В силу возможности выбрать число   ( > 0   произвольно малым заключаем, что
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С другой стороны, так как объединение любых не более чем счётных покрытий множеств   А1   и   А2   является не более чем счётным покрытием множества    А = А1 + А2  ,  то
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Поэтому
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Итого получаем:
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(7)   Покажем, что   (*   (-аддитивна на   M   , то есть 
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Действительно, для любом натурального   n   справедливо:
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Переходя в этом неравенстве к пределу при   n ( (  , получаем:
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Доказательство противоположного неравенства проводится в полной аналогии с окончанием доказательства пункта  (6)  (проведите его самостоятельно!) .

(8)   Покажем, что   M  - (-алгебра с единицей   Е   .

Нам нужно показать, что объединение, пересечение и разность любых двух измеримых
Вопросы к экзамену по   математическому анализу ,

   3-й семестр 2001/2002 уч. года
0.     Локальный, условный и глобальный экстремумы функции нескольких переменных.

1. Теорема о неявной функции.

2. Числовые ряды. Сходимость и сумма ряда. Необходимое условие сходимости ряда. Интегральный признак Маклорена. Критерий Коши.

3. Общие признаки сходимости I и II . Признак Коши.

4. Общие признаки сходимости I и II . Признак  д’Аламбера.

5. Признаки Лейбница и Абеля-Дирихле сходимости числовых рядов

6. Связь между сходимостями рядов  а+ , а- , (а(  и  а .  

       Простая, абсолютная и условная сходимости. Группировки членов ряда.

7. Линейная комбинация числовых рядов. Перестановки слагаемых числового ряда.

8. Умножение числовых рядов.

9. Бесконечные произведения.

10. Функциональные ряды. Простая, абсолютная и равномерная сходимости в данной области. Достаточное условие непрерывности суммы ряда непрерывных слагаемых.

11. Критерий Коши и признак Вейерштрасса равномерной сходимости.

12. Критерий Дини непререрывности суммы ряда непрерывных слагаемых. Пример.

13. А1 -   и  В3 - сходимости. Теорема Дини.

14. Теоремы о достаточных условиях почленного интегрирования

         и почленного дифференцирования функциональных рядов.

15. Степенные ряды. Теорема об области сходимости степенного ряда и её следствия.              

16. Некоторые обобщённые методы суммирования.

17. Пространство  C[a,b] . Проверка аксиом расстояния. 

        Теорема о сепарабельности  C[a,b] . Формулировка теоремы Вейерштрасса.

18. Сходимости в среднем и в среднем квадратичном.

        Теорема о связи между различными видами сходимости.

19. Полная ограниченность множества в метрическом пространстве.

20. Теорема об условиях компактности множеств в метрическом пр-ве (1 ( 2 ( 2’).

21. Теорема об условиях компактности множеств в метрическом пр-ве (2’( 1).

22. Критерий компактности множества в полном метрическом пространстве.

23. Теорема об условиях предкомпактности множеств в метрическом пр-ве.  

        Критерий Хаусдорфа предкомпактности мн-ва в полном метрическом пр-ве.

24. Теорема Асколи-Арцела.

25. Cобственные интегралы, зависящие от параметра.

26. Равномерное стремление к предельной функции.  

27. Несобственные интегралы, зависящие от параметра.

28. Теорема о повторных несобственных интегралах. Интеграл Фруллани.

29. Интеграл Дирихле. Интеграл Эйлера - Пуассона.

30. Г -  и  В - функции Эйлера.

Вопросы к экзамену по   математическому анализу ,

   3-й семестр 1999/2000 уч. года
0.     Локальный, условный и глобальный экстремумы функции нескольких переменных.

1. Теорема о неявной функции.

2. Числовые ряды. Сходимость и сумма ряда. Необходимое условие сходимости ряда. Интегральный признак Маклорена. Критерий Коши.

3. Общие признаки сходимости I и II . Признак Коши.

4. Общие признаки сходимости I и II . Признак  д’Аламбера.

5. Признаки Лейбница и Абеля-Дирихле сходимости числовых рядов

6. Связь между сходимостями рядов  а+ , а- , (а(  и  а .  

       Простая, абсолютная и условная сходимости. Группировки членов ряда.

7. Линейная комбинация числовых рядов. Перестановки слагаемых числового ряда.

8. Умножение числовых рядов.

9. Бесконечные произведения.

10. Функциональные ряды. Простая, абсолютная и равномерная сходимости в данной области. Достаточное условие непрерывности суммы ряда непрерывных слагаемых.

11. Критерий Коши и признак Вейерштрасса равномерной сходимости.

12. Критерий Дини непререрывности суммы ряда непрерывных слагаемых. Пример.

13. А1 -   и  В3 - сходимости. Теорема Дини.

14. Теоремы о достаточных условиях почленного интегрирования

        и почленного дифференцирования функциональных рядов.

15. Степенные ряды. Теорема об области сходимости степенного ряда и её следствия.              

16. Некоторые обобщённые методы суммирования.

17. Пространство C[a,b] . Проверка аксиом расстояния. 

       Теорема о сепарабельности  C[a,b] . Формулировка теоремы Вейерштрасса.

18. Сходимости в среднем и в среднем квадратичном.

       Теорема о связи между различными видами сходимости.

19. Полная ограниченность множества в метрическом пространстве.

20. Теорема об условиях компактности множеств в метрическом пр-ве (1 ( 2 ( 2’).

21. Теорема об условиях компактности множеств в метрическом пр-ве (2’( 1).

22. Критерий компактности множества в полном метрическом пространстве.

23. Теорема об условиях предкомпактности множеств в метрическом пр-ве.  

        Критерий Хаусдорфа предкомпактности мн-ва в полном метрическом пр-ве.

24. Теорема Асколи-Арцела.

25. Cобственные интегралы, зависящие от параметра.

26. Равномерное стремление к предельной функции.  

27. Несобственные интегралы, зависящие от параметра.

28. Теорема о повторных несобственных интегралах. Интеграл Фруллани.

29. Интеграл Дирихле. Интеграл Эйлера - Пуассона.

30. Г -  и  В - функции Эйлера.

№ задачи к вопросу по теории (вопрос – задача) 

0 - 13 ,       1 - 12  ,       2 – 15а ,        3 - 21 ,         4 - 11,         5 - 3 ,        6 - 20 ,        7 - 14 ,       8 - 19   ,     9 - 2 ,      10 - 4  ,      11 - 6 ,       12 - 5 ,         13 - 19,         14 - 1 ,        15 - 17 ,        16 - 21 ,       17 - 20 ,       18 - 3  ,      19 – 15б ,      20 - 12 ,       21 - 8 ,         22 - 4 ,         23 - 9 ,        24 -    ,        25 -   ,       26 -    ,     27 - 1  ,      28 -   ,      29 -  ,       30 - 2 

Список теоретических задач

Задача 1.   (№ 3682)   Является ли достаточным для минимума функции   f(x, y)   в точке   (x0 , y0)  , чтобы эта функция имела минимум вдоль каждой прямой, проходящей через точку   (x0 , y0) ?     Рассмотреть пример   f(x, y) = (x – y2)(2x – y2)  .  

Задача 2.    Можно ли в формулировке интегрального критерия сходимости отбросить условие монотонности функции   f(x) ?

Задача 3.    Докажите  признак Жамэ :   если   gn = (1 -  n(an )( n / (ln n) ( p > 1  при   n ( n0  , то ряд   a   сходится; если же   gn ( 1  при   n ( n0  , то ряд   a   расходится.

Задача 4.    Докажите  критерий Лобачевского :   положительный ряд   a   сходится  ( сходится положительный ряд  b :  ( nm2-m , где  nm –  номер, начиная с которого  an < 2-m
Задача 5.    Используя геометрическое определение логарифмической функции, 

                           докажите, что  1 - 1/2 + 1/3 - … + (-1)n+11/n + …= ln2
Задача 6.    Можно ли в формулировке признака Лейбница отбросить условие     монотонности   an ?

Задача 7.    Приведите пример двух сходящихся рядов,

                          произведение Коши которых расходится.

Задача 8.    Если произведения   p   и   q   сходятся, то что можно сказать

                          о сходимости произведений   p + q ,   ( p ,   p ( q   ?

Задача 9.    Что можно сказать о сходимости произведения   р  , 

                          если ряд   (р – 1)  расходится, а ряд  (р – 1)2 сходится ?

                          если ряд   (р – 1)  расходится, и ряд  (р – 1)2 также расходится ?

Задача 11.    Покажите, что всякий  равномерно сходящийся ряд становится 

                             правильно сходящимся при подходящей группировке его слагаемых 

                             ( слагаемые ряда предполагаются ограниченными ).

Задача 12.    Обозначим    N(x, () = {n таких, что  | Sn(x) – S(x)| < ( } .

Покажите:    

1)   простая сходимость ряда   a(x)   к   S(x)   на множестве   А   означает, 

      что  ( ( > 0   ( x( A  множество   N(x, ()   содержит все номера, 

       начиная с некоторого номера   n0   ,  

2)   равномерная   А1 -сходимость ряда   a(x)   к   S(x)   на множестве   А означает, 

      что   ( ( > 0   пересечение множеств   N(x, ()   по всем   n ( n0   

        содержит все номера, начиная с некоторого номера n0   ,  

3)   В3 - сходимость ряда   a(x)   к   S(x)   на компакте   А означает, что   ( ( > 0 

      существует разбиение множества   N   всех номеров на отрезки      [1, n1] , 

      [n1 + 1 , n2] ,  …  такое, что  множество   N(x, ()   содержит номера из всех отрезков.

Задача 13.    Покажите, что радиус сходимости степенного ряда всегда может быть 

                             найден по формуле  Коши – Адамара:
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Задача 14.    Покажите, что если  функция   S(x)   представима на промежутке 

(x0  - R  ,  x0  + R(   степенным рядом 

а0 + а1 (x – x0) + а2 (x – x0)2 + …+ аn (x – x0)n + …  ,

 то такое представление единственно, и для коэффициентов   аn   справедлива формула:
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 то есть всякий степенной ряд, представляющий функцию   S(x)   на промежутке 

 (x0  - R  ,  x0  + R(   совпадает с её рядом Тейлора.

Задача 15.    а)  Исследуйте ряд   b   на сходимость по Фробениусу – Чезаро.

                            б)  Исследуйте ряд   с   на сходимость по Фробениусу – Чезаро, 

                                  на сходимость по Абелю – Пуассону и на сходимость по Эйлеру.

Задача 16.    Проверьте, что
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- метрическое пространство. Является ли пространство   С1[a,b]   сепарабельным?

Задача 17.    Проверьте, что
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- метрическое пространство. Является ли пространство   С2[a,b]   сепарабельным?

Задача 19.    Покажите, что равномерная сходимость интеграла 
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равносильна равномерной сходимости всех последовательностей функций
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Задача 20.    (Парадокс Бернулли)  Рассмотрите следующие три способа вычисления несобственного интеграла 2-го рода
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1-й способ.  
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так как   I1   переходит в   I2   при замене   x = tp  , где   p = (1 + a)/(1 + b)  .

2-й способ.   Найдём   I(a,b)   с помощью интегрирования по параметру:
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3-й способ.   Найдём   I(a,b)   с помощью дифференцирования по параметру:
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поэтому   I(a,b) = ln (b + 1) + C(a)  .  Так как   I(a,а) = 0  , то   C(a) =  - ln (a + 1)   , 

а   I(a,b) = ln [(a+1)/(b+1)].

Какой результат правильный?  Какие способы решения вычисления   I(a,b)   обоснованы?

Задача 21.     Проведите доказательство свойства      3)      
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