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 Математический анализ ,

4-й семестр 2001/2002 уч. года

Лекция 1.  (вт., 12.02.02)
Tест. Характер и содержание курса в 4-ем семестре.
Практика, коллоквиум и экзамен. Литература:

1. А.Н. Колмогоров, С.В. Фомин 

      «Элементы теории функций и функционального анализа»

2.   И.П. Натансон  «Теория функций вещественного переменного»

3.   Г.Е. Шилов, Б.Л. Гуревич  «Интеграл, мера и прооизводная. Общая теория»

4.   У. Рудин   «Основы математического анализа»

5.   Г.М. Фихтенгольц   «Основы математического анализа», т. 1,2

6.   Г.М. Фихтенгольц «Курс дифференциального и интегр-го исчисления», т. 1,2

7.   В.А. Ильин, Э.Г. Позняк   «Основы математического анализа» , части 1,2

8.   Г.Е. Шилов   «Матем. анализ. Функции одного переменного». Части 1-2. 

9.   В.А. Зорич  «Математический анализ» , т.1,2

10. С.М. Никольский   «Курс математического анализа» , т. 1,2

11. Л.Д. Кудрявцев   «Математический анализ» , т. 1,2

12. «История математики .  Анализ  . Часть II » изд-во РИО ИГУ

…  (см. МА - 3 семестр, стр. 26)

Основная  теорема    о  лебеговом  продолжении  меры.

Совокупность   M    всех измеримых по Лебегу множеств   A ( E   является  ( - алгеброй с единицей   Е  , а внешняя мера   (*(A)   является   ( - аддитивным продолжением  меры  (  с полукольца   S   на   ( - алгебру   M    .

Доказательство.  …  (см. МА - 3 семестр, стр. 26-28)

Лекции 2-3.  (чт., 14.02.02) ,  лекция 4.  (вт., 19.02.02)
продолжение материала 3-го семестра (со стр.28):
Доказательство.  …  (8)   Покажем, что   M  - (-алгебра с единицей   Е   .

Нам нужно доказать измеримость объединения и пересечения счётного числа измеримых множеств. Пусть   
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Покажем, что   А ( M  .  Для этого представим сначала множество  в виде суммы счётного числа попарно не пересекающихся множеств:
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Так как   
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 то
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поэтому числовой знакоположительный ряд   
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  сходится и, следовательно, найдётся номер   N   такой, что    
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  . Далее, так как множество   
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   измеримо, то найдётся множество   B ( R(S)   такое, что
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А так как
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  ,

что и означает измеримость множества   А  .
Наконец, измеримость пересечения счётного числа измеримых множеств следует из измеримости дополнения измеримого множества и равенства
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Теорема полностью доказана.

Замечания.   1)   Совокупность   M    всех измеримых по Лебегу множеств   A ( E    имеет ту же мощность гиперконтинуум, что и совокупность   E0   всех частей  E  .

2)   Существуют неизмеримые по Лебегу множества.

Мерой Лебега   ((A)   называется внешняя мера   (*(A)   на совокупности   M   всех измеримых по Лебегу множеств   A ( E  

Множества  лебеговой  меры  нуль

Утверждение «мн-во   A ( E = [a , b)   имеет (линейную) лебегову меру нуль, (А = 0 » означает, что   (*А = 0 ,  то есть множество   A   может быть заключено в конечную или счётную систему полуинтервалов  [( , ()  (полуинтервалов  (( , (] , отрезков  [( , (], промежутков  (( , (( ) общей сколь угодно малой длины
Во втором семестре после рассмотрения различных критериев интегрируемости по Риману ограниченной на отрезке функции мы уже отмечали, что

1)   всякое конечное множество есть множество жордановой меры нуль, 

      а всякое конечное или счётное множество есть множество лебеговой меры нуль;

2)   всякое множество жордановой меры нуль есть и множество лебеговой меры нуль. 

      Обратное, вообще говоря, не верно. Например, множество  А = [a, b) ( Q  

      есть множество лебеговой меры нуль, но не есть множество жордановой меры нуль;

3)   всякое компактное множество лебеговой меры нуль есть и множество 

      жордановой меры нуль;

4)   объединение любого конечного числа множеств жордановой меры нуль есть  

      множество жордановой меры нуль, а объединение любого конечного или счётного

      числа множеств лебеговой меры нуль есть множество лебеговой меры нуль.

Свойства  меры  Лебега
1.   Монотонность меры:  если множества   А   и   В   измеримы и   А ( В , то   (А ( (В  .

      Доказательство.   Так как множества   А   и   В   измеримы, то и их разность   А - В 

      также измерима. Учитывая далее аддитивность и неотрицательность меры Лебега, 

      получаем, что    
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2.   Полнота меры:  всякая часть измеримого множества меры нуль также измерима 

      и имеет меру нуль, то есть если множество   В  измеримо,   (В = 0   и   А ( В , 

      то множество   А   также измеримо и   (А = 0   .

      Доказательство.   Так как внешняя мера Лебега определена для любого множества   A
      и монотонна, то  (*А ( (*В = 0 , поэтому   (*А = 0  и, значит,  (А = 0  . 

3.   Непрерывность меры: если  А1 ( А2 ( …( Аn ( … и все множества  Аi  измеримы, то   
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Задача 1.   Поверьте, что если  А1 ( А2 ( …( Аn ( … и все множества  Аi  измеримы,  

                         то         
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Общее  определение  измеримости  и  меры  Лебега

Для произвольного множества  A ( R  будем говорить, что множество   A   измеримо по Лебегу, если измеримы по Лебегу все множества вида    A ( [a , b) . При этом величину
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будем называть мерой Лебега множества   A  .

Замечание  (о конструкции меры Лебега на числовой прямой).
Задача 2.   Покажите, что если   А ( Е  и  (Е < + ( , то
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Задача 3.   Покажите, что если   А ( Е  и  (Е < + ( , то
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Задача 4.   Покажите, что если   А ( Е  и  (Е < + ( , а
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Задача 5.   Покажите, что если   А ( Е  и  (Е < + ( , то
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Задача 6.   Покажите, что если   А ( Е  ,   А ( М  ,  (Е < + (    и   f(x) = kx + b ,  то
((f(Е)) = k((Е
Борелевские  множества  и  борелевские  функции

Классификация борелевских множеств. Классификация борелевских функций. Классификация функций по Бэру. Аналитически изобразимые функции первого и второго класса. Примеры:  функции с конечным числом точек разрыва, функция Дирихле.

Литература: [2, гл. ХV ;  12]

Задача 7.   Покажите, что следуюшие функции являются аналитически изобразимыми 

                        функциями первого класса:

                        а)   функции со счётным числом точек разрыва,  

                        б)   монотонные функции и функции ограниченной вариации, 
                        в)   производные дифференцируемых всюду  на   [a , b]  функций            

Измеримые  функции

Вещественная функция   f(x)   называется измеримой по Лебегу (относительно данной меры  ( ) на множестве E , если измеримы все её лебеговы множества из   E , то есть если для любого   y ( R   множество   A(y) = f-1((-( , y)) = {x( E , f(x) < y}    измеримо.

Всякая борелевская функция измерима по Лебегу

Задача 8.   Покажите, что   функция   f(x)   измерима по Лебегу на множестве    E  

                        тогда и только тогда, когда прообраз всякого борелевского множества 

                      В( E   измерим по Лебегу. 
Совокупность всех измеримых на множестве   Е   функций будем обозначать  M’ .

Свойства измеримых функций:

1)   если   f(x)( M’  , то и   ((f(x)( M’   для любого вещественного   (  .

2)   если   f(x)( M’  , то и   f(x) + C ( M’   для любого вещественного   C  .

3)   если   f(x) , g(x)( M’  , то множество   { f < g} =  {x( E , f(x) < g(x)}   измеримо.
4)   если   f(x) , g(x)( M’  , то множества   { f ( g}, { f > g}, { f ( g}, { f = g}   измеримы.
5)   если   f(x) , g(x)( M’  , то   f(x) +  g(x)( M’  .
6)   если   f(x) , g(x)( M’  , то   (f(x) +  (g(x)( M’  для любых вещественных  (   и   (   .
7)   если   f(x)( M’  , то и    f2(x)( M’  .
8)   если   f(x) , g(x)( M’  , то   f(x)( g(x)( M’  .
9)   если    g(x)( M’  , то   1/g(x)( M’  при   g(x) ( 0   на   Е   .
10) если   f(x) , g(x)( M’  , то   f(x)/g(x)( M’  при   g(x) ( 0   на   Е   .
11) если   f(x)( M’  , то и    |f(x)|( M’  .
Задача 9.   Покажите, что если функции   f(x) , g(x)( M’  , то и функции 

                        m(x) = min{f(x) , g(x)} ,  M(x) =  min{f(x) , g(x)}  также ( M’ . 
Теорема.   Если   fn(x)( M’   и   fn(x) (  f(x)   всюду на   Е  , то и    f(x)( M’  
(то есть предел всюду сходящейся последовательности измеримых функций измерим).

Будем говорить, что свойство    s   выполнено  почти всюду  (п. в.)  на множестве   Е  , если множество всех тех точек из   Е  , для которых свойство   s   не выполняется, измеримо и имеет меру нуль
+  примеры:   1)   f(x)  «почти всюду равна»    g(x)
                        2)   f(x)  почти всюду непрерывна
                        3)   fn(x) (  f(x)   почти всюду  (п. в.) на   Е  

Теорема.   Если   fn(x)( M’   и   fn(x) (  f(x)   п. в. на   Е  , то и    f(x)( M’  
(то есть предел  п. в.  сходящейся последовательности измеримых функций измерим).
Вместо  «  f(x)  почти всюду на множестве   Е   равна   g(x) »   говорят ещё, что  «  f(x)  эквивалентна   g(x)  на множестве   Е  »  и обозначают это так:   f(x)  (  g(x)  на   Е  .

Задача 10.  Покажите, что  если функции   f(x)   и   g(x)  непрерывны на Е = [a , b], то

                         f(x)  (  g(x)  на   Е     (    f(x)  (  g(x)  на   Е
Задача 11.   Покажите, что  если   f(x)   измерима на   Е  и   f(x)  (  g(x) на    Е ,  

                         то и   g(x)  измерима на   Е  .
Задача 12.   Покажите, что  если   fn(x)   измеримы на   Е  ,   fn(x)  (  f(x)  п. в.  на   Е   

                         и   g(x)  (  f(x)  на   Е  ,  то    fn(x)  (  g(x)  п. в.  на   Е  .

Теорема Фреше.     Если  п. в.  конечная функция f(x)   измерима на отрезке   [a , b] ,  

                                     то существует  последовательность   fn(x)    непрерывных на   [a , b]

                                 функций,  которая сходится к    f(x)   почти всюду на   [a , b]  .

Теорема Лузина.     Для того, чтобы  п. в.  конечная функция  f(x)  была измерима на  

                                      отрезке  [a , b] ,  необходимо и достаточно, чтобы она обладала   

                                     С – свойством ,   то есть  ( ( > 0  существовала бы такая 

                                      непрерывная всюду  на  [a , b]  функция  g(x) ,

                                      что    ( {x(  [a , b] ,  f(x) ( g(x)} < (    .
Теорема Витали.    Всякая измеримая  на отрезке   [a , b]   функция  f(x)  эквивалентна 

                                     на  [a , b]  некоторой борелевской функции не выше второго класса.  
Будем говорить, что последовательность функций   fn(x)   сходится к функции   fn(x)   по мере   (   на множестве  E , если   (( > 0   ( {x( E , |fn(x) - f(x)| SYMBOL 179 \f "Symbol" (} ( 0  при  n ( (  .

Задача 13.    Покажите, что  если   fn(x)   измеримы на   Е  ,   fn(x)  (  f(x)  по мере   (   

                             на   Е   и   gn(x)   измеримы на   Е  ,   gn(x)  (  g(x)  по мере   (   на   Е  , 

                             то и    fn(x)+ gn(x)  (  f(x)+ g(x)    по мере   (   на   Е  .

Задача 14.   Верно ли,  что  если   fn(x)   измеримы на   Е  ,   fn(x)  (  f(x)  по мере  (   

                            на   Е   и   g(x)  (  f(x)  на   Е  ,  то    fn(x)  (  g(x)  по мере  (    на   Е  .

Теоремы о связях между различными видами сходимости

Лемма    о записи различных видов сходимости в терминах  множеств
 An(SYMBOL 101 \f "Symbol") = SYMBOL 123 \f "Symbol"x( E , SYMBOL 189 \f "Symbol"fn(x) - f(x)SYMBOL 189 \f "Symbol" SYMBOL 179 \f "Symbol" SYMBOL 101 \f "Symbol"

SYMBOL 125 \f "Symbol"
Равномерная сходимость:           fn 
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f  SYMBOL 219 \f "Symbol"  SYMBOL 34 \f "Symbol"

SYMBOL 101 \f "Symbol" > 0:   An= SYMBOL 198 \f "Symbol" 

                                                         при всех достаточно больших    n
Простая сходимость:                  fn SYMBOL 174 \f "Symbol" f    SYMBOL 219 \f "Symbol"   SYMBOL 34 \f "Symbol"

SYMBOL 101 \f "Symbol" > 0 :  
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EMBED Equation [image: image24.wmf]A
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Сходимость почти всюду:        fn  
[image: image25.wmf]¾

®

¾

в.

 

п.

 f      SYMBOL 219 \f "Symbol"  SYMBOL 34 \f "Symbol"

SYMBOL 101 \f "Symbol" > 0 :  SYMBOL 109 \f "Symbol"(
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EMBED Equation [image: image27.wmf]A
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Сходимость по мере:                 fn  
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Теорема Лебега:      из сходимости почти всюду следует сходимость по мере,
 fn  
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 f      SYMBOL 222 \f "Symbol"      fn  
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Доказательство этой теоремы основано на свойствах непрерывности и монотонности меры Лебега и на том, что   
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Теорема Рисса:        из всякой сходящейся по мере последовательности можно 

                                      выбрать сходящуюся почти всюду подпоследовательность,

                                      SYMBOL 34 \f "Symbol"  fn  
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Доказательство этой теоремы основано на том, что из всякой сходящейся к нулю последовательности неотрицательных чисел    SYMBOL 109 \f "Symbol"(An)  можно выбрать  подпоследовательность, сумма всех элементов которой (как сумма ряда) конечна.

Теорема Егорова:     для всякой сходящейся почти всюду на   Е   последовательности 

                                       существует часть   Е  ,  измеримая и сколь угодно близкая к   Е 

                                       по мере,  сходимость на которой будет равномерной, 

fn  
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[image: image37.wmf]®

®

f   на E

 Доказательство этой теоремы основано на свойствах непрерывности и монотонности меры Лебега; в качестве мн-ва   Е- Е (   можно взять множество 
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Лекции 5-6.  (чт., 21.02.02)

Интеграл  Лебега  от  ограниченной  измеримой  функции 

 по  множеству  конечной  меры

Пусть функция   f(x)   измерима и ограничена на множестве   E   с   (E < +(   . Тогда найдутся числа   l   и   L   такие, что   l ( f(x) < L   при всех   x ( E   . Введём следующие определения и обозначения: 

разбиение    ( :  l = l0 < l1 < l2 < …< ln = L   промежутка    [l , L) ,

диаметр разбиения     d(() = max (li , где (li = li – li-1      (i = 1, 2, … , n) ,

интегральная сумма Лебега        
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 где    li-1 ( y1 < li     , а    Ei   =  {x ( E , li-1 ( f(x) < li  } 
интеграл Лебега        
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Если указанный предел существует и конечен,то функция   f(x)   называется  суммируемой (интегрируемой по Лебегу) на множестве   Е  ,    f(x)( LE
нижняя и верхняя суммы Лебега – Дарбу
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Из приведённых выше определений видно, что
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Свойства сумм Лебега - Дарбу:

1) При измельчении разбиения  (  (т. е. при добавлении новых точек разбиения) 

        нижняя сумма Лебега - Дарбу  S(()  не убывает,

        а верхняя сумма Лебега - Дарбу  (S(()  не возрастает. 

2) Всякая нижняя сумма Лебега - Дарбу  S((1)  не превосходит 

        всякой верхней суммы Лебега - Дарбу  (S((2).
3) Существуют
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Теорема.  Всякая измеримая и ограниченная на множестве   E  с  (E < +( 

                  функция   f(x)     суммируема по Лебегу на множестве   Е  .
Замечание.  Приведённое выше определение интеграла Лебега от ограниченной 

и измеримой функции по множеству конечной меры не зависит от выбора   l   и   L  

и равносильно определению интеграла Лебега как общего значения   I   и(I  . 

+   пример:      интеграл Лебега от функции Дирихле по ограниченному промежутку

Свойства интеграла Лебега от ограниченной измеримой функции 

по множеству конечной меры:
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4)        аддитивность               
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6)        счётная аддитивность               
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7)        абсолютная непрерывность               
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Задача 15.   Покажите, что  если   f(x)   измерима на   Е  и   0 ( f(x) ( L     на    Е ,  

                         то     
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+   примеры:     
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10)       
[image: image59.wmf]ò

ò

ò

+

=

+

E

E

E

d

x

g

d

x

f

d

x

g

x

f

m

m

m

)

(

)

(

)]

(

)

(

[


11)       
[image: image60.wmf]ò

ò

×

=

×

E

E

d

x

f

d

x

f

m

a

m

a

)

(

)]

(

[


12)       
[image: image61.wmf]ò

ò

ò

×

+

×

=

×

+

×

E

E

E

d

x

g

d

x

f

d

x

g

x

f

m

b

m

a

m

b

a

)

(

)

(

)]

(

)

(

[


13)       
[image: image62.wmf]ò

ò

£

Þ

£

E

E

d

x

g

d

x

f

E

x

g

x

f

m

m

)

(

)

(

  

на

 

в.

 

п.

   

)

(

)

(

 


14)       
[image: image63.wmf]ò

ò

£

E

E

d

x

f

d

x

f

m

m

|

)

(

|

   

|

)

(

|

 


15)        
[image: image64.wmf]   

     

при

      

0

   

   

|

)

(

)

(

|

   

   

   

на

   

def

.

¥

®

®

-

Û

¾

®

¾

ò

n

d

x

f

x

f

E

f

f

E

n

c

р

n

m


   
[image: image65.wmf]   
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Теорема   (1-я теорема Лебега о предельном переходе под знаком интеграла).
Если последовательность функций   fn(x) , ограниченных и измеримых на измеримом множестве   E  , сходится по мере к измеримой и ограниченной функции   f(x)   и при этом   |fn(x)| (  K     при всех   n ( N    и при всех   x ( E  ,  то справедлив предельный переход под знаком интеграла Лебега, то есть
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Задача 16.   Покажите, что  если последовательность функций   fn(x) , измеримых 

                           и  п. в.  ограниченных на измеримом множестве   E  , сходится  по мере

                           к функции   f(x)   и при этом   |fn(x)| (  K     при всех   n ( N    
[image: image67.wmf]и при 

                           почти всех   x ( E  ,  то предельная функция   f(x)    также будет измерима

                           и почти  всюду ограничена на   E   и при этом остаётся справедливым 

                           предельный  переход под знаком интеграла Лебега.

Лекция 7.  (вт., 26.02.02)

Общее  определение  нтеграла  Лебега  и суммируемой функции

Пусть функция   f(x)   измерима и неотрицательна на множестве   E   с   (E ( +(   . Положим по определению

интеграл Лебега        
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Если указанная точная верхняя грань конечна, то функция   f(x)   называется  суммируемой (интегрируемой по Лебегу) на множестве   Е  ,    f(x)( LE
В случае произвольной измеримой на множестве   E   с   (E ( +(   функции  f(x)  положим по определению

интеграл Лебега        
[image: image69.wmf].
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Если оба указанных интеграла конечны, то функция   f(x)   называется  

суммируемой (интегрируемой по Лебегу) на множестве   Е  ,    f(x)( LE
Свойства интеграла Лебега от суммируемых функций:

1’)            f(x)( LE   ,   A ( E  ,   A ( M     (     f(x)( LA 

2’)        
[image: image70.wmf]0

)

(

      

      

  

на

   

0

)

(

=

Þ

º

ò

E

d

x

f

E

x

f

m


3’)        
[image: image71.wmf]0

)

(

0

=

Þ

=

ò

E

d

x

f

E

m

m


4’)        
[image: image72.wmf]0

)

(

 

на

  

в.

 

п.

   

0

)

(

³

Þ

³

ò

E

d

x

f

E

x

f

m


5’)       
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6’)          
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7’)        аддитивность               
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8’)        счётная аддитивность               
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Задача 17.   Покажите, что  если   f(x)   cуммируема и положительна на   Е ,  то 
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+   примеры:     
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1

)

100

(cos

sgn

]

1

,

0

[

2

=

×

ò

-

K

d

x

x

m

     ,      
[image: image82.wmf]1

     

   

)]

(

1

[

1

)

1

(

1

  

,

  

=

+

ò

å

¥

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

n

n

n

n

n

d

x

m

j

          

Лекции 8-9.  (чт., 28.02.02)
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Задача 18.     Докажите свойства  11’  и  12’  . 
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14')          абсолютная непрерывность:              
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               то есть             
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15')          cуммируемость по мажоранте:      если   f(x)( M’ ,   |f(x)| ( g(x)   и   g(x) ( LE   ,

                 то   f(x) ( LE   и 
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16')        критерий суммируемости:          f(x) ( LE   (   |f(x)| ( LE   , 

                 то есть     f(x)   суммируема на   Е    (    f(x) абсолютно суммируема на   Е    ,  

                 при этом справедливо неравенство     
[image: image89.wmf]ò

ò

£

E

E

d

x

f

d

x

f

m

m

|

)

(

|

   

|

)

(

|

 


17')        
[image: image90.wmf]   

     

при

      

0

   

   

|

)

(

)

(

|

   

   

   

на

   

def

.

¥

®

®

-

Û

¾

®

¾

ò

n

d

x

f

x

f

E

f

f

E

n

c

р

n

m


   
[image: image91.wmf]   

     

при

      

)

(

    

   

)

(

   

   

   

на

   

.

¥

®

®

Þ

¾

®

¾

ò

ò

n

d

x

f

d

x

f

E

f

f

E

E

n

c

р

n

m

m


Теорема   (2-я теорема Лебега о предельном переходе под знаком интеграла).

Если последовательность функций   fn(x) ,  измеримых на измеримом множестве   E  , сходится по мере к функции   f(x)   и при всех   n ( N    и при почти всех   x ( E выполняется   |fn(x)| (  g(x) ( LE   ,  то предельная функция   f(x)   будет измерима и суммируема на множестве   E   и будет справедлив предельный переход под знаком интеграла Лебега, то есть
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Задача 19.    Покажите, что в условиях этой теоремы при   (Е ( +(   и для любой 

                              ((x)   , ограниченной и измеримой на множестве   Е    справедливо
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Задача 20.    Покажите, что если  функция   f(x)   суммируема на  [a , b] ,

                             а интеграл     
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   на  [a , b]   , 

                             то   f(x) = 0   п. в.  на  [a , b] .
Задача 21.    Проверьте, будет ли  равносильно исходное определение интеграла 

                             Лебега в случае ограниченной и измеримой функции по множеству 

                              конечной меры каждому из следующих определений:

а)     разбиение    ( :  
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         нижняя и верхняя суммы Лебега – Дарбу        
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         интеграл Лебега   
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б)     интеграл Лебега от неотрицательной функции   f(x)    как плоская мера 

                        Лебега подграфика функции   f(x)    на множестве  Е ;  в общем случае
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Задача 22.     Проверьте, будет ли  равносильно исходное определение интеграла 

                             Лебега в общем случае следующему определению:
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                              где   
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Сравнение  интеграла  Лебега  с  интегралом  Римана

Теорема.     Если    f(x) ( R[a , b] , то    f(x) ( L[a , b]   ,    при этом    
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                       Обратное, вообще говоря, не верно.

Доказательство.    Пусть функция   f(x)   интегрируема по Риману и, следовательно, ограничена (|f(x)|( К) и почти всюду непрерывна на отрезке  [a , b] , мера Лебега  (E   множества   E   всех точек разрыва функции   f(x)   на отрезке   [a , b]   равна нулю. Пусть  (n - последовательность разбиений отрезка  [a , b]   на   2n   одинаковых частей-отрезков точками    xni = a + i((b – a)/2n  . Обозначим
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Вспоминая определение Бэра непрерывности функции   f(x)  замечаем, что на множестве  A = [a , b] - {xni} - E  ,  то есть  п. в.  на отрезке  [a , b] ,  функции   (n(x)   и   (n(x)   определены, равномерно ограничены (обе по абсолютной величине ( К ), монотонны и имеют при   n ( (   общий предел   f(x)  . Поэтому, согласно 1-ой теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла:
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при этом при  п. в.   x   из   [a , b]   выполняется неравенство   (n(x) ( f(x) ( (n(x)   . 

Заметим далее, что
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Но последние суммы можно рассматривать как суммы Римана – Дарбу для функции   f(x)   

и разбиения   (n   .  Так как разность этих сумм стремится к нулю при   n ( (    ( как разность двух интегралов с общим пределом), то   
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   как общий предел этих сумм Римана – Дарбу при   n ( (    и будет равен     
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Замечание.     Из существования несобственного интеграла Римана не следует, вообще говоря, даже существование соответствующего интеграла Лебега.  Например, интеграл  
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  сходится, но соответствующий интеграл   
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Восстановление  первообразной  (примитивной)  функции

 с  помощью  интеграла Лебега 

Теорема.     Если  функция   f(x)   дифференцируема всюду на   [a , b]   , а её производная  

                      f’(x)   ограничена на   [a , b]  ,   то 
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                       (другими словами: интеграл Лебега восстанавливает первообразную 

                         функцию по её точной и ограниченной производной). 

Функции,  суммируемые  с  квадратом

Измеримая на измеримом множестве   Е = [ a , b]   функция   f(x)   называется    суммируемой  с квадратом  на   [a , b] ,    f(x) ( L2 [a , b]  ,   если   
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Из неравенства       |f(x)| ( 1 + f2(x)       и свойства  15’  (суммируемость по мажоранте)  следует, что всякая суммируемая с квадратом функция и просто суммируема, то есть всегда cправедливо включение   L2[a , b] ( L [a , b]  .  Обратное, вообще говоря, неверно. Например, функция   f(x) = 1/xp   суммируема на   [0 , 1]   при всех   p < 1 ,  

но суммируема с квадратом на   [0 , 1]   только при   p < 1/2  .

Из неравенства Коши – Буняковского следует, что для всякой суммируемой с квадратом на   [a , b]   функции   f(x)   справедливо неравенство:
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Свойства функций, суммируемых с квадратом:

1)      f(x) ( L2    (   (( f(x) ( L2  
2)      f(x) ,  g(x) ( L2    (    f(x) + g(x) ( L2  
3)      f(x) ,  g(x) ( L2    (    ((f(x) + ((g(x) ( L2

4)      f(x) ,  g(x) ( L2    (    f(x) ( g(x) ( L  
Задача 23.      Верно ли, что произведение суммируемых с квадратом функций есть 

                              суммируемая с квадратом функция:

f(x) ,  g(x) ( L2    
[image: image117.wmf]?
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    f(x) ( g(x) ( L2
Задача 24.      Назовём число     
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b

a

dx

x

f

)

(

2

     нормой     || f ||    суммируемой с 

                               квадратом на   [a , b]   функции   f(x)   .  Проверьте выполнение 

                               следующих свойств нормы:

                                       1)    || f || ( 0  ,   || f || = 0   (   f(х) = 0   п. в.  на    [a , b]  
                                   2)    || ( ( f || = |(| ( || f ||      ( ( ( R

                                       3)    || f + g || (  || f || + || g ||
Теорема  (о связи между сходимостями в среднем и по мере).

Из сходимости в среднем следует сходимость по мере.

Доказательство.  Обозначим  An(SYMBOL 101 \f "Symbol") = SYMBOL 123 \f "Symbol"x( E , SYMBOL 189 \f "Symbol"fn(x) - f(x)SYMBOL 189 \f "Symbol" SYMBOL 179 \f "Symbol" SYMBOL 101 \f "Symbol"

SYMBOL 125 \f "Symbol". Так как   An(SYMBOL 101 \f "Symbol") ( Е , то   
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Задача 25.      Покажите, что если   f(x) ( L[a , b]  , то для любого вещественного числа
                               h   функция    f(x - h) ( L[a + h , b + h]   и при этом справедливо равенство
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Лекция 10.  (вт., 05.03.02)

Абсолютно  непрерывные  функции

Свойства функций, монотонных на отрезке:

1)     Всякая монотонная на отрезке   [a , b]   функция   f(x)   имеет на   [a , b]   
        не более чем счётное число точек разрыва, причём все точки разрыва  I   рода.
2)     Всякая монотонная на отрезке   [a , b]   функция   f(x)   п. в.  на   [a , b]  
       дифференцируема, причём её производная   f’(x)   суммируема   и   (в случае

        возрастающей на  отрезке   [a , b]   функции   f(x) )    справедливо неравенство:
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        +   пример  [1, стр. 341;  2, стр. 232]

Функция   f(x)   называется  абсолютно  непрерывной  на   [a , b]  , если
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Задача 26.      Покажите, что в определении абсолютно непрерывной функции можно 

                              вместо любого конечного набора интервалов взять любой не более чем 

                              счётный набор интервалов, а в последнем неравенстве можно заменить

                              сумму модулей на модуль суммы или взять вместо  модуля разности  

                              |f(bi) – f(ai)|   колебание   
[image: image123.wmf]]
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  функции    f(x)   на   [ai , bi]  .

Свойства абсолютно непрерывных функций:

1)     Всякая абсолютно непрерывная на отрезке   [a , b]   функция   f(x)   будет и 

        равномерно непрерывной на   [a , b]   . Обратное, вообще говоря, неверно.  

2)     Всякая липшицируемая на отрезке   [a , b]   функция   f(x)   будет и 

         абсолютно непрерывной на   [a , b]   . 

3)     Если   h(x) = g(f(x))   и   f(x)  абсолютно непрерывна на отрезке   [a , b] ,  а   g(y)  

        липшицируема на отрезке   [c , d] = f([a , b]) ,   то и   h(x)  будет абсолютно 

        непрерывной на отрезке   [a , b]   (то есть композиция абсолютно непрерывной и 

        липшицируемой функций абсолютно непрерывна).  

4)     Если   h(x) = g(f(x))   и   f(x)  монотонна и абсолютно непрерывна на отрезке  [a , b], 

        а   g(y)  абсолютно непрерывна на отрезке   [c , d] = f([a , b]) ,   то и   h(x)  будет 

        абсолютно непрерывной на отрезке   [a , b]   (то есть композиция монотонной 

       абсолютно непрерывной и абсолютно непрерывной функций абсолютно непрерывна).  

Задача 27.      Проведите доказательство свойства   4)   . 

5)     Всякая непрерывная и всюду на   [a , b]   дифференцируемая функция   f(x)  

        с ограниченной на   [a , b]   производной   f’(x)   будет липшицируема,
        а следовательно и абсолютно непрерывна на   [a , b]   . 
6)     Линейная комбинация абсолютно непрерывных функций абсолютно непрерывна.

7)     Произведение абсолютно непрерывных функций абсолютно непрерывно.

8)     Частное абсолютно непрерывных функций абсолютно непрерывно,

         если только знаменатель не обращается в нуль.

Задача 28.      Проведите доказательство свойства   8)   . 

9)     Всякая абсолютно непрерывная на   [a , b]   функция имеет на   [a , b]

        ограниченную вариацию  и представима на   [a , b]   в виде разности двух 

         монотонных и абсолютно непрерывных функций.

10)   Всякая абсолютно непрерывная на отрезке   [a , b]   функция   f(x)   п. в.  на   [a , b]  

       дифференцируема, причём её производная   f’(x)   суммируема  на   [a , b]  

       и для любого   х   из   [a , b]   справедливо:
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11)   Всякая абсолютно непрерывная на отрезке   [a , b]   функция   f(x)   с точностью 

        до константы представима   на   [a , b]   в виде интеграла Лебега от некоторой 

        суммируемой функции:
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Схема  зависимостей  между  свойствами  

вещественной  функции  на  отрезке

интегрируемые по Риману       (      измеримые по Лебегу       (      борелевские
            (
                      суммируемые по Лебегу    

                    (L)
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                      [a , b] – произвольный отрезок                                   [a , b] = [0 , 1]
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Замечания.  
1)  Если производная   f’(x)   абсолютно непрерывной на отрезке   [a , b] 

     функции   f(x)   равна нулю  п. в.  на   [a , b]   , то сама функция   f(x)   будет  

      тождественно постоянна на   [a , b]  .

2)  Всякая непрерывная на отрезке   [a , b]  функция   f(x)   с ограниченной вариацией  

      представима и притом единственным образом в виде суммы абсолютно непрерывной 

      функции   f1(x)  и  так называемой  сингулярной  функции    f2(x)  , 

      производная которой равна нулю  п. в.  на   [a , b]  

      (пример сингулярной функции  см.  [1, стр. 341;  2, стр. 232]) .

3)  Всякая  функция   f(x)   с ограниченной вариацией на отрезке   [a , b]    представима 

      и притом единственным образом в виде суммы абсолютно непрерывной 

      функции   f1(x)  ,  сингулярной  функции    f2(x)  , производная которой равна нулю 

       п. в.  на   [a , b]   и так называемой   функции  скачков   f3(x)  . 

Теорема  (об интегрировании по частям для интеграла Лебега).   

Если  функции   f(x)   и   g(x)   абсолютно непрерывны на   [a , b]  ,  то 
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Теорема  (о вычислении интеграла Стильтьеса).   

Если  функция   f(x)   имеет на отрезке   [a , b]   ограниченную вариацию, а функция   g(x)   абсолютно непрерывна на   [a , b]  ,  то 
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Теорема  (о замене переменной в интеграле Лебега).   

Если  функция   f(x)   суммируема на отрезке   [a , b]  ,   а функция   x = ((t)  строго монотонна и абсолютно непрерывна на отрезке   [( , (]  ,  причём   ((() = a ,  ((() = b ,  то                             
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Теорема  Фубини.    Если  меры   (x   и   (y   определены на   ( - алгебрах,  ( - аддитивны и полны, мера   (   есть произведение   (x ( (y    мер   (x   и   (x  ,  а функция   f(x)   интегрируема по мере   (   на множестве    A  (  X ( Y  , то
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1)   полукольцо, кольцо, алгебра, (-алгебра; кольцо, порождённое данным полукольцом;

      аддитивная и счётно-аддитивная меры, внешняя мера, измеримые множества; 

      основная теорема о продолжении счётно-аддитивной меры; множества меры нуль;

      общее определение измеримости и меры Лебега

2)   борелевские множества и их классификация, классификация функций по Борелю 

      и по Бэру; измеримые функции и их свойства, теоремы Фреше, Лузина и Витали 

3)   выполнение данного свойства «почти всюду», эквивалентные функции, сходимости 

      почти всюду и по мере, лемма о записи различных видов сходимости в терминах 

      множеств   An(()  , теорема Лебега, теорема Рисса, теорема Егорова,
      теорема о связи между сходимостями в среднем и по мере
4)   определение интеграла Лебега от ограниченной измеримой функции по множеству 

       конечной меры, общее определение интеграла Лебега и суммируемой функции,

       свойства интеграла Лебега

5)   1-я и 2-я теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла,

      теорема о сравнении интеграла Лебега с интегралом Римана, 

      теорема о восстановлении примитивной функции 

6)   абсолютно непрерывные функции и их свойства; 

      функции, суммируемые с квадратом и их свойства; схема зависимостей 

      между различными свойствами вещественной функции на отрезке

1)   полукольцо, кольцо, алгебра, (-алгебра; кольцо, порождённое данным полукольцом;

      аддитивная и счётно-аддитивная меры, внешняя мера, измеримые множества; 

      основная теорема о продолжении счётно-аддитивной меры; множества меры нуль;

      общее определение измеримости и меры Лебега

2)   борелевские множества и их классификация, классификация функций по Борелю 

      и по Бэру; измеримые функции и их свойства, теоремы Фреше, Лузина и Витали 

3)   выполнение данного свойства «почти всюду», эквивалентные функции, сходимости 

      почти всюду и по мере, лемма о записи различных видов сходимости в терминах 

      множеств   An(()  , теорема Лебега, теорема Рисса, теорема Егорова,

      теорема о связи между сходимостями в среднем и по мере

4)   определение интеграла Лебега от ограниченной измеримой функции по множеству 

       конечной меры, общее определение интеграла Лебега и суммируемой функции,

       свойства интеграла Лебега

5)   1-я и 2-я теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла,

      теорема о сравнении интеграла Лебега с интегралом Римана, 

      теорема о восстановлении примитивной функции 

6)   абсолютно непрерывные функции и их свойства; 

      функции, суммируемые с квадратом и их свойства; схема зависимостей 

      между различными свойствами вещественной функции на отрезке

1)   полукольцо, кольцо, алгебра, (-алгебра; кольцо, порождённое данным полукольцом;

      аддитивная и счётно-аддитивная меры, внешняя мера, измеримые множества; 

      основная теорема о продолжении счётно-аддитивной меры; множества меры нуль;

      общее определение измеримости и меры Лебега

2)   борелевские множества и их классификация, классификация функций по Борелю 

      и по Бэру; измеримые функции и их свойства, теоремы Фреше, Лузина и Витали 

3)   выполнение данного свойства «почти всюду», эквивалентные функции, сходимости 

      почти всюду и по мере, лемма о записи различных видов сходимости в терминах 

      множеств   An(()  , теорема Лебега, теорема Рисса, теорема Егорова,

      теорема о связи между сходимостями в среднем и по мере

4)   определение интеграла Лебега от ограниченной измеримой функции по множеству 

       конечной меры, общее определение интеграла Лебега и суммируемой функции,

       свойства интеграла Лебега

5)   1-я и 2-я теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла,

      теорема о сравнении интеграла Лебега с интегралом Римана, 

      теорема о восстановлении примитивной функции 

6)   абсолютно непрерывные функции и их свойства; 

      функции, суммируемые с квадратом и их свойства; схема зависимостей 

      между различными свойствами вещественной функции на отрезке

1)   полукольцо, кольцо, алгебра, (-алгебра; кольцо, порождённое данным полукольцом;

      аддитивная и счётно-аддитивная меры, внешняя мера, измеримые множества; 

      основная теорема о продолжении счётно-аддитивной меры; множества меры нуль;

      общее определение измеримости и меры Лебега

2)   борелевские множества и их классификация, классификация функций по Борелю 

      и по Бэру; измеримые функции и их свойства, теоремы Фреше, Лузина и Витали 

3)   выполнение данного свойства «почти всюду», эквивалентные функции, сходимости 

      почти всюду и по мере, лемма о записи различных видов сходимости в терминах 

      множеств   An(()  , теорема Лебега, теорема Рисса, теорема Егорова,

      теорема о связи между сходимостями в среднем и по мере

4)   определение интеграла Лебега от ограниченной измеримой функции по множеству 

       конечной меры, общее определение интеграла Лебега и суммируемой функции,

       свойства интеграла Лебега

5)   1-я и 2-я теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла,

      теорема о сравнении интеграла Лебега с интегралом Римана, 

      теорема о восстановлении примитивной функции 

6)   абсолютно непрерывные функции и их свойства; 

      функции, суммируемые с квадратом и их свойства; схема зависимостей 

      между различными свойствами вещественной функции на отрезке

2)   борелевские множества и их классификация, 
      классификация функций по Борелю и по Бэру; 

      измеримые функции и их свойства, 
      теоремы Фреше, Лузина и Витали 

3)   выполнение данного св-ва «почти всюду», эквив-ные ф-ции,

      сходимости почти всюду и по мере, лемма о записи разл-ных 

      видов сходимости в терминах множеств   An(()  ,

      теорема Лебега, теорема Рисса, теорема Егорова,

      теорема о связи между сходимостями в среднем и по мере

Используя схему зависимостей между видами сходимостей, исследовать последовательность  fn(x)  на сходимость к функции  f(x)  на множестве  А  : 

( здесь   ((х) - функция Дирихле, а   ((х)  - функция Римана) 
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4)   определение интеграла Лебега от ограниченной измеримой
      функции по множеству   конечной меры, 
      общее определение интеграла Лебега и измеримой функции,

      свойства интеграла Лебега

Вычислить  интеграл  Лебега : 

( здесь   ((х) - функция Дирихле, а   ((х)  - функция Римана) 
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Вопросы  к  экзамену  по  математическому  анализу,
4-й  семестр  2001/2002  учебного  года

1. Системы множеств. Продолжение меры с полукольца на кольцо.

2. Лебегово продолжение меры. Основная теорема (1-4).
3. Лебегово продолжение меры. Основная теорема (5-7).

4. Лебегово продолжение меры. Основная теорема (8). Замечания.
5. Множества лебеговой меры нуль. Свойства меры Лебега.
6. Общее определение измеримости и меры Лебега. 
7. Борелевские множества и борелевские функции.

8. Измеримые функции.
9. Лемма о записи различных видов сходимостей. Теорема Лебега.

10. Лемма о записи различных видов сходимостей. Теорема Рисса.

11. Лемма о записи различных видов сходимостей. Теорема Егорова.

12. Интеграл Лебега от ограниченной измеримой функции по множеству конечной меры. Свойства 1-15.
13. Интеграл Лебега от ограниченной измеримой функции по множеству конечной меры. 1-я теорема Лебега.

14. Общее определение интеграла Лебега и суммируемой функции. 
       Свойства 1’-17’.

15. Общее определение интеграла Лебега и суммируемой функции. 

       2-я теорема Лебега.
16. Сравнение интеграла Римана с интегралом Лебега.

17. Восстановление первообразной функции с помощью интеграла Лебега.

18. Функции, суммируемые с квадратом. 
       Теорема о связи между сходимостями в среднем и по мере.
19. Абсолютно непрерывные функции. Свойства 1-11.

20. Определение кратных интегралов и их интерпретации. 

       Определение криволинейных интегралов и их интерпретации.
       Формула Грина и её следствия.

0.   Определение поверхностных интегралов и их интерпретации. 
       Формулы Стокса и Остроградского, их векторная запись и
       физический смысл.  Основные определения теории поля.

 ______________________________________________________________________
Вопрос 1  +  задача 17 ,               Вопрос 8  +  задача 19 ,                    Вопрос 15  +  задача 24 ,
Вопрос 2  +  задача 13 ,               Вопрос 9  +  задача 27 ,                    Вопрос 16  +  задача 9  ,
Вопрос 3  +  задача 14 ,               Вопрос 10  +  задача 18 ,                  Вопрос 17  +  задача 12 ,
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Вопрос 7  +  задача 4  ,                Вопрос 14  +  задача 11 ,                  Вопрос 0   +  задача 1  ,
Вопросы  к  экзамену  по  математическому  анализу,

4-й  семестр  2001/2002  учебного  года

1. Системы множеств. Продолжение меры с полукольца на кольцо.

2. Лебегово продолжение меры. Основная теорема (1-4).

3. Лебегово продолжение меры. Основная теорема (5-7).

4. Лебегово продолжение меры. Основная теорема (8). Замечания.

5. Множества лебеговой меры нуль. Свойства меры Лебега.

6. Общее определение измеримости и меры Лебега. 

7. Борелевские множества и борелевские функции.

8. Измеримые функции.

9. Лемма о записи различных видов сходимостей. Теорема Лебега.

10. Лемма о записи различных видов сходимостей. Теорема Рисса.

11. Лемма о записи различных видов сходимостей. Теорема Егорова.

12. Интеграл Лебега от ограниченной измеримой функции по множеству конечной меры. Свойства 1-15.

13. Интеграл Лебега от ограниченной измеримой функции по множеству конечной меры. 1-я теорема Лебега.

14. Общее определение интеграла Лебега и суммируемой функции. 

        Свойства 1’-17’.

15. Общее определение интеграла Лебега и суммируемой функции. 

        2-я теорема Лебега.

16. Сравнение интеграла Римана с интегралом Лебега.

17. Восстановление первообразной функции с помощью интеграла Лебега.

18. Функции, суммируемые с квадратом. 

        Теорема о связи между сходимостями в среднем и по мере.

19. Абсолютно непрерывные функции. Свойства 1-11.

20. Определение кратных интегралов и их интерпретации. 

        Определение криволинейных интегралов и их интерпретации.

        Формула Грина и её следствия.

0.    Определение поверхностных интегралов и их интерпретации. 

        Формулы Стокса и Остроградского, их векторная запись и

        физический смысл.  Основные определения теории поля.

_____________________________________________________________________
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Задача 1.   Поверьте, что если  А1 ( А2 ( …( Аn ( … и все множества  Аi  измеримы,  
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Задача 2.   Покажите, что если   А ( Е  и  (Е < + ( , то
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Задача 3.   Покажите, что если   А ( Е  и  (Е < + ( , то
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Задача 4.   Покажите, что если   А ( Е  и  (Е < + ( , а
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Задача 5.   Покажите, что если   А ( Е  и  (Е < + ( , то
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Задача 6.   Покажите, что если   А ( Е  ,   А ( М  ,  (Е < + (    и   f(x) = kx + b ,  то
((f(Е)) = k((Е
Задача 7.   Покажите, что следуюшие функции являются аналитически изобразимыми 

                        функциями первого класса:

                        а)   функции со счётным числом точек разрыва,  

                        б)   монотонные функции и функции ограниченной вариации, 
                        в)   производные дифференцируемых всюду  на   [a , b]  функций            

Задача 8.   Покажите, что   функция   f(x)   измерима по Лебегу на множестве    E  

                        тогда и только тогда, когда прообраз всякого борелевского множества 

                      В( E   измерим по Лебегу. 
Задача 9.   Покажите, что если функции   f(x) , g(x)( M’  , то и функции 

                        m(x) = min{f(x) , g(x)} ,  M(x) =  min{f(x) , g(x)}  также ( M’ . 
Задача 10.  Покажите, что  если функции   f(x)   и   g(x)  непрерывны на Е = [a , b], то

                         f(x)  (  g(x)  на   Е     (    f(x)  (  g(x)  на   Е
Задача 11.   Покажите, что  если   f(x)   измерима на   Е  и   f(x)  (  g(x) на    Е ,  

                         то и   g(x)  измерима на   Е  .
Задача 12.   Покажите, что  если   fn(x)   измеримы на   Е  ,   fn(x)  (  f(x)  п. в.  на   Е   

                         и   g(x)  (  f(x)  на   Е  ,  то    fn(x)  (  g(x)  п. в.  на   Е  .

Задача 13.    Покажите, что  если   fn(x)   измеримы на   Е  ,   fn(x)  (  f(x)  по мере   (   

                             на   Е   и   gn(x)   измеримы на   Е  ,   gn(x)  (  g(x)  по мере   (   на   Е  , 
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Задача 15.   Покажите, что  если   f(x)   измерима на   Е  и   0 ( f(x) ( L     на    Е ,  
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Задача 16.   Покажите, что  если последовательность функций   fn(x) , измеримых 

                           и  п. в.  ограниченных на измеримом множестве   E  , сходится  по мере

                           к функции   f(x)   и при этом   |fn(x)| (  K     при всех   n ( N    
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                           почти всех   x ( E  ,  то предельная функция   f(x)    также будет измерима

                           и почти  всюду ограничена на   E   и при этом остаётся справедливым 

                           предельный  переход под знаком интеграла Лебега.

Задача 17.   Покажите, что  если   f(x)   cуммируема и положительна на   Е ,  то 
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Задача 18.     Докажите свойства 

 11’)       
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Задача 19.    Покажите, что в условиях 2-й теоремы Лебега при    (Е ( +(       и для 
                       любой     ((x)   , ограниченной и измеримой на множестве   Е    справедливо
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Задача 20.    Покажите, что если  функция   f(x)   суммируема на  [a , b] ,

                             а интеграл     
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                             то   f(x) = 0   п. в.  на  [a , b] .
Задача 21.    Проверьте, будет ли  равносильно исходное определение интеграла 

                             Лебега в случае ограниченной и измеримой функции по множеству 

                              конечной меры каждому из следующих определений:
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б)     интеграл Лебега от неотрицательной функции   f(x)    как плоская мера 

                        Лебега подграфика функции   f(x)    на множестве  Е ;  в общем случае
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Задача 22.     Проверьте, будет ли  равносильно исходное определение интеграла 

                             Лебега в общем случае следующему определению:


[image: image187.wmf])

)

(

lim

(

lim

)

(

]

,

[

ò

ò

-

Ç

+¥

®

+¥

®

=

m

m

E

n

n

m

E

d

x

f

d

x

f

m

m

    ,

                              где   
[image: image188.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

-

£

-

£

=

   

   

)

(

   

при

       

   

,

   

)

(

   

при

       

,

   

|

)

(

|

   

при

    

)

(

)

(

n

x

f

n

n

x

f

n

n

x

f

x

f

x

f

n

         

Задача 23.      Верно ли, что произведение суммируемых с квадратом функций есть 

                              суммируемая с квадратом функция:

f(x) ,  g(x) ( L2    
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Задача 24.      Назовём число     
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     нормой     || f ||    суммируемой с 

                               квадратом на   [a , b]   функции   f(x)   .  Проверьте выполнение 

                               следующих свойств нормы:

                                       1)    || f || ( 0  ,   || f || = 0   (   f(х) = 0   п. в.  на    [a , b]  
                                   2)    || ( ( f || = |(| ( || f ||      ( ( ( R
                                       3)    || f + g || (  || f || + || g ||
Задача 25.      Покажите, что если   f(x) ( L[a , b]  , то для любого вещественного числа
                               h   функция    f(x - h) ( L[a + h , b + h]   и при этом справедливо равенство
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Задача 26.      Покажите, что в определении абсолютно непрерывной функции можно 

                              вместо любого конечного набора интервалов взять любой не более чем 

                              счётный набор интервалов, а в последнем неравенстве можно заменить

                              сумму модулей на модуль суммы или взять вместо  модуля разности  

                              |f(bi) – f(ai)|   колебание   
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Задача 27.      Проведите доказательство свойства  

4)     Если   h(x) = g(f(x))   и   f(x)  монотонна и абсолютно непрерывна на отрезке  [a , b], 

        а   g(y)  абсолютно непрерывна на отрезке   [c , d] = f([a , b]) ,   то и   h(x)  будет 

        абсолютно непрерывной на отрезке   [a , b]   (то есть композиция монотонной 

       абсолютно непрерывной и абсолютно непрерывной функций абсолютно непрерывна).  

Задача 28.      Проведите доказательство свойства   

8)     Частное абсолютно непрерывных функций абсолютно непрерывно,

         если только знаменатель не обращается в нуль.
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