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Ãëàâà 1

Àëãåáðà ëîãèêè

1. Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè
Ïóñòü U = {u1, u2, . . . , um, . . .} � èñõîäíûé àëôàâèò ïåðåìåííûõ (àð-

ãóìåíòîâ) è E2 = {0, 1}.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(ui1 , ui2 , . . . , uin), ãäå uis 6= uit ïðè s 6= t,

àðãóìåíòû è çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå E2, íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé àëãåáðû ëîãèêè èëè áóëåâîé ôóíêöèåé.

Çàìå÷àíèå. ×òîáû èçáåæàòü ñëîæíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ èíäåêñîâ
ïåðåìåííûõ, ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü â êà÷åñòâå ïðîèçâîëüíûõ ñèìâî-
ëîâ àëôàâèòà U ñèìâîëû x, y, z, . . ., à òàêæå ýòè ñèìâîëû ñ èíäåêñàìè
x1, x2, . . . , y1, y2, . . .

Îïèøåì äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

1.1. Òàáëèöà. Äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) äîñòàòî÷íî óêà-
çàòü, êàêîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó èç íàáîðîâ çíà÷å-
íèé àðãóìåíòîâ, ò.å. âûïèñàòü òàáëèöó.

x1 . . . xn−1 xn f(x1, . . . , xn−1, xn)
0 . . . 0 0 f(0, . . . , 0, 0)
0 . . . 0 1 f(0, . . . , 0, 1)
0 . . . 1 0 f(0, . . . , 1, 0)
0 . . . 1 1 f(0, . . . , 1, 1)

. . . . . .
1 . . . 1 1 f(1, . . . , 1, 1)

Òàáëèöà 1. Òàáëèöà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2 ñèñòåìó âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íàä àë-
ôàâèòîì U , ñîäåðæàùóþ òàêæå êîíñòàíòû 0 è 1.

Ëåììà 1.1. ×èñëî âñåõ ôóíêöèé èç P2, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn, ðàâíî 22n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò 2n

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó òàáëèöà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñîäåðæèò
2n ñòðîê (íàáîðîâ). Íàáîðû ïðèíÿòî ðàñïîëàãàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ åñòå-
ñòâåííûì ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ äâîè÷íûõ çàïèñåé ÷èñåë 0, 1, . . . , 2n − 1.
Ïîñêîëüêó íà êàæäîì íàáîðå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé
(0 èëè 1), òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ðàâíî 2 â ñòåïåíè "êîëè÷åñòâî
íàáîðîâ", ò.å. 22n . ¤
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6 1. ÀËÃÅÁÐÀ ËÎÃÈÊÈ

Ñëåäîâàòåëüíî, óæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ïåðå-
áîð ôóíêöèé ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì, äàæå ñ èñïîëüçî-
âàíèåì êîìïüþòåðà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè. Äàííûå ôóíêöèè
÷àñòî óïîòðåáëÿþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è êèáåðíåòèêå è èãðà-
þò òàêóþ æå ðîëü, êàê, íàïðèìåð, xn èëè sinx â àíàëèçå, ïîýòîìó èõ
íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè.

êîíñòàíòà êîíñòàíòà òîæäåñòâåííàÿ îòðèöàíèå
x 0 1 x x
0 0 1 0 1
1 0 1 1 0
Òàáëèöà 2. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

êîíúþíêöèÿ äèçúþíêöèÿ èìïëèêàöèÿ ñëîæåíèå ýêâèâà- øòðèõ
ïî mod 2 ëåíòíîñòü Øåôôåðà

x1 x2 x1 ∧ x2 x1 ∨ x2 x1 → x2 x1 + x2 x1 ∼ x2 x1|x2

0 0 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 0 1 0

Òàáëèöà 3. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Çàìå÷àíèå. ×àñòî âìåñòî x1 ∧ x2 ïèøóò x1x2. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî
x1 ∧ x2 = min(x1, x2) = x1 · x2, x1 ∨ x2 = max(x1, x2)

1.2. Ôîðìóëû. Êàê è â àíàëèçå, èñõîäÿ èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé,
ìîæíî ñòðîèòü ôîðìóëû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F � íåêîòîðîå (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîå) ïîä-
ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç P2.

à) Áàçèñ èíäóêöèè. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) èç F íàçûâà-
åòñÿ ôîðìóëîé íàä F .

á) Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü f0(x1, . . . , xn) � ôóíêöèÿ èç F è
A1, . . . , An � âûðàæåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ëèáî ôîðìóëàìè íàä F , ëèáî ñèì-
âîëàìè ïåðåìåííûõ èç àëôàâèòà U . Òîãäà âûðàæåíèå f0(A1, . . . , An) íà-
çûâàåòñÿ ôîðìóëîé íàä F .

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ôîðìóëû çàãëàâíûìè
ãîòè÷åñêèìè áóêâàìè (M, N), à ñèñòåìû ôóíêöèé � çàãëàâíûìè êàëëè-
ãðàôè÷åñêèìè áóêâàìè (A, B, F).

Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ñëåäó-
þùèå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè íàä F :

1) ((x1x2) + x1) → x2;
2) x1(x2 ∨ x3);
3) x1 ∨ ((x2 → x3)(x3 → x2)).
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Ñîïîñòàâèì òåïåðü êàæäîé ôîðìóëå M íàä F ôóíêöèþ èç P2, îïè-
ðàÿñü íà èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôîðìóë.

à) Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè M = f(x1, . . . , xn), ãäå f ∈ F , òî ôîðìóëå
M ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).

á) Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü M = f0(A1, . . . , An), ãäå A1, . . . , An

� âûðàæåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ëèáî ôîðìóëàìè íàä F , ëèáî ñèìâîëàìè ïå-
ðåìåííûõ èç àëôàâèòà U . Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè êàæäîìó
Ai ñîïîñòàâëåíà ëèáî ôóíêöèÿ fi èç P2, ëèáî òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
fi = xs. Ñîïîñòàâèì ôîðìóëå M ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) = f0(f1, . . . , fn).

Ïðèìåð 1.2. Ôîðìóëà ((x1x2) + x1) → x2 ñòðîèòñÿ çà òðè øàãà. Ìû
èìååì ñëåäóþùèå ïîäôîðìóëû:

x1x2, (x1x2) + x1, ((x1x2) + x1) → x2.

x1 x2 x1x2 (x1x2) + x1 ((x1x2) + x1) → x2

0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
1 1 1 0 1

Òàáëèöà 4. Ïîñòðîåíèå òàáëèöû ôóíêöèè, çàäàííîé
ôîðìóëîé ((x1x2) + x1) → x2

2. Ðàâåíñòâî ôóíêöèé è ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë
Ââåäåííîå ïîíÿòèå ôóíêöèè íå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè îò

ìåíüøåãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ êàê ôóíêöèè îò áîëüøåãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) èç P2 ñóùå-

ñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ
α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn ïåðåìåííûõ x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, ÷òî

f(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) 6= f(α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn).

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Åñëè xi íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ôèêòèâíîé.

Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâ-
íîé. Ïî òàáëèöå ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïîñòðîèì íîâóþ òàáëèöó, âû÷åð-
êèâàÿ âñå ñòðîêè âèäà (α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn) è âû÷åðêèâàÿ ñòîë-
áåö ïåðåìåííîé xi. Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ
g(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ g ïîëó÷åíà èç
f ïóòåì óäàëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé xi, à òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ f
ïîëó÷àåòñÿ èç g ïóòåì ââåäåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé xi.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè f1 è f2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ôóíê-
öèþ f2 ìîæíî ïîëó÷èòü èç f1 ïóòåì ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ ôèêòèâíûõ
ïåðåìåííûõ.

Íàïîìíèì, ÷òî êàæäîé ôîðìóëå íàä F ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ àëãåá-
ðû ëîãèêè, ïðè÷åì ðàçëè÷íûì ôîðìóëàì ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàâíûå
ôóíêöèè.
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Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëû M è N íàä F íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè ðàâíû. Çàïèñü M = N áóäåò
îçíà÷àòü, ÷òî ôîðìóëû M è N ýêâèâàëåíòíû.

Ïðèìåð 1.3. xx = 0

Ïðèâåäåì ñïèñîê îñíîâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõ íå-
êîòîðûå ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1 ◦ x2 ëþ-
áóþ èç ôóíêöèé x1 ∧ x2, x1 ∨ x2, x1 + x2.

1. Àññîöèàòèâíîñòü. (x1 ◦ x2) ◦ x3 = x1 ◦ (x2 ◦ x3).
2. Êîììóòàòèâíîñòü. x1 ◦ x2 = x2 ◦ x1.
3. Äèñòðèáóòèâíîñòü.

x1 ∧ (x2 ∨ x3) = (x1 ∧ x2) ∨ (x1 ∧ x3),

x1 ∨ (x2 ∧ x3) = (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x3),

x1 ∧ (x2 + x3) = (x1 ∧ x2) + (x1 ∧ x3).

4. Ïðàâèëà äå Ìîðãàíà.
x1 ∧ x2 = x1 ∨ x2,

x1 ∨ x2 = x1 ∧ x2.

5.
0 = x ∧ x = x ∧ 0 = x + x,

1 = x ∨ x = x ∨ 1 = x ∼ x,

x = x = x ∧ x = x ∨ x = x ∧ 1 = x ∨ 0,

x = x + 1, x1 ∼ x2 = x1 + x2,

x1 → x2 = x1 ∨ x2.

Çàìå÷àíèå. Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë ìû óñëîâèìñÿ, ÷òî
êîíúþíêöèÿ ñèëüíåå äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Áîëåå òîãî, çíàê
êîíúþíêöèè ìîæíî íå ïèñàòü. Íàïðèìåð, çàïèñü x1x2∨x3 îçíà÷àåò (x1∧
x2) ∨ x3.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè M′ � ïîäôîðìóëà ôîðìóëû M è
åñëè çàìåíèòü ëþáîå èç åå âõîæäåíèé íà ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëó N, òî
ôîðìóëà M ïåðåéäåò â ôîðìóëó N′, êîòîðàÿ áóäåò ýêâèâàëåíòíà M.

Ïðèìåð 1.4. x1 ∨ x1x2 = x1 ∧ 1 ∨ x1x2 = x1(1 ∨ x2) = x1 ∧ 1 = x1.

3. Ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
Âñÿêàÿ ëè ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå

ôîðìóëû íàä íåêîòîðûì ñåìåéñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé?
Ïóñòü σ ∈ E2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

xσ =

{
x, ïðè σ = 0,

x, ïðè σ = 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî xσ = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = σ.
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Òåîðåìà 1.1 (î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â ñ.ä.í.ô.). Êàæäóþ ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn) àëãåáðû ëîãèêè, îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 0, ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1, . . . , σn) ∈ En
2

f(σ1, . . . , σn) = 1

xσ1
1 ∧ . . . ∧ xσn

n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèþ xσ1
1 ∧ . . .∧xσn

n áóäåì íàçûâàòü ýëåìåí-
òàðíîé êîíúþíêöèåé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòàð-
íàÿ êîíúþíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ðîâíî íà îäíîì íàáîðå çíà÷å-
íèé àðãóìåíòîâ: x1 = σ1, . . . , xn = σn. Ïðè÷åì ðàçëè÷íûå ýëåìåíòàðíûå
êîíúþíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1 íà ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ çíà÷åíèé àð-
ãóìåíòîâ. Íàêîíåö, â ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà ñòîèò äèçú-
þíêòèâíîå îáúåäèíåíèå ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé, êîòîðûå ïðèíèìà-
þò çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà òåõ íàáîðàõ, íà êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè f
ðàâíî 1. ¤

Äàííàÿ òåîðåìà íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, òàê êàê îíà ïîçâî-
ëÿåò äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ïîñòðîèòü ôîðìóëó (ñ.ä.í.ô.), åå ðåàëèçó-
þùóþ:

(1) â òàáëèöå ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) (f 6≡ 0) îòìå÷àåì âñå ñòðîêè
(σ1, . . . , σn), â êîòîðûõ f(σ1, . . . , σn) = 1;

(2) êàæäîé òàêîé ñòðîêå ñîïîñòàâëÿåì ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ
xσ1

1 . . . xσn
n ;

(3) âñå ïîëó÷åííûå ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ñîåäèíÿåì çíàêàìè
äèçúþíêöèè.

Ïðèìåð 1.5. x1 → x2 = x1x2 ∨ x1x2 ∨ x1x2.

Ñëåäñòâèå 1.1. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé íàä ñèñòåìîé òðåõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:
îòðèöàíèå, êîíúþíêöèÿ è äèçúþíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ≡ 0. Òîãäà, î÷åâèäíî,

f(x1, . . . , xn) = x1x1.

2) Ïóñòü f(x1, . . . , xn) 6≡ 0. Òîãäà ïðåäñòàâèì åå â ñ.ä.í.ô. ¤

Ñîâåðøåííàÿ ä.í.ô. åñòü äèçúþíêòèâíîå îáúåäèíåíèå ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé. Îêàçûâàåòñÿ, ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè ìîæíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü â âèäå êîíúþíêòèâíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé.

Òåîðåìà 1.2 (î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â ñ.ê.í.ô.). Êàæäóþ ôóíê-
öèþ f(x1, . . . , xn) àëãåáðû ëîãèêè, îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 1, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

f(x1, . . . , xn) =
∧

(σ1, . . . , σn) ∈ En
2

f(σ1, . . . , σn) = 0

xσ1
1 ∨ . . . ∨ xσn

n .
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4. Îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç P2.

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî [A] âñåõ ôóíêöèé àë-
ãåáðû ëîãèêè, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ôîðìóë íàä ìíîæåñòâîì A.

Îòìåòèì òðè ñâîéñòâà çàìûêàíèÿ:
(1) A ⊆ [A];
(2) [[A]] = [A];
(3) åñëè A ⊆ B, òî [A] ⊆ [B].
Îïðåäåëåíèå. Êëàññ (ìíîæåñòâî) A íàçûâàåòñÿ (ôóíêöèîíàëüíî)

çàìêíóòûì, åñëè [A] = A.
Ïðèìåð 1.6.
1) Ïóñòü A = P2. Î÷åâèäíî, ÷òî [A] = P2, ò.å. êëàññ A ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì.
2) Êëàññ A = {1, x1+x2} íå çàìêíóò, òàê êàê [A] ñîäåðæèò êîíñòàíòó

0 = 1 + 1.

5. Ïîëíîòà
Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé A íàçûâàåòñÿ (ôóíêöèîíàëüíî)

ïîëíîé, åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå ôîðìóëû íàä A, ò.å. åñëè [A] = P2.

Ïðèìåð 1.7.
1) Ñèñòåìà P2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
2) Ñèñòåìà {x, x1 ∧ x2, x1 ∨ x2} ïîëíà â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1.
3) Ñèñòåìà {0, 1}, î÷åâèäíî, íå ïîëíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ñâîäèòü âîïðîñ î ïîëíîòå îäíèõ ñè-

ñòåì ê âîïðîñó î ïîëíîòå äðóãèõ ñèñòåì.
Òåîðåìà 1.3 (ñâåäåíèå ê çàâåäîìî ïîëíîé ñèñòåìå). Ïóñòü äàíû äâå

ñèñòåìû A,B ôóíêöèé èç P2, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èçâåñòíî, ÷òî
ñèñòåìà A ïîëíà è êàæäàÿ åå ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ôîðìóëû
íàä B. Òîãäà ñèñòåìà B ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû [A] = P2 è A ⊆ [B]. Òîãäà
â ñèëó ñâîéñòâà (3) îïåðàöèè çàìûêàíèÿ ìû èìååì

P2 = [A] ⊆ [[B]].

Ïðèìåíèâ ñâîéñòâî (2), ïîëó÷èì
P2 ⊆ [B].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî
P2 ⊇ [B],

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî [B] = P2, ò.å. ñèñòåìà B ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé. ¤

Îïèðàÿñü íà ýòó òåîðåìó óñòàíîâèì ïîëíîòó åùå ðÿäà ñèñòåì.
Òåîðåìà 1.4. Ñëåäóþùèå ñèñòåìû ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ÿâëÿ-

þòñÿ ïîëíûìè:
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(1) {x, x1 ∧ x2};
(2) {x, x1 ∨ x2};
(3) {x1|x2};
(4) {1, x1x2, x1 + x2}.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Íàì èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìàA = {x, x1∧x2, x1∨

x2} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ïóñòü B = {x, x1 ∧ x2}. Îïèðàÿñü íà ïðàâèëà äå
Ìîðãàíà, ïîëó÷èì òîæäåñòâî

x1 ∨ x2 = x1 ∧ x2.

Ñëåäîâàòåëüíî, A ⊆ [B] è ïî òåîðåìå 1.3 ñèñòåìà B ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
(2) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî (1).
(3) Â ñèëó ïóíêòà (1) ñèñòåìàA = {x, x1∧x2} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ïóñòü

B = {x1|x2}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
x = x|x,

x1 ∧ x2 = x1|x2 = (x1|x2)|(x1|x2).

(4) Ïóñòü A = {x, x1 ∧ x2} è B = {1, x1x2, x1 + x2}. Ìû èìååì
x = x + 1.

¤

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëà âèäà
n∑

s=1

∑

{i1,...,is}
ai1...isxi1 . . . xis + a,

ãäå ìíîæåñòâî {i1, . . . , is} ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ìíî-
æåñòâà {1, . . . , n} è ai1...is , a ∈ E2, íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà.

Ïðèìåð 1.8 (ïîëèíîìà Æåãàëêèíà). x1x2x3 + x1x2 + x2x3 + x2 + 1.

Òåîðåìà 1.5. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç P2 ìîæåò áûòü âûðàæåíà ïðè
ïîìîùè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïóíêòà (4) òåîðåìû 1.4 êàæäàÿ ôóíêöèÿ
èç P2 ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ôóíêöèè ñèñòåìû {1, x1x2, x1 + x2}.
Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê (äèñòðèáóòèâíîñòü êîíúþíêöèè îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ) è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ìû ïîëó÷èì ïîëèíîìÆå-
ãàëêèíà.

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.
×èñëî ñëàãàåìûõ ïîëèíîìà

∑n
s=1

∑
{i1,...,is} ai1...isxi1 . . . xis + a ðàâíî êî-

ëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èç n ÷èñåë, ò.å. 2n. Ïî-
ñêîëüêó ai1...is è a ðàâíû 0 èëè 1, èñêîìîå ÷èñëî ïîëèíîìîâ ðàâíî 22n ,
ò.å. ÷èñëó âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè îò òåõ æå ïåðåìåííûõ. Îòñþäà
ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì ïîëèíî-
ìà Æåãàëêèíà. ¤

Ïðèìåð 1.9. Âûðàçèì x1 ∨ x2 â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ìåòîäîì
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ:

x1 ∨ x2 = ax1x2 + bx1 + cx2 + d.
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Ïîäñòàâëÿÿ â îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
x1, x2, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó 4 óðàâíåíèé (îäíî óðàâíåíèå äëÿ êàæäîé
ñòðîêè òàáëèöû ôóíêöèè x1 ∨ x2):





0 = d,

1 = c + d

1 = b + d

1 = a + b + c + d.

Ðåøèâ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì d = 0, c = 1, b = 1, a = 1, ò.å.
x1 ∨ x2 = x1x2 + x1 + x2.

6. Âàæíåéøèå çàìêíóòûå êëàññû
6.1. Êëàññ T0.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç P2 ñî-

õðàíÿåò êîíñòàíòó 0, åñëè
f(0, . . . , 0) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 êëàññ âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, ñîõðàíÿþ-
ùèõ êîíñòàíòó 0.

Ïðèìåð 1.10. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
0, x, x1 ∧ x2, x1 ∨ x2, x1 + x2 ∈ T0,

1, x, x1 → x2, x1 ∼ x2, x1|x2 6∈ T0.

Óïðàæíåíèå 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî ôóíêöèè ïðèíàäëå-
æàòü êëàññó T0 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ââåäåíèÿ è óäà-
ëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1.6. Êëàññ T0 çàìêíóò

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T0 ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ,
òî ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

Φ = f(f1, . . . , fn)

ïðèíàäëåæèò T0, åñëè ôóíêöèè f, f1, . . . , fn ïðèíàäëåæàò êëàññó T0. Ïî-
ñëåäíåå âûòåêàåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

Φ(0, . . . , 0) = f(f1(0, . . . , 0), . . . , fn(0, . . . , 0)) = f(0, . . . , 0) = 0.

¤

6.2. Êëàññ T1.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç P2 ñî-

õðàíÿåò êîíñòàíòó 1, åñëè
f(1, . . . , 1) = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1 êëàññ âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, ñîõðàíÿþ-
ùèõ êîíñòàíòó 1.
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Óïðàæíåíèå 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî ôóíêöèè ïðèíàäëå-
æàòü êëàññó T1 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ââåäåíèÿ è óäà-
ëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1.7. Êëàññ T1 çàìêíóò.

Óïðàæíåíèå 1.3. Äîêàæèòå òåîðåìó 1.7.

6.3. Êëàññ S.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ

f∗(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèåé ê ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).

Î÷åâèäíî, ÷òî òàáëèöà äëÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè ïîëó÷àåòñÿ èç
òàáëèöû äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èíâåðòèðîâàíèåì (ò.å. çàìåíîé 0 íà
1 è 1 íà 0) ñòîëáöà ôóíêöèè è åãî ïåðåâîðà÷èâàíèåì.

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3) f∗(x1, x2, x3)
0 0 0 0 1
0 1 0 0 1
1 0 0 1 0
1 1 1 0 1

Òàáëèöà 5. Ïîñòðîåíèå äâîéñòâåííîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç P2 íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîé-
ñòâåííîé, åñëè f∗ = f .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S êëàññ âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé àëãåáðû
ëîãèêè.

Ïðèìåð 1.11. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

x, x ∈ S,

x1 ∧ x2 6∈ S, òàê êàê (x1 ∧ x2)∗ = x1 ∨ x2.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî òîæäå-
ñòâî

f(x1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xm);

èíà÷å ãîâîðÿ, íà íàáîðàõ (α1, . . . , αm) è (α1, . . . , αm), êîòîðûå ìû áóäåì
íàçûâàòü ïðîòèâîïîëîæíûìè, ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèå 1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî ôóíêöèè ïðèíàäëå-
æàòü êëàññó S èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ââåäåíèÿ è óäà-
ëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1.8. Êëàññ S çàìêíóò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê S ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ,
òî ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

Φ = f(f1, . . . , fn)

ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè ôóíêöèè f, f1, . . . , fn ñàìîäâîéñòâåí-
íû. Ïîñëåäíåå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî

Φ∗(x1, . . . , xm) = Φ(x1, . . . , xm) =

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) =

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) =

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) = Φ(x1, . . . , xm).

¤

6.4. Êëàññ M . Çäåñü ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü âåêòîðíóþ çàïèñü íà-
áîðîâ:

α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn)
è âìåñòî f(α1, . . . , αn) óïîòðåáëÿòü çàïèñü f(α̃).

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð α̃ ïðåäøåñòâóåò íàáîðó
β̃ (α̃ 4 β̃), åñëè

α1 6 β1, . . . , αn 6 βn.

Ïðèìåð 1.12. Î÷åâèäíî, ÷òî (0, 1, 0, 1) 4 (1, 1, 0, 1). Òîãäà êàê íè
îäèí èç äâóõ íàáîðîâ (0, 1) è (1, 0) íå ïðåäøåñòâóåò äðóãîìó.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç P2 íàçûâàåòñÿ ìîíîòîí-
íîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ α̃ è β̃ òàêèõ, ÷òî α̃ 4 β̃, èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

f(α̃) 6 f(β̃).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M êëàññ âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãè-
êè.

Ïðèìåð 1.13. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
0, 1, x, x1 ∧ x2, x1 ∨ x2 ∈ M,

x, x1 → x2 6∈ M.

Óïðàæíåíèå 1.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâî ôóíêöèè ïðèíàäëå-
æàòü êëàññó M èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ââåäåíèÿ è óäà-
ëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 1.9. Êëàññ M çàìêíóò
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê M ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ,

òî ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
Φ = f(f1, . . . , fn)

ïðèíàäëåæèò M , åñëè ôóíêöèè f, f1, . . . , fn ïðèíàäëåæàò êëàññó M . Ïóñòü
íàáîð α̃ ïðåäøåñòâóåò íàáîðó β̃. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé f1, . . . , fn

f1(α̃) 6 f1(β̃), . . . , fn(α̃) 6 fn(β̃).
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Ïîýòîìó
(f1(α̃), . . . , fn(α̃)) 4 (f1(β̃), . . . , fn(β̃)),

è â ñèëó ìîíîòîííîñòè f èìååì

Φ(α̃) = f(f1(α̃), . . . , fn(α̃)) 6 f(f1(β̃), . . . , fn(β̃)) = Φ(β̃).

¤

6.5. Êëàññ L.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç P2 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé,
åñëè åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x1, . . . , xn) = c0 + c1x1 + . . . + cnxn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

Òåîðåìà 1.10. Êëàññ L çàìêíóò

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òîæäå-
ñòâà

L = [{1, x1 + x2}]
è ñâîéñòâà (2) îïåðàöèè çàìûêàíèÿ. ¤

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî çàìêíóòûå êëàññû T0, T1, S, M è L
ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ÷òî âèäíî èç ñëåäóþùåé òàáëèöû, â êîòîðîé çíàê
"+"îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè êëàññó, à çíàê "−"îáîçíà÷àåò
ïðîòèâîïîëîæíóþ ñèòóàöèþ.

T0 T1 S M L
0 + − − + +
1 − + − + +
x − − + − +

Òàáëèöà 6. Çàìêíóòûå êëàññû T0, T1, S, M è L ïîïàðíî ðàçëè÷íû

7. Êðèòåðèé ïîëíîòû
Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ îäíîãî èç îñíîâíûõ âî-

ïðîñîâ àëãåáðû ëîãèêè � âîïðîñà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèÿõ ïîëíîòû.

Òåîðåìà 1.11 (êðèòåðèé ïîëíîòû). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ôóíê-
öèé A áûëà ïîëíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà öåëèêîì íå
ñîäåðæàëàñü íè â îäíîì èç ïÿòè çàìêíóòûõ êëàññîâ T0, T1, S, M è L.
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7.1. Òðè ëåììû.
Ëåììà 1.2. Åñëè f(x1, . . . , xn) 6∈ S, òî [{f, x}] ñîäåðæèò îáå êîí-

ñòàíòû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(x1, . . . , xn) 6∈ S, òî íàéäåòñÿ òàêîé íà-

áîð (σ1, . . . , σn), ÷òî
f(σ1, . . . , σn) = f(σ1, . . . , σn).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) = f(xσ1 , . . . , xσn) ïðèíàäëåæèò [{f, x}], ïî-
ñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ xσi åñòü ëèáî x, ëèáî x. Êðîìå òîãî,

ϕ(0) = f(0σ1 , . . . , 0σn) = f(σ1, . . . , σn) =

f(σ1, . . . , σn) = f(1σ1 , . . . , 1σn) = ϕ(1).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ïîñêîëüêó ìû
ðàñïîëàãàåì x, òî íàõîäèì è âòîðóþ êîíñòàíòó. ¤

Ëåììà 1.3. Åñëè f(x1, . . . , xn) 6∈ M , òî x ∈ [{f, 0, 1}].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ ïàðà ñîñåäíèõ

(îòëè÷àþùèõñÿ îäíîé êîîðäèíàòîé) íàáîðîâ α̃ è β̃ òàêèõ, ÷òî α̃ 4 β̃ è
f(α̃) > f(β̃).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê f 6∈ M , òî ñóùåñòâóþò íàáîðû α̃1 è β̃1 òàêèõ,
÷òî α̃1 4 β̃1 è f(α̃1) > f(β̃1). Åñëè íàáîðû α̃1 è β̃1 � ñîñåäíèå, òî íàøà
öåëü äîñòèãíóòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàáîð β̃1 îòëè÷àåòñÿ îò íàáîðà α̃1

â t êîîðäèíàòàõ, ãäå t > 1, ïðè÷åì â ñèëó α̃1 4 β̃1 ýòè t êîîðäèíàò â
íàáîðå α̃1 èìåþò çíà÷åíèå 0, à â íàáîðå β̃1 � çíà÷åíèå 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìåæäó α̃1 è β̃1 ìîæíî âñòàâèòü t− 1 ïðîìåæóòî÷íûõ íàáîðîâ α̃2, . . . , α̃t

òàêèõ, ÷òî
α̃1 4 α̃2 4 . . . 4 α̃t 4 β̃1

è íàáîðû, ñòîÿùèå â ýòîé öåïî÷êå ðÿäîì, áóäóò ñîñåäíèìè. Òàê êàê
f(α̃1) > f(β̃1), òî ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíîé èç ýòèõ ïàð ñîñåäíèõ íà-
áîðîâ � îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç α̃ è β̃ (α̃ 4 β̃) � áóäåò f(α̃) > f(β̃).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííûå íàáîðû ðàçëè÷àþòñÿ i-òîé êîîðäèíàòîé
è, ñëåäîâàòåëüíî,

α̃ = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . αn),

β̃ = (α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . αn).
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ

ϕ(x) = f(α1, . . . , αi−1, x, αi+1, . . . αn).

ïðèíàäëåæèò [{f, 0, 1}]. Ìû èìååì

ϕ(0) = f(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . αn) = f(α̃) > f(β̃) =

f(α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . αn) = ϕ(1).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ϕ(0) = 1 è ϕ(1) = 0, ò.å. ϕ(x) = x. ¤

Ëåììà 1.4. Åñëè f(x1, . . . , xn) 6∈ L, òî x1 ∧ x2 ∈ [{f, x, 0, 1}].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) 6∈ L, òî â åå ïî-
ëèíîìå Æåãàëêèíà íàéäåòñÿ ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå äâóõ ìíî-
æèòåëåé. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ìíîæèòåëåé ïðèñóòñòâóþò x1

è x2. Òîãäà ôóíêöèþ f ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x1, . . . , xn) = x1x2f1(x3, . . . , xn) + x1f2(x3, . . . , xn)+

+ x2f3(x3, . . . , xn) + f4(x3, . . . , xn),

ãäå f1(x3, . . . , xn) 6≡ 0.
Ïóñòü α3, . . . , αn òàêîâû, ÷òî f1(α3, . . . , αn) = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ

ϕ(x1, x2) = f(x1, x2, α3, . . . , αn) = x1x2 + αx1 + βx2 + γ,

ãäå α, β, γ � êîíñòàíòû, ïðèíàäëåæèò [{f, x, 0, 1}]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ψ(x1, x2), ïîëó÷àåìóþ èç ϕ(x1, x2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(x1, x2) = ϕ(x1 + β, x2 + α) + αβ + γ.

Òàê êàê x+1 = x, òî ôóíêöèÿ ψ(x1, x2) ïðèíàäëåæèò [{f, x, 0, 1}]. Áîëåå
òîãî

ψ(x1, x2) = (x1 +β)(x2 +α)+α(x1 +β)+β(x2 +α)+γ+αβ+γ = x1x2.

¤

7.2. Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ ïîëíîòû.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.11. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà

A ïîëíà, ò.å. [A] = P2. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
A ⊆ B, ãäå B � îäèí èç óêàçàííûõ êëàññîâ. Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà (3)
îïåðàöèè çàìûêàíèÿ è çàìêíóòîñòè êëàññà B èìååì

P2 = [A] ⊆ [B] = B.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî P2 6= B. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ïÿ-

òè óêàçàííûõ êëàññîâ. Âûáåðåì â A ôóíêöèè f0, f1, fS , fM , fL, êîòî-
ðûå íå ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî êëàññàì T0, T1, S, M è L. Áóäåì
äîêàçûâàòü ïîëíîòó ñèñòåìû A ñâåäåíèåì ê çàâåäîìî ïîëíîé ñèñòåìå
{x, x1 ∧ x2}.

Ïîñòðîèì ïðè ïîìîùè ôóíêöèé f0, f1, fS êîíñòàíòû 0 è 1. Òàê êàê
f0 6∈ T0, òî f0(0, . . . , 0) = 1. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

à) f0(1, . . . , 1) = 1. Òîãäà êîíñòàíòû ïîëó÷àþòñÿ òàê:
1 = f0(x, . . . , x),

0 = f1(1, . . . , 1) = f1(f0(x, . . . , x), . . . , f0(x, . . . , x)).
á) f0(1, . . . , 1) = 0. Òîãäà

x = f0(x, . . . , x)

è c ïîìîùüþ ôóíêöèè fS 6∈ S ïî ëåììå 1.2 ìû ñòðîèì îáå êîíñòàíòû.
Äàëåå ïðè ïîìîùè êîíñòàíò è ôóíêöèè fM 6∈ M ïî ëåììå 1.3 ìû

ïîëó÷àåì ôóíêöèþ x. Íàêîíåö, ïðè ïîìîùè êîíñòàíò, ôóíêöèé x è fL 6∈
L ìû ñòðîèì ôóíêöèþ x1 ∧ x2.

Òàêèì îáðàçîì, {x, x1 ∧ x2} ⊆ [A], ÷òî äîêàçûâàåò ïîëíîòó ñèñòå-
ìû A. ¤
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Ñëåäñòâèå 1.2. Âñÿêèé çàìêíóòû êëàññ A ôóíêöèé èç P2, òàêîé,
÷òî A 6= P2, ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì èç ïÿòè çàìêíóòûõ
êëàññîâ T0, T1, S, M è L.

Îïðåäåëåíèå. ÊëàññAôóíêöèé èç P2 íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì (èëè
ìàêñèìàëüíûì), åñëè:

(1) A íåïîëíûé;
(2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ P2 \ A êëàññ A ∪ {f} � ïîëíûé.
Ñëåäñòâèå 1.3. Â àëãåáðå ëîãèêè ñóùåñòâóåò òîëüêî ïÿòü ïðåä-

ïîëíûõ êëàññîâ, à èìåííî: T0, T1, S, M è L.



Ãëàâà 2

k-çíà÷íàÿ ëîãèêà

Êîíå÷íîçíà÷íûå ëîãèêè ââîäÿòñÿ êàê îáîáùåíèÿ äâóçíà÷íîé ëîãèêè.
Îñîáîå âíèìàíèå îáðàòèì íà äâà îáñòîÿòåëüñòâà:

(1) Â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ ñîõðàíÿþòñÿ ìíîãèå ñâîéñòâà è ðåçóëü-
òàòû, êîòîðûå èìåëè ìåñòî â äâóçíà÷íîé ëîãèêå. Â ñèëó ýòîãî
íåêîòîðûå àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà â òåêñòå
îïóùåíû.

(2) Â k-çíà÷íûõ ëîãèêàõ íàáëþäàþòñÿ ÿâëåíèÿ, îáíàðóæèâàþùèå
èõ ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò àëãåáðû ëîãèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
íåêîòîðûå çàäà÷è íå èìåþò òàêîãî èñ÷åðïûâàþùåãî ðåøåíèÿ
êàê â àëãåáðå ëîãèêè, à äðóãèå âîâñå íå ðåøåíû.

1. Ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè. Àíàëîã ñ.ä.í.ô.
Ïóñòü U = {u1, u2, . . . , um, . . .} � èñõîäíûé àëôàâèò ïåðåìåííûõ (àð-

ãóìåíòîâ) è Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, ãäå k > 3.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(ui1 , ui2 , . . . , uin), ãäå uis 6= uit ïðè s 6= t,

àðãóìåíòû è çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå Ek, íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè çàìåíîé ìíîæåñòâà E2 íà ìíîæåñòâî Ek.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ñèñòåìó âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè íàä
àëôàâèòîì U , ñîäåðæàùóþ òàêæå êîíñòàíòû 0, 1, . . . , k − 1.

Ëåììà 2.1. ×èñëî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn, ðàâíî kkn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) äîñòàòî÷-
íî óêàçàòü, êàêîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó èç íàáîðîâ
çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, ò.å. âûïèñàòü òàáëèöó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n ïåðå-
ìåííûõ ïðèíèìàþò kn ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó òàáëèöà ôóíêöèè
f(x1, x2, . . . , xn) ñîäåðæèò kn ñòðîê (íàáîðîâ). Íà êàæäîì èç kn íàáîðîâ
çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü k ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé,
÷òî âëå÷åò èñêîìîå ÷èñëî ôóíêöèé. ¤

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, êîòîðûå ìîæíî
ñ÷èòàòü �ýëåìåíòàðíûìè� ôóíêöèÿìè.

(1) x = x + 1( mod k) � öèêëè÷åñêèé ñäâèã;
(2) ∼ x = k − 1− x � îòðèöàíèå Ëóêàøåâè÷à;

(3) Is(x) =

{
k − 1, ïðè x = s,

0, ïðè x 6= s
(s = 0, 1, . . . , k − 1);

19
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(4) js(x) =

{
1, ïðè x = s,

0, ïðè x 6= s
(s = 0, 1, . . . , k − 1);

(5) x1 ∧ x2 = min(x1, x2) � îáîáùåíèå êîíúþíêöèè;
(6) x1 ∨ x2 = max(x1, x2) � îáîáùåíèå äèçúþíêöèè;
(7) x1x2( mod k);
(8) x1 + x2( mod k);

(9) x1
. x2 =

{
x1 − x2, ïðè x1 > x2,

0, ïðè x1 < x2
� óñå÷åííàÿ ðàçíîñòü;

(10) Vk(x1, x2) = x1 ∨ x2 + 1( mod k) � ôóíêöèÿ Âåááà.
Àíàëèç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïîêàçûâàåò, ÷òî íå äëÿ âñåõ îáîáùå-

íèé áóëåâûõ ôóíêöèé ñîõðàíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà. Ïîÿñíèì
ýòî íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 2.1.
(1) ∼ (∼ x) = x, íî

x 6= x ïðè k > 3.
(2) x1 ∧ x2 =∼ ((∼ x1) ∨ (∼ x2)), íî

x1 ∧ x2 6= x1 ∨ x2.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) èç Pk ñóùå-

ñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ
α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn ïåðåìåííûõ x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn è çíà÷åíèÿ
β1, β2 ïåðåìåííîé xi, ÷òî

f(α1, . . . , αi−1, β1, αi+1, . . . , αn) 6= f(α1, . . . , αi−1, β2, αi+1, . . . , αn).

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Åñëè xi íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ôèêòèâíîé.

Óïðàæíåíèå 2.1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé, íå
èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Óïðàæíåíèå 2.2. Îïèðàÿñü íà àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû
ëîãèêè äàòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè:

à) ôîðìóëà;
á) ðàâåíñòâî ôóíêöèé;
â) ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë.

Òåîðåìà 2.1 (î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè â àíàëîã ñ.ä.í.ô.). Êàæäóþ
ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) k-çíà÷íîé ëîãèêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþ-
ùåé ôîðìå:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)∈En
k

Iσ1(x1) ∧ . . . ∧ Iσn(xn) ∧ f(σ1, . . . , σn).

Óïðàæíåíèå 2.3. Äîêàæèòå òåîðåìó 2.1.

2. Îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ è ïîëíîòà
Óïðàæíåíèå 2.4. Îïèðàÿñü íà àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû

ëîãèêè äàòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè:
à) îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ;
á) çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé;
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â) ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé.
2.1. Ïðèìåðû ïîëíûõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ

ïîëíûõ ñèñòåì. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïîëíîòû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèí-
öèï ñâåäåíèÿ çàäà÷è î ïîëíîòå îäíèõ ñèñòåì ê çàäà÷å î ïîëíîòå äðóãèõ
(Òåîðåìà î ñâåäåíèè ê çàâåäîìî ïîëíîé ñèñòåìå).

Ïðèìåð 2.2.
(1) Ñèñòåìà Pk ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
(2) Ñèñòåìà {0, 1, . . . , k−1, I0(x), . . . , Ik−1(x), x1∧x2, x1∨x2} ïîëíà.
Òåîðåìà 2.2. Ñëåäóþùèå ñèñòåìû ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîëíûìè:
(1) {x, x1 ∨ x2};
(2) {Vk(x1, x2)}.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Íàì èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà A = {0, 1, . . . , k−

1, I0(x), . . . , Ik−1(x), min(x1, x2), max(x1, x2)} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ïóñòü B =
{x,max(x1, x2)}. Äîêàæåì, ÷òî A ⊆ [B]. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà
íåñêîëüêî ýòàïîâ.

à) Ïîñòðîåíèå êîíñòàíò. Èç ôóíêöèè x = x+1 ïðè ïîìîùè ñóïåðïî-
çèöèè ïîëó÷àåì ôóíêöèè

x + 2 = (x + 1) + 1,
. . .
x + k − 1 = (x + k − 2) + 1,
x = (x + k − 1) + 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
k − 1 = max(x, x + 1, . . . , x + k − 1).

Îòñþäà ïðè ïîìîùè x ïîëó÷àåì äðóãèå êîíñòàíòû. Òàêèì îáðàçîì,
{0, 1, . . . , k − 1} ⊆ [B].

á) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Is(x) = 1 + max

α = 0, 1, . . . , k − 1
α 6= k − 1− s

(x + α), s = 0, 1, . . . , k − 1.

Ïîýòîìó
{I0(x), I1(x), . . . , Ik−1(x)} ⊆ [B].

â) Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

fs,i(x) =

{
s, ïðè x = i,

0, ïðè x 6= i
(s, i = 0, 1, . . . , k − 1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
fs,i(x) = s + 1 + max(Ii(x), k − 1− s).

Òàêèì îáðàçîì,
fs,i(x) ∈ [B].

Åñëè g(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé èç Pk, òî
g(x) = max(fg(0),0(x), fg(1),1(x), . . . , fg(k−1),k−1(x)).
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Èòàê, èç ôóíêöèé ñèñòåìû B ìû ïîëó÷àåì ëþáóþ ôóíêöèþ îäíîé ïå-
ðåìåííîé èç Pk. Â ÷àñòíîñòè,

∼ x ∈ [B].

ã) Íàêîíåö,

min(x1, x2) =∼ max(∼ x1,∼ x2) ∈ [B].

Ñëåäîâàòåëüíî, A ⊆ [B] è ïî òåîðåìå 1.3 ñèñòåìà B ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.
(2) Íàì èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà A = {x,max(x1, x2)} ïîëíà. Äîêàæåì,

÷òî A ⊆ [Vk(x1, x2)]. Äåéñòâèòåëüíî,

x = Vk(x, x),

max(x1, x2) = Vk(x1, x2) + 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
k−1

.

¤

2.2. Ïðèìåðû çàìêíóòûõ êëàññîâ â Pk.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Ek. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç Pk ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî E , åñëè
äëÿ ëþáûõ α1, . . . , αn ∈ E èìååò ìåñòî f(α1, . . . , αn) ∈ E .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç TE êëàññ âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ñîõðàíÿ-
þùèõ ìíîæåñòâî E . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î÷åâèäíà

Òåîðåìà 2.3. Êëàññ TE çàìêíóò.

Ïðèìåð 2.3. Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà A = {∼ x,max(x1, x2)} íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíîé â Pk. Ïóñòü E = {0, k− 1}. Òàê êàê îáå ôóíêöèè ñèñòåìû A
ñîõðàíÿþò E , òî

[A] ⊆ [TE ] = TE .

Ïîñêîëüêó TE íå ñîäåðæèò êîíñòàíòó 1, òî TE 6= Pk. Çíà÷èò, ïðè k > 3
A íå áóäåò ïîëíîé ñèñòåìîé.

3. Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî äëÿ êàæäîé êî-

íå÷íîé ñèñòåìû M = {f1, . . . , fs} ôóíêöèé èç Pk âûÿñíÿòü, áóäåò îíà
ïîëíîé èëè íåò, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì âîïðîñîì k-çíà÷íûõ ëîãèê.

Òåîðåìà 2.4. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîòû êî-
íå÷íîé ñèñòåìû M = {f1, . . . , fs} ôóíêöèé èç Pk.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [M]x1x2 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
èç [M], çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëóæèò ñëåäóþùàÿ
ëåììà.

Ëåììà 2.2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà [M]x1x2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî-
æåñòâ

R0, R1, . . . , Rp, . . .

ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ x1, x2.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ïîëîæèì R0 = ∅.
Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà R0,R1, . . . ,

Rp. Ìíîæåñòâî Rp+1 îïðåäåëÿåòñÿ òàê: äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , s ðàñ-
ñìîòðèì âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè âèäà

fj(H1(x1, x2), . . . , Hn(x1, x2)),

ãäå Hl(x1, x2) åñòü ëèáî ôóíêöèÿ èç Rp, ëèáî ïåðåìåííàÿ x1 èëè x2.
Äîáàâèâ âñå òàêèå ôóíêöèè ê ìíîæåñòâó Rp, ìû ïîëó÷èì Rp+1.

Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî:
(1) åñëè Rp+1 = Rp, òî Rp+2 = Rp+1 è ò.ä., ò.å. ïîñòðîåííàÿ öåïî÷êà

ìíîæåñòâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ;
(2) ñòàáèëèçàöèÿ îáÿçàòåëüíî íàñòóïàåò, ïîñêîëüêó ÷èñëî ðàçëè÷-

íûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ x1, x2 íå ïðåâîñõîäèò kk2 ;
Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ìèíèìàëüíûé íîìåð ìíîæåñòâà öåïî÷êè, íà÷è-

íàÿ ñ êîòîðîãî íàñòóïàåò ñòàáèëèçàöèÿ. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèÿ ôîðìóëû íàä M ñëåäóåò, ÷òî

[M]x1x2 = Rt.

¤

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Íà ïåðâîì øàãå ïðè ïîìîùè ëåì-
ìû 2.2 ìû ñòðîèì êëàññû R0, R1, . . ., Rt äî ìîìåíòà ñòàáèëèçàöèè, ò.å
ñòðîèì ìíîæåñòâî [M]x1x2 = Rt.

Íà âòîðîì øàãå ïî òîìó, ñîäåðæèòñÿ èëè íåò ôóíêöèÿ Âåááà â [M]x1x2 ,
îïðåäåëÿåì, èìååò ëè ìåñòî ïîëíîòà äëÿ ñèñòåìû M.

(1) Åñëè Vk(x1, x2) ∈ [M]x1x2 , òî Vk(x1, x2) ∈ [M] è, â ñèëó òåîðå-
ìû 1.3, ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

(2) Åñëè æå Vk(x1, x2) 6∈ [M]x1x2 , òî Vk(x1, x2) 6∈ [M]. Ñëåäîâàòåëü-
íî, M íå ïîëíà.

¤

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâåííî áåñêîíå÷íûõ ïîë-
íûõ ñèñòåì íå áûâàåò. Òåì ñàìûì ââåäåííîå âûøå îãðàíè÷åíèå íà êî-
íå÷íîñòü ñèñòåìû M ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëü ñèëüíûì.

Òåîðåìà 2.5. Èç âñÿêîé ïîëíîé â Pk ñèñòåìû M ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó, òàêæå ÿâëÿþùóþñÿ ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû M ôóíêöèÿ Vk(x1, x2)
ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå ôîðìóëû ÷åðåç êîíå÷íûé íàáîð {fi1 , . . . , fip}
ôóíêöèé èç M. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Âåááà åñòü ïîëíàÿ ñèñòåìà (ñì. òåî-
ðåìó 2.2), òî â ñèëó òåîðåìû 1.3 ñèñòåìà {fi1 , . . . , fip} ïîëíà. ¤
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4. Òåîðåìà Êóçíåöîâà î ïîëíîòå
Âòîðîé ïîäõîä â ðåøåíèè âîïðîñà î ïîëíîòå ñâÿçàí ñ ïðîâåðêîé íåêî-

òîðûõ ñâîéñòâ êëàññà M.
Òåîðåìà 2.6 (Êóçíåöîâà î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå). Ìîæíî ïî-

ñòðîèòü òàêóþ ñèñòåìó çàìêíóòûõ êëàññîâ M1, . . . ,Ms â Pk, ÷òî:
(1) êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ öåëèêîì íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èç

îñòàëüíûõ êëàññîâ;
(2) ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà M ôóíêöèé èç Pk ïîëíà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà îíà ïîëíîñòüþ íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç
êëàññîâ M1, . . . ,Ms.

Âíà÷àëå ìû ââåäåì îäíî ïîíÿòèå è äîêàæåì îòíîñèòåëüíî íåãî äâå
ëåììû. Ïóñòü R � êëàññ ôóíêöèé èç Pk, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ïåðåìåí-
íûõ x1 è x2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí ñîäåðæèò ôóíêöèè g1(x1, x2) = x1 è
g2(x1, x2) = x2.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(y1, . . . , yn) èç Pk ñîõðàíÿåò êëàññ R, åñëè
äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé h1(x1, x2), . . . , hn(x1, x2) èç R èìååò ìåñòî

f(h1(x1, x2), . . . , hn(x1, x2)) ∈ R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M êëàññ âñåõ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, ñîõðàíÿ-
þùèõ ìíîæåñòâî R.

Ëåììà 2.3. Êëàññ M âñåõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ R, ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê M î÷åâèäíî ñîäåðæèò òîæäåñòâåííóþ
ôóíêöèþ, òî ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ

Φ = f(f1, . . . , fn)
ïðèíàäëåæèò M, åñëè ôóíêöèè f, f1, . . . , fn ïðèíàäëåæàò êëàññó M. Ïóñòü
Φ çàâèñèò îò r ïåðåìåííûõ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè h1, . . . , hr

èç êëàññà R. Òîãäà
Φ(h1, . . . , hr) = f(f1(h1, . . . , hr), . . . , fn(h1, . . . , hr)) = f(H1, . . . , Hn),

ãäå ôóíêöèè H1, . . . ,Hn ïðèíàäëåæàò êëàññó R ïîñêîëüêó f1, . . . , fn ∈
M. Ïîýòîìó è f(H1, . . . , Hn) ïðèíàäëåæèò R. ¤

Ëåììà 2.4. Åñëè êëàññ R òàêîâ, ÷òî [R]x1x2 = R, òî äëÿ êëàññà
M, ñîõðàíÿþùåãî R, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Mx1x2 = R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ h(x1, x2) ∈ R ñî-
õðàíÿåò êëàññ R. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèè h1(x1, x2),
h2(x1, x2) èç êëàññà R âûïîëíåíî

h(h1, h2) ∈ [R]x1x2 = R,

ò.å. h(x1, x2) ∈ Mx1x2 . Èòàê, R ⊆ Mx1x2 .
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå Mx1x2 ⊆ R ñïðàâåäëèâî áåç äîïîëíèòåëüíîãî

óñëîâèÿ ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f(x1, x2) ∈ Mx1x2 , òî ïîäñòàâëÿÿ
âìåñòî x1, x2 ôóíêöèè g1, g2 èç R ìû ñ îäíîé ñòîðîíû ïîëó÷èì f(g1, g2) ∈
R, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � f(x1, x2) = f(g1, g2). ¤
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6. Âíà÷àëå ïîñòðîèì ñèñòåìó êëàñ-
ñîâ M1, . . . ,Ms.

Ïóñòü R1, . . . ,Rl � ñèñòåìà âñåõ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíî-
æåñòâ ôóíêöèé èç Pk, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò äâóì óñëîâèÿì (i = 1, . . . , l):

(1) Ri ñîäåðæèò îáå ôóíêöèè g1(x1, x2) = x1, g2(x1, x2) = x2;
(2) [Ri]x1x2 = Ri.

Óêàçàííûå ïîäìíîæåñòâà ñòðîÿòñÿ ïóòåì ïåðåáîðà âñåõ 2kk2

− 2 ñîá-
ñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ ôóíêöèé èç Pk, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2.
Ïðè ýòîì îñòàâëÿþòñÿ òå ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò îáå ôóíêöèè
g1 è g2. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî îñòàâøåãîñÿ ïîäìíîæåñòâà òàê æå, êàê â
òåîðåìå 2.4, ñòðîèì ìíîæåñòâî [R]x1x2 è ïðîâåðÿåì óñëîâèå [R]x1x2 = R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M′
i êëàññ âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæå-

ñòâî Ri (i = 1, . . . , l). Óäàëÿÿ òå êëàññû M′
i, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â êàêîì-

ëèáî èç îñòàëüíûõ êëàññîâ, ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ ñèñòåìó M1, . . . ,Ms.
Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà M ôóíêöèé èç Pk

ïîëíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîëíîñòüþ íå ñîäåðæèòñÿ íè â
îäíîì èç êëàññîâ M1, . . . , Ms.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü M � ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé èç Pk. Â ñèëó
ëåììû 2.3 êàæäûé êëàññ Mj (j = 1, . . . , s) çàìêíóò, ïðè÷åì ïî ëåììå 2.4

(Mj)x1x2 = Rj .

Ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ êëàññ Rj íå ñîäåðæèò âñåõ ôóíêöèé, çàâèñÿ-
ùèõ îò ïåðåìåííûõ x1 è x2, êëàññ Mj íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Åñëè M ⊆ Mj

äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 j 6 s, òî ïî ñâîéñòâó 3 îïåðàöèè çàìûêàíèÿ èìååì
[M] ⊆ Mj 6= P2,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëíîòå ñèñòåìû M. Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ
ñèñòåìà M ôóíêöèé èç Pk ïîëíîñòüþ íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàñ-
ñîâ M1, . . . ,Ms.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà M ôóíêöèé èç Pk

ïîëíîñòüþ íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ M1, . . . , Ms. Ðàññóæäàÿ
îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà M íå ïîëíà. Òîãäà ôóíêöèÿ
Âåááà Vk(x1, x2) íå ñîäåðæèòñÿ â [M], èíà÷å M ïîëíà ïî òåîðåìå 1.3.
Ïóñòü

M′ = [M ∪ {g1(x1, x2), g2(x1, x2)}].
Òàê êàê Vk(x1, x2) 6∈ [M], òî Vk(x1, x2) 6∈ M′. Ïóñòü

R = M′
x1x2

.

Çàìåòèì, ÷òî:
(1) R ñîäåðæèò îáå ôóíêöèè g1(x1, x2) = x1 è g2(x1, x2) = x2;
(2) [R]x1x2 = R.

Ïîñêîëüêó êëàññ R ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ôóíêöèé èç
Pk, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1 è x2 (g1 ∈ R è Vk(x1, x2) 6∈ R), íàéäåòñÿ
òàêîå i, 1 6 i 6 l, ÷òî R = Ri. Êëþ÷åâîé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà: êëàññ
M′ â ñèëó çàìêíóòîñòè ñîõðàíÿåò êëàññ Ri = R = M′

x1x2
. Ïîýòîìó M′ ⊆

M′
i. Òàê êàê M ⊆ M′, òî M ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç êëàññîâ

M1, . . . ,Ms, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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5. Êðèòåðèé Ñëóïåöêîãî
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç Pk íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåí-

íîé, åñëè îíà èìååò íå ìåíåå ÷åì äâå ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå.
Òåîðåìà 2.7 (îáîáùåííûé êðèòåðèé Ñëóïåöêîãî). Ïóñòü ñèñòåìà

M ôóíêöèé èç Pk (k > 3) ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé,
ïðèíèìàþùèå ìåíåå k çíà÷åíèé. Òîãäà äëÿ ïîëíîòû ñèñòåìû M íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû M ñîäåðæàëà ñóùåñòâåííóþ ôóíêöèþ,
ïðèíèìàþùóþ âñå k çíà÷åíèé.

Äîêàæåì òðè ëåììû
Ëåììà 2.5. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíè-

ìàþùàÿ l > 3 çíà÷åíèé. Ïóñòü x1 � åå ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Òî-
ãäà íàéäóòñÿ òðè ðàçëè÷íûõ íàáîðà

(α, α2, . . . , αn)
(β, α2, . . . , αn)
(α, γ2, . . . , γn),

íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèíèìàåò òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê x1 � ñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ôóíê-

öèè f , òî íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ α2, . . . , αn, ÷òî ôóíêöèÿ g(x1) =
f(x1, α2, . . . , αn) ïðèíèìàåò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Âîçìîæ-
íû äâà ñëó÷àÿ.

1) Ôóíêöèÿ g(x1) ïðèíèìàåò âñå l çíà÷åíèé. Èç ñóùåñòâåííîñòè ôóíê-
öèè f âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå α, ÷òî

f(α, x2, . . . , xn) 6≡ const
(èíà÷å áû f èìåëà áû ðîâíî îäíó ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ � x1). Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ γ2, . . . , γn, ÷òî

f(α, γ2, . . . , γn) 6= f(α, α2, . . . , αn) = g(α).

Òàê êàê ôóíêöèÿ g(x1) ïðèíèìàåò l > 3 çíà÷åíèé, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
β, ÷òî g(β) 6= g(α), ò.å.

f(β, α2, . . . , αn) 6= f(α, α2, . . . , αn),

è
g(β) = f(β, α2, . . . , αn) 6= f(α, γ2, . . . , γn).

2) Ôóíêöèÿ g(x1) ïðèíèìàåò ìåíüøå ÷åì l çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó ôóíê-
öèÿ f ïðèíèìàåò âñå l çíà÷åíèé, íàéäåòñÿ íàáîð (α, γ2, . . . , γn) òàêîé, ÷òî
f(α, γ2, . . . , γn) îòëè÷íî îò çíà÷åíèé ôóíêöèè g(x1). Â ÷àñòíîñòè,

f(α, γ2, . . . , γn) 6= f(α, α2, . . . , αn) = g(α).

Òàê êàê ôóíêöèÿ g(x1) ïðèíèìàåò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
çíà÷åíèé, òî íàéäåòñÿ òàêîå β, ÷òî g(β) 6= g(α).

Èñêîìûå íàáîðû ïîñòðîåíû. ¤
Îïðåäåëåíèå. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå G1×G2× . . .×Gn ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà Ek íàçûâàåòñÿ êóáîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Gi| ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Gi.
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Ëåììà 2.6. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíè-
ìàþùàÿ l > 3 çíà÷åíèé. Òîãäà íàéäåòñÿ êóá G1 ×G2 × . . .×Gn òàêîé,
÷òî

1 6 |G1|, . . . , |Gn| 6 l − 1,

íà íàáîðàõ êîòîðîãî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèíèìàåò âñå l ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x1 � ñóùåñòâåííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ ôóíêöèè f . Ïî ëåììå 2.5 íàéäóòñÿ òðè íàáîðà, íà êîòîðûõ ôóíê-
öèÿ f ïðèíèìàåò òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ. Äîáàâèì ê íèì l− 3 íàáîðà,
íà êîòîðûõ f ïðèíèìàåò îñòàâøèåñÿ l − 3 çíà÷åíèÿ. Òîãäà

G1 = {α, β, 1-ûå êîîðäèíàòû äîáàâëåííûõ l − 3 íàáîðîâ},
G2 = {α1, β1, 2-ûå êîîðäèíàòû äîáàâëåííûõ íàáîðîâ, }
. . . ,
Gn = {αn, βn, n-ûå êîîðäèíàòû äîáàâëåííûõ íàáîðîâ.}

Èñêîìûé êóá ïîñòðîåí. ¤
Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõ íàáîðîâ âèäà

(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αj−1, αj, αj+1, . . . , αn),
(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αj−1, βj, αj+1, . . . , αn),
(α1, . . . , αi−1, βi, αi+1, . . . , αj−1, αj, αj+1, . . . , αn),
(α1, . . . , αi−1, βi, αi+1, . . . , αj−1, βj, αj+1, . . . , αn),

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòîì, åñëè αi 6= βi è αj 6= βj . Êàæäûé èç íàáîðîâ,
îáðàçóþùèõ êâàäðàò, íàçûâàåòñÿ åãî âåðøèíîé.

Ëåììà 2.7. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíè-
ìàþùàÿ l > 3 çíà÷åíèé. Òîãäà íàéäåòñÿ êâàäðàò, íà êîòîðîì f ïðèíè-
ìàåò íå ìåíåå äâóõ çíà÷åíèé, ïðè÷åì îäíî èç íèõ òîëüêî â îäíîé åãî
âåðøèíå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x1 � ñóùåñòâåííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ ôóíêöèè f . Ïî ëåììå 2.5 íàéäóòñÿ òðè íàáîðà

(α, α2, . . . , αn)
(β, α2, . . . , αn)
(α, γ2, . . . , γn),

íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò òðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ � ïóñòü A,
B è C, ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì â òàáëèöó äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà-
áîðîâ:
(α, α2, α3, . . . , αn) (α, γ2, α3, . . . , αn) (α, γ2, γ3, . . . , αn) . . . (α, γ2, . . . , γn)
(β, α2, α3, . . . , αn) (β, γ2, α3, . . . , αn) (β, γ2, γ3, . . . , αn) . . . (β, γ2, . . . , γn).

Çàìåòèì, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ñòîëáöà ïîñòðîåííîé òàáëèöû ëèáî
ñîâïàäàþò, ëèáî îáðàçóþò êâàäðàò. Âû÷åðêèâàÿ îäèíàêîâûå ñòîëáöû,
îáîçíà÷èì îñòàâøèåñÿ ñòîëáöû ÷åðåç R1, . . . , Rs. Ïîñêîëüêó â ñòîëáöå
R1 ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ A è B, à â ñòîëáöå Rs ôóíêöèÿ f
íå ïðèíèìàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé, íàéäåòñÿ òàêîå i
(1 6 i < s), ÷òî â ñòîëáöå Ri ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ A è B, à
â ñòîëáöå Ri+1 ôóíêöèÿ f íå ïðèíèìàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íèõ.
Êâàäðàò, îáðàçîâàííûé ñòîëáöàìè Ri è Ri+1, ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. ¤
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7. Íåîáõîäèìîñòü.Ïóñòü ñèñòåìà M
ïîëíà. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî M íå ñîäåðæèò ñó-
ùåñòâåííûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ âñå k çíà÷åíèé. Òîãäà [M] òàêæå
íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ âñå k çíà÷åíèé, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïîëíîòå ñèñòåìû M.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â M,
ïðèíèìàþùàÿ k çíà÷åíèé. Èíäóêöèåé ïî l = 2, 3, . . . , k äîêàæåì, ÷òî [M]
ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè èç Pk, ïðèíèìàþùèå ðîâíî l çíà÷åíèé.

Áàçèñ èíäóêöèè. l = 2.
a) Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî [M] ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè èç Pk,

ïðèíèìàþùèå ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè g(x1, . . . , xm) ∈ Pk, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ η0, η1 îïðåäåëèì
ôóíêöèþ g′(x1, . . . , xm) èç Pk ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè g(σ1, . . . , σm) =
η0, òî ïîëàãàåì g′(σ1, . . . , σm) = 0; åñëè æå g(σ1, . . . , σm) = η1, òî ïîëàãà-
åì g′(σ1, . . . , σm) = 1. Ïóñòü

θ(x) =

{
η0, ïðè x = 0,

η1, ïðè x 6= 0
.

Î÷åâèäíî, ÷òî
g(x1, . . . , xm) = θ(g′(x1, . . . , xm)).

Òàê êàê θ(x) ∈ M, òî èç óñëîâèÿ g′(x1, . . . , xm) ∈ [M] ñëåäóåò g(x1, . . . , xm) ∈
[M].

á) Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèé x1 ∨01 x2, x1 ∧01 x2 ∈ [M].
Â ñèëó ëåììû 2.7 íàéäåòñÿ êâàäðàò

(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αj−1, αj, αj+1, . . . , αn),
(α1, . . . , αi−1, αi, αi+1, . . . , αj−1, βj, αj+1, . . . , αn),
(α1, . . . , αi−1, βi, αi+1, . . . , αj−1, αj, αj+1, . . . , αn),
(α1, . . . , αi−1, βi, αi+1, . . . , αj−1, βj, αj+1, . . . , αn),

ãäå αi 6= βi è αj 6= βj , íà êîòîðîì f ïðèíèìàåò íå ìåíåå äâóõ çíà÷åíèé,
ïðè÷åì îäíî èç íèõ, η, � ðîâíî â îäíîé âåðøèíå. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
ϕ(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(x) =

{
0, ïðè x = η,

1, ïðè x 6= η
.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ϕ(x) ∈ M êàê ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíè-
ìàþùàÿ ìåíåå k çíà÷åíèé.

Ïóñòü

h(x1, x2) = ϕ(f(α1, . . . , αi−1, x1, αi+1, . . . , αj−1, x2, αj+1, . . . , αn)).

Òàê êàê âñå êîíñòàíòû, f è ϕ ñîäåðæàòñÿ â M, òî h(x1, x2) ∈ [M].
Ôóíêöèÿ h(x1, x2) ïðèíèìàåò ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1. Â ÷àñòíîñòè,

íà êâàäðàòå
{(αi, αj), (αi, βj), (βi, αj), (βi, βj)}

ôóíêöèÿ h(x1, x2) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 ðîâíî â îäíîé âåðøèíå (α, β),
ãäå α ∈ {αi, βi} è β ∈ {αj , βj}.
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Âûáåðåì èç ôóíêöèé ñèñòåìû M ëþáûå äâå ôóíêöèè ψ1(x) è ψ2(x),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

ψ1(0) = α, ψ1(1) ∈ {αi, βi}\α,
ψ2(0) = β, ψ2(1) ∈ {αj , βj}\β.

Òîãäà ôóíêöèÿ
x1 ∨01 x2 = h(ψ1(x1), ψ2(x2))

ïðèíàäëåæèò [M] è ðåàëèçóåò íà ìíîæåñòâå {0, 1}×{0, 1} äèçúþíêöèþ.
Òàê êàê j0(x) ∈ M, òî ôóíêöèÿ

x1 ∧01 x2 = j0(j0(x1) ∨01 j0(x2))

ïðèíàäëåæèò [M] è ðåàëèçóåò íà ìíîæåñòâå {0, 1}×{0, 1} êîíúþíêöèþ.
â) Ñëåäóþùåå òîæäåñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ g′(x1, . . . , xm)

èç Pk, ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1, ñîäåðæèòñÿ â [M]:

g′(x1, . . . , xm) =
∨

01(σ1,...,σm)∈Em
k

jσ1(x1)∧01. . .∧01jσm(xm)∧01g
′(σ1, . . . , σm).

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü [M] ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè èç Pk, ïðè-
íèìàþùèå íå áîëåå l − 1 çíà÷åíèé, l − 1 < k. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèç-
âîëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xm) èç Pk, ïðèíèìàþùàÿ l çíà÷åíèé (ïóñòü,
η0, . . . , ηl−1), òàêæå ñîäåðæèòñÿ â [M].

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ M ïðèíèìàåò k >
l > 3 çíà÷åíèé, ïî ëåììå 2.6 íàéäåòñÿ êóá G1 × G2 × . . . × Gn òàêîé,
÷òî 1 6 |G1|, . . . , |Gn| 6 l−1, íà íàáîðàõ êîòîðîãî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ η0, . . . , ηl−1.

Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψi(x1, . . . , xm) ñî çíà-
÷åíèÿìè â Gi òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâî

g(x1, . . . , xm) = f(ψ1(x1, . . . , xm), . . . , ψn(x1, . . . , xm)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ψi(σ1, . . . , σm) ðàâíî i-òîé êîîðäèíàòå íàáîðà èç G1×
G2 × . . .×Gn, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå g(σ1, . . . , σm).

Òàê êàê |G1|, . . . , |Gn| 6 l− 1, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ôóíê-
öèè ψ1(x1, . . . , xm), . . . , ψn(x1, . . . , xm) ïðèíàäëåæàò [M]. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xm) òàêæå ñîäåðæèòñÿ â [M].

Èòàê, èíäóêöèåé ïî l = 2, 3, . . . , k ìû äîêàçàëè, ÷òî [M] ñîäåðæèò âñå
ôóíêöèè èç Pk, ïðèíèìàþùèå ðîâíî l çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ
òåîðåìû M ñîäåðæèò âñå êîíñòàíòû, �äîñòàòî÷íîñòü� äîêàçàíà. ¤

Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ Ñëóïåöêîãî íå âñåãäà óäîá-
íî, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî íóæíî óñòàíîâèòü íàëè÷èå â M
âñåõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèõ íå áîëåå k−1 çíà÷åíèé.
Ïîýòîìó óäîáíåå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ñèñòåìà
M ïîðîæäàëà ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà, ïðèâîäèìàÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà, îáåñïå÷èâàåò ïðèìåðû ôóíê-
öèé, ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâî ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 2.8. Âñå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé èç Pk ïîðîæäàþòñÿ
êàæäîé èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì ôóíêöèé:



30 2. k-ÇÍÀ×ÍÀß ËÎÃÈÊÀ

(1) {f(x), g(x)h(x)}, ãäå f(x) = x− 1( mod k),

g(x) =





x, ïðè 0 6 x 6 k − 3,

k − 1, ïðè x = k − 2,

k − 2, ïðè x = k − 1,

h(x) =

{
1, ïðè x = 0,

x, ïðè x > 0
;

(2) {f1(x), . . . , fk−1(x), h(x)}, ãäå

fi(x) =





i, ïðè x = 0,

0, ïðè x = i,

x, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
(i = 1, . . . , k − 1).

6. Îñîáåííîñòè k-çíà÷íûõ ëîãèê
Ïðåäûäóùèé ìàòåðèàë ïîêàçûâàåò, ÷òî â êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèêàõ

ñîõðàíÿþòñÿ ìíîãèå ðåçóëüòàòû, èìåþùèå ìåñòî â äâóçíà÷íîé ëîãèêå.
Ïðàâäà, ðîñò çíà÷íîñòè âñå-òàêè ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì óñëîæíåíèÿì
ôîðìóëèðîâîê è äîêàçàòåëüñòâ. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû îñòàíîâèì-
ñÿ íà ôàêòàõ, âûÿâëÿþùèõ ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå Pk ïðè k > 3 îò P2.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé {f1, f2, . . .} èç çàìêíóòîãî êëàññà
M íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â M, åñëè åå çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ M.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé {f1, f2, . . .} èç çàìêíóòîãî êëàññà
M íàçûâàåòñÿ åãî áàçèñîì, åñëè îíà ïîëíà â M, íî âñÿêàÿ åå ñîáñòâåííàÿ
ïîäñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â M.

Ïðèìåð 2.4. Ñèñòåìà ôóíêöèé {1, x1 + x2} î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì çàìêíóòîãî êëàññà âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ïîñòà, êîòîðóþ ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà, îòâå÷àåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áàçèñîâ äëÿ ñëó÷àÿ äâóçíà÷-
íîé ëîãèêè.

Òåîðåìà 2.9. Êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ èç P2 èìååò êîíå÷íûé áà-
çèñ.

Äëÿ ñëó÷àÿ k > 3 ñîîòâåòñòâóþùèé îòâåò äàþò òåîåðåìû ßíîâà è
Ìó÷íèêà.

Òåîðåìà 2.10. Äëÿ âñÿêîãî k > 3 ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé â Pk

êëàññ, íå èìåþùèé áàçèñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé:

f0 = 0,

fi(x1, . . . , xi) =

{
1, ïðè x1 = . . . = xi = 2,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
(i = 1, 2, . . .).

Ðàññìîòðèì êëàññ M = [f0, f1, f2, . . .]. Âàæíîå ñâîéñòâî êëàññà M çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáàÿ åãî ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé ôóíêöèè
fi(x1, . . . , xi) ïóòåì ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî

fi(. . . , fj , . . .) ≡ 0.
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Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî êëàññ M èìååò áàçèñ. Òîãäà
â áàçèñå íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f̃ , ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ôóíêöèè fn0 ïóòåì ïå-
ðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðé ÷èñëî n0 ìèíèìàëüíî. Âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ.

1. Áàçèñ ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì åùå îäíó ôóíêöèþ f̃ ′. Ýòà ôóíêöèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè fn1 è n1 > n0. Òàê êàê fn0 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
èç fn1 ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ, òî f̃ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f̃ ′, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ áàçèñà.

2. Áàçèñ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ôóíêöèè f̃ . Â ýòîì ñëó÷àå íèêà-
êàÿ ôóíêöèÿ fn ïðè n > n0 íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç f̃ , ïîñêîëüêó
fn0(. . . , fn0 , . . .) ≡ 0, ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ áàçèñà.

Èòàê, îáà ñëó÷àÿ ïðèâåëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëî-
æåíèå íåâåðíî è êëàññ M íå èìååò áàçèñà. ¤

Óïðàæíåíèå 2.5. Â êàêîì ìåñòå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ
óñëîâèå k > 3?

Òåîðåìà 2.11. Äëÿ âñÿêîãî k > 3 â Pk ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé
êëàññ ñî ñ÷åòíûì áàçèñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî i = 2, 3, . . . îïðåäåëèì ôóíêöèþ

fi(x1, . . . , xi) =





1, ïðè x1 = . . . = xj−1 = xj+1 = . . . = xi = 2, xj = 1,

ãäå j = 1, . . . , i,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êëàññ M = [f2, f3, . . .]. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà
{f2, f3, . . .} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â M.

Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ fm

ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå ôîðìóëû ÷åðåç îñòàëüíûå ôóíêöèè ýòîé
ñèñòåìû. Äðóãèìè ñëîâàìè,

fm(x1, . . . , xm) = fs(A1, . . . , As),

ãäå A1, . . . , As � âûðàæåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ëèáî ôîðìóëàìè íàä ñèñòåìîé
{f2, . . . , fm−1, fm+1, . . .}, ëèáî ñèìâîëàìè ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm.

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
1. Ñðåäè âûðàæåíèé A1, . . . , As ïî êðàéíåé ìåðå äâà âûðàæåíèÿ (ïóñòü,

A1, A2) îòëè÷íû îò ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm âûðàæåíèÿ A1, A2 ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà-
÷åíèÿ 0 è 1 è ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü fs(A1, . . . , As) òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî fm 6≡ 0.

2. Ñðåäè âûðàæåíèé A1, . . . , As ðîâíî îäíî (ïóñòü, A1) îòëè÷íî îò
ñèìâîëà ïåðåìåííîé. Ïîñêîëüêó s > 2, íàéäåòñÿ òàêîå j, ÷òî A2 = xj .
Ðàññìîòðèì íàáîð x1 = . . . = xj−1 = xj+1 = . . . = xi = 2 è xj = 1. Íà
ýòîì íàáîðå âûðàæåíèå A1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 èëè 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
âûðàæåíèÿ A1, A2 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò 2. Ïîýòîìó ïðàâàÿ
÷àñòü ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òîãäà êàê ëåâàÿ ÷àñòü íà âûáðàííîì íàáîðå
ðàâíà 1. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

3. Âñå âûðàæåíèÿ A1, . . . , As � ñèìâîëû ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå
s > m è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè íèõ âñòðåòÿòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà âõî-
æäåíèÿ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé xj . Âçÿâ íàáîð x1 = . . . = xj−1 = xj+1 =
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. . . = xi = 2 è xj = 1, ìû îáðàòèì ëåâóþ ÷àñòü â 1, à ïðàâóþ â 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé òàêæå íåâîçìîæåí.

Èòàê, âñå òðè ñëó÷àÿ ïðèâåëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå íåâåðíî, è ñèñòåìà {f2, f3, . . .} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â M. ¤
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