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Введение в курс «Дискретная математика»

Предмет появился достаточно давно, более 200 лет назад. С первых попыток описания простых речевых конструкций, описания маршрутов следования, высокая потребность дискретной математики (ДМ) появилась в послевоенные годы с появлением ламповых компьютеров. Процесс организации работы на компьютере представляет совокупность электрических сигналов кодируемых с помощью двоичной системы. Функционирование 

- дискретный процесс. Термин «дискретный» можно противопоставить «непрерывный». 

Дискретный – способный принимать отдельные значения, изменяющиеся скачком. Дискретная математика это такой раздел математики, который связан с изучением систем, состоящих из конечного или счетного числа элементов или объектов. Невозможность предельных переходов и непосредственное представление всех объектов в системе, нередко приводит к неустойчивости свойств объектов, входящих в дискретную систему, нарушается отношения между ними. Для дискретных систем затруднено, а иногда невозможно, применение понятия предела. Незначительное изменение дискретных характеристик может привести к образованию новых объектов с отличными или даже противоположными свойствами. Дискретные объекты могут отличаться по структуре, свойствам и содержательной интерпретации. Такие виды структур опираются на собственную систему понятий и классы решения  задач. Разные разделы дискретной математики объединяют общие подходы, общая методология выделения и представления знаний, методы исследования, форма постулатов и приемы решения задач.

I Введение в теорию множеств

1 Основные понятия теории множеств

1.1 Термины

Термины «элемент принадлежит множеству» относятся к интуитивным понятиям.

Определение Кантора: Множество – это многое мыслимое нами как единое целое.

Множество будем обозначать А, В, С.

Элемент принадлежит будем обозначать  а(А.

Определение:
Будем называть множества А и В равными, А=В, если они состоят из одних и тех же элементов.

Пример:
А=(1, 2, 3(

В=(1,1; 2; 3(

А=В


С=(1, 2(
Определение:
Множество будем называть пустым, (, если в нем не содержится ни одного элемента.

Определение:
Если число элементов во множестве конечно, то такое множество будем называть конечным множеством, в противном случае будем называть бесконечным.

Пример:
Пустое множество конечно.

Теорема  
Существует единственное пустое множество

[image: image3.wmf]!

$

 (
Доказательство:

1. Покажем, что существует уравнение х2=-1, х(R, множество корней которого (
2. Пусть существует
[image: image4.wmf]Æ

:
[image: image5.wmf]Æ

((, тогда во множестве 
[image: image6.wmf]Æ

 должен найтись элемент (.

А это противоречит определению ( 
[image: image7.wmf]!
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1.2 Способы задания множеств

1. С помощью перечисления А=((((, ((
2. Путем указания характеристического свойства.

В=(х(U(Р(х)(;

А=( х(N(х3-5х2+6х=0(=(2, 3(
С=( х(х3-5х2+6х=0(=(0, 2, 3(
А(С

3. Словесное описание множеств

1.3 Отношение включения

Определение:
Пусть имеются некоторые множества А и В, будем говорить, что множество А включено в множество В, А(В (множество А подмножество множества В), если любой элемент множества А является элементом множества В.

Если (а(А ( а(В

Определение:
Пусть даны множества А и В. Множество А(В и при этом А(В, то говорят множество А(В и при этом множество А называют собственным подмножеством множества В.

Пример:
N(Z
1.3.1 Свойства отношения включения

1. Рефлексивность

Для (А выполняется свойство А(А

2. Транзитивность

Для ( множеств А, В, С из того, что А(В и В(С (  А(С

Фиксируем а(А по определению отношения включения (  а(В ( а(С;

(а(А ( а(С( А (С

3. Антисимметричность

Для ( множеств А, В из того, что А(В и В(А (  А=В. Состав множеств совпадает.

1.4 Операции над множествами

1. Пересечение 

  А
[image: image8.wmf]I

В=(х(А и х(В(;

2. Объединение 

  А(В=(х(хотя бы одному из множеств(;

3. Разность 


  А\В= (х(А, но х(В(;

4. Симметрическая разность А(В=А*В=А(В=(А\В)
[image: image9.wmf]U
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5. Дополнение 
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U-универсальное множество; (А является А(U
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1.4.1 Свойство операций над множествами

1( Идемпотентность операций объединения (
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) и пересечения (
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А=А
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А=А

2( Коммутативность (А, В


А
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В=В
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В=В
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3( Ассоциативность (А, В, С



(А
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4( Дистрибутивность (А, В, С


А
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5( Закон поглощения (А, В



А
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6( Законы идентичности (А 
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7( Законы дополнительности
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8( Законы Д(Моргана (А, В
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9 Закон двойного дополнения (А
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1.5 Мощность объединения множеств

Определение:
Мощность множества А (А(=m(А) будем называть количество элементов, содержащихся в данном множестве. Определение верно для конечных множеств.

Если (А(=(В(, то множество А и В называются равномощностными.

Пример:
А=((1,2(, 3, 4(
(В(=4


В=(1, 2, 3, 4(

(С(=4


С=(1, 1, 1, 2, 3, 4(
(А(=3

Утверждение: Для любых множеств А и В мощность объединения 

(А
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В(=(А(+(В(-(А
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[image: image59.wmf]I

В= (


А

В

(А
[image: image60.wmf]U

В(=(А(+(В(
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Теорема  (о мощности объединения n множеств)


Пусть имеется n множеств А1, А2, … Аn, вычислить мощность их объединения


(А1
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А2
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…
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Аn(=(А1(+(А2(+…+(Аn(-

-(А1
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(*)
Доказательство:

Для доказательства будем использовать предыдущее утверждение и метод математической индукции.

1. База индукции выполняется по утверждению, n=2

2. Предположим, что формула (*) выполняется для всех k=n-1. Введем следующие обозначения S1(А1, А2, …, Аn), S2(А1, А2, …, Аn), .., Sn(А1, А2, …, Аn)

(*)=S1(А1, А2, …, Аn)- S2(А1, А2, …, Аn)+   +(-1)n-1 Sn(А1, А2, …, Аn)

Имеет место формула

(А1
[image: image78.wmf]U

А2
[image: image79.wmf]U

…
[image: image80.wmf]U

Аn-1(= S1(А1, А2, …, Аn-1)- S2(А1, А2, …, Аn-1)+…+

+(-1)n-1 Sn-1(А1, А2, …, Аn-1)







(**)

3. Произведем индукционный переход, т.е. покажем, что формула выполняется для всех k=n, для этого рассмотрим мощность объединения всех n множеств и произведем следующую операцию (А1
[image: image81.wmf]U

А2
[image: image82.wmf]U

…
[image: image83.wmf]U

Аn(, пользуясь утверждением.

Распишем по утверждению (А1
[image: image84.wmf]U

В(=(А1(+(В(-(А1
[image: image85.wmf]I

В( где В=(А2
[image: image86.wmf]U

…
[image: image87.wmf]U

Аn(
=(А1(+(А2
[image: image88.wmf]U

…
[image: image89.wmf]U

Аn(-(А1
[image: image90.wmf]I

А2(
[image: image91.wmf]U

(А1
[image: image92.wmf]I

А3(
[image: image93.wmf]U

…
[image: image94.wmf]U

(А1
[image: image95.wmf]I

Аn(=(А1(+ S1(А2, …, Аn)-

- S2(А2,…,Аn)+…+(-1)n-2 Sn-1(А2,…,Аn)- S1((А1
[image: image96.wmf]I

А2),А1
[image: image97.wmf]I

А3),…,(А1
[image: image98.wmf]I

Аn))-

- S2((А1
[image: image99.wmf]I

А2),(А1
[image: image100.wmf]I

А3),…,(А1
[image: image101.wmf]I

Аn))+…+ (-1)n-2Sn-1((А1
[image: image102.wmf]I

А2),(А1
[image: image103.wmf]I

А3),…,(А1
[image: image104.wmf]I

Аn))

Формула (*) выполняется для всех k=n.

Из пунктов 1-3 следует, что по методу математической индукции формула (*) выполняется для всех n(N\(1(.

Задача: 
Каждый ученик класса либо девочка, либо блондин, либо любит математику. В классе 20 девочек, из них 12 блондинок и одна блондинка любит математику. Всего в классе 24 ученика блондина, математику из них любят 12. А всего учеников, мальчиков и девочек, которые любят математику – 17, из них 6 девочек. Сколько учеников в классе?

А – девочки

В – блондины

С – любят математику

(А(=20,
(В(=24,
(С(=17,
(А
[image: image105.wmf]I

В(=12,(А
[image: image106.wmf]I

С(=6,
(В
[image: image107.wmf]I

С(=12, (А
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В
[image: image109.wmf]I

С(=1

(А
[image: image110.wmf]U

В
[image: image111.wmf]U

С(=(А(+(В(+(С(-(А
[image: image112.wmf]I

В(-(А
[image: image113.wmf]I

С(-(В
[image: image114.wmf]I

С(+(А
[image: image115.wmf]I

В
[image: image116.wmf]I

С(=20+24+17-12-6-12+1=32

1.6 Булева алгебра подмножеств

Определение:
Пусть дано множество А, булевой алгеброй подмножеств будем называть совокупность всех подмножеств множества А.

В(А)= (Х: Х(А(
Утверждение: Если мощность (А(=n, то мощность булевой алгебры подмножеств (В(А)(=2n
Замечание: 
Применение операций над множествами к множествам из булевой алгебры подмножеств, дает множество, принадлежащее так же булевой алгебре подмножеств.

Пример:
Дано А=(1,2(

(А(=2,   (В(А)(=22 = 4


В(А)= {(, {1,2}, {1}, {2}}

1.6.1 Ординарные и экстраординарные множества 

Определение:
Экстраординарное множество  - это такое множество, которое само является своим элементом. 

Пример:
Множество В – множество всех абстрактных понятий.

В противном случае множество называется ординарным.

2 Соответствия, частичные функции, отображения

2.1 Декартово произведение множеств

Пусть у нас имеются элементы а1, а2,…, аn, где n(N. Совокупность (а1, а2,…, аn,), в которой важен порядок расположения элементов, будем называть последовательностью длины n, последовательность длины 2 (а1,а2) будем называть упорядоченной парой.

Утверждение: Если у нас есть две последовательности (=((1, (2,…, (n) и (=((1, (2,…, (n) и  они равны: (=(  (  (i=(i, i=
[image: image117.wmf]n

,

1

. 

Пример:
(=(1,2,3);
(=(1,2,2,3)
(=(1,2,3)
(=(3,2,1)
(
(=(
Определение:
Пусть  имеется набор n множеств, n(N,  А1, А2,…, Аn, причем все эти множества имеют хотя бы один элемент, Аi((, i=
[image: image118.wmf]n

,

1

. Декартовым произведением (прямым произведением) множеств будем называть совокупность кортежей :

А1хА2х…хАn=((а1, а2,…, аn :  а1( А1, а2( А2, …, аn( Аn  }
Пример:
А=(-1;0;2(,
В=(3;6(

Ах В=((-1;3), (-1;6), (0;3), (0;6), (2;3), (2;6)(.

Пример:
А=[-1;4), В=R





Нарисовать декартово произведение окружности с отрезком, длиной [0,1]

Свойства декартова произведения

1( АхВ(ВхА

2( Если у нас имеются 3 непустых множества А, В, С и множество А(В, тогда декартово произведение АхС(ВхС

3( Если даны любые три непустые множества А, В, С и АхВ(ВхС( А(С

4( Пусть нам даны любые три непустые множества А, В, С, тогда 

Ах(В
[image: image119.wmf]U

С)=(АхВ)
[image: image120.wmf]U

(АхС)

  G

F
При доказательстве будем использовать антисимметричность отношения включения.

Доказательство разобьется на 2 этапа:

1) G(F



( F=G

2) F(G
1. Покажем, что G(F, для этого зафиксируем пару (х,у)(G или (х,у)(Ах(В
[image: image121.wmf]U

С)

х(А и у((В
[image: image122.wmf]U

С)  (  х(А и у(В или у(С   (  (х,у)( АхВ или (х,у)( АхС  (  

( (х,у)((АхВ)
[image: image123.wmf]U

(АхС)  (  G(F
2. Покажем, что F(G (доказать самостоятельно)

Из (1) и (2)  (  G=F 

Утверждение: Пусть  n(N. Множество А1, А2,…, Аn непустые. Пусть множество Аi – конечное, тогда (А1хА2х…хАn(=(А1(((А2((…((Аn(


(*)

Для доказательства будем использовать метод математической индукции. База индукции: n=2. Рассмотрим два множества с мощностями (А1(=n и  (А2(=m.

1) Пусть А1=(а1, а2,…, аn(, множество А2=( b1,b2,…, bm(. Выполним декартово произведение множеств.

А1х А2=((а1,b1),  (а1,b2),…,(а1,bm),(а2,b1),  (а2,b2),…,(а2,bm),…,(аn,b1),  (аn,b2),…,(аn,bm)(
(А1хА2(=nхm=(А1(((А2(.

2) Предположим, что наша функция (*) верна для всех k=n-1, т.е.

(А1хА2х…хАn-1(=(А1(( (А2((…((Аn-1(






(**)

3) Осуществляем индукционный переход, рассмотрим мощность декартова произведения n множеств, по пункту (1).

Можно записать (А1хА2х…хАn(=(А1(((В(, где В=А2х…хАn, т.е. формула (**) может быть использована

(А1хА2х…хАn(=(А1(((В(=(А1(((А2((…((Аn(
Из (1-3) следует, что наша формула (*) верна для всех n(N/(1(.

2.2 Отношения

Определение:
Пусть нам даны два множества, множество А и мужество В; А, В (( (не пустые). Всякое подмножество декартова произведения множеств АхВ будем называть соответствием из множества А во множество В или отношением между множеством А и множеством В.

Обозначать будем ((АхВ.

Можно ввести понятие пустого соответствия 
[image: image124.wmf]Æ

~


Пример:
А=(1;2;3(
В=(0;4(
Соответствия будем изображать графически в виде ориентированного графа, элемент множеств будем обозначать точками, а наличие упорядоченной пары будем обозначать стрелкой.

Построим ориентированные графы для 
[image: image125.wmf]Æ

~

 и (1=((1;0), (2;0), (1;4)(
А                В




А                В

1

   0 



1

  0

2 4



2

  4

3





3

(1






[image: image126.wmf]Æ

~


т.к.  декартово произведение множеств, также является своим подмножеством, то можно ввести понятие полного соответствия, которое обозначает само ДПМ

АхВ ( АхВ 


[image: image127.wmf]r

~

=АхВ.

Граф полного соответствия

1 0 

2 4

3


[image: image128.wmf]r

~

=АхВ.

2.2.1 Полный образ и прообраз при заданном соответствии. Область определения и множество значений соответствия

Определение:
Пусть нам дано два множества А, В ((, ((АхВ, то, если (а,b)((, то элемент b будем называть образом элемента а при соответствии (. b(((а).


А элемент а будем называть прообразом элемента b при соответствии ( и писать а((-1(b).

Определение:
А, В ((, ((АхВ. Полным  образом элемента а при соответствии ( будем называть совокупность элементов ((а)={y ( B: (a,y) ( (}


Тогда полным  прообразом элемента b при соответствии (
(-1(b)=(х(А: (х,b)(((. 

Определение:
Пусть А, В ((, ((АхВ. Областью определения соответствия ( будем называть совокупность х, взятых из А для которых полный образ является не пустым множеством.

D(=(х(А: ((х)(((.

Множеством значений будем называть

Е(=(y(В: (-1(у)(((.

Пример:
Найти образ элемента 3 при соответствии (
1

  5 

2

  6

3 7

4

  8

9

(
((3)=5

((1)=(5,7,9(
((5)=(1,2,3(
D(=(1,2,3(
Е(=(5,7,9(
2.2.2 Обратное соответствие

Определение:
Пусть А, В ((, ((АхВ. Соответствием обратным к соответствию  ( будем называть множество и обозначать (-1, состоящее из упорядоченных пар 
(-1=((b,а): (а,b)(((.

Не трудно показать, что:

D(=Е(-1

Е(= D(-1

1

  5 

2

  6

3
             7

4

  8

9

2.3 Частичные функции

Определение:
Пусть А, В (( Рассмотрим соответствие  ( (  АхВ. Соответствие ( будем называть частичной функцией, если (а(А полный образ этого элемента (((а)((1 не более чем одноэлементное множество.

Пример:

1

  5 

1

   4

2

  6

2

   5

3
             7

3

   6

4

  8



(1



(2
является частичной функцией

не  является частичной функцией

(2=(4,5(
(((2)(=2

Определение:
Пусть А, В ((, ( (  АхВ, ( частичная функция, ( будем называть инъективной частичной функцией, если для (х, у ( А, из того, что  
((х) =  ((у) (х=у.

Пример:

1

  5 

1

   4

1

   4


2

  6

2

   5

2

   5

3
             7

3

   

3

f1



f2



f3
Выяснить: 
[image: image129.wmf]Æ

~

 пустое соответствие является частичной функцией или является инъективной частичной функцией?
Определение:
Пусть А, В ((, ( (  АхВ, ( частичная функция, ( будем называть сюръективной частичной функцией, если для (b ( В существует прообраз во множестве А, т.е. ((-1(b)(( 0

Пример:
а) f (  NхN


б) f (  NхN

f(n)=n+1



[image: image130.wmf](
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Определение:
Пусть А, В ((, ( (  АхВ, частичную функцию ( будем называть биективной, если она является инъективной и сюръективной, т.е. Б=И+С

Пример:
f (  RхR

     f(х)=2х+1
инъективно и сюръективно, следовательно, биективно.

Пример:
f (  RхR

     f(х)=ех
не является  биективной частичной функцией.



Пример:
f (  RхR

х=у2
не является  биективной частичной функцией.




2.4 Отображение

Определение:
Пусть f частичная функция, f( АхВ, А, В ((, частичную функцию f будем называть отображением (функцией), если область определения ее как соответствие совпадает с множеством А, т.е. Df=А

Пример:

1

  5 

1

   4




2

  6

2

   5

3
             7

3

   6


4

  8

7
8


f1



f2



f3

отображение


нет



нет

Замечание:
Отображение будем называть инъективным, сюръективным и биективным, если оно таковым является, как частичная функция.

2.4.1 Обратимость частичной функции и отображение 

Определение:
Пусть А, В ((, ((АхВ, то, ( частичная функция. Частичную функцию ( будем называть обратимой, если  соответствие обратное к (, т.е. (-1 , также является частичной функцией, при этом частичную функцию (-1 будем называть частичной функцией, обратной к функции (.

Определение:
Пусть f: А(В (f - отображение), отображение f будем называть обратимым, если соответствие f-1 (соответствие обратное к соответствию f), является  также отображением. Отображение f-1 будем называть отображением, обратным к отображению f.

Замечание:
Иногда соответствие может являться обратимым как частичная функция, но не являться обратимым как отображение.

Пример:



   



   





  



   


             



   




  






f1



f2



f
не является обратимым
обратим как


обратим как

как частичная функция
частичная функция

частичная функция

не обратимо как 

обратимо как


не обратимо как

отображение

отображение


отображение

2.4.2 Критерии обратимости частичной функции

Частичная функция f является обратимой когда она инъективна f(АхВ, А, В ((.

Доказательство:

Необходимость:

Дано:  f – частичная функция, обратимая

Доказать: f – инъективная 

а) f=
[image: image131.wmf]Æ

~


f - инъективная

б) f(
[image: image132.wmf]Æ

~


возьмем элементы (х, у(А f(х)=f(у) (? х=у

Пусть f(х)=f(у)=z( х( f-1(z), у( f-1(z)

х

у

    z
Если х(у, то f-1 не является  частичной функцией ( ложь, т.к. f – обратимая частичная функция. Получили противоречие ( х=у из того,  что f(х)=f(у), (х, у(А ( х=у ( частичная функция f – инъективная.

Достаточность:

Дано:  f – инъективная

Доказать: f – обратимая

1. Инъективное отображение может быть пустым f=
[image: image133.wmf]Æ

~

.

2. Если f(
[image: image134.wmf]Æ

~

. Пусть для ( фиксированная z( В, f-1(z)=х(А. Необходимо доказать, что (f-1(z)((1, т.е. (х((1.

Предположим обратное:

Существуют х, у (  Х, х(у: f(х)=z, f(у)=z, т.е. f(х)=f(у) ( по свойству инъективности х=у, т.е. (х((1 ( (f-1(z)((1 ( обратное соответствие является  частичной  функцией ( f -  обратимая как частичная функция.

2.4.3 Критерий обратимости отображения

Пусть f – отображение, f: А(В. Отображение f обратимо ( f биективно.

Доказательство:

Необходимость:

Дано: отображение  f обратимо

Доказать: f – биективно

Отображение f является частичной функцией и является обратимой ( по критерию обратимости частичной функции, наше отображение является инъективным . Покажем, что отображение f – сюръективно.

Предположим, что  отображение f не является сюръективным, т.е.  найдется такой элемент b(  В, что его прообраз  - пустое множество (f-1(b)(=0.

При построении обратного соответствия можно убедиться в том, что оно не будет являться отображением.

f-1(  ВхА, Df-1 (В  ( f-1 не является отображением ( f не является обратимым отображением. Получили противоречие ( f – сюръективно ( f – биективно.

Достаточность:

Дано: f – биективно

Доказать: f обратима как отображение  

f инъективно ( f обратима как частичная функция. Необходимо доказать, что 
Df-1=В. По ранее доказанному Df-1=Еf, по определению Еf= (у(  В: (-1(у)(((, по свойству сюръективности любой (у(В: (-1(у)((, то Еf =В ( Df-1=В ( (-1 отображение ( ( обратимо как отображение.

3 Композиция отображений

3.1 Равенство соответствий

Утверждение: Пусть соответствие f, g ( АхВ, А, В ((, f=g ( когда (а( А, f(а)=g(а).

3.1.1 Образ и прообраз множества

Пусть нам даны множества А1, В1, А, В ((, f ( АхВ связаны А1 ( А, В1(  В.

Образом множества А1 будем называть 
[image: image135.wmf](
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, а полным прообразом множества В1 
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Пример:
f (  RхR

     f(х)=х2

f([-1;1])=[0;1]


А1=[-1;1]


В1=[-2;-1]


f-1([-2;-1])=0


f-1([-1;0])=(0(
f-1([1;2])=[1;(2]([-(2;-1]


f([1;4])=[1;16]



3.2 Произведение соответствий (композиция)

Определение:
Пусть нам даны соответствия f( АхВ, g(  CхD, то композицию соответствия g(f будет представлять собой g(f ( АхD и действовать так: 
(а ( А: (g(f)(а)= g(f(а)) 

Пример:
f (  Rх[-1;1]

g (  [-1;2]х[-4;8]


f(х)=sinх

g(х)=4х

Нужно построить g(f и f(g.

g(f(  Rх[-4;8]
f(g(  [-1;2]х[-1;1]

1) фиксируем элемент х(R
(g(f)(х)= g(f(х))= 4sinх

2) фиксируем элемент х([-1;2]

(f(g)(х)=f(g(х))= 4sinх

Пример:
f (  АхВ
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 (  СхD

fА,В(
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~

С, D=
[image: image139.wmf]Æ
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C, В


g (  FхE


[image: image140.wmf]Æ
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 (  PхL
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~

F, L
Утверждение: Пусть нам даны два соответствия f ( АхВ и , g ( СхD, для того, чтобы их композиция представляла не пустое соответствие  g(f(
[image: image143.wmf]Æ
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Доказательство:

Необходимость:

Дано:  g(f(
[image: image145.wmf]Æ

~


Доказать: Ef ( Dg(
[image: image146.wmf]Æ

~

.

Доказательство:

g(f(
[image: image147.wmf]Æ
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 ( 
существует а( А: (g(f)(а) (
[image: image148.wmf]Æ
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 ( g(f(а)) (
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 ( 

существует d( D:d( g(f(а)) (
существует b( f(а); b( Еf ( b( Dg ( b( Ef ( Dg(
[image: image150.wmf]Æ
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Достаточность:

Дано:  Ef ( Dg(
[image: image151.wmf]Æ

~


Доказать: g(f(
[image: image152.wmf]Æ
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Доказательство:

Ef ( Dg(
[image: image153.wmf]Æ

~

 ( найдется такой элемент с( Ef и с( Dg.

существует а( А: с( f(а);  существует d( D: d( g(с), g(с) (  g(f(а))

по определению отношения включения d( g(f(а)) ( d( (g(f)(а) ( g(f(
[image: image154.wmf]Æ
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3.2.1 Свойства ассоциативности для композиции соответствий

f( АхВ, g(  CхD, h(  EхF
h( (g(f)= (h( g)(f
g(f ( АхD
h( (g(f) ( АхF

(h( g)(f ( АхE
Докажем свойство ассоциативности h( (g(f), (h( g)(f(  АхF.

Зафиксируем элемент а( А и подействуем на него (h( (g(f))(а)= h( (g(f)(а)= h(g(f(а))= (h( g)(f(а))= ((h( g) (f)(а).

3.3 Композиция отображений. Ее свойства

Пусть f:А(В, g:В(C, тогда

1( g(f является отображением и действием


g(f: А(C
2( если g и f инъективные отображения, то и композиция g(f также инъективное отображение

3( если g и f сюръективные отображения, то и композиция g(f - сюръективное отображение

4( если g и f биективные отображения, то и композиция g(f - биективное отображение

1( Пусть g(f ( АхC, зафиксируем (а(А

Доказательство:

Подействуем на этот элемент (g(f)(а)= g(f(а)).

Для доказательства того, что соответствующий f является отображением можно использовать утверждение: (а(А (f(а)(=1, f ( АхВ.

Из того, что f и g  являются отображением ( (а(А (g(f(а)(=1 ( g(f: А(C.

2( Зафиксируем элементы  (а1, а2 (А. 

Доказательство:

Подействуем нашим отображением на а1 (g(f)(а1)= (g(f)(а2) ( а1=а2. Рассмотрим равенство (g(f)(а1)= g(f(а1))= g(f(а2)) ( f(а1)= f(а2) ( а1=а2.
3( Дано:  g и f сюръективные

Доказать: g(f сюръективное отображение

Доказательство:

Покажем, что (с(С имеет прообраз во множестве А. Зафиксируем (с(С. Из того, что g сюръективно следует, что существует b(B: g(b)=с.

Так как f сюръективно следует (а(А: f(а)=b, g(f(a))=c, (g(f)(a)=c следует 
g(f сюръективно.


       А     f         В     g       С


 
         а            b               c



g(f
4(Доказательство следует из доказательств  2( и 3(.

3.3.1 Тождественное соответствие. Его свойства. Тождественное отображение

Определение:
Пусть нам дано непустое множество М((, тождественным соответствием будем называть соответствие eМ=((а;а), а(М(
Пример:
А=(-1, 2, 3(

eА=((-1;-1), (2,2), (3,3)(.

3.3.2 Свойства тождественного соответствия

eМ=М(М

1(
eМ=М(М
биекция

2(
(а(М, при действии eМ(а)=а

3( 
eМ=М(М

f=М(К

f(eМ:М(К


f(eМ=f
4(
eМ=М(М

g=Р(М 

eМ( g: Р(М

eМ( g=g
Док-во.
1( По  определению биективного отображения любому элементу (а(М нужно поставить в соответствие !(b(М.

3( Пусть зафиксирован (а(М, подействуем отображением (f(eМ)(а)= f(eМ(а))=f(а)( f(eМ=f.

3.3.3 Свойства обратного отображения

Пусть отображение f: А(В, пусть оно обратимо, то существует f-1:В(А

1(
f(f-1=eB
2( 
f-1(f=  eA
1(
Подействуем на f(f-1(ВхВ,
eB(ВхВ, b(В

Докажем, что (f(f-1)(b)= eB(b)

f – обратимо, следовательно f биективно (по критерию обратимости)

(f(f-1)(b)=f(f-1(b))=f(а)=b= eB(b)

А
     f

В



        a



    b
f(а)=b  или f-1(b)=а

3.3.4 Преобразование конечного множества А

Определение:
Пусть А(( не пустое множество, всякое отображение из множества А в 
f: А(А себя будем называть преобразованием множества А.

Определение:
Преобразование множества А будем называть инъективным, сюръективным, биективным и обратимым, если оно таковым является как отображение.

Свойства композиции преобразований

1( Если f, g – преобразования одного и того же множества А, то их композиция g(f также является преобразованием множества А.

2( Если f, g инъективные, сюръективные, биективные преобразования множества А, то их композиция g(f также является инъективным, сюръективным, биективным преобразованием множества А.

3( Если преобразованием f некоторого множества А является обратимым (биективным), то композиция f(f-1= f-1( f=eА.

4( Пусть f, g обратимые преобразования одного и того же множества А, тогда их композиция g(f также является обратимым преобразованием множества А, причем (g(f)-1= f-1( g-1 (теорема о ботинках и носках).






(*)

1( Следует из 1( свойства композиции отображений, А=В=С.

2( Следует из 2(, 3(, 4( свойств композиции отображений.

3( Следует из свойств обратимых отображений

Докажем 4(
Дано: f, g обратимые преобразования множества А.

Доказать: 

1) g(f - обратимое преобразование множества А.

2) Формула (*) имеет место.

Доказательство:

1) f, g обратимые преобразования множества А 

( биективные по критерию обратимости отображения по 2(,

( g(f – биективное преобразование множества А

( оно является биективным отображением

( по критерию обратимого отображения, является обратимым преобразованием множества А.

2) рассмотрим, что  преобразование g - обратимо ( g биективно.

Зафиксируем z(А. найдется y(А: g(у)=z (2). В силу обратимости отображения 
у=g-1(z).

f – биективно ( для любого элемента из А: существует х(А: f(х)=у (1) или 
х= f-1(у).

Подставим (1) в (2) g(f(х))=z или (g(f)(х)=z. Следовательно х=(g(f)-1(z).

Рассмотрим (f-1(g-1)(z)= f-1(g-1(z))= f-1(у)=х.

Получили, что существует z(А, следовательно (g(f)-1(z)= (f-1(g-1)(z).

3.3.5 Подстановки конечного множества А

3.3.5.1 Парострочная запись преобразования конечного множества

Пусть А – некоторое конечное множество А={а1, а2, …, аn} состоит из n элементов, n(N. Всякое преобразование конечного множества А можно представить в парострочном виде.
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Пример:
А={0;1}
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Определение:
Биективные преобразования множества А будем называть подстановками, т.е. f1  и f4 – подстановки А

Утверждение: Обратимые преобразования множества А и только они являются подстановками данного множества.

Произведение преобразований множества А

Пусть f, g некоторые преобразования множества А, композицию g(f можно записать А={а1, а2, …, аn}
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Пример: А={-1, 2, 4}


[image: image159.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

1

1

2

4

2

1

f



[image: image160.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

1

2

4

4

2

1

g



[image: image161.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

4

4

2

4

2

1

f

g

o


4 Отношение эквивалентности и разбиение на классы

4.1 Бинарные отношения

Определение:
Пусть дано некоторое множество А((, всякое отношение ((АхА будем называть бинарным.
Определение:
Бинарное отношение ((АхА,  А(( будем называть рефлексивным, если для любого а(А, (а,а)((.
Определение:
Бинарное отношение ((АхА,  А(( будем называть симметричным, если для любых а, b(( существует (b,a) ((.
Определение:
Бинарное отношение ((АхА,  А(( будем называть транзитивным, если для любых а, b, с(А из того, что (a, b) (( и (b,с) (( следует (a, с) ((.

Определение:
Бинарное отношение ((АхА,  А(( будем называть эквивалентным (эквивалентностью на множестве А), если оно рефлексивно, симметрично и транзитивно.

Определение:
Пусть ( - бинарное отношение на множестве А, отношение ( будем называть нерефлексивным, если существует а (А: (а,а)( (.

Определение:
Пусть  ((АхА,  А((, бинарное отношение ( на множестве А будем называть антирефлексивным, если для любого а (А: (а,а)( (.

Определение:
Пусть  ((АхА,  А((, бинарное отношение ( на множестве А будем называть несимметричным, если существуют а, b (А: (а,b)((, но  (b,а)( (.

Определение:
Пусть  ((АхА,  А((, бинарное отношение ( на множестве А будем называть антисимметричным, если из того, что (а,b)(( и (b,с)((  следует, что а=b
Определение:Пусть  ((АхА,  А((, бинарное отношение ( на множестве А будем называть нетранзитивным, если существуют а, b, c(А (а,b)(( и (b,с)((  не следует, что (а,с)((. 
Определение:
Пусть  ((АхА,  А((, бинарное отношение ( на множестве А будем называть антитранзитивным, если для любых а, b, c(А (а,b)(( и (b,с)((  не следует, что (а,с)((.
Пример:
А={1,2,3}


(1={(1,1), (3,3), (1,2)}
нерефлексивно, несимметрично, транзитивно


(2={(1,1), (3,3), (2,2)}
рефлексивно, симметрично, транзитивно, эквивалентно на А, антисимметрично


(3={(1,2), (2,1)}

антирефлексивно, симметрично, нетранзитивно


(4={(1,1), (3,3), (1,2), (2,1)}
нерефлексивно, симметрично, нетранзитивно


(5={(1,1)}


нерефлексивно, симметрично, транзитивно


(6={(1,2)}


антирефлексивно, несимметрично, транзитивно


(7=(2({(1,3), (3,1)}


эквивалентно


(8=(2({(1,3), (3,1), (2,3)}

рефлексивно, несимметрично, нетранзитивно

4.2 Разбиение множества А

Пусть задано некоторое множество А, разбиение будем называть U.

Определение:
Совокупность подмножеств множества А будем называть разбиением данного множества, если:

1) Аi(Aj=(, i(j

2) 
[image: image162.wmf]U
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Пример:
Дано множество В=R=(-(;1)([1;2] ([2;()






      А1         А2       А3

Является ли разбиением данные подмножества?


U={А1,А2,А3}
- не является

Пусть задано множество В={-1;4;7}

U1={-1,{4,7}}

не является разбиением

U2={{-1,4,7}}

является разбиением

U3={{-1},{4},{7}}
является разбиением

U4={{-1,4},{7}}
является разбиением

U5={{-1,4},{4,7}}
не является разбиением

4.3 Классы эквивалентности

Пусть дано А((, ( - эквивалентность на А.

Определение:
Подмножеством множества А вида (а={(а,х)( (: х(А} будем называть классом эквивалентности, определяемым элементом а(А, а – будем называть представителем класса эквивалентности (а.

Пример:
А={-4,0,7}



(={(-4,0),(0,-4)}(ek


-(4={0,-4}
(7={7}



(0={-4,0}



-(4=(0

Теорема

Пусть А – некоторое непустое множество, ( - эквивалентность на А, а,b(А, тогда:

1( а((а, существует а(А

2( если а((b следовательно (а=(b
3( (а,b) (( равносильно (а=(b
4( классы эквивалентности либо не пресекаются, либо совпадают

5( (а((
1( Покажем, что а((а. Так как ( - эквивалентность на А, то для любого а(А, (а,а)((, а это означает, что а((а,

2( 
Дано:  а((b


Доказать: (а=(b
1)  (а((b



(а=(b
2) (b((а

1) Зафиксируем у(А, пусть у((а. Покажем, что у((b
у((а, следовательно (а,у) ((; а((b, следовательно (b,а) ((
по транзитивности (b,у) ((, следовательно, у((b, следовательно, (а((b
2) Зафиксируем х(А, пусть х((b, следовательно (b,х) ((; (b,а) ((
Так как ( - эквивалентность, следовательно, ( - симметрична, следовательно

 (х,b) (( следовательно (х,а) ((. Следовательно (а,х) ((, следовательно 

х((а, следовательно (b((а, следовательно  (а=(b. 

3( Дано (а,b) (( равносильно (а=(b
Необходимость


(а,b) ((
следовательно (а=(b
b((а

следовательно (b=(а

Достаточность

(а=(b 
следовательно
(а,b) (((доказать самостоятельно)

4( Если (а((b ((, то существует х(А, х((а((b, следовательно, х((а и х((b. Из того, что х((а следует, что (х=(а. Аналогично х((b следовательно (а=(b.

5( (а ((, по 1( по крайней мере там всегда будет представлен (а.

4.4 Фактор-множество

Определение:
Пусть дано множество А ((, ( - эквивалент на нем. Совокупность планов эквивалентности, построенных на множестве А, определяемых элементами, взятыми из множества А по заданной эквивалентности, будем называть фактор-множеством и обозначать А/(.

Пример:
А={1,2,6} 




({(2,6),(6,2)}(lA



А/(={(1,(2,(6} ={(1,(2}

Теорема

Пусть А – некоторое множество, А (( и (, (1, (2 – эквивалентности  на нем, тогда

1) А/( - разбиение множества А;
2) (1( (2, то А/(1( А/(2.

Доказательство:

1) Покажем, что А/( - разбиение множества А. Элементами фактор-множества являются подмножества множества А.
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: существует а(А, а((а. В силу рефлексивности эквивалента (, объединения 
[image: image164.wmf]U

i

i

а

 дают множество А. Из вышесказанного следует, что

 1) выполняется  А/(=U.

2) Различным эквивалентам соответствуют различные фактор-множества.

Пусть (1( (2, следовательно, существует (а,b) ((1, но (а,b)( (2.

Предположим противное. Пусть А/(1( А/(2((, тогда для любого х(А: (х(1=(х(2, а((((2 следовательно а((х(1.

Для любого у(А, из того, что (а,у)((1 следовательно (а,у)((2, но при у=b условие не выполняется.

Получили противоречие нашему предположению, следовательно А/(1( А/(2. Их пересечение равно (. Если эквиваленты различны, то различны и их фактор-множества.

Пример:
А={0,9,7} 




(1={(0,9),(9,0)}(lA

(2={(9,7),(7,9)}(lA
А/(1= {{0,9},{7}}

(9=(7={7,9}, (0={0}

Построим фактор-множество по эквиваленту (2.

А/(2= {{7,9},{0}}

Теорема

Пусть А ((, U- разбиение этого множества. Для любого разбиения множества А существует, причем единственная, эквивалентность на этом множестве, такая, что  U=А/(.

1. Покажем, что существует такая эквивалентность (1 такая, что U=А/(.

Эквивалентность ( будем строить так, чтобы пара (={(а,b): а,b (Аi}
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2. Пусть существует (`((: А/(= А/(`, следовательно по 2( предыдущей теоремы следует, что (`=(. Противоречие, следовательно, ( единственно.

Пример:
А={1,2,3} 




U1={{1,2,3}}

(1=AxA



U2={{1},{2},{3}}
(2= lA



U3={{1,2},{3}}
(3= lA({(1,2),(2,1)}

U4={{1,3},{2}}
(4= {(1,3),(3,1)}(lA
U5={{2,3},{1}}
(5= {(2,3),(3,2)}(lA
5  Отношение порядка

5.1 Основное определение

Определение 1. Пусть ( — бинарное отношение на А.
1. (  называется антисимметричным, если из того, что (а, b) ( (  и (b, а) ( (  следует а = b.

2. называется отношением порядка, если (  рефлексивно, антисимметрично и транзитивно.

3. множестпво А с зафиксированным на нем отношением порядка (  называется упорядоченным: < A, ( >.
Пример 1. Пусть А = {1, 2, 3}.
1. (1  = ЕА = {(1,1), (2,2), (3,3)} — отношение порядка;      

2. (2  = ЕА U{(1, 2), (1, 3)} — отношение порядка (отношение делимости нацело);
3. (3 = {(1,1), (1,2), (1,3)} не является отношением порядка (не рефлексивно);
4. (4 = ЕА U {(1, 2), (2,1), (3,3)} не является отношением порядка (не является антисимметричным);
5. (5 = ЕА U {(1, 2), (2,3)} не является отношением порядка ( не транзитивно); 
6. (6 = ЕА U {(1, 2), (2,3), (1,3)} — отношение порядка (отношение сравнения по величине ().  

Отношения порядка будем обозначать символами (, ( и т. д. Вместо (a, b) ( ( будем писать a ( b.

5. 2 Упорядоченные множества

Определение.1. Пусть < A, ( > — упорядоченное множество.

1. Eсли (a, b) ( (, то этот факт будем записывать в виде:  а ( b,   b( a, и говорить "а меньше либо равно b", (b больше либо равно а" (в смысле отношения порядка (). Если а ( b или а (  b и а ( b, то будем писать а < b или a > b и говорить "а меньше b", "b больше а".
2. Элемент а (А называется минимальным (максимальным), если в А нет элементов, меньших (больших) элемента а.
3. Элемент a ( А называется наименьшим (наибольшим) элементом множества А, если этот элемент меньше (больше) любого другого элемента из А.
Пример 1. Пусть А = {1, 2, 3}.
1. 2А = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3},А}, (2А, () — упорядоченное множество, наименьший элемент  (он же минимальный) — 0, наибольший (он же максимальный) — само мно​жество А = {1,2,3}.
2.  2А0  —  2А \{0}, (2А0, () — упорядоченное множество, наименьшего элемента нет, минимальный — {1}, {2}, {3}, наибольший (он же максимальный) — А = {1, 2, 3}.

3. 2А1 = 2А \{А}, (2А1, () — упорядоченное множество, наибольшего элемента нет, максимальные — {1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, наименьший (он же минимальный) — 0.


4. 2А2 = 2А\ {0, А}, (2А2, () — упорядоченное множество, наибольшего и наименьшего элементов нет, максимальные — {1,2}, {2,3}, {1, 3}, минимальные — {1}, {2}, {3}.


5. (N, <) — упорядоченное множество, наибольшего и максимальных элементов нет, наименьший (он же минимальный) — 1.


6. (N, :) — упорядоченное множество, наибольшего и максимальных элементов нет, наименьший (он же минимальный) — 1.

7. (N \ {1}, : ) — упорядоченное множество, наибольшего, наименьшего и максимального элементов нет, минимальные — все простые числа.

Определение 2: (покрывающего элемента). Пусть (А, <) — некоторое упорядоченное множество, a, b ( А..
Элемент b называется покрывающим для элемента а или покрытием элемента a, если выполнены следующие условия.
1. а<b.

2. В А нет элементов х таких, что а < х < b.

Замечание. Условимся изображать конкретные упорядоченные множества рисунками так:
1. Каждый элемент изображаем точкой на ориентированном листе бумаги так, что различным
элементам множества соответствуют различные точки.

2. Если b — покрытие для а, то точка b расположена выше точки а и эти точки соединены
отрезками. Такие рисунки называются графами упорядоченного множества.

Пример 2. На рисунке изображены графы упорядоченных множеств из предыдущего примера.


(2А0, ()


(2А2, ()
      {1,3}




{1,2}      {2,3}



  {1} {3}


  (N, :) 

           4

6
10     15        21       35         55


Теорема 1.
1. Упорядоченное множество имеет не более одного наименьшего и не более одно,
большего элемента.

2. Наименьший элемент упорядоченного множества является единственным минимальным
элементом этого множества.

Наибольший элемент упорядоченного множества является единственным максим элементом этого множества.
Доказательство проведите самостоятельно.

5.3    Линейные и вполне упорядоченные множества 
Определение 1. Пусть (А, () — упорядоченное множество.
1. Элементы a, b ( А называются сравнимыми, если а ( b или b (  а. В противном случае элементы а и b называются несравнимыми.

2. А называется линейно упорядоченным множеством (цепью), если любые два элемента этого множества сравнимы.

3. А называется вполне упорядоченным множеством, если каждое непустое подмножества множества А имеет наименьший элемент.

Пример 1. Рассмотрим некоторые упорядоченные множества.

1. (N, () — линейно упорядоченное  и вполне упорядоченное множество.

        2. (Z, () также является линейно упорядоченным множеством, не является вполне упорядоченным, так как не содержит наименьшего элемента.

         3. Рассмотрим множество А = {1,2,3}. Множество всех его подмножеств (2А, () не является вполне упорядоченным.
Теорема 1.
1.Если упорядоченное множество является вполне упорядоченным, то оно является и ли​нейно упорядоченным.
2. Если конечное упорядоченное множество является линейно упорядоченным, то оно яв​ляется вполне упорядоченным.
Доказательство. 1. Пусть (А, () — вполне упорядоченное множество. Тогда, по определению, каждое его непустое подмножество имеет наименьший элемент. Следовательно, и каждое его двухэлементное подмножество имеет наименьший элемент, но это означает, что любые два элемента А сравнимы, то есть А линейно упорядочено.
2. Пусть (А, () — конечная цепь и B ( A, B ( (.

Если |B| = 1, то b(B является наименьшим для подмножества В.

   Если. |В| > l, то пусть b(B, a ( b. Так как А линейно упорядочено, то а < b или а > b. Это значит {а, b} ( B имеет наименьший элемент. Далее, выбираем произвольный с (B\{а, b}, сравниваем его с наименьшим элементом множества {а, b} (это возможно, так как A – цепь). Таким образом, получаем наименьший элемент множества {а, b, с}. Этот процесс закончится нахождением наименьшего элемента подмножества B, так как А и, следовательно, В являются конечными множествами. В силу произвольности выбора В заключаем, что А вполне упорядочено. Теорема доказана.
5.4 Решетки
Определение 1. Пусть (А, () — упорядоченное множество. В ( А, а ( А.
1. а называется нижней границей (верхней границей) множества В, если а меньше любого элемента из В, отличного от а.
2. а называется точной нижней границей (точной верхней границей) множества В, если она есть нижняя граница (верхняя граница) и а больше (меньше) любой другой нижней (верхней) границы множества В

3. А называется решеткой, если любая пара элементов из А имеет точную верхнюю границу и точную нижнюю границу.
1. А = {1,2,3}. (2А, () – решетка.

2. (А, ЕА) не является решеткой.
3. (N, :) – решетка.
Теорема 1. Всякая цепь является решеткой.

Доказательство проведите самостоятельно.

Следствие 1. Всякое вполне упорядоченное множество  является решеткой.

Теорема 2. Всякая конечная решетка имеет наименьший и наибольший элемент.
Доказательство проведите самостоятельно.

6 Кардинальные числа

Определение:
Рассмотрим R – это класс всех множеств вида (А(=(В(, А, В R, т.е. множества А и В являются равномощностными. Разобьем весь класс множеств R на подклассы и будем говорить, что множества А и В принадлежат классу U, А, В ( U, если множества А и В равномощностные (А(=(В(.


(А, А(( U
(А, В(( (
(В, А (( (

(А(=(В( и (В(=(А(
(
(А(=(В(.

Утверждение: Если существует биекция f: А(В, то (А(=(В(.

Всегда можно построить отображение f, действующее из множества А во множество А, данное отображение является биекцией.

Если мощность множества В равна мощности множества А, то можно показать, что и мощность множества А равна мощности множества В. (Если существует биекция, отображающая множество А во множество В, то можно построить биекцию отображения В(А.)

(А(=(В(
(
(В(=(А(
f:
А(В

f-1:
В(А

f:
А(В

g: 
В(С

(А(=(В( и (В(=(С(
(
(А(=(С(
Это выполняется g(f: А(С
(
(А(=(С(, является отношением эквивалентности.

Поставим в соответствие каждому классу эквивалентности некоторое число, которое мы будем называть кардиналом.

Пустому множеству поставим в соответствие кардинал

0

(

0

Множеству, содержащему конечное число элементов, поставим в соответствие – m.

Любому множеству, принадлежащему классу эквивалентности А ~ N, N0. Такое множество будем называть счетным (А(= N0, А((N.

Пример:
Q+=
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В~ (R поставим в соответствие кардинал N1
(В(=(R(= N1

В((R имеет мощность континуума.

Определение:
Пусть множества (А(=а, (В(=b, а, b – конечны или бесконечны. Если существует биекция f отображающая все множество А на собственное подмножество множества В, то будем говорить, что а( b.





А


В








   В1


В1(В
В1 – собственное подмножество множества В

Если множество А эквивалентно части множества В, то соответственно кардинал 
а( b.

Теорема (Кантора-Берштейна)

Пусть множество А имеет кардинал а, (А(=а, (В(=b. Если существует биекция, отображающая все множество А на собственное подмножество множества В и существует биекция отображающая все множество В на собственное подмножество множества А, то существует биекция отображающая все множество А на все множество В, т.е. в этом случае множества А и В являются равномощностными а(b и b(а ( а=b.

Теорема

Если К-множество всех кардиналов, то отношение (  (введенное ранее) является отклонением порядка на множестве К.

Доказательство

Так как всегда можно построить биекцию отображающую все множество А на свою же часть (рефлексивность выполняется)




А


А


f
Антисимметричность выполняется, если вспомнить формулировку теоремы Кантора-Берштейна.

Транзитивность а(b и b(с ( а(с ( свойство транзитивности выполняется.




А

     В

        С








  


f


g
6.1 Операции над кардиналами

Пусть множество А имеет кардинал а, (А(=а, (В(=b, (А(В(=0. Введем операции:

1. а+b=(А(В(
сложение          

2. а*b=(АхВ(
умножение
(А, В могут быть бесконечными)

3. аb=(АВ(

возведение в степень

АВ – множество всех отображений f, действующих из множества В во множество А.

А

В


6.1.1 Свойства операций

Пусть множества А, В, С попарно не пересекаются и имеют кардиналы (А(=а, (В(=b, (С(=с.

1( Коммутативность относительно сложения кардиналов

а+b=b+а

2( Ассоциативность относительно сложения кардиналов

а+(b+с) = (а+b)+с

3( Коммутативность относительно умножения кардиналов

а*b=b*а

4( Ассоциативность относительно умножения кардиналов

а*(b*с) = (а*b)*с

5( Дистрибутивность относительно умножения и сложения кардиналов

а*(b+с) = а*b+а*с

6( Возведение в степень произведения

(а*b)с=ас*bс
7( аb*ас=аb+c
8( (ab)c=abc
Утверждение: Пусть а кардинал множества А, (А(=а, В(А) – булева алгебра всех подмножеств множества А, (В(А)(=2а.

Рассмотрим характеристические функции следующего вида:
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В(А, В(В(А)

Рассмотрим множество Х={ХВ/В(А }

Пример:
А={1,2,3}
В(А)={0,   {1}, {2},….A}






В1,  В2
    
   В8
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ХВ1



ХВ2



ХВ8
(В(А)(= (Х(=({0,1}((А(=2а

ХВ1:
А({0,1}

Утверждение: Пусть (А(=а, В(А) – булева алгебра всех подмножеств множества А, следовательно (А(((В(А)(.

Покажем: пусть А={а1, а2, … аk, …}( как конечное, так и бесконечное)

Построим биекцию следующим образом



А


В(А)



а1


0
а2


{а1}

а3


{а2}
а4


{а3}





{а4}





…





{а1, а2}





…





А

{{а1}, {а2}, … {аk}, …}(В(А)

(А(((В(А)((*)

Самостоятельно показать, что (*) можно усилить

Утверждение: Для любого кардинального числа а, сумма N0 слагаемых, представляет собой произведение (N0 – мощность счетного множества).


а+а+а+…+а= N0*а

Утверждение: Для любого бесконечного кардинального числа а, такого, что  а( N0 выполняется равенство N0*а=а.

Утверждение: Если хотя бы одно из кардинальных чисел а и b бесконечно, то сумма этих кардиналов равна: а + b=max(а,b).

а ( b. Рассмотрим сумму а + b, b= max(а,b), b( а + b(2b( N0b= b (по предыдущему утверждению). Получим b( а + b(b следовательно а + b= b= max(а,b).

6.1.2 Свойства счетных множеств

1( Каждое подмножество счетного множества не более чем счетно.

2( Объединение конечного или счетного числа счетных множеств счетно.

3( Каждое бесконечное множество содержит счетное подмножество.

4( Множество всех кортежей из натуральных чисел счетно.

5( Декартово произведение конечного числа счетных множеств счетно.

Теорема Лемма (о промежуточном множестве)

Пусть А(В(С и (А(=(С(=а, тогда (В(=а.

6.1.2 .1Свойства множеств имеющих мощность континуума
1( Декартово произведение счетной совокупности счетных множеств имеет мощность континуума.

2( Объединение конечной или счетной совокупности множеств мощности континуума имеет мощность континуума.

3( Декартово произведение конечной или счетной совокупности множеств мощности континуума имеет мощность континуума.
II Элементы комбинаторики

1 Принципы сложения и умножения

1.1 Принцип сложения

Если выбор А можно осуществить n способами, а выбор В можно осуществить m способами, то выбор либо А, либо В можно осуществить m+n способами, в случае если при выборе способов нет совпадений, если k – число совпадений, то выбор либо А либо В можно осуществить m+n-k способами.

1.2 Принцип умножения

Пусть выбор А можно осуществить n способами, а выбор В - m способами, тогда выбор А и В можно осуществить m*n способами.

Решим задачу.

1.Из Ростова-на-Дону до Москвы можно добраться пароходом, поездом, автобусом и самолетом. Из Москвы до Санкт-Петербурга поездом, автобусом и самолетом. Сколькими способами можно осуществить путь по маршруту Ростова-на-Дону – Москва - Санкт-Петербург.

	Ростова-на-Дону
	пароходом
	Москва
	поездом
	Санкт-Петербург

	
	поездом
	
	автобусом
	

	
	автобусом
	
	самолетом
	

	
	самолетом
	
	
	


4*3=12

Выбор А*В можно осуществить 12 способами.

2.В стране чудес есть 4 города А, В, С, Д. Из города А в город В ведет 6 дорог, из В в Д – 4, из А в С – 2, из С в Д – 3. Сколькими способами можно проехать от А до Д.

	А
	6
	В

	
	
	

	2
	
	4

	
	
	

	С
	3
	Д


2*3+6*4=30

2 Виды соединения без повторений

	Соединение предметов
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	Размещение из n элементов по k элементам

(важен порядок и важны сами элементы)
	Перестановка n элементов без повторения

(важен порядок, элементы не важны)
	Сочетание из n элементов по k элементам

(важны элементы, порядок не важен)


Определение:
Введем множество N0=N((0(.Пусть элементы k, n (N0, причем k(n. Размещением из n элементов множества В=(b1, b2,…, bn( по k элементам будем называть всякую последовательность, составленную из неповторяющихся элементов множества В, имеющую длину k
 (а1, а2, …, аk).

Пример:
А=(1,2,3(. Выпишем все размещения из трех элементов по 2
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(1,2); (1,3); (2,1); (2,3); (3,1); (3,2)

Теорема  
Пусть дано множество В=(b1, b2,…, bn(  k, n (N0, k(n. Число размещений из n элементов по k элементам без повторений можно вычислить по формуле:
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Для доказательства воспользуемся принципом умножения. Для построения каждого размещения нужно рассмотреть последовательность из  n элементов. На первом месте n возможностей, на втором n-1.
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Теорема  
Пусть k, n (N0, k(n, В=(b1, b2,…, bn(. Число размещений  из n элементов по k элементов без повторений можно вычислить по формуле:
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Пусть
 (n-k)!=1*2*3*…(n-k)


n!=1*2*3*…*(n-k)*(n- k +1)*…*n
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Определение:
Пусть  N0=N((0(, k, n (N0, k(n, В=(b1, b2,…, bn(. Сочетанием из n элементов по k элементам без повторений будем называть всякое подмножество множества В, состоящее из   k неповторяющихся элементов заданного множества В.

Пример:
А=(0,1,4(. Выпишем все размещения из трех элементов по 2
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{0,1}; {1,4};{ 0,4}

Теорема  
Пусть k, n (N0, k(n, В=(b1, b2,…, bn(. Число сочетаний из n элементов по k элементам можно подсчитать используя формулу:
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 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf](
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Рассмотрим  формулу из предыдущей теоремы. Число размещений равно 
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. Ясно, что число размещений 
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 можно связать с числом сочетаний формулой 
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следовательно
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Задача:
Сколькими способами можно рассадить 4 учащихся на 25 местах.


I способ (принцип умножения)


25*24*23*22=303600


II способ (размещение)
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Задача:
Учащемуся необходимо сдать 4 экзамена на протяжении 8 дней. Сколько способов? Решить задачу если известно, что последний экзамен будет сдаваться на 8 день.

1) 
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Задача:
Сколькими способами читатель может выбрать 3 книги из 5.
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Задача:
В турнире принимали участие n шахматистов, каждые два шахматиста встретились 1 раз. Сколько партий было в турнире?
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Определение:
Пусть n (N0, В=(b1, b2,…, bn(. Перестановкой  n элементов множества В будем называть всякое размещение без повторений из n элементов по n элементам.
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Теорема  
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. Число перестановок n элементов множества равно n! n (N0, В=(b1, b2,…, bn(. 

Пусть 
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Следствие:
n, k (N0, k(n, В=(b1, b2,…, bn(. Число размещений из n элементов по k элементам модно вычислить по формуле:
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Задача:
Сколькими способами можно разместить в очередь 7 человек.


N=7
Р7=7!
Задача:
Сколькими способами можно упорядочить множество 1, 2, 3, …, 2n, так чтобы каждое четное число имело четный номер.


А=(1, 2, 3, …, 2n(
n!*n!=(n!)2.

Задача:
Сколько можно составить перестановок из n элементов, в которых данные два элемента не стоят рядом.


n!-(n-1)!2!=(n-1)!(n-2)

2.1 Некоторые свойства сочетаний

1( 
[image: image193.wmf]1

0

=

n

С



2( 
[image: image194.wmf]1

=

n

n

С



3( 
[image: image195.wmf]n

С

n

=

1





4( 
[image: image196.wmf]k

n

n

k

n

С

С

-

=



5( 
[image: image197.wmf]m

m

n

n

m

n

С

С

+

+

=


6( 
[image: image198.wmf]n

n

k

k

n

С

2

0

=

å

=



7( 
[image: image199.wmf]1

1

1

-

-

-

+

=

k

n

k

n

k

n

С

С

С


3 Размещение, перестановки и сочетания с повторениями. Бином Ньютона полиномиальная теория

3.1 Размещение с повторениями

Определение:
Пусть нам заданы два параметра n и k, взятые из множества N0. Размещением с повторениями из n элементов множества В,  В=(b1, b2,…, bn( по k элементам будем называть всякую последовательность длины k, составленную из элементов этого множества (среди элементов возможны повторения).

Пример:
Пусть нам дано множество С=(а, b, с(. Выпишем все размещения с повторениями из 3 элементов по 2 элемента.
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Теорема  
n, k(N0, В=(b1, b2,…, bn(.  Число размещений из n элементов по k элементам может быть рассчитано по формуле:
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3.2 Перестановка с повторениями

Определение:
Пусть n(N0, В=(b1, b2,…, bn(.  Перестановкой с повторениями из  элементов множества В называется всякое размещение с повторениями длины n.

Пусть k1, k2,…, km – целые неотрицательные числа, такие, что их сумма k1+k2+…+km=n. Число перестановок с повторениями в которых m различных элементов множества В и ki элементов i-го вида (
[image: image203.wmf]m
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) будем обозначать Рn(k1, k2, …,km)  и называть полиномиальными коэффициентами.

Пример:
Дано множество А, содержащее элементы А=(а, b, с, d(. Выпишем все перестановки с повторениями, в которых содержится 1 элемент а и 3 элемента b.

k1=1

k2=3

n= k1+k2=4
(a,b,b,b),
(b,a,b,b)
(b,b,a,b)
(b,b,b,a)


P4(1,3)

Теорема  
Пусть n(N0, В=(b1, b2,…, bn(, ki – целое неотрицательное число, такие, что 
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, тогда число перестановок с повторениями можно рассчитать по формуле: Рn(k1, k2, …,km)=
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Задача:
Для запирания сейфов и автоматических камер хранения применяют секретные замки, которые открываются лишь тогда, когда набрано некоторое тайное слово. Это слово набирают с помощью одного или нескольких дисков на которых помещены буквы или цифры. Пусть на диск помещены 12 букв, а секретное слово состоит из 5 букв. Сколько неудачных попыток может быть сделано человеком не знающим секретное слово.
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Задача:
Сколько различных слов можно составить переставляя буквы слова «математика»


n=10


A 
k1=3


М 
k2=2

Р10(3,2,2,1,1,1)= 
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3.3 Сочетание с повторениями

Определение: Пусть параметр k принадлежит множеству N0, параметр n принадлежит N, сочетанием из n элементов по k элементам с повторениями называется совокупность, содержащая k элементов, причем каждый элемент принадлежит к одному из n типов.

Пусть дано множество, состоящее из трех букв В=(а, b, с(, составим все сочетания с повторениями из трех заданных букв по 2

n=3
k=2

(а, a(, (b, b(, (c, с(, (а, b(, (а, с(,(b, с(
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Теорема  
Пусть k(N0, n(N, число сочетаний с повторениями: 
[image: image209.wmf]k
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Для каждого из сочетаний составим последовательность, состоящую из 0 и 1. Каждая последовательность содержит k1=k единиц и k2=n-1 нулей. Длина каждой последовательности: n+k-1

Кардинал множества: Рn+k-1(k,n-1)=
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 следовательно (*) выполняется.

Задача:
Сколько было бы костей домино, если на костях могут присутствовать
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[image: image213.wmf]28
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3.4 Бином Ньютона и полиномиальная теорема

Формула бинома Ньютона

(а+b)n=
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Перемножим (а+b) само на себя n раз, получим сумму, содержащую 2n слагаемых, каждое слагаемое представляет произведение d1*d2*…*dn, где di либо а, либо b, 
[image: image215.wmf]n
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, полученную сумму разобьем на n+1 слагаемых В0, В1, …Вn.

Пусть у нас в группе Вk содержатся те произведения, в которых элемент b встречается k раз, а элемент a встречается (n-k) раз.

Полиномиальная теорема

(а1+а2+…+аk)n=
[image: image216.wmf](
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Перемножим сумму k слагаемых на себя n раз

(а1+а2+…+аk)… (а1+а2+…+аk), получим kn слагаемых вида d1d2…dn, где каждый множитель di равен либо а1,а2,…,аk. Обозначим В(r1, r2, …,rk) совокупность всех тех слагаемых, в которых элемент а1 встречается r1 раз, а2 встречается r2 раза, аk встречается rk раз. Число таких слагаемых равно 
[image: image217.wmf](
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Пусть элемент а повторяется r раз, элемент b – (n-r) раз соответственно, полиномиальный коэффициент

Рn(r,n-r)= 
[image: image218.wmf](
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Упражнение:
Покажите, что 
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III Математическая логика

1 Алгебра высказываний

Определение: Логика – это анализ методов рассуждения.

Определение: Математическая логика: если предметом анализа являются математические рассуждения, то это математическая логика.

Определение: Под высказыванием будем понимать величину, которая может принимать два значения  - истина и ложь.

Пример: 
клен – это дерево
1(t)


3 больше 5

0 (f)

1.1 Операции над высказываниями

1. отрицание


(А,  А, А(
2. конъюнкция

(, &

3. дизъюнкция

(
4. импликация 

(
5. эквивалентность

~, (, (
Определение: Пусть нам даны высказывания – Х, Y, Z – произвольные высказывания.

Всякое сложное высказывание, составленное из них с помощью операций алгебры высказываний называется формулой алгебры высказываний и обозначаются малыми латинскими буквами.

Пример: 
а(X,Y,Z)=X((Y(Z); Х~Y, Х((Y(Z)

	Х
	Y
	X(Y
	Y(Z
	Х(Y
	Х~Y
	(Х

	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	1
	1
	0
	1

	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0


Определение: Конъюнкция – логическая операция, принимающая истинное значение, Т3, когда все высказывательные переменные принимают значение истинно.

Определение: Дизъюнкция – ложна Т3, когда все высказывательные переменные принимают значение ложно

Определение: Импликация ложна Т3, когда посылка принимает истинное значение, а следствие принимает ложное значение.

Определение: Эквиваленция является истинной, Т3, когда переменные х, у принимают одинаковые истинные значения.

Определение: Логической возможностью некоторой формулы, содержащей n переменных, называется всякий набор конкретных значений истинности для всех переменных.

Определение: Таблица, содержащая перечень всевозможных логических возможностей некоторой формулы, называется таблицей логических возможностей этой формулы.

Определение: Таблица, включающая в себе таблицу логических возможностей некоторой формулы и перечень истинности значений, которые принимает формула в каждой логической возможности, называется таблицей истинности.

2 Равносильность формул

Определение: Пусть а и b – некоторые формулы, содержащие переменные Х1, Х2, …,Хn. Эти формулы будем называть равносильными и обозначать а(b, если они принимают одинаковые истинностные значения при любых значениях переменных Х1, Х2, …,Хn.

Замечание:
 Такие  формулы имеют одинаковые таблицы истинности, таблицы ложных возможностей.

Пример:

[image: image220.wmf]Х



 EMBED Equation.3  [image: image221.wmf]Х

»



Х(Х(Х
(Х((Х)(У(У







Замечание:
 Отношение равносильности формул является отношением эквивалентности на множестве Ф всех формул от любого числа высказывательных переменных.

2.1 Свойства логических операций

Следующие свойства задаются следующей совокупностью равносильностей.

1. Коммутативность относительно (, ( 

Х(У(У(Х


Х(У(У(Х

2. Ассоциативность относительно (, (
Х((У(Z) ( (Х(У)(Z

Х((У(Z) ( (Х(У)(Z
3. Дистрибутивность

Х((У(Z) ( (Х(У)((Х(Z)

Х((У(Z) ( (Х(У)((Х(Z)

4. Идемпотентность


Х(Х(Х
Х(Х(Х

5. Законы Де-Моргана
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6. Закон двойного отрицания (инволюция)



[image: image226.wmf]Х
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7. 
Х(Л(Х
Л - ложь

Х(Л(Л

8. 
Х(И(Х
И - истина

Х(И(И

9.
Х(У ((Х(У


Х~У((Х(У) ((У(Х) (((Х((У) ((Х(У)

10. Законы поглощения


Х((Х(У) (Х

Х ( (Х(У) (Х

3 Совершенные нормальные формы (СНФ). Применение алгебры высказываний (АВ) к переключательным схемам (ПС)

3.1 Построение формул по заданным таблицам истинности

Задача:
Пусть нам задана с помощью таблицы истинности формула от трех высказываний переменной а(А1, А2, А3).

	А1
	А2
	А3
	а(А1, А2, А3)
	1 способ

а(А1, А2, А3)=
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2 способ

а(А1, А2, А3)=
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	0
	0
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	0
	1
	0
	0
	

	1
	0
	0
	1
	

	0
	1
	1
	0
	

	1
	1
	0
	0
	

	1
	0
	1
	0
	

	1
	1
	1
	0
	


3.2 Нормальные формы

Для каждой формулы АВ можно построить равносильную ей формулу, содержащую лишь дизъюнкцию, конъюнкцию, отрицание.

Определение: Конъюнктивным одночленом от высказывательных переменных 
А1, А2, …,Аn будем называть конъюнкцию либо этих переменных, либо их отрицаний.

Пример: 

[image: image229.wmf]2
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 - конъюнктивный многочлен 
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Определение: Дизъюнктивным одночленом (ДО) от высказывательных переменных 
А1, А2, …,Аn будем называть дизъюнкцию этих переменных или их отрицаний. 

Пример: 
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Определение: Дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) называется дизъюнкция конъюнктивных одночленов.
Пример: 
а1(а2( …( аk

аi, i=
[image: image233.wmf]k

,

1

 - конъюнктивный одночлен.

Определение: Конъюнктивной нормальной формой (КНФ) называется конъюнкцию дизъюнктивных одночленов.
Пример: 
а1(а2( …( аl

аl, l=
[image: image234.wmf]l

,

1

 - дизъюнктивный одночлен.

Определение: Конъюнктивный (дизъюнктивный) одночлен от высказывательных переменных А1, А2, …,Аn будем называть совершенным конъюнктивным одночленом (совершенным дизъюнктивным одночленом) если от пары формул Аi и 
[image: image235.wmf]i

А

в него входит ровно одна. i=
[image: image236.wmf]n
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  (СКО, СДО)
Пример: 
СКО от А1, А2, А3 


А1 (А2 (А3
- СКО


А1 ((А2 (А3
- СКО


А1 ((А1 (А2 (А3
- не СКО

А1 (А2
- не СКО

Определение: Нормальная форма (конъюнктивная или дизъюнктивная) от высказывательных переменных А1, А2, …,Аn будем называть совершенной, если в нее входят лишь неповторяющиеся совершенные одночлены  (конъюнктивные или дизъюнктивные от высказывательных переменных А1, А2, …,Аn)

Пример: 
Выяснить, какие из форм являются совершенными:


А1, А2

(А1 (А2)( (А2 (А1)( (А1 ((А2)



-


А1, А2, А3
(А1 (А2 (А3) (((А1 (А2 (А3) (((А1 ((А2 ((А3)

+





(А1 ((А2 (А3) ((А1 (А2)( (А1 (А2 (А3)


-

Определение: Формула а(А1, А2, …,Аn) называется тавтологией, если в каждой своей логической возможности она принимает истинностное значение равное 1 

Пример: 
а(Х)= Х((Х 
Х
(Х
Х((Х


0
1
1


1
0
1
является тавтологией

Определение: Формула от высказывательных переменных а(А1, А2, …,Аn) называется противоречием, если в каждой своей логической возможности она принимает истинное значение равное 0 (()

Пример: 
а(Х)= Х((Х 
Х
(Х
Х((Х


0
1
0


1
0
0

Теорема 1  
Каждая нетождественно ложная формула алгебры высказываний имеет единственную с точностью до перестановки дизъюнктивных членов СДНФ

Теорема 2  
Каждая формула алгебры высказываний не являющаяся тавтологией или не являющаяся тождественно истинною имеет единственную с точностью до перестановки конъюнктивных членов СКНФ.

3.3 Логические операции над двухполюсными переключателями

Рассмотрим двухполюсной переключатель, имеющий только два состояния: замкнуть (1) и разомкнуть (0). Переключатель, который сблокирован с переключателем А так, что он замкнут, если А разомкнут и разомкнут, если А замкнут будем называть инверсным переключателем и обозначать (А. Если переключатели соединены в электрическую цепь последовательно: А(В


если параллельно: А(В


Замечание: 
Для  любой формулы алгебры высказываний (АВ) можно построить равносильную ей формулу, содержащую лишь 3 логических операции 
(, (, ( , а для каждой такой формулы можно построить переключательную схему. Таким образом АВ и алгебра переключателей являются изоморфными.

3.4 Задачи синтеза и анализа

Анализ переключательных схем (ПС) заключается в следующем. Для имеющейся ПС строится формула алгебра высказываний, проводится анализ этой формулы и упрощение ее, если это возможно. По упрощенной формуле  строится схема переключения, обладающая теми же свойствами, что и исходная.

Синтез схемы заключается в построении схем с заданными электрическими свойствами. На основании заданных свойств строится формула алгебры высказываний, а по ней интересующая нас схема.

Пример: 
Пусть задана схема


1)




а(А,В)=А(((А(В) ((А(В)( А(((А(В) ( (А((А)((А(В)=1((А(В)= ((А(В)

2)

Замечание: 
схемы 1 и 2 часто называют эквивалентными, т.е. соответствующие им формулы алгебры высказываний должны быть равносильными.

4 Полные системы связок

Обозначим ( - множество всех унарных и бинарных связок.

В формуле 
а(А)= 
[image: image237.wmf]Ŕ

 связка в которой одна высказывательная переменная, а(А,В)= 
[image: image238.wmf]Â
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 - бинарная связка, связывает z высказывательных переменных.

	А
	
[image: image239.wmf]Ŕ
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Если есть одна высказывательная переменная, то 4 унарных


[image: image240.wmf]16
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 - число бинарных связок

(((=4+16=20.

Пусть у нас есть множество (.

(={(, (, (, (, ~}, (=(.

Обозначим через Ф{(} – множество всех формул, в которых используются связки из множества (, тогда Ф{(}  - множество всех формул алгебры высказываний.

Если мы рассмотрим некоторые множества (1((2((, то множество всех формул Ф{(1}( Ф{(2}.

Определение: Пусть (1((. Систему связок (1 будем называть полной и обозначать (ПСС), если для любой формулы а ( Ф{(}, взятой из множества всех формул алгебра высказываний найдется такая формула b( Ф{(1}, такая, что а(b.


( а(Ф{(} (b( Ф{(1}: а(b.

Пример: 
Рассмотрим систему связок (, но она является ПСС


( а(Ф{(} (b( Ф{(}: а(b.


По определению следует, что множество  ( является ПСС.

4.1 Свойства ПСС

1( Если (1((2(( и (1 – ПСС, то  (2  - ПСС

2( Если (1, (2 = подмножества множества (, то в случае выполнения условия (1 – ПСС и для любой формулы ( а(Ф{(1 } найдется формула (b( Ф{(2 }: а(b -  (2 – ПСС.

Доказательство:

1( (1((2 следует Ф{(1}( Ф{(2}, по условию (1 – ПСС, тогда по определению  можно считать ( а(Ф{(} найдется такая формула b( Ф{(1}: а(b по определению отношения включения можно написать b( Ф{(2}. Для ( а(Ф{(} (b( Ф{(2}: а(b следовательно по определению ПСС   (2  - ПСС.

2( (1 – ПСС ( с(Ф{(} (d( Ф{(1 }: с(d
(b( Ф{(2 }: d( b. Так как отношение равносильности – эквивалентность, то в силу транзитивности можно записать с( b.

Мы получили ( с(Ф{(} (b( Ф{(2 }: с( b, а это означает по определению, что (2  - ПСС.

Пример: 
( - ПСС:  ( а(Ф{(} (b( Ф{(1}: а(b, где (1 - (\{~}



а~ b(( а( b)( (b( а), поэтому система связок ={(, (, -, (} является ПСС

Теорема
Пусть (1={(, (, ~, (}, т.е. (1=(\{-}, тогда ( подмножество множества (1 не является полной системой связок.

Если мы рассмотрим множество всех формул Ф{(1}, то в этих формулах высказывательные переменные примут истинностные значения  1, то формулы примут истинностные значения  1.

А1=1

А2=1

( а(Ф{(1}
а(А1, А2)
а(1,1)=1

Рассмотрим формулу алгебры высказываний b(А1, А2)= А1((А2, т.е. b(Ф{(}, тогда высказывательные переменные в ней принимают значения, равные 1, тогда сама формула принимает значение b(1,1)=0

Вывод:

(1- не является ПСС

Предположим противное. Положим, что любое подмножество множества  (1 не является ПСС. Пусть у нас есть любая система  связок (2, причем (2 – подмножество множества (1. (2 – ПСС, тогда по свойству 1( (1 – ПСС, а это противоречит только что доказанному, следовательно, наше предположение о том, что (2 – ПСС неверно (в силу произвольности выбора (2).

Пример: 
{(, (,  (, (} является ПСС. Если мы рассмотрим множество всех формул, использующих связки Ф{(3}. Для ( а(Ф{(3} найдется формула b(а и b( Ф{(4}, где (4={(, (, (} (а(b((а(b, по 2( (4 – ПСС).

Теорема 
Система связок, содержащая лишь одну связку отрицания не является полной.


(5={(}


а(А)=
[image: image241.wmf]А


Ни одна из формул множества Ф{(5} не является тавтологией.

	А
	а(А)=(А
	b(А)=
[image: image242.wmf]А



	0
	1
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Зафиксируем формулу b(А)=А((А, b( Ф{(}. Эта формула является тавтологией. Не существует формулы с( Ф{(5}: b(с следовательно (5 не является ПСС.

Теорема 
Пусть задана система связок (={(, (, (, (, ~}. Система связок (6,которая является подмножеством множества ( является полной, если она содержит отрицание и одну из связок (, (, (. 


{(, ~} является ли ПСС.

4.2 Штрих Шеффера. Стрелка Пирса

Введем еще две связки, принадлежащие множеству (. Зададим их сначала с помощью таблицы истинности.

	А
	В
	А(В
	А(В
	А((В
	А((В

	0
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	1
	1
	0
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1
	0

	1
	1
	1
	1
	0
	1
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[image: image244.wmf]=
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Теорема Системы связок штрих Шеффера и стрелка Пирса являются ПСС ({(} и {(} - ПСС)

Для этого рассмотрим систему связок, являющимися полными {(, -} и {(, -} – ПСС.

(1( (, (1 – ПСС
(а(Ф{(1} (b (Ф{(2}: а(b, следовательно, (2 – ПСС.

Рассмотрим формулу (а({(, -}.

1)
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2) 
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Воспользуемся равенством 1), получим:

А(В(
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[image: image252.wmf]В
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а(Ф{(, -} (b (Ф{(}

а(b следовательно {(} – ПСС

(с(Ф{(, -} (d (Ф{(}

с(d следовательно {(} – ПСС

Теорема Пусть система связок {*} ( (, если {*} – ПСС, то *=(, либо *= (
Дано: {*} – ПСС, {*} ( (
Доказать: * - унарная или бинарная

1) Покажем, что эта связка бинарная.

Фиксируем формулу а(А)= * * … * А

А=0

А=1

Пусть а(1)=1, А=1, рассмотрим формулу из множества всех формул алгебры высказываний.

( bа(Ф{0}, b(А,В)=А(В, b(1,1)=1
b(1,0)=0

Получили противоречие (b(Ф{0}не существует с(Ф{*}: b(с (нарушается условие полноты связки).

2) Т.к. связка бинарная, построим таблицу истинности

а) а(А,В)
а (Ф{*}
при А=1
В=1
а(1,1)=1

Возьмем такую формулу b(А,В) и пусть b(Ф{(},  b(А,В)=А((В, b(1,1)=0, следовательно, в силу полноты системы связок {*}, при А=1 В=1
а(1,1)=0

А
В
А*В

0
0
1

0
1
011

1
0
101

1
1
0

б) рассмотрим формулу а(А,В), а (Ф{*}, А=0
В=0
а(0,0)=0.

Рассмотрим формулу b(Ф{(},  b(А,В)=А((В, при b(0,0)=1. Предположение а(0,0)=0, а(А,В) не верно, следовательно, а(0,0)=1.

в) рассмотрим формулу а(А,В)= А*В, а (Ф{*}, 

а(1,0)=1, а(0,1)=0

* = -
не может быть

г) а(А,В)= А*В, а (Ф{*},

д) а(А,В)= А*В, а (Ф{*}

а(1,0)=1, а(0,1)=0, следовательно, *=((=(
е) а(А,В)= А*В, а (Ф{*}

а(1,0)=1, а(0,1)=0, следовательно, *=((=(
5 Булевы функции

5.1 Определения и примеры булевых функций

Определение: Функцию f {0,1}n ({0,1} будем называть булевой, где {0,1}n={0,1}*{0,1}*…*{0,1}.

f(х1, х2,…, хn) – функция. Множество всех  булевых функций зависящих от n переменных будем обозначать Pn={f\f: {0,1}n ({0,1} }.

Рассмотрим все булевы функции от одного переменного.

f: {0,1} ({0,1}

	х
	f1
	f2
	f3
	f4

	0
	0
	1
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1


f1(х) 
- назовем тождественным нулем

f2(х)=1 – назовем тождественной единицей

f3(х)=х' – отрицание х

f4(х)=х – тождественная функция

Рассмотрим булеву функцию от двух переменных

f: {0,1}2 ({0,1}

{0,1}2={0,1}*{0,1}

g(x,y)=x(y=x+y
сумма Жегалкина, сумма по модулю 2.

Теорема 1  
Кардинал множества (Рn(=
[image: image253.wmf]n

2

2

.

Рассмотрим множество булевых функций от n переменных.

	х1
	х2
	х3
	…
	хn
	f(х1, х2,…, хn)

	0
	0
	
	
	
	х1

	0
	0
	
	
	
	х2

	
	1
	
	
	
	

	
	1
	
	
	
	

	1
	
	
	
	
	(2n


(i({0,1}, i=
[image: image254.wmf]n

2

,

1



2*2*…*2=
[image: image255.wmf]n

Ŕ

2






2*2*…*2=
[image: image256.wmf]n

n

Ŕ

2

2

2

2

=


5.2 Существенные и несущественные переменные

Определение:
 Говорят, что булева функция f, взятая из множества Рn, существенно зависит от переменной хi, если существует такой набор значений переменных а1, а2,…, аi-1, аi+1,…,аn для которого f(а1, а2,…, аi-1, 1, аi+1,…,аn)( f(а1, а2,…, аi-1, 0, аi+1,…,аn). В этом случае переменная хi называется существенной переменной для функции f в противном случае – несущественной.

Пример:

	х
	у
	f1
	f2
	f3

	1
	1
	0
	1
	1

	1
	0
	0
	1
	0

	0
	1
	1
	1
	0

	0
	0
	1
	1
	0


Определить существенные и несущественные переменные?

f1(1,1) ( f1(0,1)
для f1 х – существенная переменная, у – несущественная переменная.

Нетрудно заметить, что f1(х,у)=х', для f2 х,у – несущественные (фиктивные) переменные , для f3 х,у – существенные переменные - f3(х,у)=х*у

Замечание:
 По определению будем считать булевы функции равными, если одна получается из другой путем удаления или добавления несущественных переменных, поэтому далее булевы функции будем рассматривать с точностью до существенных переменных. Это позволяет считать, что все булевы функции данного множества булевых функций от ограниченного в совокупности числа переменных, зависят от одних и тех же переменных, такое множество булевых функций можно также обозначить Pn, где  
n=max mi, где mi – количество существенных переменных i-той функции из Pn.

5.3 Реализация булевых функций формулами

Определение:
 Пусть ( - совокупность, представляющая собой конечный набор булевых функций, (={ f1, f2, …, fn}, формулой над Ф будем называть выражение


F[Ф]=f(t1, t2, …, tn).


f(Ф, ti – либо переменная, либо булевы функции из (

f – внешняя операция



Ф – базис


F – формула над базисом Ф


f= fanc
F[Ф] – булева функция, реализованная в виде формулы 

Пример:
 Ф={(, (, '}
F[Ф]=(х(у) '(у

5.4 Равносильные формулы

Определение:
 Формулы реализующие равные булевы формулы являются равносильными

 func F1= func F2 являются равносильными F1= F2
Теорема   
Для любых булевых функций (f, g, h, x, y справедливы следующие равносильности:

1( Идемпотентность 
f( f( f,

f ( f( f,

f (f( 0


2( Коммутативность

f(g( g(f,
f (g(g (f,
f ( g ( g( f



3( Ассоциативность

f((g(h)( (f(g)( h, f((g( h)( (f(g) (h,
f((g(h)((f(g) (h
4( Дистрибутивность
f((g(h) ( f(g( f(h,  f((g(h) ( (f(g)((f(h),  f((g(h)(f(g( f(h,  

5( Поглощение

f((g(h) f,
f((g(h)( f
6( де Моргана

(f(g)'( f '(g ',
(f(g)'( f '(g ',

7( Закон неитрапозиции
f(g( g '( f '

8( Устранение импликации

f(g( f(/g/g)

9( Устранение эквивалентности
f~g(( f(g) ( (g( f)

10( Устранение отрицания

х'( х(1,
 х'(х(х,

х'(х(х,


11( 



х( у(( х(х) ( ( у(у),






х ( у(( х(х) ( ( у(у)

12(



х ( у(( х(у)(

х ( у(( х(у)(
13(



х ( у(( х~у)(
14(Заданы 0 и 1

f(0( f

f(1( 1

(0(((1






f( 0( 0

f( 1( f

(1(((0

5.5 Подстановка и замена

То, что в состав формулы F, входит переменная х, обозначим F(…, х, …).

То, что в состав формулы F, входит подформула G, обозначим F(…,G, …).

Пример: F[Ф]=(х(у)(.

Правило замены Если в формуле заменить некоторую подформулу на равносильную, то получим равносильные формулы.

Пример: 
Дана формула F1=((х(у)(~у)(х


{х((у(((х(у)(}

G1=G2, тогда формула


((х(у)(~у)(х{х((у(((х(у)(}= ((х((у()~у)(х


((( - если все вхождения заменяются)

Пример: 
Дана формула F1=((х(у)(~у)(х


(х((у)(х(}

{х(1((х(}=((х(1) (у)((х(1)



(х((у)(х(}

{х(1(х(}=(( х((у)((х(1)

Правило подстановки Если в равносильных формулах вместо всех вхождений некоторой переменной х подставить одну и ту же формулу, то получатся равносильные формулы.

F1(…, х, …)( F2(…, х, …)

F1(…, х, …) {G((х}( F2(…, х, …){G((х}

Пример: 
х(((у(х) ((х(1) (у(х)

х(((у(х){(у~х)( ((х} ((х(1) (у(х) {(у~х)( ((х}


((у~х)() (/у(((у~х)( (1)/у((у~х)(
5.6 Принцип двойственности

Определение: 
Пусть f – булева функция, f(Рn, функции двойственной булевой функции f*(х1, х2,…, хn) будем называть функцию, имеющую следующий вид:


f*(х1, х2,…, хn)= f((х(1, х(2,…, х(n)


f1(х)=х



f2(х)=х(


f3(х,у)= х(у



f*1(х)=(х()((х



f*2(х)=((х()()(=х(


f*3(х,у)=(х((у()(=х(у 



Построим функции двойственности. Зададим

	у(
	х(
	х
	у
	f3(х,у)
	f*3(х,у)

	1
	1
	0
	0
	0
	0

	0
	1
	0
	1
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1
	0

	0
	0
	1
	1
	1
	1


Определение: 
Функция называется самодвойственной f( Рn, если она совпадает с f*: f= f*
Свойство:
(f*)*=f
Теорема Пусть булева функция ((х1, х2,…, хn) реализована в виде формулы 

f(f1(х1,…, хn), f2(х1,…, хn),…, fm(х1,…, хn)), тогда формула 
f*(f*1(х1,…, хn), f*2(х1,…, хn),…, f*m(х1,…, хn)) реализует булеву функцию 
(* (х1, х2,…, хn)

(*(х1, х2,…, хn)=(((х(1, х(2,…, х(n)=func f((f1(х(1,…, х(n),f2(х(1,…, х(n),…, fm(х(1,…, х(n)=

= func f((f((1(х((1,…, х(n),f((2(х(1,…, х(n),…, f((m(х(1,…, х(n)=

= func f((f*(1(х1,…, хn),f*(2(х1,…, хn),…, f*(m(х1,…, х(n)=

= func f*(f*1(х1,…, хn),f*2(х1,…, хn),…, f*m(х1,…, х(n)

Принцип двойственности

Пусть Ф={f1,…,fm}, Ф*={f*1,…,f*m} – базисы, f*i – булева функция двойственная по булевой функции fi, i=
[image: image257.wmf]m

,

1

, тогда если формула F[Ф] (над базисом Ф) реализует функцию f над базисом Ф, то формула F* над базисом Ф* F*[Ф*], полученная из формулы F заменой fi на двойственные функции f*i, реализует функцию f*.

f=func F[Ф]

f*=func F*[Ф*]

F*[(*]= F[Ф]{f*i\\fi}

6 Полные классы булевых функций

6.1 Выражение булевых функций через (, (, (
Теорема Лемма: Пусть f( Рn, т.е. f(х1, х2,…, хn), тогда

1) f(х1, х2,…, хn)= f(х1, х2,…, хn-1, 1) (хn( f(х1, х2,…, хn-1, 0) (х(n
2) f(х1, х2,…, хn)= (f(х1, х2,…, хn-1, 1) (хn) ( (f(х1, х2,…, хn-1, 0) (х(n)

1) хi ({0,1}. Рассмотрим набор (а1, а2, …, аn-1), аi ({0,1}

f(а1, а2,…, аn-1, 1)= f(а1, а2,…, аn-1, 1) (1( f(а1, а2,…, аn-1, 0) (0= f(а1, а2,…, аn-1, 1)

Рассмотрим другой набор:

(а1, а2,…, аn-1, 0), аi ({0,1}, i=
[image: image258.wmf]m

,

1


f(а1, а2,…, аn-1, 0)= f(а1, а2,…, аn-1, 1) (0( f(а1, а2,…, аn-1, 0) (1, следовательно 1) выполняется.

Теорема: Любую  булеву функцию можно реализовать в виде формулы над базисом Ф.

(f(В
f=funcF[Ф], где Ф=Х{( (, (}

Доказательство: Пусть f(В , k=1. Проверим базу индукции f1(х)=0, f2(х)=1, f3(х)=х, f4(х)=(х

f1(х)=0(х((х

f2(х)=1(х((х

По методу

индукции предположим, что при k=n-1 теорема работает. Покажем, что теорема работает для k=n. По предыдущей теореме Лемма согласно формулам (1) и (2) любую булеву функцию, зависящую от n переменных можно представить в виде формулы в которой участвуют (, (.

f=funcF[Ф], следовательно, согласно методу математической индукции теорема работает (n( N.

Пример: 
Выразить функцию f(х,у)= х(у, через ( (, (, т.е. представить в виде формулы над базисом Ф.

f(х,у)= f(х,1)(у( f(х,0)(у(
f(х,1)= f(1,1)(х( f(0,1)(х(
f(х,0)= f(1,0)(х( f(0,0)(х(
f(1,1)(=0
f(х,1)= 0(х( 1(х(= х(
f(0,1)(=1
f(х,0)= 1(х( 0(х(= х

f(1,0)=1 
f(х,у)= х((у( х у(
f(0,0)(=0

6.2 Замкнутые и собственные классы булевых функций

Определение: 
Пусть Ф={f1, …, fm} некоторый базис, где fi – булевы функции, i=
[image: image259.wmf]m

,

1

. Замыканием класса Ф будем называть [Ф]={(f(В, f=funcF[Ф]}

Пример: 
Построить замыкание множества:


Ф={х1( х2, х(1}, [Ф]=?


F1[Ф]= х(1( х(2(( х1( 1) (( х2( 1)=х1( х2

F2[Ф]= х(1( х(2(х1( х2( 1


F3[Ф]= (х1(х2)(х1( х2( 1


F4[Ф]= (х(1)((х1


F5[Ф]= х1( х1(0

F6[Ф]= х1( х(1(1
6.2.1 Свойства замыканий (Ф1, Ф2, Ф

1(
Ф([Ф]

2(
[[Ф]]([Ф]

3(
[Ф1 (Ф2] ([Ф1] ([Ф2]

4(
[Ф1 (Ф2] ([Ф1] ( [Ф2]

5(
Ф1 (Ф2 ( [Ф1] ( [Ф2]

Определение: 
Класс булевых функций будем называть замкнутыми, если он совпадает со своим замыканием Ф= [(],(=(f1, f2,…, fm). Если булева функция реализуется в виде формулы над базисом Ф, то эта формула должна принадлежать множеству Ф.


f=funcF[Ф], то f(Ф

Определение: Пусть Ф={f1,…,fn}, Ф будем называть собственным, если Ф(В, Ф(0.

Введем классы булевых функций:

Класс 
Т0={ Ф(В: f(0,…,0)=0}



Т1={ Ф(В: f(1,…,1)=1}



ТL={ Ф(В: f(х1,…,хn)=а0(а1х1( а2х2(…. (аnхn}
аi({0,1}, i=
[image: image260.wmf]n

,

0

.

Класс монотонных  булевых функций

Т(={f(В: 
((( 
f(()(f((), где
(=((1, …(n),
(=((1,… (n),
((( равносильно (i, (i({0;1} (i((i, , i=
[image: image261.wmf]n

,

1

}

(1,0) ( (1,1)

(1=1
(1=1

(2=0
(2=1

Самодвойственные функции

Т*={f(В: f*=f}.

Теорема: Введенные выше 5 классов, являются собственными и замкнутыми

Запомним следующую таблицу:

	
	Т0
	Т1
	ТL
	Т(
	Т*

	0
	+
	-
	+
	+
	-

	1
	-
	+
	+
	+
	-

	x(
	-
	-
	+
	-
	+

	х1(х2
	+
	+
	-
	+
	-

	х
	+
	+
	+
	+
	+


1) f(х)=0
f(0)=0


f(1)=0
f(х)=0=0(0(х


f(0)=0
f(1)=0

2) f(х)=1=1(0(х

3) f(х)=х(=х(1= 1(х(1
f(0)=0((1

4) f(х1, х2)= х1 ( х2


f(0, 0)= 0 ( 0=0


(0, 0)= 0 ( 0=0


f(0, 0)=0
f(1, 1)=1
(0,1)((1,1)

(Тi (0, где i=0, 1, L, (, *, Тi (B, следовательно Тi – собственные классы булевых функций

1) Докажем замкнутость.

Пусть f1,…,fm(Т0, составим формулу, реализуемую над базисом Ф= Т0.

F[Ф]= f(f1(х1,…, хn), f2(х1,…, хn),…, fm(х1,…, хn)), получим 

f(f1(0,…, 0), f2(0,…, 0),…, fm(0,…, 0))= f(0,…, 0)=0

Мы получили, что функция была реализована в виде формулы 
[image: image262.wmf]]
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, следовательно, Т0 – замкнут.

2) Пусть f,f1,…,fm( Т1, Ф=Т1
F[Ф]= f(f1(х1,…, хn), f2(х1,…, хn),…, fm(х1,…, хn)), 

f(f1(1,…, 1), f2(1,…, 1),…, fm(1,…, 1))= f(1,…, 1)=1


[image: image263.wmf]]
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Ф

funcF

f

=

, 
[image: image264.wmf]f

~

( Т1, следовательно, Т1 – замкнутый.

3) Пусть f,f1,…,fm(Т(, Ф(Т(, составим формулу

F[Ф]= f(f1(х1,…, хn), f2(х1,…, хn),…, fm(х1,…, хn)), 

f(f1((1,…, (n), f2((1,…, (n),…, fm((1,…, (n))( 
(((
f(f1((1,…, (n), f2((1,…, (n),…, fm((1,…, (n))


[image: image265.wmf]]
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Ф

funcF

f

=

( Т( , следовательно,  Т(– замкнутый.

4) Пусть f,f1,…,fm( Т*, Ф=Т*
F[Ф]= f(f1(х1,…, хn), …., fm(х1,…, хn))=f*(f*1(х1,…, хn), f*m(х1,…, хn))


[image: image266.wmf]]
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Ф

funcF

f

=

( Т*, следовательно, Т* – замкнутый.

5) Пусть f,f1,…,fm( ТL, Ф=ТL
F[Ф]= f(f1(х1,…, хn), …., fm(х1,…, хn))

Пусть 
f1=a10 ( a11x1 ( a12x2 ( …( a1nxn 



f2=a20 ( a21x1 ( a22x2 ( …( a2nxn


.   .   .



fm=am0 ( am1x1 ( am2x2 ( …( amnxn


f0=am0 ( am1x1 ( am2x2 ( …( amnxn
F[Ф]= a0 ( a1 ((a10 ( a11x1 ( a12x2…)( a2 ((a20 ( a21x1 ( a22x2…)(…

F[Ф]= d0 ( d1x1 ( d2x2(///


[image: image267.wmf]]

[

~

Ф

funcF

f

=

( ТL, следовательно, ТL – замкнутый.

Определение: 
Класс булевых функций Ф будем называть полным, если его замыкание совпадает со всем классом В, [Ф]=В, другими словами, класс булевых функций будем называть полным, если любую булеву функцию можно реализовать в виде формулы над базисом Ф

Пример: 

Ф1={(, (, (} – полный класс булевых функций



Ф2={(, (}



Ф3={(}



Ф4={0, 1, (, (}

Теорема: Пусть Ф1 – полный класс булевых функций. Любую функцию (f( Ф1 можно реализовать в виде формулы над базисом Ф2 
[image: image268.wmf]]

[

2

Ф

funcF
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=

, тогда Ф2 – также является полным классом булевых функций.

Ф1 - полный класс булевых функций, согласно определению(h( В 
[image: image269.wmf]]
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funcF
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 любую булеву функцию можно представить в виде формулы над базисом Ф1.

Пусть fi – булевы функции, используемые в формуле F[Ф1], i=
[image: image270.wmf]m

,

1

.

Представим fi в виде формулы над базисом Ф2, fi =Gi[Ф2], i=
[image: image271.wmf]m

,

1

, тогда булева функция  
[image: image272.wmf]]
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Ф

funcF

h

=

, где F[Ф2]= [Ф1]{Gi((fi}mi=1

(h( В 
[image: image273.wmf]]
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Ф

funcF

h

=

, следовательно,Ф2 – полный класс булевых функций.

Теорема Поста: Класс булевых функций Ф является полным Т3 когда он содержит функцию (f(Т0, g(Т1, h(ТL, p(Т(, q(Т*.

7 Логические ворота и сети

7.1 Виды логических ворот

      х           х(

NOT-ворота

      х         х(у


OR-ворота

      у

      х         (х(у)(

NOR-ворота

      у

      х       х(у


AND-ворота

      у

      х       (х(у)(

NAND-ворота

      у

      х           х


тождественные ворота

7.2 Логические сети

Определение: 
Логической сетью будем называть электрическую сеть, в которую соединены несколько логических ворот таким образом, что выходные булевы выражения одних ворот являются входными для других.
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m-n  полюсник

Пример: 
Составить логическое выражение выхода для сети

х1                 (х1(х2)(         х1(х2 
х2                                                                                      х3((х1(х2) 
х3                                                                                                                           х4((х3((х1(х2))
х4                                             х4
8 Минимизация булевых выражений с помощью метода Вейча. 
Построение карт Карно

1 Преобразования склейки


f(h(f(h((f
2. Преобразования поглощения

(f(h)(f=f
Определение: ДНФ будем называть тупиковой, если в ее булевом выражении нельзя выполнить преобразования склейки и поглощения, а также отбросить дизъюнктивные слагаемые без изменения булевого выражения.

Пример:
f(x,y,z)= xy(z ( xyz ( z ( xy ( xy ( z ( xy ( xy ( z - тупиковая

8.1 Построение карт Карно

Определение: Если булева функция зависит от n переменных, т.е. f(Pn, то на карте Карно ей будет соответствовать 2n клеток.

Определение: Правильной конфигурацией ранга r будем называть прямоугольными вертикальные горизонтальные и квадраты, площадью 2n-r , где r-ранг, n – число неизвестных в булевой функции.

Определение: Накрытием булевой функции r будем называть совокупностью правильных конфигураций, построенных таким образом, что если функция f=1, то оно входит хотя бы в одну из конфигураций.


М-накрытие

Определение: Рангом накрытия М будем называть сумму рангов правильных конфигураций, входящих в покрытие 
[image: image274.wmf]å
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Определение: Накрытие М будем называть минимальным, если его ранг не превосходит ранги других накрытий данной булевой функции. Минимальному накрытию будет соответствовать минимальная ДНФ.

Замечание: Минимальная ДНФ для исследуемой булевой функции выбирается из всех построенных тупиковых ДНФ, таким образом, чтобы число неизвестных было минимальным и число дизъюнктивных слагаемых также наименьшим.


n=2 
22=4 клетки
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М1: 
r=2

2n-r=1



rM1=2(2=4

22-r=1


М2: 
2n-r=2

rM2=1

22-r=2

r=1


f(x,y)=x – тупиковая ДНФ, она же является минимальной.

Пример:

f(x1, x2, x3)= x1x2x3( ( x1(x2x3( ( x1x2( x3 ( x1(x2( x3( ( x1x2x3 ( x1(x2( x3

n=3 
23=8 клетки
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М1: 
r=2
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rM1=3(2=6
f(x1, x2, x3)= x2x3( ( x1x3( x1(x2(
Карта Карно имеет вид тора, т.е. крайние столбцы считаются соседними и крайние строки питаются соседними.


М2: 
rM2=6 

f(x1, x2, x3)= x1x2 ( x3x2( ( ( x3(x1(
8.2 Минимизация частичных функций

Если булева функция зависит от n переменных x1, x2, …, xn, то ее таблица истинности содержит 2n строк. Существуют такие булевы функции, которые определены не для всех 2n значений.

Определение: Булеву функцию f неопределенную на всех значениях будем называть частичной. Те значения переменных на которых f не определена будем называть запрещенными сигналами
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Определение: Булеву функцию ( будем называть эквивалентным продолжением частичной булевой функции f, если для всех разрешенных сигналов значения этих функций совпадают f (x1, x2, …, xn)= ((x1, x2, …, xn), а для остальных значений входных переменных функция ( может принимать значение из множества {2;1}.

Если f частичная булева функция и существует р запрещенных сигналов, то модно построить 2р эквивалентных продолжений для частичной функции f.
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Минимизация  частичных булевых функций

Пример:
	х1
	х2
	х3
	f
	

	0
	0
	0
	1
	

	0
	0
	1
	0
	

	0
	1
	0
	0
	

	0
	1
	1
	0
	

	1
	0
	1
	1
	

	1
	1
	0
	1
	


	
	х2
	х2(

	х1
	1
	0
	1
	0

	х1(
	0
	0
	0
	1

	
	х3(
	х2
	х3(



(1
М1: 
r1 =3r=3(3=9

2n-r=1

23-r=1

r=3

	
	х2
	х2(

	х1
	1
	1
	1
	1

	х1(
	0
	0
	0
	1

	
	х3(
	х2
	х3(



(2
М2: 
r2 =1+2=3

23-r=4

r=1







23-r=2

r=2

(2(x1, x2, х3)= x1( x(2 х(3
Пример:
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