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Додаток Ж

Степені свободи і рівні довіри

Ж.1 Вступ

Ж.1.1 У даному додатку розглядається загальне питання одержання з оцінки у вимірюваної величини Y и із сумарної стандартної невизначеності uc(y) цієї оцінки розширеної невизначеності Up =kpuc(y), яка визначає інтервал у -Up < Y < у +Up, що має високу задану імовірність охоплення або рівень довіри р. Таким чином, цей розділ має справу з питанням визначення коефіцієнта охоплення kp, який створює інтервал навколо результату вимірювання, який гадано охоплює велику задану частину р розподілу значень, які обгрунтованно можна було б приписати вимірюваній величині Y (див. розділ 6).

Ж.1.2 В більшості практичних вимірювальних ситуацій розрахунок інтервалів, що мають задані рівні довіри (тобто оцінка найбільше індивідуальних компонентів невизначеності в таких ситуаціях) - у кращому випадку, усього лише наближений. Навіть експериментальне стандартне відхилення середнього з 30 повторних спостережень величини, яка описується нормальним розподілом, має саме по собі невизначеність, рівну приблизно 13 відсотків (див. таблицю Д.1 у додатку Д).

У більшості випадків не має сенсу намагатися знайти різницю між, наприклад, інтервалом, що має рівень довіри, рівний 95 відсотків (один шанс із 20, що значення вимірюваної величини Y знаходиться поза цим інтервалом), і або 94 процентним, або 96 відсотним інтервалом (один шанс із 17 і 25 відповідно). Одержання обгрунтованих інтервалів із рівнями довіри 99 відсотків (1 шанс із 100) і вище особливо важка справа, навіть якщо припустити, що ніяких систематичних ефектів не проглядалося, тому що звичайно буває доступно дуже мало інформації про найбільше екстремальні діапазони або "хвости" розподілів імовірностей вхідних величин.

Ж.1.3 Щоб одержати значення коефіцієнта охоплення kp, який створює інтервал, що відповідає заданому рівню довіри р, необхідні докладні зведення про розподіл імовірностей, який характеризується результатом вимірювання і його сумарною стандартною невизначеністю. Наприклад, для величини z, що описується нормальним розподілом із очікуванням (z і стандартним відхиленням (, можна легко розрахувати значення kp, яке створює інтервал (z ± kp(, що включає частину р цього розподілу і, отже, який має імовірність охоплення або рівень довіри р. Деякі приклади приведені в таблиці Ж.1.


Таблиця Ж.1 - Значення коефіцієнта охоплення kp, який створює інтервал, що має рівень довіри р при допущенні нормального розподілу

	Рівень довіри р (відсотки)
	 Коефіцієнт охоплення kp

	 68,27
	 1

	 90
	 1. 645

	 95
	 1,960

	 95,45
	2

	 99
	 2,576

	 99,73
	3



Примітка: Навпаки, якщо z описується прямокутним розподілом імовірностей із очікуванням (z і стандартним відхиленням ( = a(((, де а -половина ширини цього розподілу; то рівень довіри р дорівнює 57,74 відсотків для kp = 1; 95 відсотків для kp = 1,65; 99 відсотків для kp = 1,71; і 100 відсотків для kp((3(1,73. Прямокутний розподіл "більш вузький", чим нормальний розподіл у тому розумінні, що воно має кінцеву ширину і не має "хвостів".

Ж.1.4 Якщо відомі розподіли імовірностей вхідних величин Х1, Х2,... , ХN, від яких залежить вимірювана величина Y [їхні очікування, дисперсії і більш високі моменти (див. В.2.13 і В.2.22), якщо ці розподіли не є нормальними], і якщо Y є лінійною функцією вхідних величин, Y = c1Х1 + с2Х2 + ... + cNXN, тоді розподіл імовірностей Y може бути отриманий шляхом згортання окремих розподілів імовірностей [10]. Значення kp, які створюють інтервали, що відповідають заданим рівням довіри р можуть, отже, бути розраховані за результуючим згорнутим розподілом.

Ж.1.5 Якщо функціональна залежність між Y и його вхідними величинами нелінійна, а розкладання в ряд Тейлора першого порядку цієї залежності не є припустимим наближенням (див. 5.1.2 і 5.1.5), то розподіл імовірностей Y не може бути отриманий шляхом згортання розподілів вхідних величин. У таких випадках необхідні інші аналітичні або числові методи.

Ж.1.6 На практиці, оскільки параметри, які характеризують розподіл імовірностей вхідних величин, звичайно є оцінками, оскільки нереалістично очікувати, що рівень довіри, пов'язаний із даним інтервалом, може бути відомий із великою точністю й оскільки згортання розподілів імовірностей дуже складне, такі згортання реалізуються рідко, якщо взагалі реалізуються, коли є необхідність розрахувати інтервали, що мають задані рівні довіри. Замість цього використовуються наближення, які мають переваги Центральної Граничної Теореми.

Ж.2 Центральна Гранична Теорема

Ж.2.1 Якщо Y = c1Х1 + с2Х2 + ... + cNXN = (сіХі, і = 1..N, і усі Xі характеризуються нормальними розподілами, тоді результируючий згорнутий розподіл Y буде також нормальним. Однак навіть якщо розподіли Xі не є нормальними, то розподіл Y часто може бути апроксимовано нормальним розподілом за допомогою Центральної Граничної Теореми. Ця теорема говорить, що розподіл Y буде приблизно нормальним із очікуванням E(Y) = (сіE(Хі) і дисперсією (2(Y)= (сі2(2(Хі), де Е(Хi) - математичне очікування Хі, а (2(Хі) - дисперсія Хі, якщо Xі - незалежна випадкова величина, а (2(Y) багато більше, чим будь-який окремий компонент сі2(2(Хі) від не нормально розподіленої Xі.
Ж.2.2 Центральна Гранична Теорема має особливе значення, тому що вона показує дуже важливу роль, яку грають дисперсії розподілів імовірностей вхідних величин, у порівнянні з тією роллю, яку грають моменти більш високого порядку при визначенні форми результуючого згорнутого розподілу величини Y. Більш того, вона говорить, що згорнутий розподіл прямує до нормального при збільшенні числа вхідних величин, які вносять свій внесок у (2(Y); що ця збіжність буде тим більше, чим ближче значення величин сі2(2(Хі) одно до одного (це еквівалентно на практиці тому, що кожна оцінка вхідної величини хі вносить невизначеність одного порядку у невизначеність оцінки у вимірюваної величини Y); і що чим ближче розподіли Xі до нормального, тим менше цих Xі необхідно, щоб одержати нормальний розподіл для Y.


Приклад: Прямокутний розподіл (див. 4.3.7 і 4.4.5) є екстремальним прикладом не нормального розподілу, але згортання усього трьох таких розподілів рівної ширини є приблизно нормальним. Якщо півширина кожного з трьох прямокутних розподілів дорівнює а з тим, щоб дисперсія кожного була а2(З, то дисперсія згорнутого розподілу буде (2 = а2. 95 і 99 процентні інтервали згорнутого розподілу визначаються, як 1,937( і 2,379( відповідно, тоді як аналогічні інтервали для нормального розподілу з таким же стандартним відхиленням ( визначаються, як 1,960( і 2,576( (див. таблицю Ж.1) [10].


Примітки:

1 Для кожного інтервалу з рівнем довіри р більшим, ніж приблизно 91,7 відсотків, значення kp для нормального розподілу більше відповідного значення для розподілу, який виникає в результаті звернення будь-якої кількості і розміру прямокутних розподілів.

2 З Центральної Граничної Теореми випливає, що розподіл імовірностей середнього арифметичного q із n спостережень qk випадкової перемінної q із очікуванням (q і кінцевим стандартним відхиленням ( наближається до нормального розподілу із середнім (q і стандартним відхиленням (/(n при n(( , яким би ні був розподіл імовірностей q.
Ж.2.3 Практичний наслідок застосування Центральної Граничної Теореми полягає в тому, що коли може бути встановлено, що її вимоги приблизно задоволені, зокрема, якщо сумарна стандартна невизначеність uc(y) визначається не тільки компонентом стандартної невизначеності, отриманим з оцінювання за типом А на основі усього декількох спостережень, або компонентом стандартної невизначеності, отриманим з оцінювання за типом В на основі прийнятого рівномірного розподілу; тоді розумно в якості першого наближення для розрахунку розширеної невизначеності Up = kpuc(y), яка забезпечує рівень довіри р, використовувати для kp значення з нормального розподілу. Значення, найбільше часто використовувані для цієї цілі, приведені в таблиці Ж.1.
Ж.3 t -розподіл і степені свободи

Ж.3.1 Щоб одержати наближення краще, чим просте використання значення kp із нормального розподілу, як у Ж.2.3, варто визнати, що розрахунок інтервалу, що має заданий рівень довіри, потребує не розподілу перемінної [Y- E(Y)]/((Y), а розподілy перемінної (у - Y)/uc(y). Це відбувається тому, що практиці усе, що звичайно є y наявності, це: у - оцінка Y, отримана з у = (сіХі, і = 1..N, де хі - оцінка Xі; і сумарна дисперсія, пов'язана з (у), uc2(y), обчислена з uc2(y) = (сі2u2(хі), і = 1..N, де u(хі) - стандартна невизначеність (оцінене стандартне відхилення) оцінки хі.

Примітка: Строго говорячи, у вираженні (y-Y)(uс(y) Y слід розуміти, як E(Y). Для простоти таке розходження було зроблено тільки в декількох місцях даного Керівництва. Взагалі, один і той же символ був використаний для фізичної величини, випадкової перемінної, яка подає цю величину, і для очікування цієї перемінної (див. 4.1.1, примітки).

Ж.3.2 Якщо z - нормально розподілена випадкова перемінна з очікуванням (z і стандартним відхиленням (, а 

 -середнє арифметичне n незалежних спостережень zk величини z із s(

) - експериментальним стандартним відхиленням від 

 [див. рівняння (3) і (5) у 4.2 ], то розподіл перемінної t = (

 -(z)/s(

) є t-розподілом або розподілом Стьюдента (В.3.8) із (=n-1 степенями свободи.

Отже, якщо вимірювана величина Y є просто єдина нормально розподілена величина X, Y=X; і якщо в якості оцінки Х береться середнє арифметичне 

 від n незалежних спостережень Хk величини  з експериментальним стандартним відхиленням середнього s(

), то найкращою оцінкою Y є у = 

 и експериментальне стандартне відхилення цієї оцінки є uc(у) = s(

). Тоді t = (

 -(z)/s(

) = (

-Х)/ s(

)= (у - Y)( uc(у) розподілена відповідно до t-розподілу з

Рг[ - tp (()( t ( tp (()] = p                                          (Ж.1a)

або

Рг[ - tp (()( (у-Y)/uc(t) ( tp (()] = p                                 (Ж.1б)

що можна переписати, як:

Рг[ y - tp (()uc(t) ( Y ( y+ tp (()uc(t)] = p                               (Ж.1в)

У цих вираженнях Рг[ ] означає "імовірність [ ]", a tр(() є значення t для даного значення v - числа степенів свободи (див. Ж.3.3 ) - таке, що частина р t-розподілу охоплена інтервалом [-tp((), +tp(()]. Таким чином, розширена невизначеність

Up = kpuc(y) = tp(()uc(y)                                         (Ж.1г)

визначає інтервал від у - Up до у + Up, що зручно записувати, як Y = у ± Uр, який, як очікується, включає частину р розподілу значень. які обгрунтовано могли б бути приписані Y, а р - імовірність охоплення або рівень довіри інтервалу.

Ж.3.3 Число ступенів свободи ( дорівнює n - 1 для єдиної величини, оціненої середнім арифметичним із n незалежних спостережень, як зазначено в Ж.3.2. Якщо n незалежних спостережень використовуються для визначення нахилу і місця перетинання прямої лінії методом найменших квадратів, то числом степенів свободи їхніх стандартних невизначеностей буде ( = n - 2. При обчисленні методом найменших квадратів m параметрів за допомогою n спостережень число степенів свободи кожного параметра складе ( = n - m (див. [15] для подальшого розгляду числа степенів свободи).

Ж.3.4 Деякі значення tp(() для різних значень ( і різних значень р приведені в таблиці Ж.2 наприкінці даного додатка. У міру того, як (((, t-розподіл наближається до нормального і tp(() ( (1+2/()1(2 kp, де kp - коефіцієнт охоплення, необхідний для одержання інтервалу з рівнем довіри р для нормально розподіленої перемінної. Таким чином, значення tp(() у таблиці Ж.2 для даного р дорівнює значенню kp у таблиці Ж.1 для того ж р.

Примітка: 

Часто t-розподіл приводиться в таблицях у квантилях: даються значення t1-(, де
1-( = (f(t,()dt, dt = -(...1-(
є квантіль. Таким чином, tp(() і t1-((() пов'язані співвідношенням 

р=1-2( . Наприклад, t1-(((), яке відповідає 1-(= 0,975 квантілю (( = 0,025), - те ж саме, що і tp(() для р = 0,95.

Ж. 4 Число ефективних степенів свободи

Ж.4.1 У загальному випадку t-розподіл не буде описувати розподіл перемінної 
(у - Y)/uc(у), якщо uc2(у) є сума двох або більш оцінених компонентів дисперсії ui(y) = ci2u2(xi) (див. 5.1.3), навіть якщо кожне хі - оцінка нормально розподіленої вхідної величини Xі. Проте розподіл цей перемінної може бути апроксимований t-розподілом при числі ефективних степенів свободи (еф, отриманому з формули Велча - Саттерсвейта [16, 17, 18]:

uc4(y)( (еф = ( ui4(y)( (i , і = 1...N                                     (Ж.2а)

або                                                 (еф = uc4(y)/ ( ui4(y)( (i , і = 1...N                                    (Ж.2б)
при                                                          (еф ( ( (i , і = 1...N ,                                              (Ж.2в)

де uc2(y) = ( ui2(y) (див. 5.1.3). Розширена невизначеність Up = kp^(y) uc(y) = tp((еф)uc(y), таким чином, забезпечує інтервал Y = у ± Up, що має приблизний рівень довіри р.


Примітки:

1 Якщо значення (еф, отримане з рівняння (Ж. 2б), не є цілим числом, що звичайно буде мати місце на практиці, то відповідне значення tp, може бути знайдене з таблиці Ж.2 шляхом інтерполяції або шляхом зменшення (еф до найближчого цілого числа.

2 Якщо вхідна оцінка хі сама отримана з двох або більш інших оцінок, то значення (і, яке слід використовувати з ui4(y) = [ci2u2(xi)]2 у знаменнику рівняння (Ж. 2б), є число ефективних степенів свободи, розраховане із вираження, еквівалентного рівнянню (Ж. 2б).

3 В залежності від потреб потенційних користувачів результату вимірювання можливо корисно додатково до (еф розрахувати і повідомити також значення (ефА і (ефВ, обчислені з рівняння (Ж. 2б) при окремому опрацюванні стандартних невизначеностей, отриманих з оцінювання за типом А і за типом В. Якщо внески у uc2(y) стандартних невизначеностей, оцінених окремо за типами А и В, позначені, відповідно, як ucA2(y) і ucB2(y), то згадані величини пов'язані співвідношеннями: (еф
uc2(y) = ucA2(y) + ucB2(y),

uc4(y) /(еф = ucA4(y)/ (ефA + ucB4(y)/ (ефB.

Приклад: Припустимо, що Y = f(X1, X2, Х3) = bX1X2X3 і що оцінки х1, х2, х3 нормально розподілених вхідних величин X1, X2, Х3 є арифметичні середні від n1 = 10, n2 =5, n3 =15 незалежних повторних спостережень відповідно, при відносних стандартних невизначеностях u(x1)/x1 = 0,25 %, u(x2)/x2 = 0,57 %, u(x3)/x3 = 0,82%. У цьому випадку сі=df/dXi =Y/Xi (оцінені при х1, x2, x3 - див. 5.1.3, примітка 1), [uc(y)/y]2 = ([u(xi)/xi]2 = (1,03 %)2, i = 1...3, (див. примітку 2 до 5.1.6) і рівняння (Ж. 2б) стає:

(еф = [uc(y)/y]4 / (([u(xi)/xi]4/(i), i = 1...3.

Таким чином, 
(еф = 1,034/[0,254((10-1) + 0,574((5-1) + 0,824/(15-1)] = 19,0.
Значення tp, для р = 95 % і ( = 19 (із таблиці Ж.2): t95(19) = 2,09. Отже, відносна розширена невизначеність для цього рівня довіри складає U95 = 2,09(1,03 %) = 2,2 відсотка. Можна, таким чином, підтверджувати, що Y = у ±U95 = y(1 ( 0,022) (у визначається з y = bx1x2x3), або, що 0,978 y< Y <1,022 у, або, що рівень довіри, пов'язаний із цим інтервалом, складає приблизно 95 відсотків.

Ж.4.2 На практиці uc(у) залежить від стандартних невизначеностей u(xi) вхідних оцінок як нормально, так і не нормально розподілених вхідних величин, і u(xi) одержують на основі розподілу імовірностей як заснованих на частоті, так і апріорних (тобто як з оцінених за типом А, так і за типом В). Аналогічне твердження можна застосувати до оцінки у і оцінкам вхідних величин хі, від яких у залежить. Проте, розподіл імовірностей функції t = (у - Y)/uc(у) може бути апроксимовано t - розподілом, якщо воно розкладено в ряд Тейлора біля очікування. У дійсності, це саме те, що досягається, у наближенні найнижчого порядку за формулою Велча - Саттерсвейта, рівняння (Ж.2a) або рівняння (Ж. 2б).

Виникає питання щодо числа степенів свободи, приписуваного стандартній невизначеності, оціненої за типом В, коли (еф розраховується за рівнянням (Ж.2б). Через те, що відповідне визначення числа степенів свободи припускає, що (, як воно виявляється в t-розподілі, є мірою невизначеності дисперсії s2(z), то рівняння (Д.7) в Д.4.3 може бути використане для визначення числа степенів свободи (і:

(і ( 0,5u2(xi)/(2[u(xi)] ( 0,5[(u(xi) /u(xi)]-2.                           (Ж.3)
Величина у великих дужках є відносна невизначеність u2(xi); для оцінки стандартної невизначеності за типом В - це суб'єктивна величина, значення якого одержують шляхом наукового судження, заснованого на всій сумі доступної інформації.


Приклад: Припустимо, що чиєсь знання про те, як визначалась вхідна величина хі, і як оцінювалася стандартна невизначеність u(хi), призводить до того, що він вважає, що значення u(xi) надійно приблизно на 25 відсотків. Це може означати, що відносна невизначеність складає (u(xi) u(xi)= 0,25 і, отже, із рівняння (Ж.3) (і= (0,25)-2(2 = 8. Якщо замість цього хтось вирішив, що значення u(xi) надійно тільки приблизно на 50 відсотків, тоді (і = 2 (див. також таблицю Д.1 у додатку Д).

Ж.4.3 Під час обговорення у 4.3 і 4.4 оцінювання стандартної невизначеності за типом В на основі апріорного розподілу імовірностей у неявній формі припускалося, що значення u(xi), отримане в результаті такого оцінювання, відомо точно. Наприклад,  коли u(xi) одержують із прямокутного розподілу імовірностей із півшириной а = (а+ - а- )/2, як у 4.3.7 і 4.4.5, то u(xi)= а((( розглядається в якості константи без невизначеності, тому що а+ і а-, а, отже, і а розглядаються саме так (але див. 4.3.9, примітка 2). Це означає, у відповідності з рівнянням (Ж.3), що (і(( або (((і(0, але це не приводить до ніяких трудностей при оцінюванні за рівнянням (Ж.2б). Крім того, допущення, що (і(( не є неминуче нереалістичним; загальною практикою є вибір а+ і а- таким чином, щоб імовірність перебування величини поза інтервалом від а- до а+ була дуже малою.

Ж..5 Інші міркування

Ж.5.1 Вираження, що зустрічається в літературі з питань оцінювання невизначеності вимірювання і часто використовується для одержання невизначеності, яка забезпечує 95 відсотковий інтервал довіри, може бути записане, як:

U95’ = [t952((еф’)s2 + 3u2](((.                                                  (Ж.4)

Тут t952((еф’)s2 узято з t-розподілy для числа степенів свободи (еф’ і p =95 відсотків; (еф’ - число ефективних степенів свободи, розраховане із формули Велча- Саттерсвейта [рівняння (Ж.2б)] з урахуванням тільки тих компонентів стандартної невизначеності sі, які були оцінені статистично на основі повторних спостережень у вимірюванні, яке здійснюється; 
s2 = (ci2si2; ci = df/dxi; i u2 = (u2(y) = (ci2(aj/3)
оцінюють всі інші компоненти невизначеності, де передбачається, що +аj і -аj - точно відомі верхня і нижня границі Xj щодо її найкращої оцінки xj (xj - аj(Xj( xj+ аj).

Примітка: Компонент невизначеності, заснований на повторних спостереженнях, зроблених поза здійснюваним вимірюванням, оцінюється таким же чином як і будь-який інший компонент, включений в u2. Отже, для того, щоб зробити змістовне порівняння рівнянь (Ж.4) і (Ж.5) наступного підрозділу, передбачається, що такі компоненти, якщо вони присутні, дуже малі.

Ж.5.2 Якщо розширена невизначеність, що забезпечує інтервал із 95 процентним рівнем довіри, оцінюється відповідно до методів, рекомендованих у Ж. 3 і Ж. 4, то результуюче вираження замість рівняння (Ж. 4) буде:

U95 = t952((еф) [s2 + u2](((,                                          (Ж.4)

де (еф розраховується з рівняння (Ж. 2б) і розрахунок включає всі компоненти невизначеності.

У більшості випадків значення U95 із рівняння (Ж. 5) буде більше, чим значення U95’ із рівняння (Ж. 4), якщо припускати, що при розрахунку за рівнянням (Ж. 5) усі дисперсії за типом В отримані з апріорних прямокутних розподілів із такими ж півширинами, що і границі а, які використовувались для розрахунку u2 із рівняння (Ж.4). Це можна зрозуміти, маючи у виді, що, хоча t952((еф’) у більшості випадків буде декілька більше, чим t952((еф), обидва коефіцієнти близькі до 2; і в рівнянні (Ж. 5) u2 умножається на tр2((еф)(4, тоді як у рівнянні (Ж. 4) воно умножається на 3. Хоча два ці вираження дають однакові значення U95’ і U95, для u2(( s2 , U95’ буде на 13 % менше, чим U95, якщо u2 (( s2 . Таким чином, у загальному випадку рівняння (Ж. 4) дає невизначеність, яка забезпечує рівень довіри менший, ніж в інтервалі, заданому розширеною невизначеністю, розрахованою з рівняння (Ж. 5).


Примітки:

1 При граничному переході u2(s2((  і (еф(( U95’(1,732u, тоді як U95’(1,960u. У цьому випадку U95’ забезпечує інтервал, що має усього 91,7 відсотковий рівень довіри, у той час як U95 дає 95 відсотковий інтервал. Цей випадок приблизно здійснюється на практиці, що коли компоненти, отримані з оцінок верхньої і нижньої границь, домінують, є чисельно великими і мають значення uj2(y) = (ci2(aj/3) порівнянного розміру.

2 Для нормального розподілу коефіцієнт охоплення k = (3 ( 1,732 забезпечує інтервал із рівнем довіри р = 91,673 відсотка. Це значення р є стійким тому, що воно в порівнянні з будь-якими іншими значеннями оптимальним чином незалежно від невеличких відхилень розподілу вхідних величин від нормального.

Ж.5.3 Буває, що вхідна величина X, розподілена асиметрично - відхилення від її очікуваного значення одного знака більш імовірні, чим відхилення іншого знака (див. 4.3.8). Хоча це не має ніякого значення при оцінюванні стандартної невизначеності u( хi) оцінки хi величини Xі і, виходить, при оцінюванні uc(y), це, однак, може вплинути на розрахунок U.

Звичайно буває зручно давати симетричний інтервал Y = у ( U, якщо інтервал не такий, що існує значна різниця між відхиленнями різних знаків. Якщо асиметрія Xi викликає тільки невеличку асиметрію в розподілі імовірностей, який характеризується результатом вимірювання у і його сумарною стандартною невизначеністю uc(y), то імовірність, загублена на одній стороні при встановленні симетричного інтервалу, компенсується імовірністю, отриманою на іншій стороні. Альтернатива складається в тому, щоб давати інтервал, симетричний щодо імовірності (і, отже, асиметричний по U): імовірність того, що Y лежить нижче нижньої границі у - U- , дорівнює імовірності того, що Y лежить вище верхньої границі у + U+. Але для того, щоб установлювати такі границі, буде потрібно більше інформації, чим прості оцінки у и uc(y) [і, отже, більше інформації, чим просто оцінки хі і u(хі) кожної вхідної величини Xі ].

Ж.5.4 Оцінювання розширеної невизначеності Uр, дане тут у значеннях uc(y), (еф і коефіцієнта tр2((еф) із t-розподілу, є тільки апроксимацією, і вона має свої обмеження. Розподіл (у - Y)/uc(у) дається t-розподілом, тільки якщо розподіл Y нормальний, оцінка у і її сумарна стандартна невизначеність uc(у) є незалежними і якщо розподіл uc2(у) є (2 розподіл. Введення (еф [рівняння (Ж. 2б)] торкається тільки останньої проблеми і забезпечує приблизний (2 розподіл для uc2(у); інша частина проблеми, яка виникає через не нормальність розподілу Y, потребує розгляду більш високих моментів на додаток до дисперсії.

Ж. 6 Резюме і висновки

Ж.6.1 Коефіцієнт охоплення kp, що забезпечує інтервал із рівнем довіри р, близьким до заданого, може бути знайдений, лише коли є великі знання щодо розподілу імовірностей кожної вхідної величини, і ці розподіли "об'єднані" для одержання розподілу вихідної величини. Вхідні оцінки хі і їхні стандартні невизначеності u(хi) самі по собі є недостатніми для цієї цілі.

Ж.6.2 Оскільки громіздкі обчислення, необхідні для "об'єднання" розподілів імовірностей, рідко виправдуються кількістю і надійністю наявної інформації, то припускається апроксимація розподілу вихідної величини. Завдяки Центральній Граничній Теоремі, звичайно буває достатньо припустити, що розподіл імовірностей (у -Y)/uc(у) є t-розподіл, і прийняти kp = tp((еф) із коефіцієнтом t, заснованому на числі ефективних ступенів свободи (еф для uc(y), отриманому з формули Велча - Саттерсвейта, рівняння (Ж. 2б).

Ж. 6.3 Щоб одержати (еф із рівняння (Ж. 2б), необхідно знати число степенів свободи (і для кожного компонента стандартної невизначеності. Для компонента, оціненого за типом А, (і одержують із ряду незалежних повторних спостережень, на основі яких зроблена оцінка відповідної вхідної величини, і з числа незалежних величин, обумовлених цими спостереженнями (див. Ж. 3.3 ). Для компонента, оціненого за типом В, (і одержують із судження про надійність значення цього компонента [див. Ж. 4.2 і рівняння (Ж. 3)].

Ж.6.4 Таким чином, нижче приводиться резюме запропонованого методу розрахунку розширеної невизначеності Uр = kpuc(y), призначеної для забезпечення інтервалу Y = у ± Up, що має рівень довіри, який приблизно дорівнює р:

1) Одержить у і uc(y), як описано у розділах 4 і 5.

2) Обчисліть (еф із формули Велча - Саттерсвейта, тобто за рівнянням (Ж. 2б) (повторюється тут для зручності):

(еф = uc4(y)(((uі4(y)( (і), і =1...N                                      (Ж.2б)

Якщо u(хi) отримано з оцінювання за типом А, визначить (і, як зазначено в Ж. 3.3. Якщо u(хi) отримане з оцінювання за типом В и його можна вважати точно відомим, що часто буває на практиці, то (і((; у іншому випадку оцінить (і із рівняння (Ж. 3).

3) Знайдіть t- коефіцієнт tp((еф) для необхідного рівня довіри р із таблиці Ж. 2. Якщо (еф не ціле число, то або інтерполіруйте, або зменшите його до найближчого цілого числа.

4) Прийміть kp = tp((еф) і розрахуйте Uр = kpuc(y).

Ж.6.5 У деяких ситуаціях, що не повинні занадто часто зустрічатися на практиці, умови Центральної Граничної Теореми можуть бути виконані не дуже добре, і підхід розділу Ж.6.4 може призвести до неприйнятного результату. Наприклад, якщо в uc(y) домінує компонент невизначеності, оцінений з прямокутного розподілу, границя якого за допущенням точно відомі, можливо [якщо tp((еф)> (3 ], що у + Up і у - Up, верхня і нижня границі інтервалу, визначеного Up, могли б лежати поза границями розподілу імовірностей вихідної величини Y. З такими випадками варто мати справу на індивідуальній основі, але часто вони піддаються приблизному аналізу (включаючи, наприклад, згортання нормального розподілу з прямокутним [10]).

Ж.6.6 Для багатьох практичних випадків вимірювань у широкому діапазоні галузей превалюють такі умови:

- оцінку у вимірюваної величини Y одержують з оцінок хі значного числа вхідних величин Xі, які описуються такими розподілами імовірностей, як нормальне і прямокутне;

- стандартні невизначеності u(xi) цих оцінок, які можуть бути отримані як з оцінювання за типом А, так і з оцінювання за типом В, дають порівняні внески в сумарну стандартну невизначеність uc(у) результату вимірювання у;

- лінійна апроксимація, передбачувана законом поширення невизначеностей, - адекватна (див. 5.1.2 і Д.3.1);

- невизначеність uc(у) достатньо мала, тому що число ефективних степенів свободи (еф має значну величину, скажемо - більше 10.

При таких обставинах можна припустити, що розподіл імовірностей, який характеризується результатом вимірювання і його сумарною стандартною невизначеністю, може прийматися нормальним, завдяки Центральній Граничній Теоремі; і uc(у) може бути прийнята як розумно надійна оцінка стандартного відхилення цього нормального розподілу через значну величину (еф. Отже, приймаючи в увагу обговорення, проведене в даному додатку, і підкреслюючи міркування про приблизний характер процедури оцінювання невизначеності і непрактичності спроб розрізнювати інтервали з різницею рівнів довіри у 1 або 2 відсотка, можна робити таким чином:

Прийміть k = 2 і припустіть, що U=2uc(у) визначає інтервал, що має рівень довіри приблизно 95 відсотків; або, для більш критичних додатків, k = 3 і U = 3uc(у) визначає інтервал, який має рівень довіри приблизно 99 відсотків. Хоча цей підхід застосовується для багатьох практичних вимірювань, його придатність до кожного конкретного вимірювання буде залежати від того, наскільки близько k = 2 до t95((еф) або k = 3 до t99((еф); тобто, наскільки близький рівень довіри для інтервалу, визначеного U = 2uc(у) або U = 3uc(у) до 95 або 99 відсотків відповідно. Хоча для (еф = 11 k = 2 і k = 3 недооцінює t95(11) і t99(11) усього на 10 і 4 відсоток відповідно (див. таблицю Ж..2), у деяких випадках це може бути неприйнятно. Далі, для всіх значень (еф, більших 13, k = 3 визначає інтервал із рівнем довіри, більшим, ніж 99 відсотків (див. таблицю Ж. 2, яка також показує, що для (еф(( рівні довіри для інтервалів, що визначаються k = 2 і k = 3, суть 95,45 і 99,73 відсотків відповідно). Таким чином, на практиці то, якого розміру (еф і що потрібно від розширеної невизначеності, буде визначати, чи може бути використаний даний підхід.


Таблиця Ж. 2 - Значення tp(() із t- розподілу для числа степенів свободи (, які визначають інтервал від - tp(() до + tp((), який накриває частину р цього розподілу.

	Число ступенів
	Частина р у відсотках

	свободи(
	68,27
	90
	95
	95,45a)
	99
	99,73а)


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	1,84
	 6,31
	 12,71
	 13,97
	 63,66
	235,80

	2
	1,32
	 2,92
	 4,30
	 4,53
	 9,92
	 19,21

	3
	1,20
	 2,35
	 3,18
	 3,31
	 5,84
	 9,22

	4
	 1,14
	 2,13
	 2,78
	 2,87
	 4,60
	 6,62

	5
	1,11
	 2,02
	 2,57
	 2,65
	 4,03
	 5,51

	6
	 1,09
	 1,94
	 2,45
	 2,52
	 3,71
	 4,90

	7
	 1,08
	 1,89
	 2,36
	 2,43
	 3,50
	 4,53

	8
	 1,07
	 1,86
	 2,31
	 2,37
	 3,36
	 4,28

	9
	 1,06
	 1,83
	 2,26
	 2,32
	 3,25
	 4,09

	 10
	1,05
	 1,81
	 2,23
	 2,28
	 3,17
	 3,96

	 11
	1,05
	 1,80
	 2,20
	 2,25
	 3,11
	 3,85

	 12
	1,04
	 1.78
	 2,18
	 2,23
	 3,05
	 3,76

	 13
	1,04
	 1,77
	 2,16
	 2,21
	 3,01
	 3,69

	 14
	1,04
	 1,76
	 2,14
	 2,20
	 2,98
	 3,64

	 15
	1,03
	 1,75
	 2,13
	 2,18
	 2,95
	 3,59

	 16
	1,03
	 1.75
	 2,12
	 2,17
	 2,92
	 3,54

	 17
	1,03
	 1,74
	 2,11
	 2,16
	 2,90
	 3,51

	 18
	1,03
	 1,73
	 2,10
	 2,15
	 2,88
	 3,48

	 19
	1,03
	 1,73
	 2,09
	 2,14
	 2,86
	 3,45

	 20
	1,03
	 1,72
	 2,09
	 2,13
	 2,85
	 3,42

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	 25
	1,02
	 1,71
	 2,06
	 2,11
	 2,79
	 3,33

	 30
	1,02
	 1,70
	 2,04
	 2,09
	 2,75
	 3,27

	 35
	1,01
	 1,70
	 2,03
	 2,07
	 2,72
	 3,23

	 40
	1,01
	 1,68
	 2,02
	 2,06
	 2,70
	 3,20

	 45
	1,01
	 1,68
	 2,01
	 2,06
	 2,69
	 3,18

	 50
	1,01
	 1,68
	 2,01
	 2,05
	 2,68
	 3,16

	 100
	 1,005
	 1,660
	 1,984
	 2,025
	 2,626
	 3,077

	(
	 1,000
	 1,645
	 1,960
	 2,000
	 2,576
	 3,000


а) Для величини z, яка описується нормальним розподілом із очікуванням (z і стандартним відхиленням (, інтервал (z ± k( накриває p = 68,27; 95,45 і 99,73 відсотків розподілу для 
k = 1, 2 і 3 відповідно.
Додаток З 

Приклади


У цьому додатку приводиться 6 прикладів від З.1 до З.6, що детально пророблені, щоб проілюструвати основні принципи, подані в цьому Керівництві для оцінювання і вираження невизначеності вимірювання. Разом із прикладами, включеними в основний текст, а також у деякі інші додатки, вони повинні дати можливість користувачам даного Керівництва впровадити ці принципи в практику своєї власної роботи.

Оскільки приклади даються в якості ілюстрації, то за необхідністю вони були спрощені. Крім того, тому що самі приклади і числові дані, використовувані в них, вибиралися, в основному, таким чином, щоб продемонструвати основні принципи цього Керівництва, то ні приведені приклади, ні ці дані необов’язково повинні інтепретуватися як описуваючі реальні вимірювання. Хоча дані використовуються в тому виді, як приведені, щоб запобігти похибки округлення, у проміжних обчисленнях зберігається більше цифр, чим звичайно показують. Таким чином, зазначений результат обчислення, що включає декілька величин, може злегка відрізнятися від результату, що випливає з чисельних значень, приведених у тексті для цих величин.

Раніше в цьому Керівництві вказувалося, що класифікація методів обчислення компонентів невизначеності за типами А и В використовується тільки для зручності; вона не потрібна для визначення сумарної стандартної невизначеності або розширеної невизначеності результату вимірювання, тому що всі компоненти невизначеності, як би вони не оцінювалися, розглядаються тим же самим чином (див. 3.3.4, 5.1.2 і Д.3.7). Таким чином, у прикладах метод, використовуваний для оцінювання конкретного компонента невизначеності, не ідентифікує компонент за його типом. Проте з обговорення буде ясно, отримана складова з оцінювання за типом А або В.

З.1 Калібрування кінцевої міри довжини

Цей приклад показує, що навіть явно проста задача вимірювання може включати тонкі аспекти оцінювання невизначеності.

З.1.1 Вимірювальна задача

Довжину кінцевої міри номінальною довжиною 50 мм визначають шляхом порівняння її з відомим еталоном тієї ж самої номінальної довжини. Прямий результат звірення цих двох кінцевих мір довжини є різниця d у їхніх довжинах:

d = l(1+а() - ls(1+ аs(s),                                                      (З.1)

де l - вимірювана величина, тобто довжина при 20°С кінцевої міри довжини, яка калібрується;

ls- довжина еталона при 20°С, приведена в сертифікаті про калібрування;

а и аs - коефіцієнти теплового розширення кінцевої міри довжини, яка калібрується, й еталона відповідно;

( і (s - відхилення температури від 20(С кінцевої міри довжини й еталона відповідно.

З.1.2 Математична модель

Виходячи з рівняння (З.1), вимірювана величина дається рівнянням:

l = ( ls(1+ аs(s) + d)((1+а() = ls+ d + ls(аs(s - а() + ....              (З.2)
Якщо різницю температури між кінцевою мірою, яка калібрується, й еталоном записати у виді ((= (s - (, а різниця їхніх коефіцієнтів теплового розширення. як (а = а - as, то рівняння (З.2) приймає вид:

l = f( ls, d, аs, (, (а, (() = ls+ d - ls((а ( - аs(().                        (З.3)
Результати оцінювання показали, що різниці (( і (а дорівнюють нулю, але не їхній невизначеності; передбачається, що (а, аs, ((, ( є некорельованими (якби вимірювана величина була виражена через перемінні а, (, аs, (s, то було б необхідно включити кореляцію між а і аs і ( і (s).
Таким чином, із рівняння (З.3) випливає, що оцінку значення вимірюваної величини l можна одержати з простого вираження ls +

, де ls - довжина еталона при 20°С, приведена в сертифікаті про калібрування, а d - оцінена за допомогою 

, середньому арифметичному з n = 5 незалежних повторних спостережень. Сумарну стандартну невизначеність uc(l) значення l отримують, підставивши рівняння (10), приведене у 5.1.2, у рівняння (З.3), як описано нижче.


Примітка: У цьому і інших прикладах для спpoщення один і той же символ використовується для величини і її оцінки.

З.1.3 Дисперсії

Відповідні аспекти цього приклада, описані тут і в наступних підрозділах, підсумовані в таблиці З.1.

При передбаченні, що (а = 0 і (( = 0, підстановка рівняння (10) із 5.1.2 у рівняння (З.3) дає

uc2(l) = cs2u2(ls) + cd2u2(d) + cas2u2(as) + c(2u2(() +

+ c(a2u2((a) + c((2u2(((),                                                        (З.4)
де                                                 cs = (f/(ls = 1 - ((a( + as(() = 1,

cd = (f/(d = 1,
cas = (f/(as = - ls (( = 0,

c( = (f/((= - ls(a= 0,

c(a = (f/((a = - ls (,

c(( = (f/(((= - lsas,

і, таким чином,
uc2(l) = u2(ls) + u2(d) + ls2 (2u2((a) + ls2as2 u2((().                            (З.5)
З.1.3.1 Невизначеність калібрування еталона, u(ls)
Сертифікат про калібрування дає розширену невизначеність еталона U=0,075 мкм і вказує, що це значення було отримано з використанням коефіцієнта охоплення k=3. Тоді стандартна невизначеність є:

u(ls) = (0,075 мкм)/3 = 25 нм.


З.1.3.2 Невизначеність вимірюваної різниці довжин, u(d)

Сумарне експериментальне стандартне відхилення, яке характеризує звірення l і ls визначалося з змінності 25 незалежних повторних спостережень різниці довжин двох кінцевих мір і склало 13 нм. При звіреннях у цьому прикладі проводилося 5 повторних спостережень. Стандартна невизначеність, пов'язана із середнім арифметичним цих показань, тоді є (див. 4.2.4):

u(

) = s(

) = (1З нм) /(5 = 5,8 нм.

Відповідно до свідчення про калібрування компаратора, використовуваного для звірення l і ls, його невизначеність, "обумовлена випадковими похибками", складає ±0,01 мкм при рівні довіри 95 відсотків і заснована на 6 повторних вимірюваннях; таким чином, стандартна невизначеність, із використанням t-коефіцієнта t95(5) = 2,57 для ( = 6-l = 5 степенів свободи (див. додаток Ж, таблиця Ж. 2), буде:

u(d1) = (0,01 мкм)(2,57 = 3,9 нм.

Невизначеність компаратора, "обумовлена систематичними похибками", у сертифікаті дається рівної 0,02 мкм на "рівні трьох сигма". Тому стандартну невизначеність, викликану цією причиною, можна прийняти, як:

u(d2) = (0,02 мкм)(3 = 6,7 нм.

Загальний внесок одержують із суми оцінених дисперсій:

u2(d) = u2(

) + u2(d1) + u2(d2) = 93 нм2
або                                                            u(d) = 9,7 нм.


З.1.3.3 Невизначеність коефіцієнта теплового розширення, u(as)
Коефіцієнт теплового розширення еталонної кінцевої міри довжини дається, як 
as = 11,5*10-6 (C-1 із невизначеністю, поданою прямокутним розподілом із границями ± 2*10-6 (С-1. Тоді стандартна невизначеність (див. рівняння (7) у 4.3.7):

u(as) = (2*10-6 (С-1)((3 = 1,2*10-6 (С-1.

Оскільки cas = (f/(as = - ls (( = 0, як зазначено в З.1.3, ця невизначеність нічого не вносить у невизначеність l першого порядку. Однак вона вносить у неї внесок другого порядку, що обговорюється в З.1.7.

З.1.3.4 Невизначеність відхилення температури кінцевої міри довжини, u(()
Стверджується, що температура іспитової ванни підтримується (19,9 ± 0,5) °С; при цьому температура в момент окремого спостереження не записується. Говориться, що зазначене максимальне відхилення (= 0,5 (С являє собою амплітуду приблизно циклічної зміни температури в термостатичній системі, а не невизначеність середньої температури. Значення відхилення середньої температури



= (19,9 - 20)(С = -0,1 (С

саме має стандартну невизначеність, обумовлену невизначеністю середньої температури іспитовою ванни:

u(

) = 0,2 (С,

у той час як циклічну зміну у часі створює U - образний (арксинусний) розподіл температур, який дає у результаті стандартну невизначеність

u(() = (0,5 °С)/(2= 0,35 °С.

Відхилення температури ( можна взяти рівним 

, і стандартна невизначеність утворюється з рівняння:

u2(() = u2(

) + u2(() = 0,165(C2,
який дає u(()=0,41°С.

Таблиця З.1 - Зведена таблиця компонентів стандартної невизначеності

	Компоненти

стандартної 
невизначе-

ності u(xi)
	 Джерело

 невизначеності
	Значення стандартної 
невизначе-

ності u(xi)
	сі ( 

(((((хі
	ui(l) (
((ci(u(xi)

(нм)
	 Степені

свободи

	u(ls)
	 Калібрування еталонної кінцевої міри
	 25 нм
	 1
	 25
	 18

	 u(d)
	 Обмірювана розбіжність

між кінцевими мірами довжини
	 9,7 нм
	 1
	 9,7
	 25,6

	 u(

)
	 повторні спостереження
	 5,8 нм
	
	
	24

	u(d1)
	 випадкові ефекти
компаратора
	 3,9 нм
	
	
	5

	u(d2)
	систематичні ефекти

компаратора
	 6,7 нм
	
	
	8

	 u(as)
	 Коефіцієнт теплового

розширення

еталонної кінцевої міри довжини
	 1,2*10-6(C
	0
	0
	

	 u(()
	 Температура іспитової
ванни
	 0,41 °С
	 0
	0
	

	 u(

)
	 Середня температура ванни
	 0,2 °С
	
	
	

	u(()
	 Циклічна зміна
температури у кімнаті
	 0,35 °С
	
	
	

	u((а)
	Різниця коефіцієнтів розширення 

кінцевих мір довжини
	0,58*10-6 (С-1
	 -ls(
	 2,9
	 50

	 u((()
	 Різниця температур кінцевих мір довжини
	 0,029 °С
	 -/.s-O'. s-
	 16,6
	 2

	uc2(l) = ( ui2(l) = 1002 нм2
uc(l) = 32 нм

(еф (l) = 16


Через те, що с0 = ((((( = -ls(a = 0, як зазначено в З.1.3, то ця невизначеність також не вносить ніякого внеску в невизначеність l першого порядку, але вона вносить вклад другого порядку, що описано в З.1.7.

З.1.3.5 Невизначеність різниці коефіцієнтів розширення, u((a)

Оцінені границі для змінності (а такі: ±1*10-6 (С-1 із рівною імовірністю того, що (а буде мати будь-яке значення в диапазоні між цими границями. Стандартна невизначеність дорівнює

u((a) = (1 10-6 (С-1)/(( =0,58*10-6 (С-1.

З.1.3.6 Невизначеність різниці температур кінцевих мір довжини, u((()
Припускають, що еталонна і випробувана кінцеві міри довжини знаходяться при одній і тій же температурі, але різниця температур з однаковою імовірністю може мати будь-яке значення в оціненому інтервалі від -0,05 °С до +0,05 °С. Стандартна невизначеність дорівнює:

u((() = (0,05 °С) / (3 = 0,029 °С.

З.1.4 Сумарна стандартна невизначеність

Сумарну стандартну невизначеність uc(l) обчисляють із рівняння (З.5). Збирають окремі члени, підставляють у це вираження й одержують:

uc2(l) =(25 нм)2 + (9,7 нм)2 (Н.ба) +(0,05 м)2(-0,l (C)2(0,58*10-6 (С-1)2+ 
+ (0,05 м)2(11,5*10-6 (С-1)2(0,029 (С )2 = (25 нм)2 + (9,7 нм)2 +                     (З.6)

+ (2,9 нм)2 +(1б,6 нм)2 = 1002 нм2

або   uc(l) = 32нм.

Очевидно, що домінуючим компонентом невизначеності є невизначеність еталона  u(ls)=25 нм.

З.1.5 Остаточний результат

Сертифікат про калібрування еталонної кінцевої міри довжини дає ls = 50,000623 мм як її довжину при 20°С. Середнє арифметичне 

 п'ятьох повторних спостережень різниці довжин невідомої й еталонної кінцевих мір складає 215 нм. Таким чином, через те, що 
l = ls + 

 (див. З.1.2), довжина l невідомої кінцевої міри довжини при 20°С складає 50,000838 мм. Виходячи з 7.2.2., остаточний результат можна уявити в такому виді: l=50,000838 мм із сумарною стандартною невизначеністю uc=32 нм. Відповідна відносна сумарна стандартна невизначеність складає р/l = 6,4*10-7.
З.1.6 Розширена невизначеність

Припустимо, що потрібно одержати розширену невизначеність U99 = k99uc(l), яка забезпечує інтервал із рівнем довіри приблизно 99 відсотків. Процедура, яку треба використовувати, та ж сама, що узагальнена в Ж.6.4, а необхідні степені свободи зазначені в таблиці З.1. Вони були отримані таким чином:

1) Невизначеність калібрування еталона, u(ls) [З.1.3.1]. У сертифікаті про калібрування вказується, що число ефективних степенів свободи сумарної стандартної невизначеності, для яких була отримана зазначена розширена невизначеність, складає 
(еф (ls) = 18.

2) Невизначеність вимірюваної різниці довжин, u(d) [З.1.3.2 ]. Хоча 

 було отримано з п'ятьох повторних спостережень, тому що u(

) отримано із сумарного експериментального стандартного відхилення, заснованого на 25 спостереженнях, число степенів свободи u(

) складає ((

) = 25 - l = 24 (див. З.3.6, примітка). Число степенів свободи u(d1) невизначеності, обумовленої випадковими ефектами на компараторе, складає u(d1) =6 - l = 5, тому що d1 було отримано із шести повторних вимірювань. Можна припустити, що значення невизначеності ±0,02 мкм для систематичних ефектів, обумовлених компаратором, є надійним на 25 відсотків і, таким чином, число степенів свободи з рівняння (Ж. 3) у Ж. 4.2 є ((d2)=8 (див. приклад у Ж. 4.2 ). Тоді число ефективних ступенів свободи u(d), (еф(d), одержують із рівняння (Ж. 2б), приведеного в Ж. 4.1 :

(еф(d) = [u2(

) + u2(d1) + u2(d2)]2/[u4(

)/((

) + u4(d1)/((d1) + +u4(d2)/((d2)] = 

= (9,7 нм)4 / ((5,8 нм)4(24 + (3,9 нм)4(5 + (6,7 нм)4(() = 25,6.

3) Невизначеність різниці коефіцієнтів розширення, u((а) (З.1.3.5). Оцінені границі (1*10-6 (С-1 для змінності (а є надійними на 10 відсотків. Це дає з рівняння (Ж.3) у Ж.4.2  (((а) = 50.
4) Невизначеність різниці температур кінцевих мір довжини, u(d() [З.1.3.6]. Передбачається, що оцінений інтервал від -0,05°С до +0,05 (C для різниці температур (( є надійним тільки на 50 відсотків, що з рівняння (Ж.3) у Ж.4.2 дає (((()=2.

Визначення (еф(l) із рівняння (Ж.2б) у Ж.4.1 здійснюється точно таким же чином, як і обчислення  (еф(d) у 2), описаному вище. Таким чином, із рівняння (З.6) і значень для (, даних у 1 )-4),

(еф(l) = (32 нм)4(((25 нм)4(18 + (9,7 нм)4(25,6 + 

+ (2,9 нм)4(50 + (16,6 нм)4(2( = 16,7.

Для одержання необхідної розширеної невизначеності це значення зменшується до наступного меншого цілого числа, (еф(l) =16. Потім, із таблиці Ж. 2 у додатку Ж випливає, що t99(16) = 2,92, і тому U99 = t99(16)uc(l) = 2,92*(32 нм) = 93 нм. Відповідно до 7.2.4 остаточний результат вимірювання може бути зазначений, як l = (50,000838 ± 0,000093) мм, де число, що йде за символом ± , є чисельне значення розширеної невизначеності U = kuс, a U визначається із сумарної стандартної невизначеності uс = 32 нм і коефіцієнта охоплення 
k = 2,92, заснованого на t - розподілі для (=16 степенів свободи, і визначає оцінений інтервал із рівнем довіри 99 відсотків. Відповідна відносна розширена невизначеність складає U/l = 1,9*10-6.
З.1.7 Члени другого порядку

У примітці до 5.1.2 указується, що рівняння (10), яке використовується в цьому прикладі для одержання сумарної стандартної  невизначеності uc(l), повинно бути доповнено, коли нелінійність функції Y = f(X1, Х2, ..., XN) настільки значна, що членами другого порядку в розкладанні в ряд Тейлора не можна зневажити. Саме такою є ситуація в цьому прикладі і тому оцінка uc(l), описана вище, не є повною. Застосування вираження, даного в примітці до 5.1.2, у рівнянні (З. З) додає два члена другого порядку, який не можна зневажити, до рівняння (З.5). Ці члени, які виникають із члена другого степеня у вираженні, приведеному в примітці, такі 
ls2u2((a)u2(() + ls2u2(as)u2(((),

але тільки перший із цих членів вносить значний внесок у uc(l):

ls2u2((a)u2(() = (0,05 м)(0,58*10-6 (С-1)(0,41 (С) = 11,7 нм,

ls2u2(as)u2((() = (0,05 м)(1,2*10-6 (С-1)(0,029 (С) = 1,7 нм.

Члени другого порядку збільшують uc(l) з 32 нм до 34 нм. 

З.2 Одночасне вимірювання активного і реактивного опорів

Цей приклад демонструє обробку множини вимірюваних величин або вихідних величин, що визначаються одночасно при одному вимірюванні, і кореляцію їхніх оцінок. У прикладі розглядаються тільки випадкові зміни спостережень; у дійсній практиці невизначеності поправок на систематичні ефекти також будуть вносити вклад у невизначеність результатів вимірювання. Дані аналізуються двома різноманітними засобами, але обидва дають ті ж самі цифрові значення.


З.2.1 Вимірювальна задача

Активний опір R і реактивний опір Х елемента ланцюга визначають шляхом вимірювання амплітуди V різниці потенціалів на його виводах, яка змінюється синусоідально, амплітуди I перемінного струму, що проходить через нього, і кута зсуву фаз Ф перемінної різниці потенціалів щодо перемінного струму. Таким чином, трьома вхідними величинами є V, I і Ф, а трьома вихідними (вимірюваними величинами) є три складові імпеданса: R, Х и Z. Через те, що Z2 = R2+X2, то є тільки дві незалежні вихідні величини.


З.2.2 Математична модель і дані 

Вимірювані величини, пов'язані з вхідними величинами законом Ома:

R = (V/I)sinФ; Х = (V/I)sinФ; Z = (V/I)                                        (З.7)

Передбачається, що п'ять незалежних рядів одночасних спостережень цих трьох вхідних величин V, I і Ф отримані в однакових умовах (див. Б.2.15), а результати цих спостережень приведені в таблиці З.2. Тут же дані середні арифметичні спостереження і експериментальні стандартні відхилення цих середніх, обчислені з рівнянь (3) і (5) у 4.2. Середні значення беруться в якості найкращих оцінок очікуваних значень вхідних величин, а експериментальні стандартні відхилення є стандартними невизначеностями цих середніх.

Внаслідок того, що середні значення 

одержують з одночасних спостережень, вони корельовані, і ці кореляції повинні прийматися в увагу при обчисленні стандартних невизначеностей вимірюваних величин R, X і Z. Необхідні коефіцієнти кореляції легко одержують із рівняння (14) у 5.2.2, використовуючи значення s(

), s(

) і s(

), обчислені з рівняння (17) у 5.2.3. Результати включені в таблицю З.2, де слід пам'ятати, що r(хі,хj)=r(xj,xi) і r(хі,хi)=1

З.2.3 Результати: перший спосіб аналізу

Результати аналізу даних першим способом зведені в таблицю З.3.

Значення трьох вимірюваних величин R, Х и Z одержують із залежностей, даних у рівнянні (З.7), використовуючи середні значення 

, приведені в таблиці З.2 для V, I і Ф. Стандартні невизначеності R, Х и Z одержують із рівняння (16) у 5.2.2, тому що, як указувалося вище, вхідні величини 

 корельовані. Як приклад розглянемо Z = 

. При ототожненні 

 із x1, 

 із x2 і f із Z=

рівняння (16) у 5.2.2 для сумарної невизначеності Z дає:

uc2(Z) = (1/

)2u2(

) + (

/

2)2u2(

) + 2(1/

)(- 

/

2)u(

)u(

)r(

,

) = Z2(u(

)/

)2 + Z2(u(

)/

)2 - 2Z2(u(

)/

)(u(

)/

)r(

,

)
або   uc,r2(Z) = ur2(

) + ur2(

) - 2ur(

)ur(

)r(

,

), де u(

) = s(

), u(

) = s(

), а підрядковий індекс "r" в останньому вираженні показує, що u є відносною невизначеністю. Підставивши відповідні числові значення з таблиці З.2 у рівняння (З.8а), одержуємо uc(Z) = 0,236 (.

Оскільки ці три вимірювані або вихідні величини залежать від тих же самих вхідних величин, то вони теж корельовані. Елементи коваріаційної матриці, яка описує цю кореляцію, можна записати, у загальному випадку, як:

u(yl,ym) =((((yl((xi)((ym((xj)u(xi)u(xj)r(xi,xj), і,j = 1...N.               (З.9)
Таблиця З.2 - Значення вхідних величин V, I і Ф, отримані з п'ятьох рядів спостережень

	Номер 
	 Вхідні величини

	ряду k
	 V(B)
	 I(мA)
	 Ф (рад)

	1

2
3
4
5
	 5,007 
4,994 
5,005 
4,990 
4,999
	 19,663 19,639 19,640 19,685 19,678
	 1,0456 
1,0438 
1,0468 
1,0428

1,0433

	Середнє арифметичне

Експериментальне стандартне відхи-лення середнього
	 

 = 4,9990

s(

) = 0,0032
	 

=19,6610 

s(

)= 0,0095
	 

 = 1,04446

s(

)=0,00075

	 Коефіцієнти кореляції

	 r(

,

) = -0,36
r(

,

) = 0,86

 r(

,

) = -0,65


де yl=fl(x1, x2, ..., xN) і ym=fm(x1, х2, ..., хN). Рівняння (З.9) є узагальненням рівняння (Е. 2) у Е.1.2.3 , коли ql у цьому вираженні корельовані. Оцінені коефіцієнти кореляції вихідних величин, як зазначено в рівнянні (14) у 5.2.2, визначаються такий чином: r(уl, уm) = u(уl,уm)/u(уl)u(уm). Слід визнати, що діагональні елементи коваріаційної матриці u(уl,уl)(u(уl) є оцінками дисперсій вихідних величин уl (див. 5.2.2, примітка 2) і що для m = l рівняння (З.9) ідентично рівнянню (16) у 5.2.2.

Щоб застосувати рівняння (З. 9) до цього приклада, приймаються такі позначення:

у1 = R,   x1 = 

,   u(xi) = s(xi),   y2 = X,   x2 = 

,   N=3,   y3 = Z, x3 = 

.

Результати обчислень R, Х и Z, оцінок їхніх дисперсій і коефіцієнтів кореляції дані в таблиці З.3.


Таблиця З.З - Обчислені значення вихідних величин R, X і Z: перший спосіб

	Номер вимірюваної

величини l
	 Співвідношення між оцінкою вимірюваної величини уl і вхідними величинами xі
	 Значення оцінки уl, яка є результатом вимірювання
	 Сумарна стандартна невизначеність uc(yl) результату вимірювання

	 1
	y1=R=(

)cos


	 y1=R=127,732(
	uc(R) =0,071(
uc(R)/R =0,06*10-2

	2
	 у2=Х=(

)sin


	 y2=X=219,847(
	uc(X) =0,295 ( uc(X)/X =0,13*10-2

	3
	 y3 = Z = 


	 y3=Z=254,260(
	uc(Z) =0,236 ( uc(Z)/Z =0,09*10-2

	 Коефіцієнти кореляції r(yl, уm)

	 r(y1,y2) = r(R,X) = -0,588

 r(y1,y3) = r(R, Z) = -0,485 

r(y2,y3) = r(X,Z) = 0,993


З.2.4 Результати: другий спосіб аналізу

Результати аналізу даних другим способом зведені в таблицю З.4.

Через те, що дані були отримані у виді п'ятьох рядів спостережень трьох вхідних величин V, I і Ф, можна обчислити значення R, Х и Z із кожного ряду вхідних даних, а потім узяти середнє арифметичне цих п'ятьох значень для одержання найкращих оцінок R, Х и Z. Експериментальне стандартне відхилення кожного середнього значення (який є його сумарною стандартною невизначеністю) потім обчисляють із п'ятьох окремих значень звичайним способом [рівняння (5) у 4.2.3]; і оцінені коваріації цих трьох середніх значень обчисляють, використовуючи рівняння (17) у 5.2.3 безпосередньо щодо п'яти окремих значень із який одержують кожне середнє значення. У результатах, отриманих цими двома способами, немає розбіжностей у значеннях вихідних величин, стандартних невизначеностей і оцінок коваріації, за винятком ефектів другого порядку, пов'язаних із заміною таких членів як 

/

 або cosФ на 

 або 

.

Щоб продемонструвати цей спосіб, у таблиці З.4 дані значення R, Х і Z, обчислені в кожному з п'ятьох рядів спостережень. Потім середні арифметичні, стандартні невизначеності й оцінені коефіцієнти кореляції безпосередньо обчислювалися з цих окремих значень. Числові результати, отримані таким чином, незначно відрізняються від результатів, даних у таблиці З.3.

За термінологієї примітки до 4.1.4 другий спосіб є прикладом одержання оцінки у із 

= ((Yk)/n, k =1...n, у той час як перший спосіб є прикладом одержання у з Y = f(

1, 

2, ..., 

N). Як вказується в цій примітці, ці два способи дають однакові результати, якщо f є лінійною функцією своїх вхідних величин (за умови, що коефіцієнти кореляції, які експериментально спостерігаються, приймаються в увагу, коли застосовується перший спосіб). Якщо f не є лінійною функцією, тоді результати, отримані першим способом, будуть відрізнятися від результатів, отриманих другим способом, у залежності від ступеня нелінійності, оцінених дисперсій і коваріацій Xі. Це можна бачити з вираження:

Y = f(

1, 

2, ..., 

N) + 0,5(((2f(((

i(

j)u(

i, 

j) + ..., і,j = 1...N,          (З.10)

де другий член справа є членом другого порядку при розкладанні в ряд Тейлора величини f по 

і (див. також 5.1.2, примітка). У даному випадку перевага віддається другому способові, тому що даний спосіб уникає апроксимації Y = f(

1, 

2, ..., 

N) і краще відбиває використану процедуру вимірювання - те, що дані фактично були зібрані в ряди.

З іншого боку, другий спосіб буде непідходящим, якщо дані таблиці З.2 подають n1=5 спостережень різниці потенціалів V, за яких ідуть n2=5 спостережень току I, потім n3=5 спостережень фази Ф; і неможливим якщо n1 ( n2 ( n3, (фактично це погана вимірювальна процедура - проводити вимірювання таким способом, тому що різниця потенціалів на повному опорі і струм, який йде через нього, безпосередньо взаємозалежні).

Якщо дані, приведені в таблиці З.2 витлумачити наново таким чином, щоб другий спосіб виявився неприйнятним, і якщо припустити, що кореляції між величинами V. I і Ф відсутні, то коефіцієнти кореляцій не будуть значущими і їх варто встановити рівними нулю. Якщо це зробити в таблиці З.2, то рівняння (З.9) зводиться до еквівалента рівняння (Е. 2) у Е.1.2.3 , як-от:

u(yl,ym) =(((yl((xi)((ym((xі)u2(xi), і = 1...N,                            (З.11)
і його застосування до даних таблиці З.2 призведе до змін у таблиці З.3, показаним у таблиці З.5.

Таблиця З.4 - Обчислені значення вихідних величин R, Х і Z: другий спосіб
	Номер 
	 Індивідуальні значення вимірюваних величин

	ряду k
	 R =(V/I)cosФ (()
	 X=(V/I)sinФ (()
	 Z=V/I (()

	 1
	 127,67
	 220,32
	 254,64

	 2
	 127,89
	 219,79
	 254,29

	 3
	 127,51
	 220,64
	 254,84

	 4
	 127,71
	 218,97
	 253.49

	 5
	 127,88
	 219,51
	 254,04

	 Середнє арифметичне Експериментальне стандартне відхилення середнього
	у1=

=127,732 
s(

) = 0,071
	 y2=

 =219,847 
s(

) = 0,295
	y3=

=254,260  

s(

)=0,236

	 Коефіцієнти кореляції r(yl, уm)

	 r(y1,y2) = r(

,

) = -0,588

 r(y1,y3) = r(

,

) = -0,485 

r(y2,y3) = r(

,

) = 0,993



Таблиця З.5 - Зміни в таблиці З.З у припущенні, що коефіцієнти кореляції таблиці З.2 дорівнюють нулю

	Сумарна стандартна невизначеність результату вимірювання uc(yl)

	 uc(R) = 0,195 (
uc(R)/R = 0,15*10-2

	 uc(X) = 0,201 (
uc(X)/X =0,09*10-2

	 uc(Z) = 0,204 (
 uc(Z)/Z = 0,08*10-2

	 Коефіцієнти кореляції r(yl, уm)

	 r(y1,y2) = r(R,X) = 0,056

 r(y1,y3) = r(R, Z) = 0,527 

r(y2,y3) = r(X,Z) = 0,878
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