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Вступление


На практике часто возникают  задачи выбора оптимальных решений дискретного характера. При этом различают задачи чисто комбинаторного типа, множества допустимых решений которых являются конечными; задачи целочисленного программирования, в которых переменные принимают целочисленные значения; задачи частично целочисленного программирования, в которых только часть переменных принимает целочисленные значения. Задачи, которые относятся к комбинаторным, обычно удобнее представлять, используя понятия теории графов либо теории  матроидов. Задачи целочисленного программирования удобнее представлять используя понятие математического программирования.

Пусть имеем задачу дискретного программирования:
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где 
[image: image3.wmf]X

 - конечное  множество допустимых решений. 

Метод ветвей и границ относится  к  группе методов, которые  учитывают комбинаторный характер задачи, то есть дискретность всех или отдельных переменных. Метод базируется на упорядоченном переборе решений, рассмотрении только тех решений, которые являются по определенным признакам перспективными, и отбрасывании сразу целых множеств решений, которые  бесперспективны.


Впервые этот метод предложили Ленд и Дойг в 1960 г. для задачи  целочисленного линейного программирования. Однако по-настоящему метод был оценен после работы Литтла, Мурти, Суини и Керела, посвященной  задаче коммивояжера, которые дали название методу и обратили внимание на его общий характер.
Алгоритмы методов ветвей и границ могут быть описаны с помощью нескольких ключевых понятий: ветвления, оценки, рекорда, теста, стратегии.

Рассмотрим общую схему решения задачи  (1)-(2) и использования метода вереей и границ для решения задачи целочисленного линейного программирования, задачи коммивояжера и задачи о нахождении кратчайшего пути в сети.
1 Ветвление


Предполагается, что существует правило 
[image: image4.wmf]b

, которое сопоставляет любому множеству 
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 конечное количество множеств 
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 таких, что множество множеств 
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 является разбитием множества 
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 (разбитие множества 
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 – множество множеств, которые взаимно не пересекаются и в сумме дают 
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). Разбитие множества 
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 будем обозначать так:
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Относительно правила 
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 разбитие множества 
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 в идеальном случае предполагается:

а) если мощность  множества 
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 не может быть разбито на подмножества, то есть в этом случае  
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Множества, которые встречаются в процессе ветвления множества 
[image: image20.wmf]X

, можно упо​рядочить по ветвлениям и эту связь можно изобразить в виде дерева 
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 подмножеств решений (
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– множество вершин, 
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– множество дуг). Корень дерева соответствует множеству 
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, а листья - одноэлементным множествам. Условие а) гарантирует, что любой путь от корня к листу  содержит не более 
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Для каждой конкретной задачи существует много способов ветвления множества ее решений в виде дерева 
[image: image26.wmf])

U

,

V

(

. Наиболее широко используются два следующих  правила ветвления:

бинарное ветвление;

ветвление по компонентам.

1.1 Бинарное ветвление

Связано с разбитием множества 
[image: image27.wmf]X

X

j

Í

 решений по некоторому признаку на два подмножества, которые не пересекаются: 
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. Дерево ветвления 
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 для этого способа имеет вид, показанный на рисунке 1.1 Такие деревья называются бинарными.
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Рисунок 1.1 – Бинарное ветвление
1.2 Ветвление по компонентам

Реализуется путем фиксации значений переменных. Покомпонентное ветвление возможно, если множество 
[image: image33.wmf]X

 может быть задано ограничениями вида:
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Для этого способа ветвления дерево имеет вид, показанный на рисунке 1.2.
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Рисунок 1.2 – Ветвление по компонентам
2 Оценка


В методе ветвей и границ для каждого из подмножеств множества 
[image: image36.wmf]j
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 допустимых решений определяется  оценка (нижняя граница) значений целевой функции. Оценка является функцией 
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 и в идеальном случае имеет следующие  свойства:
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Для вычисления  оценки 
[image: image46.wmf])

(

j

X

g

 может быть решена некоторая оптимизационная задача простой структуры:
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что является оценочной для задачи:
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От оценочной  задачи требуется  выполнение следующих условий:

1) если оценочная задача (3) не имеет допустимых решений, тогда и задача (4) не имеет допустимых решений;

2) значение целевой функции решения задачи (3) не хуже, чем значение целевой функции решения задачи (4).

3 Рекорд


При решении оценочных задач могут быть найдены допустимые решения задачи (4), а значит и задачи (1)-(2). Наилучшее значение целевой функции задачи (1)-(2), которое достигается на множестве найденных допустимых решений, называется рекордом, а соответственно допустимое решение называется рекордным.


Если к текущему шагу допустимые решения задачи (1)-(2) не найдены, тогда рекорд считается  равным 
[image: image49.wmf]¥
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. Далее  текущее  значение рекорда будем обозначать 
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4 Тест


В методе ветвей и границ в процессе последовательного ветвления множества 
[image: image51.wmf]X

 исключаются те из получаемых подмножеств, про которые стало известно, что они не содержат допустимые решения лучше, чем рекордное. Исключение проводится с помощью теста, который базируется на вычислении оценок и сравнении их с рекордом.
Тест. Если для некоторого множества 
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 справедливо, что 
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 исключается из дальнейшего рассмотрения.
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[image: image55.wmf]*

}

|

)}

(

{

 

min

f

X

x

x

f

j

x

³

Î

 (наилучшее решение из множества 
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 хуже, чем рекордное), но 
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 (оценка множества 
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 лучше, чем рекорд), тогда тест не может исключить подмножество 
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, хотя она не содержит допустимого решения лучше, чем рекордное. Потому желательно, чтобы оценка 
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 была как можно ближе к наилучшему значению целевой функции на множестве 
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Для конкретных задач удается строить и другие эмпирические тесты, которые основываются на необходимых условиях оптимальности или любых других положениях.

5 Схема метода ветвей и границ


Введем обозначение: 
[image: image62.wmf]L

 – текущий список подмножества множества 
[image: image63.wmf]X

.

ШАГ 0. Анализ множества 
[image: image64.wmf]X

.

Вычислить оценку 
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. Пусть 
[image: image66.wmf]*

X

 – множество допустимых решений, которые получены при оценивании множества 
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Если 
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Если 
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 и для наилучшего из этих решений 
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 выполняется равенство
	
[image: image73.wmf])

(

)

(

X

x

f

g

=

*


	(5)


тогда 
[image: image74.wmf]*
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 – решение задачи, КОНЕЦ.

Если равенство (5) не выполняется, тогда считаем, что
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ШАГ 1. Анализ списка.

Если список 
[image: image76.wmf]L

 не пустой, тогда перейти на ШАГ 2, иначе - остановить вычисления. При этом:

· если 
[image: image77.wmf]+¥
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, тогда 
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 – значение начальной задачи, а соответствующее рекорду решение – решение задачи;

· если 
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, тогда начальная задача не имеет допустимых решений.

ШАГ 2. Выбор множества  для ветвления.

Выбрать из списка 
[image: image80.wmf]L

 множество 
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 согласно правилу:
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ШАГ 3. Ветвление.

Получить множество 
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ШАГ 4. Анализ потомков.

Вычислить оценку каждого элемента из 
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ШАГ 5. Корректировка рекорда.

При оценивании множеств 
[image: image86.wmf]kj

X

 допустимые решения начальной задачи могли стать известными. Пусть 
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ШАГ 6. Тест.

Сформировать новый список по  правилу:
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(при этом с учетом того, что рекорд мог измениться, из списка будут исключены все подмножества 
[image: image91.wmf]j
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, оценка которых хуже, чем у рекорда). Переход на ШАГ 1.

6 Стратегия

Под стратегией метода ветвей и границ для конкретной задачи понимают следующую  совокупность правил и процедур.

Правило ветвления 
[image: image92.wmf]b

.

Процедура вычисления оценок (нижних границ). При этом часто существует выбор между оценками, которые являются относительно точными, но трудоемкими (требуют много времени для вычислений), и оценками, которые являются не такими точными, но которые можно вычислить значительно быстрее. Правило выбора множества для ветвления. Обычно используются такие алгоритмы выбора множества:

· выбор множества с наименьшей нижней оценкой;

· выбор согласно правилу LIFO  - "последним пришел - первым вышел"; 

· выбор согласно правилу FIFO  - "первым пришел - первым ушел";

· ветвление в глубину.

Эффективность использования метода зависит от разработки стратегии для каждой конкретной задачи.

7 Метод ветвей и границ для решения задачи целочисленного линейного программирования


Рассмотрим задачу целочисленного линейного программирования (ЗЦЛП):
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Разработаем стратегию метода ветвей и границ для решения данной задачи, то есть определим:

· правило ветвления;

· способ оценивания получаемых подмножеств;

· правило выбора множества для ветвления;

· тест.
Выберем множества 
[image: image97.wmf]X

и 
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 таким образом:

[image: image99.wmf]X

– множество, которое задается ограничениями (7)-(9) – это множество изолированных точек, которое показано на рисунке 7.1.

[image: image100.png]



Рисунок 7.1 – Множество изолированных точек


[image: image101.wmf]X

~

– множество, которое задается ограничениями (7)-(8) – это многогранное выпуклое множество, которое показано на рисунке 7.2.
[image: image102.png]



Рисунок 7.2 – Многогранное выпуклое множество

Согласно общей идее сначала решается задача с ослабленными ограничениями, то есть задача
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Пусть получили некоторое решение 
[image: image104.wmf]0
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 этой задачи. Если оно удовлетворяет условиям (9), то исходная задача (6)-(9) решена, если же нет, то значения 
[image: image105.wmf]0
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 являются нижней гранью (оценкой) оптимальности целевой функции задачи (6)-(9).

7.1 Ветвление

В данной реализации  алгоритма метода ветвей и границ используется правило бинарного ветвления, то есть на каждом шаге задача разбивается на две подзадачи методом добавления двух взаимоисключающих и исчерпывающих все возможности ограничения. Рассмотрим детально этот процесс.


Пусть 
[image: image106.wmf]k
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 – целочисленная переменная (
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),  значение которой 
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 в оптимальном решении ослабленной задачи является дробным числом. Интервал 
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 не содержит допустимых целочисленных компонент решения (где 
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). Потому допустимое решение должно удовлетворять одному из условий:
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Ввод этих условий во входную задачу порождает две несвязанные между собой ЗЦЛП: (6)-(9),(10) и (6)-(9),(11) (рисунок 7.3)
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Рисунок 7.3 - Ветвление
Говорят, что исходная задача разбивается на две подзадачи. Формально, правило ветвления множества 
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Что касается правила выбора множества для ветвления, то будем выбирать ту вершину дерева, которая имеет наименьшую оценку.

7.2 Вычисление оценки

Пусть имеем ЗЦЛП из множества допустимых решений 
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Задача (12) является задачей, которая соответствует одному из подмножеств 
[image: image123.wmf]Í
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 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf]X

, полученному в процессе ветвления. Если 
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, то 
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 является правой частью одного из ограничений ти​па (10).
Оценочной для задачи (12) является задача линейного программирования:
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Пусть 
[image: image130.wmf]0

x

 – решение задачи (13). Тогда нижняя оценка решений задачи (12) такая: 
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Дерево подмножества решений будем изображать так, как показано на рисунке 7.4.
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Рисунок 7.4 – Дерево подмножества решений
Для каждой вершины дерева значение ослабленной задачи дает нижнюю оценку соответствующего множества решений.

7.3 Тест


Предположим, что рекордное решение (наилучшее допустимое, найденное до текущего момента времени) имеет значение целевой функции 
[image: image133.wmf]0
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 (рекорд). И пусть в дереве ветвления есть вершина с нижней оценкой: 
[image: image134.wmf]0
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. Это означает, что любое допустимое решение 
[image: image135.wmf]x

 задачи (6) - (9), которое можно получить в результате разработки этой вершины, будет иметь значение целевой функции 
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. Таким образом, нет смысла разветвлять эту вершину, потому что соответствующее ей подмножество допустимых решений не содержит решений, которые были бы лучше, чем текущее рекордное. То есть эта вершина может быть исключена из рассмотрения.
7.4 Примеры использования метода ветвей и границ для решения задач целочисленного линейного программирования

Пример 1

Решить задачу [1]:
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При решении данной ЗЦЛП методом ветвей и границ для получения решений промежуточных ослабленных задач используем графический метод.


Сначала найдем решение ослабленной задачи (назовем ее задачей 0):
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Она имеет нецелочисленное решение (рис. 7):  
[image: image139.wmf]0

1

x

=1,5, 
[image: image140.wmf]0

2

x

=2,5,   z=4. 


Обе переменные x1 и x2 не удовлетворяют условиям целочисленности. По каждой из них можно разбить задачу 0 на две подзадачи. Выберем переменную x1 (
[image: image141.wmf]0

1

x

=1,5). Допустимое решение начальной задачи  удовлетворяет условию одного из неравенств:
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Ввод этих условий в начальную задачу порождает две несвязанные между собой ЗЦЛП:

Задача 1
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Задача 2
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После использования графического способа решения соответствующих задач, рисунок 7.5 получены такие оптимальные решения:

– задача 1: 
[image: image148.wmf]1

1

x

=1, 
[image: image149.wmf]1

2

x

= 5/3,   z= 8/3;

– задача 2: 
[image: image150.wmf]2

1

x

=2, 
[image: image151.wmf]2

1

x

= 5/3,   z= 11/3.
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Рисунок 7.5 – Графический способ решения задач (0,1,2)

Это означает, что все допустимые (целочисленные) решения задачи 1 имеют верхнюю оценку 
[image: image153.wmf]g

= 8/3, а задачи 2 - 
[image: image154.wmf]g

=11/3. Подмножество решений, которое соответствует задаче 2, имеет оценку лучше. Потому дальнейшее ветвление проведем именно для этого подмножества. В решении задачи 2 переменная x2 имеет дробное значение (
[image: image155.wmf]2

1

x

= 5/3). Проведем ветвление по этой переменной. Допустимое решение начальной задачи должно удовлетворять условию одного из неравенств:
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Ввод этих условий в исходную задачу порождает две несвязанные между собой ЗЦЛП:

Задача 3
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Задача 4
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Решения этих задач показано на рисунке 7.6:

– задача 3: 
[image: image162.wmf]3

1

x

=12/5, 
[image: image163.wmf]3

2

x

=2, z = 17/5;

– задача 4 не имеет допустимых решений.
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Рисунок 7.6 – Графический способ решения задач (3,4)


Подмножество решений, которое соответствует задаче 3, на текущий момент имеет наилучшую оценку. Потому дальнейшее ветвление проведем для этого подмножества. В решении задачи 3 переменная x1 имеет дробное значение. Ветвление проведем по этой переменной. Допустимое решение начальной задачи должно удовлетворять условию одного из не​равенств: 
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Ввод этих условий в исходную задачу порождает две несвязанные между собой ЗЦЛП:

Задача 5
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Задача 6
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Решение этих задач показано на рисунке 7.7:
– задача 5: 
[image: image169.wmf]5

1

x

= 2, 
[image: image170.wmf]5

2

x

=1, z= 3 - рекордное решение;

– задача 6 не имеет допустимых решений.
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Рисунок 7.7 – Графический способ решения задач (5,6)

На основе решения исходной задачи построим дерево поиска решений, которое изображено на рисунке 7.8.

Рекордное решение имеет значение целевой функции 
[image: image172.wmf]z

=3. Нет смысла разветвлять вершины, которые соответствуют задачам 1 и 3 (соответствующие оценки равны 8/3 и 17/5), потому что их подмножества допустимых решений не содержат решений, которые были бы лучше, чем текущее рекордное. Таким образом, соответствующие вершины могут быть исключены из рассмотрения. Получили оптимальное решение исходной задачи: x1=2, x2=1, значение задачи z=3.
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Рисунок 7.8 – Дерево поиска решений
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Пример 2

Решить следующую ЗЦЛП.

	max z= 3x1+x2;
	

	x1+4x2  
[image: image174.wmf]£

 16;
	(14)

	2x1+5x2  
[image: image175.wmf]£

 13;
	(15)

	x1, x2
[image: image176.wmf]³

 0;
	(16)

	x1, x2 – целые.
	(17)


Задача 0. Решим ослабленную ЗЛП с ограничениями (14)-(16) (то есть без учета ограничений целочисленности (17) ):
	max z= 3x1+x2;
	

	x1+4x2  
[image: image177.wmf]£

 16;
	

	2x1+5x2  
[image: image178.wmf]£

 13;
	

	x1, x2
[image: image179.wmf]³

 0;
	


Заполним начальную симплекс-таблицу для ослабленной задачи (таблица 7.1).
Таблица 7.1
	Б/П
	x1
	x2
	x3
	x4
	Решение

	z
	-3
	-1
	0
	0
	0

	x3
	1
	4
	1
	0
	16

	x4
	2
	5
	0
	1
	13


Оптимальное решение ослабленной задачи (задачи 0) приведено в таблице 7.2.
Таблица 7.2
	Б/П
	x1
	x2
	x3
	x4
	Решение

	z
	0
	13/2
	0
	3/2
	39/2

	x3
	0
	3/2
	1
	-1/2
	19/2

	x1
	1
	5/2
	0
	1/2
	13/2


Решение не удовлетворяет условиям (17). Обе переменные не целые, проведем ветвление по переменной 
[image: image180.wmf]1
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 (получим соответственно задачу 1 и задачу 2).

Задача 1 
	max z= 3x1+x2;
	

	x1+4x2  
[image: image182.wmf]£

 16;
	(14а)

	2x1+5x2  
[image: image183.wmf]£

 13;
	(15а)

	x1, x2
[image: image184.wmf]³

 0;
	(16а)

	x1
[image: image185.wmf]£

 6;
	(18)

	x1, x2 – целые.
	


Для учета нового ограничения (18) необходимо выполнить такие действия:

1) ввести остаточную переменную:

	x1+x5 = 6;
	(18а)


2) выразить базисную переменную 
[image: image186.wmf]1

x

, которая входит в равенство (18а), через небазисные из соответственной строки оптимальной симплекс-таблицы задачи 0:

x1= 13/2 - 5/2 x2 - 1/2  x4;
3) подставить выражение для базисной переменной в (18а):

-5/2x2 - 1/2 x4+ x5 =-1/2;

4) ввести полученное ограничение в оптимальную симплекс-таблицу задачи 0 и для ослабленной задачи выполнить итерацию двойственного симплекс-метода (Таблица 7.3):
Таблица 7.3
	Б/П
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	Решение

	z
	0
	13/2
	0
	3/2
	0
	39/2

	x3
	0
	3/2
	1
	-1/2
	0
	19/2

	x1
	1
	5/2
	0
	1/2
	0
	13/2

	x5
	0
	-5/2
	0
	-1/2
	1
	-1/2

	Отно-шение
	
	-13/5
	
	-3
	
	

	
	
	мин. по мо-ду-лю
	
	
	
	



Оптимальное решение задачи 1(Таблица 7.4):
Таблица 7.4
	Б/П
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	Решение

	z
	0
	0
	0
	1/5
	13/5
	91/5

	x3
	0
	0
	1
	-4/5
	3/5
	46/5

	x1
	1
	0
	0
	0
	1
	6

	x2
	0
	1
	0
	1/5
	-2/5
	1/5


Задача 2. 
	max z= 3x1+x2;
	

	x1+4x2  
[image: image187.wmf]£

 16;
	(14б)

	2x1+5x2  
[image: image188.wmf]£

 13;
	(15б)

	x1, x2
[image: image189.wmf]³

 0;
	(16б)

	x1
[image: image190.wmf]³

 7;
	(19)

	x1, x2 – целые.
	


Для учета нового ограничения (19) выполним такие действия:

0) ограничения (19) приведем к виду “≤”, помножив его на -1;

Потом для этого ограничения, как и при решении задачи 1, выполняем пунк​ты 1) – 4):

1) -x1+ x6 =-7 ;

2) x1= 13/2 - 5/2 x2 - 1/2 x4;

3) 5/2 x2+1/2 x4+x6 = -1/2 ;

4) ввести полученное ограничение в оптимальную симплекс-таблицу задачи 0 и для ослабленной задачи выполнить итерацию двойственного симплекс-метода.

Из последнего равенства видим, что ограничение (19) противоречит ограничениям (14) – (16), т.к. все коэффициенты при переменных левой части равенства положительны, а правая часть равенства отрицательна. Это означает, что задача 2 допустимых решений не имеет.

На этот момент имеем только одно подмножество решений (соответствующее задаче 1). Проведем ветвление задачи 1 по переменной x2:   
[image: image191.wmf]1
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 (получим соответственно задачи 3 и 4).
Задача 3.
	max z= 3x1+x2;
	

	x1+4x2  
[image: image192.wmf]£

 16;
	(14в)

	2x1+5x2  
[image: image193.wmf]£

 13;
	(15в)

	x1, x2
[image: image194.wmf]³

 0;
	(16в)

	x1
[image: image195.wmf]£

 6;
	(18а)

	x2
[image: image196.wmf]£

0;
	(20)

	x1, x2 
[image: image197.wmf]³

 0;
	

	x1, x2 – целые.
	


С учетом ограничений неотрицательности переменных (x2 ( 0) и ограничения (20) (x2 
[image: image198.wmf]£

 0) имеем x2=0. Задача 3 сводится к задаче оптимизации в пространстве 
[image: image199.wmf]1

R

. В этом случае не нужно использовать симплекс-метод.
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Задача 4.
	max z= 3x1+x2;
	

	x1+4x2  
[image: image201.wmf]£

 16;
	(14г)

	2x1+5x2  
[image: image202.wmf]£

 13;
	(15г)

	x1, x2
[image: image203.wmf]³

 0;
	(16г)

	x1
[image: image204.wmf]£

 6;
	(18б)

	x2  
[image: image205.wmf]³

1;
	(21)

	x1, x2 
[image: image206.wmf]³

 0;
	

	x1, x2 – целые.
	


Для учета нового ограничения (21), которое запишем в виде - x2
[image: image207.wmf]£

-1, выполним действия, указанные в  пунктах 2)-4) ( как и при решении задачи 1):

-x2 + x7= -1; 

x2 = -1/5x4+2/5x5+1/5 (из оптимальной симплекс-таблицы задачи 1) ;

1/5 x4 - 2/5 x5 + x7= - 4/5.


Введем последнее ограничение в оптимальную симплекс-таблицу ослабленной задачи 1(Таблица 7.5):

Таблица 7.5
	Б/П
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x7
	Решение

	z
	0
	0
	0
	1/5
	13/5
	0
	91/5

	x3
	0
	0
	1
	-4/5
	3/5
	0
	46/5

	x1
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	6

	x2
	0
	1
	0
	1/5
	-2/5
	0
	1/5

	x7
	0
	0
	0
	1/5
	-2/5
	1
	-4/5

	Отно-шение
	
	
	
	–
	-13/2
	
	


После реализации итерации двойственного симплекс-метода получаем оптимальное решение задачи 4 (Таблица 7.6):

Таблица 7.6
	Б/П
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x7
	Решение

	z
	0
	0
	0
	3/2
	0
	13/2
	13

	x3
	0
	0
	1
	-1/2
	0
	3/2
	8

	x1
	1
	0
	0
	1/2
	0
	5/2
	4

	x2
	0
	1
	0
	0
	0
	-1
	1

	x5
	0
	0
	0
	-1/2
	1
	-5/2
	2


Согласно процессу решения исходной задачи построим дерево подмножеств решений (рисунок 7.9). На рисунке 7.10 приведена графическая иллюстрация решения задачи 0, на рисунке 7.11 - иллюстрация решения задач 1 и 2, на рисунке 7.12 – задач 3 и 4.

Таким образом, в результате решения исходной задачи получено два допустимых целочисленных решения:

1)
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Оптимальным является первое решение. 
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Рисунок 7.9 – Дерево подмножеств решений
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Рисунок 7.10 – Графическая иллюстрация решения задачи 0
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Рисунок 7.11 – Графическая иллюстрация решения задач (1,2)
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Рисунок 7.12 – Графическая иллюстрация решения задач (3,4)
7.5 Задания для самостоятельной работы
Решить ЗЦЛП методом ветвей и границ. Построить дерево подмножеств решений задачи. Для каждой задачи дана оптимальная симплекс-таблица соответствующей ослабленной задачи. Каждую из сформированных подзадач решить при помощи двойственного симплекс-метода (привести все симплекс-таблицы получаемые в процессе решения).
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8 Метод ветвей и границ решения задачи коммивояжера 
Содержательная постановка задачи
Коммивояжеру нужно побывать в каждом из 
[image: image244.wmf]n

 городов, начиная и заканчивая свой маршрут городом 1, при этом он не должен дважды заезжать ни в один городов. Пусть cij (0 – расстояние между городами i и j, 
[image: image245.wmf]n
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, при этом c ii = 
[image: image246.wmf]¥

 и cij = (, если прямого маршрута из города i в город j не существует. Необходимо найти кратчайший цикл обхода всех городов. 

Цикл 
[image: image247.wmf]t

 – это набор из n упорядоченных пар городов, которые образовывают маршрут,  проходящий через каждый город лишь один раз:
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Общая стоимость переездов (длина) цикла t:
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В выражении для 
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 содержится только один элемент для каждой строки и только один элемент для каждого столбца матрицы 
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Математическая постановка задачи
Переменные:
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Целевая функция:
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Ограничение:
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обеспечивают только один выезд из любого города,
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обеспечивают только один въезд в каждый город,

	
[image: image257.wmf]).
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Все три группы ограничений обеспечивают равенство каждой переменной xij или 0, или 1. Но их недостаточно, чтобы решение обязательно было циклом. Например, следующие решения удовлетворяют условиям (23)-(25) (в каждой строке и в каждом столбце имеем только по одному единичному элементу), но каждый из них включает в себя подциклы (циклы, которые включают в себя меньше, чем n городов):

· решение 
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 включает в себя 2 подцикла   (1-4) (4-1) и  (2-3) (3-2);

· решение 
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 также  включает  в  себя  2  подцикла:   (1-2) (1-1)  и (3-5) (5-4) (4-3).

Чтобы решение обязательно было циклом, введем переменные  
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 и наложим на них следующие 
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Ограничение (26) исключают все подциклы и при этом они не исключают ни один полный цикл [3].

Определим стратегию метода ветвей и границ для решения данной задачи, то есть определим

· правило ветвления;

· способ оценивания получаемых подмножеств;

· тест.

Введем понятия приведенной матрицы и процесса приведения. Если от всех элементов каждой строки и каждого столбца матрицы C вычесть минимальный из них, то получим матрицу, у которой в каждой строке и в каждом столбце есть, по крайней мере, один ноль. Полученная матрица называется приведенной, а процесс образования нулей – приведением. Сумма вычитаемых в процессе приведения элементов, которые называются константами приведения, обозначается  h.

Приведение матрицы

Пусть 
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 – минимумы по строкам матрицы 
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Определим матрицу 
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. Определим матрицу 
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[image: image271.wmf] Матрица 
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 является приведенной.

Таким образом, из неотрицательной матрицы 
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 получили неотрицательную матрицу 
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 с суммой констант приведения:
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Если 
[image: image276.wmf]z(t)

 – суммарная стоимость некоторого цикла 
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 для матрицы 
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 (к приведению), а 
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 – суммарная стоимость этого же цикла 
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 для приведенной матрицы 
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, тогда  
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Поскольку приведенная матрица содержит только неотрицательные элементы, то 
[image: image283.wmf]h

 является нижней оценкой суммарной стоимости цикла 
[image: image284.wmf]t

 при исходной матрице.

Рассмотрим пример приведения матрицы 
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Минимумы по строкам (константы приведения первого этапа приведения) будем записывать по правую сторону соответствующих строк матрицы, а минимумы по столбцам (константы приведения второго этапа приведения) – снизу соответствующих столбцов.
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Сумма констант приведения: h = 1+3+2+4+2+4+1=17. Это означает, что любой цикл исходной задачи имеет длину (суммарную стоимость) не меньшую  17.

Метод ветвей и границ для задачи коммивояжера базируется на следующем утверждении: оптимальный цикл для задачи со приведенной матрицей стоимостей совпадает с оптимальным циклом исходной задачи.

Из этого утверждения вытекает: из того, что задача коммивояжера с матрицей расстояний 
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 имеет решение 
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 с длиной цикла 
[image: image290.wmf](t)
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 =1, следует, что задача коммивояжера с матрицей расстояний 
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 имеет такое же оптимальное решение, стоимость которого составляет 
[image: image292.wmf](t)
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8.1 Ветвление и оценка

В данном алгоритме применяется бинарное правило разбивки множества допустимых решений на подмножества. Пусть 
[image: image293.wmf]X

 – множество всех замкнутых циклов входной задачи, а 
[image: image294.wmf])
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 – переезд, по которому осуществляется разбивка. Тогда 
[image: image295.wmf](i,j)

X

 – множество, которое содержит все циклы, которые включают переезд из города і в город j, а 
[image: image296.wmf])
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X

 – множество циклов, которые не содержат этот переезд (множество циклов, в которых переезд 
[image: image297.wmf](i,j)

 запрещен) (рисунок 8.1).
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Рисунок 8.1 – Ветвление
Формально правило ветвления записывается так:
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Ветвление порождает две несвязанные между собою задачи:

· задачу с матрицей расстояний
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где символом 
[image: image300.wmf]Å

 обозначают то, что любой цикл этого подмножества содержит переезд 
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; чтобы выполнялись условия (23) и (24) считают 
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; для устранения появления подциклов запрещают переезд 
[image: image304.wmf])
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, то есть полагают 
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 (последнее в матрице не показано);

· задачу с матрицей расстояний
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Далее задачи решают независимо одна от другой.

Каждому множеству 
[image: image307.wmf]X

X

Ì

, которое получается в процессе ветвления, поставим в соответствие сумму констант приведения, которая дает нижнюю границу 
[image: image308.wmf])
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g

. Далее будем обозначать через 
[image: image309.wmf])

X

(

c

ij

 элементы приведенной матрицы стоимостей, которые отвечают вершине 
[image: image310.wmf]X

. Так, мы уже показали, что 
[image: image311.wmf]h

 является нижней границей исходного множества 
[image: image312.wmf]X

, то есть 
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Теперь осталось разобраться, каким образом в процессе ветвления осуществляется выбор конкретной пары 
[image: image314.wmf])
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Поскольку мы стремимся построить цикл минимальной стоимости, то логично при выборе очередной пары городов выбрать ту пару, которой в приведенной матрице отвечает нулевой элемент. Тем не менее, в приведенной матрице в каждой строке и в каждом столбце содержится, по крайней мере, один нулевой элемент. Итак, претендентов на включение в цикл на первом шаге будет не меньше, чем n.

Если выбирается пара 
[image: image315.wmf](i,j)

, то во всех циклах вершины 
[image: image316.wmf])
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 необходимо 

· из города і выехать не в j, а в любой другой город;

· в город j въехать не из і, а из любого другого города. 

Оценим в этом случае минимальные потери. Они будут равняться сумме: 
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где 
[image: image318.wmf]/

h

– наименьшее расстояние от города і до любого другого города, но не j (минимум по строке і):
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[image: image320.wmf]//
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 – наименьшее расстояние от любого города, который не совпадает с городом і, до города j (минимум по столбцу j):
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При разветвлении нижние оценки полученных подмножеств могут вырасти. Будем выбирать 
[image: image322.wmf](i,j)

 так, чтобы максимально увеличить нижнюю границу для вершины 
[image: image323.wmf])
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 (что может позволить раньше исключить из рассмотрения ряд подмножеств). Чтобы достичь этого, пересматриваются все возможные пары 
[image: image324.wmf](i,j)

 (в которых 
[image: image325.wmf]0
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) и выбирается та пара, у которой сумма двух последовательных констант приведения 
[image: image326.wmf]/
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 и 
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является максимальной.  Будем записывать сумму 
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 в виде степени соответствующего нуля в приведенной матрице.

Например:


[image: image329.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

¥

¥

¥

¥

¥

¥

=

¢

¢

+

+

+

+

+

+

+

+

   

   

7

0

    

4

   

4

0

   

0

   

    

2

     

1

    

4

    

    

2

0

0

    

1

0

   

    

1

     

5

0

      

1

0

   

0

4

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0

1

0

2

0

C

 .

Если за переезд, по которому выполняется ветвление, взять переезд (5,3), то сумма 
[image: image330.wmf]//
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 примет свое максимальное значение. В этом случае множество 
[image: image331.wmf])
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 имеет наибольшую из возможных нижних оценок. 

8.2 Схема метода ветвей и границ решения задачи коммивояжера 

Считаем, что 
[image: image332.wmf]X

 – множество всех замкнутых циклов; 

[image: image333.wmf])
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(X

ij
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 – элемент i-j приведенной матрицы стоимостей, которая отвечает множеству (вершине дерева ветвления) 
[image: image334.wmf]...

X

.

ШАГ 0. Оценка множества 
[image: image335.wmf]X

.
Положить 
[image: image336.wmf]}
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. Осуществить приведение матрицы C. Вычислить сумму констант приведения h. Оценка множества 
[image: image337.wmf]X

: 
[image: image338.wmf]h
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[image: image339.wmf]+¥

=

*

f

.

ШАГ 1. Анализ списка.

Если список L не пустой, то перейти на ШАГ 2. Иначе – прекратить вычисление і при этом 

· если 
[image: image340.wmf]+¥

<

*

f

, тогда 
[image: image341.wmf]*

f

 – значение исходной задачи, а соответствующее рекорду решение – решение задачи;

· если 
[image: image342.wmf]+¥
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, тогда начальная задача не имеет допустимых решений.

ШАГ 2. Выбор множества для ветвления.

Выбрать из 
[image: image343.wmf]L

 множество 
[image: image344.wmf]L

X

, которому отвечает минимальное значение оценки 
[image: image345.wmf]γ

.

Изъять множество  
[image: image346.wmf]L
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 из списка:  
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ШАГ 3. Ветвление.

Выбрать претендентов на включение в цикл, то есть выбрать все те  переезды 
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.  Для каждого претендента 
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 подсчитать величину
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Выбрать переезд 
[image: image352.wmf](l,m)

 такой, что 
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Разветвить множество 
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 таким образом: 
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ШАГ 4. Анализ потомков.
4.1. Усечение матрицы стоимостей для множества   
[image: image356.wmf])
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Запретить переезд (l,m):   
[image: image357.wmf])
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4.2. Оценивание 
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Выполнить приведение матрицы 
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. Найти оценку соответствующего множества решений: 
[image: image360.wmf]h(l,m)

)

...

γ(X

)

...

γ(X

l,m)

(

+

=

. 

Если 
[image: image361.wmf]*

<

f

)

...

(X

γ

m)

(l

,

, то 
[image: image362.wmf]}

...

{X

L

L

m

l

)

,

(

U

=

.

4.3. Усечение матрицы стоимостей для множества 
[image: image363.wmf])
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Исключить из рассмотрения 
[image: image364.wmf]l

-ую строку и 
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-й столбец, то есть приравнять 
[image: image366.wmf]¥

 их элементы (так как из любого города выехать можно лишь один раз и в любой город можно въехать лишь один раз).

Во избежание замкнутых подциклов запрещаем переезд из города 
[image: image367.wmf]m

 в город 
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Полученная усеченная матрица на некотором шаге ветвления становится размерности 2x2 и содержит лишь две допустимых пары городов. Эти пары являются замыкающими для некоторого цикла  (то есть объединяют уже имеющиеся переезды в замкнутый цикл) и решение находится сразу. Таким образом, момент образования матрицы 2x2 является особенным.

Проверить, имеет ли усеченная матрица размерность 2x2, если так, то получить решение, вычислить соответствующее данному решению значения целевой функции 
[image: image370.wmf]f

 и перейти к п. 4.5, иначе - на п. 4.4

4.4. Оценивание 
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Если полученная матрица является приведенной, то 
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Иначе – осуществить приведение, найти сумму констант приведения 
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 и вычислить оценку: 
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Перейти на ШАГ 1.

4.5. Корректирование рекорда. Тест 
Если длина найденного полного цикла меньше рекорда, то есть 
[image: image378.wmf]*

f

f

<

, то полученный цикл запомнить как текущее рекордное решение, переопределить рекорд 
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Исключить из списка те подмножества 
[image: image380.wmf]j
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, которые не содержат решений, лучших  текущего рекордного решения:
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Перейти на ШАГ 1.
8.3 Примеры решения задачи коммивояжера

Пример 1

Входная матрица стоимостей переездов: 
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Итерация 1.
ШАГ 0. Приведение матрицы стоимостей (здесь и далее константы приведения указаны справа и снизу соответствующих матриц).


[image: image384.wmf].

0

7

5

13

7

0

1

0

4

0

11

3

0

8

2

2

13

2

3

0

0

0

3

0

0

0

9

5

13

7

3

1

0

4

0

11

3

0

8

5

2

13

2

6

0

0

9

5

13

7

3

1

0

4

0

11

3

0

8

5

2

13

2

6

0

2

2

3

1

1

2

11

7

15

9

5

3

2

7

3

14

6

1

9

6

3

14

3

7

1

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

¥

¥

¥

¥

¥

=

¢

¢

®

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

¥

¥

¥

¥

¥

=

¢

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

¥

¥

¥

¥

¥

=

¢

®

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

¥

¥

¥

¥

¥

=

C

C

C

C



[image: image385.wmf]12

12

3

2

2

3

1

1

=

g

=

=

+

+

+

+

+

(X)

h

,

 , 
[image: image386.wmf]}

{

X

L

=

.

ШАГИ 1-2 Список L не пустой, содержит единственный элемент – множество 
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, его и будем разветвлять.

ШАГ 3. Выбор претендента на включение в цикл и ветвления:
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ШАГ 4. Анализ потомков.
4.1. – 4.2. Сформируем матрицу 
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 (запретим переезд (2,5) ) и выполним ее приведие.
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4.3.– 4.4. В строке 2 и в столбце 5 запретим все переезды, кроме переезда (2,5), кроме того, для избегания подциклов запретим переезд (5,2):
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Эта матрица уже приведена (каждая строка и каждый столбец имеют, по крайней мере, один нуль), итак 
[image: image395.wmf]12

)

(

)

(

5

2

=

=

X

γ

X

γ

)

,

(

, 
[image: image396.wmf]}

,

{

)

5

,

2

(

)

5

,

2

(

X

X

L

=

. 

Итерация 2.
ШАГИ 1-2. Список L содержит два элемента – множества 
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. Разветвлять будем множество
[image: image401.wmf])

5

,

2

(

X

.
ШАГ 3. Выбор претендента на включение в цикл и ветвление:
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ШАГ 4. Анализ потомков.
4.1.– 4.2. Сформируем матрицу 
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 (запретим переезд (5,4) ) и выполним ее приведение.
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Оценка соответствующего множества решений: 
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4.3. – 4.4. Из матрицы 
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. Для этого в строке 5 и в столбце 4 запретим все переезды, кроме переезда (5,4) (обратим внимание, что к этому времени  переезд (4,5) уже  запрещен):
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Оценка соответствующего множества решений:
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Итерация 3.
ШАГИ 1-2 Элементы списка L – множества 
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 – имеют оценки 18, 18 и 15 соответственно. Разветвлять будем множество 
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ШАГ 3. Выбор претендента на включение в цикл и ветвление:
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ШАГ 4. Анализ потомков.
4.1.– 4.2. Сформируем матрицу 
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 (запретим переезд (3,1)) и выполним приведение.
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4.3. – 4.4. 

EMBED Equation.3
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Поскольку эта матрица является приведенной, то оценка соответствующего множества 
[image: image424.wmf]15

)

γ(

)

(

)

4

5

)(

5

2

(

)

1

3

)(

4

5

)(

5

2

=

=

g

X

X

,

,

,

,

,

(

, если бы это было не так, то нужно было бы выполнить приведение матрицы и оценку множества определить с учетом полученных констант приведения.


Полученная усеченная матрица имеет размерность 2x2 (выделенная часть матрицы 
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Так, к этому времени известно, что цикл содержит переезды 
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Матрица 
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 имеет два нулевых элемента, расположенных по диагонали (в позициях (1,2) и (4,3)). Соответствующие им пары городов дополняют набор имеющихся переездов до полного цикла:
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Отметим, что другого выбора двух переездов, которых не хватает для замыкания цикла, нет.

4.5. Длина найденного полного цикла 
[image: image429.wmf]*

15

)

(

(3,1)

(2,5)(5,4)

f

X

f

<

=

g

=

. Переопределим рекорд: 
[image: image430.wmf]15

*

=

f

. 

На текущий момент времени список подмножеств решений такой:  
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. Поскольку оценки всех трех множеств списка 
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 больше, чем рекорд, исключаем их из списка.

Итерация 4.
ШАГ 1. Список 
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 пустой. Текущее рекордное решение является оптимальным. 

Конец.

 
Дерево поиска решений представлено на рисунке 8.2.
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Рисунок 8.2 – Дерево поиска решений
Ответ. Оптимальный цикл: 
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Проверка: 
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Пример 2

Минимальное число итераций, необходимое для получения какого-нибудь допустимого решения, составляет 
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. В большинстве случаев применения метода решение получают именно за такое число итерации, но бывают случаи, когда необходимо выполнить значительно большее количество итераций. 

Входная матрица стоимостей переездов: 
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Соответствующая приведенная матрица: 
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Дерево поиска решений к моменту получения первого рекорда (полного цикла) представлено на рисунке 8.3.
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Рисунок 8.3 – Дерево поиска решений (первый рекорд)

Приведенная матрица, которая отвечает множеству 
[image: image441.wmf])
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Матрица имеет размерность 2x2. Это означает, что нами уже получен первый полный цикл.  К этому времени известно, что этот цикл содержит переезды 
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Матрица 
[image: image444.wmf])

(

)

1

3

)(

4

5

)(

5

2

,

,

,

(

X

C

 имеет два нулевых элемента (в позициях (1,2) и (5,3)). Соответствующие им пары городов дополняют набор имеющихся переездов до полного цикла:      
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Другого выбора двух переездов, которых не хватает для замыкания цикла, нет.

Как видно из дерева ветвления множества решений (см. рис. 17), подмножество 
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меньшую, чем текущий рекорд 
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. Это означает, что множество 
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 может содержать решения, лучшие, чем текущее рекордное и нужно продолжить процесс ветвления. Окончательное дерево поиска решений показано на рисунке 8.4.
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Рисунок 8.3 – Окончательное дерево поиска решений
Оценки всех недоразветвленных подмножеств не лучше, чем рекорд. Это означает, что текущее рекордное решение является решением исходной задачи.

Ответ. Оптимальный цикл: 
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Проверка: 
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8.4 Задания для самостоятельной работы
Решить методом ветвей и границ задачи коммивояжера. Построить дерево поиска решений.
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9 Метод ветвей и границ решения задачи о кратчайшем пути

Рассмотрим задачу о кратчайшем пути в направленном ациклическом графе. 

Пусть имеем направленный ациклический граф  
[image: image491.wmf]t

E

V

,

,

, где  
[image: image492.wmf]V

- не пустое конечное множество вершин; 
[image: image493.wmf]E

- множество направленных (ориентированных) дуг: 
[image: image494.wmf](
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, каждой дуге 
[image: image495.wmf])
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 графа поставлен в соответствие неотрицательный вес (длина) 
[image: image496.wmf]j
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Путем 
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 называется конечная последовательность вершин, таких, что 
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Обозначим длину дуги, которая соединяет вершины графа 
[image: image499.wmf]i

v

 и  
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Длина пути - сумма длин дуг, которые входят в него.

Найти кратчайший путь, который соединяет вершины графа 
[image: image502.wmf]E

v

begin
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 и 
[image: image503.wmf]E
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end
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Например, имеем следующий направленный ациклический граф (рисунок 9.1).

Рисунок 9.1 – Ациклический граф
Найти для него кратчайший путь из вершины А (
[image: image504.wmf]begin

v

 ) к вершине К (
[image: image505.wmf]end

v

 ).


Определим стратегию метода ветвей и границ для решения данной задачи, то есть определим:
· правило ветвления;

· способ оценивания получаемых подмножеств;

· правило выбора вершины для ветвления;

· тест.

Корневой вершине дерева ветвления отвечает множество всех путей из вершины 
[image: image506.wmf]begin

v

 (в нашем примере вершины А) к вершине 
[image: image507.wmf]end

v

 (К). Относительно нижней оценки этого множества решений можно сказать следующее: в связи с тем, что каждой дуге поставлен в соответствие неотрицательный  вес (длина), то длина любого пути из этого множества также является неотрицательным числом, то есть нижняя оценка этого множества равняется 0.

Каждой вершине дерева поиска (подмножеству решений) отвечает частичный подпуть, которым начинаются все пути этого подмножества. 

Нижняя граница (оценка) каждого подмножества решений – суммарная длина известного частичного пути из вершины А к некоторой вершине 
[image: image508.wmf]v

, которая отвечает этому подмножеству.

Ветвление выполняется, учитывая то, сколько дуг выходит из вершины графа, которая является последней в известном частичном подпути. Таким образом, подмножества допустимых решений будут отвечать всем путям из вершины 
[image: image509.wmf]begin

v

 к вершине 
[image: image510.wmf]end

v

, которые начинаются из уже избранной последовательности дуг (частичного подпути).

Рекордным решением на текущем шаге является тот полный путь из вершины 
[image: image511.wmf]begin

v

(А) к вершине 
[image: image512.wmf]end

v

(К), который имеет наименьшую из всех известных на это время путей длину. Рекорд - длина рекордного пути.

Тест: подмножество допустимых решений в дальнейшем не рассматривается, если ее оценка больше, чем рекорд. 

В нашем примере на первой итерации все множество путей разбивается на три подмножества:


[image: image513.wmf]AB

X

 – подмножество путей из А к К, в которых АВ – начальный подпуть;


[image: image514.wmf]AC

X

 – подмножество путей из А к К, в которых АСС – начальный подпуть;


[image: image515.wmf]AD

X

 – подмножество путей из А к К, в которых АD – начальный подпуть.

Так, все пути подмножества 
[image: image516.wmf]AB

X

 имеют длину , не меньше  2 (2 – длина дуги а1, которая соединяет вершины А и В), то есть 
[image: image517.wmf]2

)

γ(

=

AB

X

. Аналогично 
[image: image518.wmf]3

)

γ(

=

AC

X

, 
[image: image519.wmf]4

)

γ(

=

AD

X

. Полученные подмножества и их нижние оценки будем изображать следующим образом (рисунок 9.2).

[image: image520.png]



Рисунок 9.2 – Ветвление исходного множества путей
На каждой итерации выполняется ветвление той вершины, которая имеет наименьшую на текущий момент нижнюю границу. Значит, следующим разветвлять надо множество 
[image: image521.wmf]AB

X

, которое имеет оценку 2 (оценки множества 
[image: image522.wmf]AC

X

 и 
[image: image523.wmf]AD

X

равняются соответственно 3 и 4). Поскольку из вершины B выходят три дуги (см. рис. 19), множество 
[image: image524.wmf]AB

X

 разбивается на три подмножества 
[image: image525.wmf]ABF

ABE

ABC

X

X

X

,

,

. Эти подмножества имеют такие оценки:


[image: image526.wmf]5

3

2
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(

γ

)

(

γ

=

+

=
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=

BC

AB

ABC

t

X

X

 ,  равняется длине частичного пути ABC ;


[image: image527.wmf]9

7

2

)

(

γ

)

(

γ

=

+

=

+

=

BE

AB

ABE

t

X

X

 , равняется длине частичного пути ABE;


[image: image528.wmf]4

2

2

)

(

γ

)

(

γ

=

+

=

+

=

BF

AB

ABF

t

X

X

 , равняется длине частичного пути ABF.

После ветвления множества 
[image: image529.wmf]AB

X

 дерево поиска примет такой вид, как показан на рисунке 9.3.

[image: image530.png]



Рисунок 9.3 – Продолжение ветвления

Продолжим ветвление подмножеств решений. В соответствии с общим алгоритмом метода ветвей и границ на любой из итераций для ветвления выбирается то подмножество (вершина дерева поиска решений), которое имеет наименьшую оценку. Если таких подмножеств несколько, то выбирать будем то подмножество, начальный подпуть которого содержит наибольшее количество дуг (соответствующая вершина в дереве ветвления расположена на наиболее низком уровне). Если же на одном уровне будет помещаться несколько вершин с наименьшими оценками, то выбирать будем ту вершину, которая  расположенная левее. В соответствии с этим, порядок ветвления такой (окончательное дерево поиска решений приведено на рисунке 9.4):

·  
[image: image531.wmf]3

C

 – получим вершины 
[image: image532.wmf]12

F

 и 
[image: image533.wmf]5

G

;

·  
[image: image534.wmf]4

F

 – получим вершины 
[image: image535.wmf]7

I

 и 
[image: image536.wmf]5

G

;

·  
[image: image537.wmf]4

D

 – получим вершину 
[image: image538.wmf]6

G

;

· 
[image: image539.wmf]5

G

 (с начальным подпутем a1–b2–f2) – получим вершины 
[image: image540.wmf]10

I

 и 
[image: image541.wmf]6

J

;
·  
[image: image542.wmf]5

C

 – получим вершины   
[image: image543.wmf]14

F

 и 
[image: image544.wmf]7

G

;

· 
[image: image545.wmf]5

G

 (с начальным подпутем a2–с2) – получим вершины 
[image: image546.wmf]10

I

 и 
[image: image547.wmf]6

J

;

· 
[image: image548.wmf]6

J

 (с начальным подпутем a1–b2–f2–g2)– получим вершину 
[image: image549.wmf]8

I

 и допустимое решение 
[image: image550.wmf]8

K

 с длиной 8, которое  помечаем как рекордное; .

Согласно тесту исключаем их списка 
[image: image551.wmf]L

 подмножества, которые отвечают вершинам 
[image: image552.wmf]9

E

, 
[image: image553.wmf]12

F

, 
[image: image554.wmf]10

I

, 
[image: image555.wmf]14

F

, 
[image: image556.wmf]10

I

, 
[image: image557.wmf]8

I

. 

Дальнейший порядок ветвления такой:

· 
[image: image558.wmf]6

J

 (с начальным подпутем a2–с2–g2) – получим вершину 
[image: image559.wmf]8

I

 и второе допустимое решение 
[image: image560.wmf]8

K

 с длиной, равной рекорду; исключаем из списка 
[image: image561.wmf]L

 полученную вершину 
[image: image562.wmf]8

I

;

·  
[image: image563.wmf]6

G

 – получим вершины 
[image: image564.wmf]11

I

 и 
[image: image565.wmf]7

J

; исключаем из списка 
[image: image566.wmf]L

 полученную вершину 
[image: image567.wmf]11

I

;

· 
[image: image568.wmf]7

G

 – получим вершины 
[image: image569.wmf]8

J

 и 
[image: image570.wmf]12

I

 и сразу отбросим соответствующие подмножества ;

·  
[image: image571.wmf]7

I

 – получим допустимое решение 
[image: image572.wmf]10

K

 худшее, чем текущее рекордное;

·  
[image: image573.wmf]7

J

 – получим вершину 
[image: image574.wmf]9

I

 и допустимое решение 
[image: image575.wmf]9

K

 худший, чем текущее рекордное; исключаем из списка 
[image: image576.wmf]L

 полученную вершину
[image: image577.wmf]9

I

 .

Список 
[image: image578.wmf]L

 пустой. На текущий момент имеем два рекордных решения.

[image: image579.png]



Рисунок 9.4 – Окончательное дерево поиска решений

Итак, граф имеет два кратчайших пути : A-B-F-G-J-K ; A-C-G-J-K. Их длина – 8.

9.1. Отношение доминирования

До сих пор единственным вариантом, когда вершина могла исключаться из претендентов на то, чтобы быть предком оптимального решения, был вариант, в котором нижняя граница (оценка) оказывалась высшей, чем текущий рекорд. Тем не менее, существует другой способ исключить вершину из дерева поиска.

Проанализируем дерево поиска решений (см. рис. 9.3 - 9.4). Рассмотрим следующие две вершины, полученные в результате ветвления:

– вершину  
[image: image580.wmf]3

C

  , которая определяется дугой a2 и имеет нижнюю оценку 3;


– и вершину 
[image: image581.wmf]5

C

  , которая определяется дугами a1-b3 и имеет нижнюю оценку 5. Два пути A–C и A–B–C приводят в одну и ту же вершину исходного графа, и можно сказать, что два пути в дереве ветвления слились. Нет смысла продолжать путь A–B–C, поскольку мы достигли той же точки путем A–C с меньшей стоимостью. Итак, вершину, соответствующую пути A–B–C, можно исключить из рассмотрения даже раньше, чем будут получены любые полные решения. В этом случае говорят, что вершина   
[image: image582.wmf]3

C

  доминирует над вершиной     
[image: image583.wmf]5

C

  .  

Решим задачу с использованием отношения доминирования. Дерево поиска решений представлено на рисунке 9.5.
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Рисунок 9.5 – Дерево поиска решений с отношением доминирования

Как видим, использование отношения доминирования может ускорить процесс решения задачи.

9.2 Задачи для самостоятельной работы
Найти кратчайший путь методом ветвей и границ.

Задача 1. Содержит варианты задач 1-10. 

Направленный ациклический граф изображен на рисунке 9.6. Длины дуг представлены в таблице 9.1.

Рисунок 9.6 – Задача 1

Таблица 9.1

	Вариант
	Длина дуги

	
	a1
	a2
	a3
	b1
	c1
	c2
	c3
	d1
	d2
	d3
	e1
	e2
	f1
	f2
	f3

	1
	1
	5
	7
	9
	4
	6
	2
	9
	5
	3
	7
	5
	9
	2
	3

	2
	5
	8
	3
	1
	5
	9
	5
	3
	6
	4
	3
	5
	7
	9
	5

	3
	2
	4
	6
	9
	8
	5
	3
	1
	3
	5
	7
	9
	8
	6
	4

	4
	1
	3
	5
	7
	9
	8
	6
	3
	1
	2
	3
	5
	7
	9
	8

	5
	3
	6
	9
	8
	4
	1
	2
	4
	6
	8
	7
	4
	6
	6
	4

	6
	1
	3
	5
	7
	9
	8
	6
	4
	2
	1
	3
	5
	7
	9
	8

	7
	3
	5
	7
	9
	8
	6
	4
	3
	5
	6
	7
	8
	2
	5
	9

	8
	5
	8
	9
	6
	3
	4
	2
	5
	1
	7
	4
	8
	6
	8
	3

	9
	4
	7
	9
	5
	2
	4
	6
	9
	1
	3
	6
	8
	4
	2
	5

	10
	3
	5
	7
	8
	9
	3
	7
	9
	5
	5
	5
	4
	2
	4
	6


Продолжение таблицы 9.1

	Вариант
	Длина дуги

	
	f4
	g1
	g2
	h1
	i1
	i2
	j1
	j2
	j3
	k1
	l1
	l2
	l3
	m1

	1
	6
	1
	3
	5
	7
	9
	8
	6
	4
	2
	1
	3
	5
	7

	2
	3
	6
	4
	2
	3
	5
	7
	5
	7
	6
	4
	2
	4
	6

	3
	2
	4
	7
	5
	3
	5
	7
	9
	3
	2
	5
	7
	8
	6

	4
	7
	3
	2
	8
	2
	2
	3
	3
	2
	3
	3
	4
	6
	7

	5
	7
	5
	4
	7
	3
	8
	9
	6
	4
	4
	7
	7
	4
	6

	6
	6
	7
	5
	6
	5
	7
	8
	8
	7
	9
	6
	8
	9
	3

	7
	1
	9
	6
	2
	4
	6
	7
	9
	5
	6
	6
	5
	6
	1

	8
	2
	8
	7
	3
	2
	5
	6
	4
	2
	8
	8
	1
	9
	7

	9
	8
	6
	9
	4
	7
	4
	5
	3
	5
	2
	4
	3
	9
	8

	10
	8
	4
	7
	4
	6
	8
	4
	2
	7
	5
	2
	3
	6
	5


Задача 2. Содержит варианты задач 11-20. 

Направленный ациклический граф изображен на рис. 24. Длины дуг представлены в таблице 9.2.
[image: image585.png]



Рисунок 9.7 – Задача 2

Таблица 9.2

	Вариант
	Длина дуги

	
	a1
	a2
	a3
	b1
	b2
	b3
	c1
	c2
	d1
	d2
	d3
	e1
	e2
	f1
	f2
	g1

	11
	3
	4
	8
	5
	4
	1
	9
	5
	4
	1
	9
	6
	5
	3
	2
	1

	12
	4
	6
	7
	6
	3
	2
	8
	6
	3
	2
	8
	7
	4
	2
	3
	9

	13
	6
	4
	6
	7
	2
	3
	7
	7
	2
	3
	7
	8
	3
	1
	4
	8

	14
	8
	1
	5
	8
	1
	4
	6
	8
	1
	4
	6
	9
	2
	9
	5
	7

	15
	6
	2
	4
	9
	9
	5
	5
	9
	9
	5
	5
	1
	1
	8
	6
	6

	16
	2
	7
	3
	1
	8
	6
	4
	1
	8
	6
	4
	2
	9
	7
	7
	5

	17
	3
	8
	2
	2
	7
	7
	3
	2
	7
	7
	3
	3
	8
	6
	8
	4

	18
	6
	9
	1
	3
	6
	8
	2
	3
	6
	8
	2
	4
	7
	5
	9
	3

	19
	4
	5
	9
	4
	5
	9
	1
	4
	5
	9
	1
	5
	6
	4
	1
	2

	20
	2
	3
	8
	5
	4
	1
	9
	5
	4
	1
	9
	6
	5
	3
	2
	1


Продолжение таблицы 9.2

	Вариант
	Длина дуги

	
	g2
	h1
	h2
	i1
	i2
	i3
	j1
	j2
	j3
	k1
	l1
	l2
	m1

	11
	5
	5
	7
	6
	3
	2
	8
	6
	3
	2
	8
	7
	4

	12
	7
	6
	6
	7
	2
	3
	6
	7
	2
	3
	7
	8
	3

	13
	3
	9
	5
	8
	1
	4
	5
	8
	1
	4
	6
	9
	2

	14
	4
	8
	4
	9
	9
	5
	4
	9
	9
	5
	5
	1
	1

	15
	2
	6
	3
	1
	8
	6
	3
	1
	8
	6
	4
	2
	9

	16
	8
	3
	2
	2
	7
	7
	2
	2
	7
	7
	3
	3
	8

	17
	6
	6
	1
	3
	6
	8
	1
	3
	6
	8
	2
	4
	7

	18
	5
	4
	9
	4
	5
	9
	9
	4
	5
	9
	1
	5
	6

	19
	3
	5
	8
	5
	4
	1
	8
	5
	4
	1
	9
	6
	5

	20
	4
	7
	7
	6
	3
	2
	7
	6
	3
	2
	8
	7
	4


Задача 3. Содержит варианты задач 21-30. 

Направленный ациклический граф изображен на рисунке 9.8. Длины дуг представлены в таблице 9.3.

[image: image586.png]



Рисунок 9.8 – Задача 3

Таблица 9.3

	Вариант
	Длина дуги

	
	a1
	A2
	a3
	b1
	b2
	c1
	c2
	c3
	c4
	d1
	d2
	e1
	e2
	f1
	f2
	g1

	21
	9
	6
	5
	3
	9
	1
	4
	5
	8
	9
	1
	4
	3
	4
	3
	5

	22
	8
	7
	4
	2
	1
	2
	3
	6
	7
	1
	2
	3
	4
	5
	4
	7

	23
	7
	8
	3
	1
	2
	3
	2
	7
	6
	2
	3
	2
	5
	6
	5
	5

	24
	6
	9
	2
	9
	3
	4
	1
	8
	5
	3
	4
	1
	6
	7
	6
	4

	25
	5
	1
	1
	8
	4
	5
	9
	9
	4
	4
	5
	9
	7
	8
	7
	3

	26
	4
	2
	9
	7
	5
	6
	8
	1
	3
	5
	6
	8
	8
	9
	8
	9

	27
	3
	3
	8
	6
	6
	7
	7
	2
	2
	6
	7
	7
	9
	1
	9
	7

	28
	2
	4
	7
	5
	7
	8
	6
	3
	1
	7
	8
	6
	1
	2
	1
	5

	29
	1
	5
	6
	4
	8
	9
	5
	4
	9
	8
	9
	5
	2
	3
	2
	4

	30
	9
	6
	5
	3
	9
	1
	4
	5
	8
	9
	1
	4
	3
	4
	3
	3


Продолжение таблицы 9.3

	Вариант
	Длина дуги

	
	g2
	h1
	h2
	i1
	i2
	i3
	i4
	j1
	j2
	j3
	j4
	k1
	l1
	m1
	n1

	21
	8
	7
	4
	2
	1
	2
	3
	6
	7
	1
	2
	3
	4
	5
	4

	22
	7
	8
	3
	1
	2
	3
	2
	7
	6
	2
	3
	2
	5
	4
	5

	23
	6
	9
	2
	9
	3
	4
	1
	8
	5
	3
	4
	1
	6
	3
	6

	24
	5
	1
	1
	8
	4
	5
	9
	9
	4
	4
	5
	9
	7
	2
	7

	25
	4
	2
	9
	7
	5
	6
	8
	1
	3
	5
	6
	8
	8
	1
	8

	26
	3
	3
	8
	6
	6
	7
	7
	2
	2
	6
	7
	7
	9
	9
	9

	27
	2
	4
	7
	5
	7
	8
	6
	3
	1
	7
	8
	6
	1
	8
	1

	28
	1
	5
	6
	4
	8
	9
	5
	4
	9
	8
	9
	5
	2
	7
	2

	29
	9
	6
	5
	3
	9
	1
	4
	5
	8
	9
	1
	4
	3
	6
	3

	30
	8
	7
	4
	2
	1
	2
	3
	6
	7
	1
	2
	3
	4
	5
	4
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