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«Кожний вид роботи приемніший, ніж спокій» 
Демокрит 

 
ПЕРЕДМОВА 

 
 Інтенсивний розвиток та ускладнення принципiв дії пристроїв і систем 
технічного захисту інформації (СТЗІ) зумовлює зростання обсягу знань і, 
відповідно, кількості навчальних дисциплін, якими повинен оволодiти сучасний 
фахiвець. Засвоєння численних спецiальних дисциплін стає можливим лише за 
наявностi фундаментальної теоретичної пiдготовки, яку студенти здобувають, 
вивчаючи як загальнонауковi, так і професійні дисциплiни. 

Однiєю з дисциплiн професійної та практичної підготовки для студентів, 
котрі навчаються за напpямом «Системи технічного захисту інформації», є 
«Основи теорiї кiл, сигналів та процесів в СТЗІ» (ОТКСП), в якiй 
розглядаються основи електро- i радiотехнiки. Вона грунтується на 
дисциплiнах «Вища математика», «Фiзика» i є основою для засвоєння 
спецiальних курсiв у вищому навчальному закладі (ВНЗ) та подальшої 
інженерної дiяльностi фахівця в галузі інформаційної безпеки, електроніки та 
телекомунікацій. Опанування основами теорiї електричних кiл, сигналів та 
процесів − це запорука оволодіння фаховими дисциплінами. 

Метою вивчення дисциплiни ОТКСП є засвоєння основних законiв та 
положень теорiї електричних кiл та сигналів, оволодiння методами аналiзу та 
синтезу кіл, засвоєння методів аналізу сигналів та процесів в електричних колах 
пристроїв та систем технічного захисту інформації. 

Підручник з ОТКСП складено згiдно з Освiтньо-професiйною програмою 
за напрямом «Системи технічного захисту інформації» та вiдповiдною робочою 
програмою дисципліни. Перша частина книги містить десять розділів, в яких 
розглядаються: основнi поняття, елементи, закони і методи аналізу електричних 
кiл в усталеному режимі постійного та синусоїдного струмів; комплексні 
передатні функції, частотнi та часові характеристики електричних кiл; 
чотириполюсники і фільтри, аналіз перехідних процесів різними методами; 
кола з розподіленими параметрами, довгі лінії; основи синтезу кіл. 

Теоретичний матеріал супроводжується великою кількістю ілюстрацій та 
прикладів розв’язання задач, в тому числі щодо застосування у пристроях та 
системах техничного захисту інформації, запитаннями та завданнями для 
самоперевірки і контролю засвоєння знань з кожної розглянутої теми, 
необхідною довідковою та історичною інформацію. 
 Підручник орієнтовано на студентів ВНЗ усіх форм навчання напряму 
«Системи технічного захисту інформації», а також студентів, які вивчають 
споріднені дисципліни за напрямами «Безпека інформаційних і комунікаційних 
систем», «Радіотехніка», «Телекомунікації» та «Радіоелектронні апарати». 
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ПЕРЕЛІК СКОРОЧЕНЬ 
 
АКХ  амплітудно-квадратична характеристика 
АФХ  амплітудно-фазова характеристика 
АЧХ  амплітудно-частотна характеристика 
ВАр  вольт-ампер реактивний 
ВАХ  вольт-амперна характеристика 
ДЛ  довга лінія 
ДЛМВ довга лінія з малими втратами 
ДНКН джерело напруги, кероване напругою 
ДНКС  джерело напруги, кероване струмом 
ДРФ  дробово-раціональна функція 
ДСКН  джерело струму, кероване напругою 
ДСКС  джерело струму, кероване струмом 
ЕМС  електромагнітна сумісність 
ЕРС  електрорушійна сила 
ЗДЛ  збалансована довга лінія 
ЗФ  загороджувальний фільтр 
ІДЛ  ідеальна довга лінія 
КБХ  коефіцієнт біжної хвилі 
КВФ  комплексна вхідна функція 
КД  кругова діаграма 
КЗ  коротке замикання 
КФ  комплексна функція 
ККД  коефіцієнт корисної дії 
КПФ  комплексна передатна функція 
КСХ  коефіцієнт стійної хвилі 
ЛЕК  лінійне електричне коло 
ОВФ  операторна вхідна функція 
ОП  операційний підсилювач 
ОПФ  операторна передатна функція 
РФ  режекторний фільтр 
РФВЧ  ФВЧ з режекцією 
РФНЧ  ФНЧ з режекцією 
СЗ  смуга затримання 
СП  смуга пропускання 
СФ  смуговий фільтр 
СТЗІ  система технічного захисту інформації 
ФБ  фільтр Баттерворта 
ФНЧ, ФВЧ фільтр нижніх, верхніх частот 
ФП  фільтр-прототип 
ФЧ  фільтр Чебишова 
ФЧХ  фазочастотна характеристика 
ХХ  холостий хід 
ЧХ  частотна характеристика 
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2RIP =

 
 
 

 
• Визначення електричного кола 
• Електричні струм, напруга, потужність і енергія 
• Пасивні елементи кола – опір, ємність,  
        індуктивність, взаємна індуктивність 
• Активні елементи кола  
• Схема електричного кола  
• Основні закони теорії кіл 
• Класифікація кіл і режимів їх роботи 
• Задачі теорії кіл 

 

ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ, 
ЕЛЕМЕНТИ І ЗАКОНИ 
ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 

О. Вольта 

Ш. Кулон 

 Е.Х. Ленц 

А. Ампер 

Г. Ом

Дж. Джоуль 
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1 ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ, ЕЛЕМЕНТИ І ЗАКОНИ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 
 

1.1 Визначення електричного кола 
 
Для опису, дослідження, розрахунків і проектування пристроїв систем 

технічного захисту інформації використовують два види моделей, підгрунтям 
яких є теорія електромагнітного поля і теорія кіл. 

Теорія електромагнітного поля розглядає параметри поля, які змінюються 
у часі та у просторі (напруженість електричного поля, індукцію магнітного по-
ля, об'ємний заряд, щільність струму, щільність енергії та ін.). 

Теорія кіл використовує обмежену кількість елементів (зосереджених у 
просторі або розподілених за однією з його координат) і досліджує змінювання 
у часі (а в деяких випадках ще й за однією з координат) кількох інтегральних 
параметрів, таких як струм, напруга, електрорушійна сила, заряд, магнітний 
потік, енергія. 

Вибір виду моделі обумовлюється призначенням, принципами побудови і 
складом системи та її окремих пристроїв. Застосування певної моделі ви-
значається постановкою задачі. Розмежування областей застосування моделей є 
умовним. 

Теорія поля застосовується, наприклад, під час розв'язання задачі поши-
рення радіохвиль різних діапазонів, а також при аналізі таких пристроїв, як 
хвилеводи, об'ємні резонатори, антени. 

Теорія кіл застосовується для моделювання окремих вузлів систем і при-
строїв, котрі мають провідники та елементи, в яких визначальною є лише одна 
сторона поля. Як правило, лінійні розміри таких пристроїв значно менше дов-
жини хвилі коливань, що використовуються. У окремому випадку допускається 
сумірність одного з розмірів пристрою з довжиною хвилі. 

Завдяки відносній простоті та наявності різноманітних методів аналізу, 
теорія кіл широко застосовується в техніці захисту інформації. Тому, викори-
стовуючи поняття «електричне коло», часто мають на увазі не тільки модель 
(схему заміщення) реального пристрою, але і самий реальний пристрій. Щоб 
усунути непорозуміння, пов'язані з ототожненням реального об'єкта і його 
моделі, доцільно сформулювати визначення реального кола (реального при-
строю) та ідеального кола (об'єкта теорії кіл). 

Реальним електричним колом є пристрій, який складається з провідних 
середовищ і реальних елементів, котрі створюють замкнені шляхи для елек-
тричного струму. Процеси в таких пристроях описуються поняттями струму, 
напруги, ЕРС та ін. 

Ідеальне електричне коло − це модель, яка містить обмежену кількість 
ідеальних елементів (пасивних і активних) і призначена для інтерпретації ре-
ального кола (пристрою). Ідеальне електричне коло, подібно до реального, 
оперує поняттями струму, напруги, ЕРС та ін. 

У теорії кіл використовуються три пасивних і два активних елементи. 
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Пасивні елементи (рис.1.1) − це опір R, індуктивність L і ємність С. Кола, 
які містять опір, індуктивність і ємність, утворюють клас R, L, C кіл. Щоб вра-
хувати явища взаємоіндукції, вводиться четвертий пасивний елемент − 
взаємоіндукція М. Це дозволяє розширити клас R, L, C до класу R, L, C, М кіл.  

У пасивних елементах енергія або поглинається (в опорі), або накопи-
чується (в індуктивності та взаємній індуктивності − енергія магнітного поля, а 
в ємності − електричного).  

 R C L 

Опір Ємність Індуктивність а б в 
Рисунок 1.1 – Пасивні елементи ідеального кола  

 
Активні елементи − це джерело напруги і джерело струму. 
Поряд з електричними колами існують магнітні кола (які містять ферома-

гнітні матеріали і описуються магніторушійними силами та магнітними пото-
ками), а також електронні кола, до складу яких входять електронні прилади 
(лампи, транзистори, мікросхеми тощо). 

При подальшому викладенні термін «коло» відповідатиме введеному ви-
ще поняттю «ідеальне електричне коло». 

 
1.2 Електричний струм 
 
Електричний струм − це впорядковане переміщення електричних зарядів. 

Струм характеризується величиною і напрямом. Чисельно струм визначається 
кількістю зарядів, що пройшли через поперечний переріз провідника за одини-
цю часу (у разі постійного струму) або, у загальному випадку, як швидкість 
зміни зарядів, що пройшли крізь переріз провідника. 

Позначення і кількісне визначення постійного струму має вигляд 
TQI = , 

де Q − кількість зарядів, що пройшли за час Т через переріз провідника. 
Змінний струм, що змінюється у часі за довільним законом, описується 

функцією часу, званою миттєвим значенням: 
dttdqti )()( = , 

де )(tq  − функція, що характеризує змінювання кількості зарядів, які пе-
реміщуються через поперечний переріз провідника. 

У теорії кіл заряд вимірюється в кулонах1 (Кл), час − у секундах (с), струм 
                                                           
1 Кулон Шарль Огустен, Ch. Coulomb (1736–1806) – французький військовий інже-
нер, член Паризької Академії наук. Сконструював чутливий прилад – крутильні ваги, 
за допомогою яких досліджував ефекти електричних і магнітних взаємодій. Запропо-
нував методи вимірювання кількості електрики та магнетизму (магнітних мас). Після 
робіт Кулона стало можливим створення математичної теорії електричних і магнітних 
явищ. Одиницю із назвою «кулон» вперше було введено у 1881 р. 
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 − в амперах2 (А). Секунда і ампер належать до основних одиниць вимірювання 
у міжнародній системі, яка скорочено позначається СІ або SI. 

У теорії кіл і техніці напрям струму пов'язують з напрямом переміщення 
позитивних зарядів (струм направлений від «+» до «−»). Напрям струму в колі 
вказується стрілкою, що показує відомий або передбачуваний напрям пе-
реміщення позитивних зарядів (рис.1.2, а). У випадку, коли фактичний напрям 
струму невідомий, вибраний напрям струму називають умовним позитивним 
напрямом. Отриманий після виконання розрахунків знак струму дозволяє ви-
значити його фактичний напрям. Якщо обчислене значення постійного струму 
позитивне ( 0>I ), то фактичний напрям струму збігається з вибраним. У 
іншому випадку, коли 0<I , фактичний напрям струму є протилежним вибра-
ному напряму. У разі змінного струму (рис.1.2, б) його фактичний напрям 
збігається з вибраним в ті інтервали часу, для яких знайдене миттєве значення 
струму 0)( >ti . Упродовж часу, коли 0)( <ti , фактичний напрям струму є про-
тилежним вибраному напряму. 

 
 
 + +  

Рисунок 1.2 – Позначення струму і спосіб його вимірювання 
а б 

        I           R                                             i(t)         R 

А А 

 
 

Для вимірювання струму в реальних колах використовуються прилади, 
які називають амперметрами. У теорії кіл застосовується поняття ідеального 
амперметра, який має нульовий опір і тому не змінює режим роботи кола. Ам-
перметр вмикають безпосередньо в ту ділянку кола, де виконується 
вимірювання струму; за допомогою амперметра визначають як величину, так і 
напрям струму (рис.1.2). 

Напрям постійного струму визначається вибором відповідної полярності 
увімкнення амперметра. Амперметр реєструє величину струму тільки за умови 
певної взаємної орієнтації (показана на рис.1.2, а) фактичного напряму струму 
та «позитивного затискача» амперметра, який позначено знаком «+». Ана-
логічно вимірюють величини і напрями струмів в реальних пристроях за допо-
могою реальних амперметрів різних типів (аналогових або цифрових). 

Для змінного струму (рис.1.2, б) ідеальний амперметр є приладом для 
                                                           
2 Ампер Андре Марі, A. M. Ampere (1775–1836) – французький фізик і математик, 
член Паризької і Петербурзької Академій наук, один із засновників сучасної електро-
динаміки. Його ім’ям, крім одиниці електричного струму, названо гіпотезу, правило, 
закон, прилад для вимірювання сили струму. Він вперше вжив такі поняття, як «елек-
тричний струм», «електричне коло», встановив напрям струму в замкненому колі. 
Написав узагальнюючу працю «Теорія електродинамічних явищ, отримана виключно 
із досліду». Дослідження Ампера стосуються також математики, хімії, філософії, 
психології, лінгвістики, зоології. Одиниця із назвою «ампер» вперше була введена в 
1881 р. 
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спостереження або реєстрації миттєвого значення )(ti . При цьому «позитивний 
затискач» амперметра дозволяє визначити інтервали часу, протягом яких фак-
тичний напрям збігається з умовно вибраним, і навпаки. 

Наприклад, для виміряного 
миттєвого значення струму )(ti  
(рис.1.3) і вибраного на рис.1.2, б 
умовного позитивного напряму 
цього ж струму в інтервалі часу 
1 2t t t< <  фактичний напрям стру-
му збігається з вибраним, а в 
інтервалі 32 ttt <<  є протилеж-
ним. 

 

Рисунок 1.3 − Приклад виміряного або 
розрахованого миттєвого значення струму 

0 

)(ti

1t 2t  3t  t

 
1.3 Напруга 
 
Напруга чисельно дорівнює роботі, яку затрачено на перенесення оди-

ничного позитивного заряду з однієї точки в іншу. Напруга спрямована від точ-
ки з більшим потенціалом до точки з меншим потенціалом (напруга, як і струм, 
спрямована від «+» до «−»). Напруга вимірюється у вольтах3 (В). 

Позначення і кількісні визначення постійної та змінної напруг мають ви-
гляд, відповідно: 

12 VVU −= ;  )()()( 12 tvtvtu −= , 
де V, v(t) − потенціали відповідних точок, між якими визначаються 

постійна або змінна напруга. 
Функція часу u(t) називається миттєвим значенням змінної напруги. 
Напрям напруги на ділянці кола, подібно до напряму струму, вказується 

стрілкою, яка показує відомий або передбачуваний напрям (умовний позитив-
ний) переміщення позитивних зарядів у разі позитивного значення затраченої 
енергії сторонніх сил (джерел) на перенесення цих зарядів. Як і для струму, 
умовний позитивний напрям напруги і отриманий після виконання розрахунків 
знак напруги дозволяють визначити її фактичний напрям. 

В пасивних елементах умовні позитивні напрями струму і напруги виби-
рають, як правило, однаковими (рис.1.4). 

Для вимірювання постійної напруги і характеристик змінної напруги в 
                                                           
3 Вольта Олександро, A. Volta (1745–1827) – італійський вчений. Встановив зв’язок 
між кількістю електрики, ємністю і напругою. Створив перший генератор електрич-
ного струму – «вольтів стовп», який приніс йому всесвітню славу. Наполеон надав 
йому титул графа і сенатора Італійського королівства. Поняття «напруга» визначав як 
«зусилля, яке виробляє кожна точка наелектризованого тіла, щоб позбавитися від 
наявної у ній електрики і передати її іншим тілам. Цьому зусиллю відповідають, 
взагалі кажучи, явища притяжіння, відштовхування та ін. і, зокрема, міра розходже-
ния пелюстків електрометра». Одиницю із назвою «вольт» вперше введено у 1881 р. 
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реальних пристроях використовують прилади, які називають вольтметрами. 
До характеристик змінної напруги належать максимальне (пікове), діюче і се-
реднє значення, що розглядаються нижче у розд. 3. В теорії кіл використо-
вується поняття ідеального вольтметра, який має нескінченно великий опір і 
тому не змінює режим роботи кола. Вольтметр вмикається паралельно ділянці 
кола, на якій вимірюється напруга (рис.1.4). 
 

R 

i(t) I U 

V + 

Рисунок 1.4 – Позначення і спосіб 
вимірювання напруги 

a б R 

V + 

u(t) 

У разі вимірювання постійної 
напруги вольтметр дозволяє визна-
чити не тільки величину, але і на-
прям напруги (рис.1.4, а). Для 
оцінки напряму напруги один із 
затискачів вольтметра маркірується 
знаком «+». 

У вольтметрів, що вимірюють 
характеристики змінної напруги 
(рис.1.4, б), один з полюсів заземлю- 

ється, а інший − «потенційний» − умовно позначається знаком «+». 
Для спостереження миттєвого значення змінної напруги u(t) і 

вимірювання її характеристик може використовуватися осцилограф. 
 

1.4 Потужність і енергія 
 
Введені вище поняття струму і напруги визначають енергетичні 

співвідношення теорії кіл. 
У пасивній ділянці кола з напругою u  і струмом i  перенесення 

нескінченно малого заряду dq  від точки з більшим потенціалом до точки з 
меншим потенціалом супроводжується витратою джерелами елементарної 
енергії:     uidtudqdw == . 

При цьому миттєве значення потужності, яке дорівнює швидкості зміни 
енергії, становитиме   /p dw dt ui= = . 

Потужність вимірюється у ватах4 (Вт). 
Якщо 0>p  (фактичні напрями напруги і струму збігаються), пасивна 

ділянка кола споживає енергію, що означає її незворотне поглинання, нагро-
мадження або перетворення в інші види енергії. Якщо 0<p  (фактичні напрями 
напруги і струму протилежні), пасивна ділянка кола віддає енергію. 

Для постійних струмів і напруг потужність Р постійна і UIP = . 
Миттєве значення енергії )(tw , а також енергія W , поглинена, накопичена 

або перетворена в інші види енергії за час τ , визначаються як 

                                                           
4 Уатт Джеймс, J. Watt (1736–1819) – англійський винахідник. Автор кількох вина-
ходів і теоретичних праць в галузі теплотехніки. Творець досконалого парового дви-
гуна. Одиницю із назвою «ват» вперше введено у 1889 р. 
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∫∫∫∫
ττ

∞−∞−
====

00
.;)( uidtpdtW    uidtpdttw

tt
  

Енергія вимірюється в джоулях5  (Дж), Дж = Вт⋅с. 
Для постійних значень струму і напруги енергія пропорційна часу: 

τ
τ

UIdtUIW == ∫
0

. 

Розглянуті енергетичні співвідношення застосовують і до джерел енергії. 
Для джерела ЕРС замість напруг у відповідні вирази підставляються значення 
ЕРС (для постійного джерела − Е; для змінного джерела миттєве значення − е). 
Якщо для джерела 0>p  (істинний напрям струму і напрям ЕРС збігаються), 
джерело віддає енергію. Інакше, якщо 0<p , джерело поглинає енергію. 

Відомості щодо розглянутих у підрозд. 1.2 − 1.4 понять теорії кіл в уза-
гальненому вигляді наведено у табл.1.1. 

 
Таблиця 1.1 − Струм, напруга, ЕРС, потужність і енергія 

 
Одиниця вимірювання Пара-

метри 
Позначення і формули 

назва позначення 
Струм TQI /=  – постійний струм; ( ) ( ) /i t dq t dt=  – 

миттєве значення змінного струму; 
Q, q(t) – заряд; T – інтервал часу  

ампер А 

Напру-
га 

12 VVU −= ; 2 1( ) ( ) ( )u t v t v t= − ; 
U, V – постійна напруга і потенціал; 

u(t), v(t) – миттєві значення напруги і потенціалу 
ЕРС 12 VVE −=  – постійна ЕРС; 

2 1( ) ( ) ( )e t v t v t= −  – миттєве значення ЕРС 

вольт В 

Потуж-
ність 

UIP =  – постійна потужність; 
uitp =)(  – миттєве значення потужності 

ват Вт 

Енергія 
∫∫
∞−∞−

==
tt

uidtpdttw )(  – миттєве значення енергії; 

∫∫ ==
ττ

00

    uidtpdtW  – величина енергії, яку вит-

рачено або спожито протягом інтервалу часу τ  

джоуль Дж 

 

                                                           
5 Джоуль Джеймс Прескотт, J. P. Joule (1818–1889) – англійський підприємець, вла-
сник пивовареного заводу в м. Манчестері. Захоплювався електричними досліджен-
нями та конструюванням електричних приладів. Працював також у галузі теплотехні-
ки. У статті «Про тепловий ефект електромагнетизму та величину роботи теплоти» 
обгрунтував, що кількість теплоти, яка виділяється у провіднику, пропорційна квад-
рату сили струму (закон Джоуля-Ленца). Одиницю «джоуль» вперше введено у 1889 р. 
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1.5 Пасивні елементи кола 
 
1.5.1 Опір 
Опором називається ідеальний пасивний елемент, в якому незворотно по-

глинається енергія. Опір є моделлю реальних елементів, в яких енергія пере-
творюється в інший вид (теплову, механічну та ін.) або електромагнітну 
енергію іншої якості. Прикладами реальних елементів, які наближаються до 
опору за своїми властивостями, є резистори, діоди, узгоджені антени в режимі 
випромінювання. 

Графічне зображення опору з позначенням напрямів струму і напруги по-
казане на рис.1.1,а. 

Термін «опір» і його позначення R застосовують як для позначення цього 
елемента, так і для його кількісної оцінки: 

а) для постійного струму  
IUR = ;                                                    (1.1) 

б) для змінного струму  
iuR = .                                                     (1.2) 

Опір вимірюється в омах6 (Ом). 
Для кількісної оцінки і якісної характеристики опору застосовується та-

кож поняття провідності G R= 1/ . 
Провідність вимірюється у сименсах7 (См). 
Співвідношення між струмом і напругою в опорі можна записати за до-

помогою провідності у вигляді: 
а) для постійного струму 

GUI = ;                                                       (1.3) 
б) для змінного струму 

Gui = .                                                        (1.4) 
Вирази (1.1) − (1.4) є різними формами запису закону Ома. 

                                                           
6 Ом Георг Симон, G. S. Ohm (1787–1854) – німецький фізик. Експериментально від-
крив і теоретично обгрунтував закон, який встановлює кількісний зв’язок між напру-
гою і струмом в опорі. Цей закон носить його ім’я. Результати теоретичних та експе-
риментальних досліджень Ома викладено в основній праці «Гальванічне коло, розро-
блене математично» (1827). Виконав низку робіт з акустики. Одиницю із назвою 
«омада» (потім замінено на «ом») вперше введено у 1881 р. 
7 Сименс Ернст Вернер, E. W. Siemens (1816–1892) – німецький винахідник і підпри-
ємець. Засновник та власник великих електротехнічних концернів «Сименс і Галь-
ске», «Сименс і Шуккерт» та ін. Працював у галузях гальванопластики, телеграфії, 
силової електротехніки (освітлення, трамвай, електростанції тощо.). Здійснив 
вимірювання діелектричної сталої багатьох речовин. Створив ртутний еталон опору. 
Ініціював створення центрального германського метрологічного закладу. Одиницю із 
назвою «сименс» вперше введено у 1936 р. До цього одиниця мала назву «ом в мінус 
першому степені»; пропонувався також варіант назви «мо», який підкреслював обер-
нену пропорційність до одиниці «ом». 
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Опір називається лінійним, якщо він не залежить від величини і напряму 
струму. Це відповідає лінійному характеру вольт-амперної характеристики 
(ВАХ), зображеної на рис.1.5, а. Якщо опір є лінійним, але залежить від часу 

)(tR , його називають параметричним. У нелінійного опору ВАХ має вигляд, 
зображений на рис.1.5, б, а величина опору в загальному випадку залежить від 
величини і напряму струму, тобто )(iR . 

Потужність в опорі завжди позитивна, що підтверджує незворотне погли-
нання енергії в ньому: 

а) для постійного струму  
22 GURIUIP === ;                        (1.5) 

б) у разі довільного закону зміни струму 
22 GuRiuip === .                                            (1.6) 

 
                  u(i)                                                              u(i)  
 
 
 
 
                      0                          i                                       0                          i  
 
 
 
                       а                                                                   б 

Рисунок 1.5 – Вольт-амперні характеристики опорів: 
а – лінійного; б – нелінійного   

 
Співвідношення (1.5) і (1.6) виражають закон Джоуля-Ленца8. 
Енергія, що поглинається в опорі за час τ, становить: 
а) для постійного струму 

τ=τ= 22 GURIW ;    (1.7) 
б) у разі довільного закону зміни струму 

∫∫ ==
ττ

0

2

0

2 dtGudtRiW .      (1.8) 

 
 

                                                           
8 Ленц Емілій Християнович (1804–1865) – російський фізик, академік. Один з тво-
рців вчення про електрику і теоретичних основ електротехніки. Одним з перших при-
йняв закон Ома, розглядав закони розподілу струму в розгалужених провідниках (у 
цих роботах був попередником Кірхгофа). Встановив правило, яке визначало напрям 
индукованих струмів (правило Ленца). Експериментально обгрунтував закон теплової 
дії струму (закон Джоуля-Ленца). 
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1.5.2 Ємність 

Ємність − ідеальний пасивний елемент, в якому накопичується енергія 
електричного поля. Графічне зображення ємності показане на рис.1.1,б. 

За своїми властивостями до ємності наближається реальний елемент − 
конденсатор (якщо в ньому знехтувати опором втрат та індуктивними власти-
востями затискачів). Термін «ємність» і його позначення C застосовується як 
для позначення ємнісного елемента, так і для його кількісної оцінки: 

uqC /= ,       (1.9) 
де q − накопичений в ємності заряд; u − напруга на ємності. 
Заряд вимірюється в кулонах (Кл), ємність − у фарадах9  (Ф). 
Подібно опору ємність може бути лінійною, параметричною і нелінійною. 

У лінійної ємності залежність заряду від напруги (кулон-вольтна характеристи-
ка) )(uq  є лінійною функцією, а C − постійна величина. Параметрична ємність 
залежить від часу − )(tC . Для нелінійної ємності )(uq  є нелінійною функцією, а 
ємність залежить від напруги − )(uC . 

Для лінійної ємності співвідношення між струмом і напругою, враховую-
чи вираз (1.9), мають вигляд: 

dt
duC

dt
Cud

dt
dqiC ===

)( ;    (1.10) 

∫= dti
C

u C
1 .     (1.11) 

Миттєві потужність і енергія в лінійній ємності визначаються виразами: 

dt
duCuuip CC == ;    (1.12) 

2
)(

2CuCududtptw CC === ∫∫ .    (1.13) 

Як видно з (1.12), потужність в ємності додатна, якщо напруга на ній з ча-
сом зростає: / 0du dt > . Це відповідає накопиченню в ємності енергії електрич-
ного поля. Якщо / 0du dt < , потужність є від’ємною, тобто ємність віддає 
енергію (розряджається). Співвідношення (1.13) показує, що енергія електрич-
                                                           
9 Фарадей Майкл, M. Faraday (1791–1867) – видатний англійський фізик. Відкрив 
закон електромагнітної індукції. Вперше висловив думку про дискретність електрики 
та про елементарний заряд. Проводив дослідження діелектриків. Відкрив явище маг-
нітного обертання площини поляризації електромагнітних хвиль, яке отримало назву 
ефекта Фарадея. Відкрив діамагнетизм і парамагнетизм. Запровадив метод відобра-
ження магнітного поля за допомогою силових ліній. Фарадей займався вивченням хі-
мічної дії струму: сформулював закон електролізу; запровадив низку нових, тепер за-
гальноуживаних термінів (анод, катод, електроліт, іони та ін.). Результати досліджень 
Фарадея в галузі електрики були опубліковані у трьох томах під назвою «Експериме-
нтальні дослідження з електрики». Одиницю під назвою «фарада» вперше введено у 
1881 р. 
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ного поля в ємності завжди додатна, а за величиною є пропорційною ємності та 
квадрату напруги. 

У разі постійної напруги ( )constUu ==  струм та потужність в ємності 
дорівнюють нулю, тобто ємність є ділянкою кола з нескінченно великим опо-
ром (ділянку кола розімкнено). При цьому в ємності накопичується енергія 

22CUWC = . 

1.5.3 Індуктивність 

Індуктивність − це ідеальний пасивний елемент, в якому накопичується 
енергія магнітного поля. Графічне зображення індуктивності показане на 
рис.1.1,в. Фізичною моделлю індуктивності є ідеалізована котушка 
самоіндукції (рис.1.6). 

В ідеалізованій котушці самоіндукції відсутні втрати ( 0=R ) і енергія 
електричного поля ( 0=C ). Обмотка ідеалізованої котушки самоіндукції скла-
дається з N витків, які намотано настільки близько один до одного, що відсутні 
лінії магнітної індукції (зображені на рис.1.6, а пунктиром). Останнє означає 
відсутність розсіювання магнітного поля між витками котушки. 

Магнітне поле ідеалізованої котушки самоіндукції можна описувати за 
допомогою ліній магнітної індукції, дотичними до яких у кожній точці є векто-
ри магнітної індукції B

r
 (рис.1.6, а), або за допомогою інтегрального параметра 

− магнітного потоку Φ  (рис.1.6, б). Магнітний потік − це скалярна величина, 
що дорівнює інтегралу вектора магнітної індукції по перерізу витків котушки,  

∫ ⋅=Φ
s

sdB rr
. 

Величина магнітного потоку пропорційна кількості витків N і величині 
струму, що протікає в котушці. 

 
 

Рисунок 1.6 – Ідеалізована котушка самоіндукції з умовним зображенням: 
 а – ліній і вектора магнітної індукції; б – магнітного потоку  

∫ ⋅=Φ
s

sdB rr
 

а б i 

Φ

B
r

Lu  Lu  i 

  
 

Магнітний потік прийнято умовно зображати у вигляді стрілки, напрям 
якої збігається з напрямом ліній магнітної індукції (рис.1.6, б). Як відомо, на-
прям ліній магнітної індукції пов'язаний з напрямом струму за правилом право-
го гвинта. 
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Кількісно індуктивність оцінюється поняттям потокозчеплення, яке 
дорівнює сумі магнітних потоків усіх витків котушки,  

Φ=Ψ N .     (1.14) 
Величина індуктивності дорівнює відношенню потокозчеплення до стру-

му, що його викликав: 
iL Ψ= .      (1.15) 

Потік і потокозчеплення вимірюються у веберах10 (Вб). Індуктивність 
вимірюється в генрі11 (Гн). Термін «індуктивність» та позначення L застосову-
ють як для позначення індуктивного елемента, так і для його кількісної оцінки. 

Оскільки потік є пропорційним кількості витків N, потокозчеплення та 
індуктивність пропорційні квадрату кількості витків. 

Реальним елементом, близьким за своїми властивостями до індуктивності, 
є котушка самоіндукції, намотана проводом з високопровідного матеріалу на 
каркасі з малими втратами. 

Індуктивність є лінійною, якщо вона не залежить від величини і напряму 
струму. Це відповідає лінійному характеру вебер-амперної характеристики 

)(iΨ . Лінійна індуктивність )(tL , що залежить від часу, є параметричною. 
Якщо вебер-амперна характеристика є нелінійною функцією, то 

індуктивність називається нелінійною і залежить, у загальному випадку, від ве-
личини і напряму струму. 

Зв'язок між напругою і струмом в індуктивності можна отримати, вико-
ристовуючи вираз (1.15) і закон електромагнітної індукції /u d dt= Ψ . Для 
лінійної індуктивності ( Li=Ψ , L − const) справедливі співвідношення: 

dt
diL

dt
Lid

dt
duL ==
Ψ

=
)( ;     (1.16) 

∫= dtu
L

i L
1 .      (1.17) 

Миттєві потужність і енергія в лінійній індуктивності визначаються виразами: 

dt
diLiiup LL == ;      (1.18) 

2( ) / 2Lw t pdt Lidi Li= = =∫ ∫ .     (1.19) 

                                                           
10 Вебер Вільгельм Едуард, W. E. Weber (1804–1891) – німецький фізик. Розробив 
абсолютну систему електричних і магнітних одиниць. Відкрив закон взаємодії рухо-
мих зарядів. Експериментально визначив швидкість світла. Досліджував хвильові 
процеси і акустику. Одиницю під назвою «вебер» вперше введено у міжнародну прак-
тику в 1935 р. (в СРСР – у 1948 р.). 
11 Генрі Джозеф, J. Henry (1797 – 1878) – американський фізик. Незалежно від Фара-
дея виявив явище електромагнітної індукції та коливальний характер розряду конден-
сатора. Проводив роботи також в галузі метеорології. Створив електромагніти з вели-
кою під’ємною силою.  
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Згідно з (1.18) потужність в індуктивності додатна, якщо струм зростає з 
часом: / 0di dt > . Це означає накопичення енергії магнітного поля в 
індуктивності. При / 0di dt <  потужність є від’ємною, тобто індуктивність 
віддає енергію. Енергія магнітного поля в індуктивності, відповідно до (1.19), 
завжди додатна, причому пропорційна індуктивності і квадрату струму. У разі 
постійного струму ( )constIi ==  напруга і потужність в індуктивності 
дорівнюють нулю, тобто індуктивність є ділянкою кола з нульовим опором 
(ділянка кола короткозамкнена). При цьому індуктивність відрізняється від 
провідника тим, що в ній накопичена енергія 22LIWL = . 

Порівнюючи основні співвідношення для індуктивності та ємності, можна 
помітити, що при заміні L на C, u на i, а i на u у всіх виразах для індуктивності 
виходять відповідні вирази для ємності. Є справедливим і зворотний перехід. 
Така відповідність називається подвійністю або дуальністю елементів L і С. Ду-
альними є також елементи «опір» і «провідність». 

 
1.5.4 Взаємна індуктивність 
 
Взаємна індуктивність (взаємоіндукція) характеризує фізичні процеси в 

двох або більше ідеалізованих котушках самоіндукції, що мають спільне 
магнітне поле. 

На рис.1.7 − 1.8 показані такі види магнітних потоків двох ідеалізованих 
індуктивно зв'язаних котушок:  11Φ , 22Φ  – магнітні потоки самоіндукції, 
викликані в котушках власними струмами; 21Φ , 12Φ  – магнітні потоки 
взаємоіндукції, викликані в кожній з котушок струмом іншої котушки; 1Φ , 2Φ  
– повні магнітні потоки, викликані струмами в обох котушках; 1 11 12SΦ =Φ −Φ , 

2 22 21SΦ =Φ −Φ  – магнітні потоки розсіяння котушок. 
 

 

S1Φ  
Рисунок 1.7 – Узгоджене увімкнення індуктивно зв’язаних котушок 

∗(•) ∗(•) 
2i  1i  

2Lu  1Lu  

12Φ  
21Φ  

11Φ  

22Φ  

S2Φ  )( 11 NL  )( 22 NL  
21111 Φ+Φ=Φ  12222 Φ+Φ=Φ

 
Залежно від способу намотування витків котушок і напрямів струмів у 

них повні магнітні потоки 1Φ , 2Φ  є або сумою (рис.1.7) 
21111 Φ+Φ=Φ ; 12222 Φ+Φ=Φ ,                                 (1.20)  

або різницею (рис.1.8)  
21111 Φ−Φ=Φ ; 12222 Φ−Φ=Φ                                  (1.21) 
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відповідних магнітних потоків самоіндукції і взаємоіндукції. 
Увімкнення котушок, коли магнітні потоки самоіндукції і взаємоіндукції 

підсумовуються, називають узгодженим увімкненням. Якщо магнітні потоки 
самоіндукції і взаємоіндукції віднімаються, то увімкнення котушок називають 
зустрічним. Слід підкреслити, що поняття «увімкнення котушок означає не 
електричне з'єднання котушок, а взаємодію їх магнітних потоків. 
 
 

Рисунок 1.8 – Зустрічне увімкнення індуктивно зв’язаних котушок  

2Lu  
S1Φ  ∗(•) ∗(•) 

2i  1i  
1Lu  

12Φ  
21Φ  

11Φ  

22Φ  

S2Φ  )( 11 NL  )( 22 NL  
21111 Φ−Φ=Φ  12222 Φ−Φ=Φ

 
 
Щоб визначити характер увімкнення індуктивно зв'язаних котушок, 

прийнято виділяти так звані однойменні затискачі, які позначають зірочками 
або точками (рис.1.7, 1.8). Надалі однойменні затискачі позначатимемо 
зірочками. Введення таких затискачів дозволяє зображати схеми з індуктивно 
зв'язаними котушками без позначення напрямів намотування їх витків. 

Однаковий напрям струмів індуктивно зв'язаних котушок відносно їх од-
нойменних затискачів відповідає узгодженому увімкненню, протилежні напря-
ми струмів відносно однойменних затискачів − зустрічному. 

За відсутності розсіювання у витках кожної з котушок їх повні потокоз-
чеплення, враховуючи співвідношення (1.14), (1.20) і (1.21), становитимуть: 

для першої котушки 2111211111111 Ψ±Ψ=Φ±Φ=Φ=Ψ NNN ;         (1.22) 
для другої котушки 1222122222222 Ψ±Ψ=Φ±Φ=Φ=Ψ NNN ,       (1.23) 
де 11Ψ , 22Ψ  – потокозчеплення самоіндукції; 12Ψ , 21Ψ  – потокозчеплення 

взаємоіндукції.  
У виразах (1.22) і (1.23) знак плюс відповідає узгодженому, а знак мінус − 

зустрічному увімкненням. 
Аналогічно індуктивностям, що визначаються відповідно до 

співвідношення (1.15), як 
1111 / iL Ψ= ; 2222 / iL Ψ= ,                                       (1.24) 

взаємна індуктивність М визначається як відношення потокозчеплень 
взаємоіндукції до відповідних струмів: 

11212 / iM Ψ= ; 22121 / iM Ψ= .                                  (1.25) 
Як і індуктивності, взаємна індуктивність може бути лінійною, парамет-

ричною і нелінійною. Для лінійної взаємної індуктивності MMM == 2112 .  
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Термін «взаємна індуктивність» та її літерне позначення M застосовують 
як для позначення цього параметра, так і для його кількісної оцінки. 

Взаємна індуктивність вимірюється в генрі (Гн) і зображується на схемах 
як елемент зв'язку між індуктивностями з позначенням однойменних затискачів 
(рис.1.9, а, б). Взаємна індуктивність реальних елементів за інших однакових 
умов (діаметр і конструктивне виконання котушок) пропорційна добутку 
кількості витків котушок ( M ~ 21NN ). 

Для лінійних індуктивностей і взаємоіндуктивностей параметри 1L , 2L  і 
М є постійними величинами. Тоді напруги на затискачах індуктивно зв'язаних 
котушок становитимуть: 

;)( 21
1

2111
1 dt

diM
dt
diL

dt
MiiLd

dt
duL ±=

±
=

Ψ
=                        (1.26) 

dt
diM

dt
diL

dt
MiiLd

dt
duL

12
2

1222
2

)(
±=

±
=

Ψ
= .                    (1.27) 

Перші доданки в рівняннях (1.26), (1.27) є напругами самоіндукції, а 
другі − напругами взаємоіндукції. У разі узгодженого увімкнення котушок на-
пруга взаємоіндукції збігається за знаком з напругою самоіндукції, а у разі 
зустрічного увімкнення котушок знаки цих напруг протилежні. 

 
 

Рисунок 1.9 – Схемне зображення індуктивно зв’язаних котушок: 
        а – узгоджене; б – зустрічне увімкнення 

а б 

М 1L 2L
* 

2i1i  
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Для оцінки міри зв'язку двох котушок вводиться безрозмірний коефіцієнт 

зв'язку, що дорівнює середньому геометричному відношень потоків 
взаємоіндукції і самоіндукції: 

12 21 11 22/k Ф Ф Ф Ф= .     (1.28) 

Оскільки потоки взаємоіндукції не можуть перевищувати відповідні по-
токи самоіндукції, значення коефіцієнта зв'язку обмежені: 10 ≤≤ k . 

Для лінійних індуктивних елементів потоки можна подати як 

11 1 1 22 2 2 12 1 21 2
11 22 12 21

1 1 2 2 2 2 1 1
; ; ; ,L i L i Mi MiФ Ф Ф Ф

N N N N N N N N
Ψ Ψ Ψ Ψ

= = = = = = = =  

що дозволяє виразити коефіцієнт зв'язку через параметри 1L , 2L  і М у вигляді 

1 2/k M L L= .                                                     (1.29) 
Основні співвідношення щодо пасивних елементів зведено у табл.1.2. 
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Таблиця 1.2 − Пасивні елементи теорії кіл 
 

Одиниця вимірювання Параметри Схемне 
 позначення назва позначення 

Розрахункові  
співвідношення 

Опір     i        R 
  

u  

ом Ом Riu = ; 2Rip =  

Провідність     i      G 
  

u  

сименс См Gui = ; 2Gup =  

Ємність 
      iC              C 

               uC  
 

фарада Ф 
;

u
qС =  (q – заряд) 

∫== idt
C

u
dt
duCi CC

1;

2

2CuWC =  

Індуктивність 
                   L 
   i 
 
                  Lu   

;
i

L ψ
=

2

2LiWL =  

;1; ∫== dtu
L

i
dt
diLu LL  

Взаємна 
індуктивність 
– узгоджене 
увімкнення 

  
i1 i2 

L1 L2 uL1 uL2 

∗ ∗ 
 M 

 

dt
diM

dt
diLuL

21
11 += ; 

dt
diM

dt
diLuL

12
22 +=  

Взаємна 
індуктивність 
– зустрічне 
увімкнення 

  
i1 i2 

L1 L2 uL1 uL2 

∗ 

∗ 

 M 

 

генрі 
 

Гн 
 

;21
11 dt

diM
dt
diLuL −=  

dt
diM

dt
diLuL

12
22 −=  

 
1.6 Активні елементи кола 
 
Активні елементи кола − це джерела енергії, що зумовлюють появу в па-

сивних елементах струмів і напруг. У теорії кіл основними є два види 
ідеальних джерел − джерела напруг і джерела струмів. 

Ідеальне джерело напруги − активний елемент, напруга на затискачах 
якого не залежить від струму, що протікає через джерело (рис.1.10, а). Ідеальне 
джерело напруги називають також ідеальним джерелом електрорушійної сили. 
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Рисунок 1.10 – Ідеальне джерело напруги та його ВАХ 
в 

Rн  → ∞ 
(ХХ) 

Rн → 0 
(КЗ) 

E 

0 а б 

нU  
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E E нI
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ЕРС чисельно дорівнює роботі, яку витрачає джерело на переміщення 
одиничного позитивного заряду всередині джерела (у напрямку стрілки проти 
сил електричного поля) від одного його затискача («−») до іншого («+»). ЕРС, 
як і напруга, вимірюється у вольтах і позначається: у разі джерела змінної на-
пруги миттєвим значенням ЕРС − )(te  або e; у разі джерела постійної напруги − 
величиною його ЕРС Е. 

При увімкненні до ідеального джерела постійної ЕРС опору навантаження 
нR  (рис.1.10, б) струм у колі та напруга на навантаженні (або на затискачах 

джерела) становитимуть відповідно: 
н н/I E R= ; нU E= .                                     (1.30) 

Співвідношення (1.30) виконується за будь-якого навантаження, що доз-
воляє побудувати ВАХ ідеального джерела постійної напруги (рис.1.10, в) і 
зробити висновок, що ЕРС і напруга на затискачах ідеального джерела напруги 
збігаються за величиною і протилежні за напрямом. 

Рівняння балансу потужностей для кола (рис.1.10, б) має вигляд: 
нEP P= , 

де нEP EI=  − потужність джерела; 2
н н н н н 0P U I R I= = >  – потужність на-

вантаження. З рівняння балансу потужностей виходить, що джерело віддає 
енергію, а навантаження її споживає. 

У режимі короткого замикання, коли н 0R = , струм і потужність джерела 
прямують до нескінченності. Оскільки фізично це неможливо, таке джерело 
прийнято називати ідеальним. 

Будь-яке реальне джерело (акумулятор, випрямляч, електромеханічний 
або електронний генератори та ін.) істотно відрізняється від ідеального пере-
дусім тим, що не може забезпечити нескінченно велику потужність, яку забез-
печує ідеальне джерело в режимі КЗ. У реальних джерел із зростанням струму 
напруга зменшується. Це ускладнює моделювання реальних джерел із застосу-
ванням ідеального джерела напруги. Тому в теорії кіл вводиться так зване ре-
альне джерело у вигляді послідовно з’єднаних ідеального джерела напруги і 
пасивного елемента – внутрішнього опору iR  (рис.1.11, а). 
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Рисунок 1.11 – Реальне джерело постійної напруги та його ВАХ 
в 

Rн → ∞ (ХХ) 

Rн → 0 (КЗ) 
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Якщо увімкнути до реального джерела постійної ЕРС опір навантаження 

нR  (рис.1.11, б), струм у навантаженні становитиме: н н/( )iI E R R= + , звідки 
н н н нiU R I E R I= = − .                                        (1.31) 

Рівнянню (1.31) відповідає лінійна ВАХ з негативним нахилом 
(рис.1.11, в). У режимі холостого ходу н 0I = , оскільки нR →∞ . Тому напруга 
на затискачах реального джерела (рис.1.11, в), як і ідеального джерела 
(рис.1.10, в), становить нU E= . У режимі КЗ ( н 0R = ) напруга і струм у наван-
таженні становлять, відповідно н 0U = , н / iI E R= . 

За будь-якого опору навантаження потужності енергій, розсіюваних в 
опорах нR  та iR , можна подати як площі відповідних прямокутників 
(рис.1.11, в). Сума цих площ чисельно дорівнює потужності енергії, яка 
віддається джерелом. Таке подання потужностей наочно показує, що не існує 
режимів, котрі фізично не реалізуються. Це наближає реальне джерело теорії 
кіл до реальних джерел електричної енергії, однак повне їх ототожнення не 
завжди можливе. 

Ідеальне джерело струму − активний елемент, струм якого не залежить 
від напруги на його затискачах. Позначення ідеального джерела струму показа-
не на рис.1.12, а. 

Якщо увімкнути до ідеального джерела постійного струму опір наванта-
ження нR  (рис.1.12, б), струм у колі та напруга на навантаженні становитимуть 
відповідно н джI I= ; н н джU R I= . Ці співвідношення відповідають ВАХ, зобра-
женій на рис.1.12, в. 
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Рисунок 1.12 – Ідеальне джерело струму та його ВАХ 
а б в 

джI  

дж ( )i t  

н н джU R I=  
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На рис.1.12, а джерело струму показане в режимі короткого замикання. 
Таке позначення пояснюється тим, що в режимі ХХ нR →∞  і тому 

н н джU R I= →∞ , що фізично неможливо. 
Потужність ідеального джерела струму становить 

дж н джIP U I= , причому 

ця потужність дорівнює потужності навантаження 2
н н н 0P R I= > . 

Виходячи з неможливості фізичної реалізації, ідеальне джерело струму, 
як і ідеальне джерело напруги, не придатне для моделювання реальних джерел 
енергії. Тому в теорії кіл розглядається реальне джерело, у якого внутрішній 
опір iR  увімкнений паралельно джерелу (рис.1.13, а). У разі паралельного 
з'єднання доцільно використовувати внутрішню провідність ii RG /1= . 

 
 

Рисунок 1.13 – Реальне джерело постійного струму та його ВАХ 
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Якщо увімкнути до реального джерела постійного струму опір наванта-

ження нR  (рис.1.13, б), струм у внутрішньому опорі 
дж нiI I I= − , 

звідки, перемножуючи ліву і праву частини рівності на iR , можна отримати 
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вираз ВАХ джерела: 

н дж нi i i iU R I R I R I= = − . 
ВАХ реального джерела постійного струму зображена на рис.1.13, в (тут 

же показана геометрична інтерпретація потужностей як площ відповідних пря-
мокутників). Ця характеристика аналогічна ВАХ реального джерела постійної 
напруги (рис.1.13, в), що дозволить у подальшому розглянути умови 
еквівалентної заміни цих джерел. 

Порівняння реальних джерел напруги і струму показує їх дуальність. 
Основні довідкові дані про незалежні джерела наведено в табл.1.3. 
 
Таблиця 1.3 − Активні елементи електричного кола 
 

Параметри Схемне позначення Вольт-амперна  
характеристика 

Ідеальне 
джерело напруги 

E +               Uн = Е 
                    uн(t) = e(t) 
e(t) 

 

Uн  

 Е 
 
     0                      Iн  

Реальне  
джерело напруги  
( iR  − внутрішній 

опір) 

                  Ri        Iн  
   + 

               Е                   Uн 

 

Uн 

  Е 
     
 
 
     0                   Е/Ri   Iн  

Ідеальне 
джерело струму 

 
  Iдж                  Uдж 
ідж(t)                 uдж(t) 
  

 

Uн 
 
 
 
 
    0           Iдж         Iн  

Реальне 
джерело струму 
( iG  − внутрішня  
провідність) 

                        Ін     
              Ідж        Gi       Uн
             

 

   Uн 
RiIдж 
 
 
 
 
        0                    Ідж     Iн  

 
Якщо параметри джерел напруги і струму залежать від режиму роботи 

кола, а отже, від значень всіх його елементів, такі джерела називають залежни-
ми (неавтономними) на відміну від раніше розглянутих незалежних або авто-
номних джерел. 
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Залежні джерела застосовують в схемах заміщення електронних приладів 
(електровакуумних і напівпровідникових приладів, інтегральних мікросхем та 
ін.). Оскільки параметри залежних джерел керуються вхідними напругами або 
струмами, такі джерела називають керованими. 

На рис.1.14 показані види керованих джерел: 
а) джерело напруги, кероване напругою (ДНКН) вх( )E U , – рис.1.14, а; 
б) джерело струму, кероване струмом (ДСКС) дж вх( )I I , – рис. 1.14, б; 
в) джерело напруги, кероване струмом (ДНКС) вх( )E I , – рис. 1.14, в; 
г) джерело струму, кероване напругою (ДСКН) дж вх( )I U , – рис. 1.14, г. 
Загалом, як керуючі (вхідні) ( вх вх,I U ), так і керовані (вихідні) струми або 

напруги ( вих джI I= , вих EU = ) можуть бути не тільки постійними, як це показано 
на рис. 1.14, але й змінними у часі ( вх вх вих дж вих, , , ei u i i u= = ). У лінійних колах 
коефіцієнти (керуючі величини), що пов'язують вхідні та вихідні струми (на-
пруги), є безрозмірними або розмірними постійними величинами:  

а) для ДНКН вх вх( ) Ue u H u= , де UH  – безрозмірний коефіцієнт передачі за 
напругою; 

б) для ДСКС дж вх вх( ) Ii i H i= , де IH  – безрозмірний коефіцієнт передачі за 
струмом; 

в) для ДНКС вх пер вх( )e i R i= , де перR  – передатний опір; 
г) для ДСКН дж вх пер вх( )i u G u= , де перG  – передатна провідність. 
 

 

Рисунок 1.14 – Керовані джерела  
г
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Для режиму постійних струмів і напруг в параметричних колах керуючі 

величини залежать від часу: )(tHU , )(tH I , пер ( )R t , пер ( )G t , а в нелінійних ко-
лах − від вхідних струмів (напруг): вх( )UH U , вх(I )IH , пер вх( )R I , пер вх( )G U . 

Якщо змінні вхідні напруги (струми) є порівняно невеликими 
відхиленнями cигн cигн,u i  (сигнальними складовими або просто сигналами) від 
деяких постійних значень ( 00 , UI ), то для цих сигналів нелінійні керовані дже-
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рела в першому наближенні можна вважати лінійними. Наприклад, при дії на 
нелінійний ДСКН керуючої напруги  

вх 0 cигнu U u= + ,  cигн 0u U<<  
вихідний струм можна приблизно розрахувати, якщо розкласти функцію 
дж вх( )i u  в ряд Тейлора12 поблизу вх 0u U=  і обмежитися першою похідною цієї 
функції: 

дж вх
вих дж 0 cигн

вх 0вх

( )
( )

di u
i i U u

u Udu
 

≈ +  = 
. 

 
1.7 Схема електричного кола 
 
Схемою електричного кола називається графічне зображення способу 

з'єднання пасивних і активних елементів кола. З'єднання елементів на схемі 
здійснюється ідеальними провідниками. Зі схемою кола пов'язані геометричні 
(топологічні) поняття − вітка, вузол, контур, граф, дерево графа. 

Вітка − декілька послідовно сполучених елементів, в яких проходить 
один і той самий струм. Кількість віток збігається з кількістю струмів у колі. 

Вузол − точка з'єднання трьох і більше віток. 
Контур − замкнений шлях по вітках схеми. 
Граф схеми − графічне подання схеми, в якій вітки умовно зображено 

лініями (ребрами), а вузли − точками (вершинами). 
Дерево графа − частина графа, що включає всі вузли, але не створює жод-

ного контуру. 
Головна вітка графа (хорда) − вітка, що не входить до вибраного дерева. 
Як приклад, на рис.1.15, а зображена схема кола, яка містить вісім віток і 

п'ять вузлів, а також граф схеми та приклади його дерев (рис.1.15, б, в). На 
схемі показано декілька контурів, позначених літерою К, з вибраними напря-
мами обходу для складання рівнянь за другим законом Кірхгофа. 

 
1.8 Основні закони теорії кіл 
До основи теорії кіл покладено закон Ома, розглянутий вище у вигляді 

співвідношень (1.1) − (1.4), і два закони Кірхгофа13. 

                                                           
12 Тейлор Брук, Taylor (1685–1731) – англійський математик і філософ, член 
Лондонської королівської спілки та її вчений секретар. Досліджував властивості 
функцій. В 1712 р. здобув, а в 1715 р. опублікував загальну формулу розвинення 
функцій у степеневий ряд. Тейлор започаткував математичне вивчення задачі про ко-
ливання струни, працював над теорією кінцевих різниць. 
13 Кірхгоф Густав Роберт, K. G. Kirchhoff (1824–1887) – німецький фізик, член 
Берлінської Академії наук. У 1847 р. встановив закономірності розподілу струмів у 
розгалужених колах. Запровадив поняття електричного потенціалу і абсолютно чор-
ного тіла. Займався проблемами механіки та технікою спектрального аналізу в хімії. 
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Рисунок 1.15 – Схема електричного кола (а), граф (б), дерева графа (в) 
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Перший закон Кірхгофа виходить з закону збереження зарядів стосовно 

вузла і формулюється так – алгебраїчна сума миттєвих значень струмів у 
вузлі дорівнює нулю: 

для кола змінного струму           0
1

=∑
=

m

k
ki ;      (1.32) 

(алгебраїчна у вузлі) 

для кола постійного струму       0
1

=∑
=

m

k
kI ,                                             (1.33) 

     (алгебраїчна у вузлі) 

де m − кількість віток, з’єднаних із вузлом. 
Складаючи рівняння (1.32) або (1.33) згідно з першим законом Кірхгофа, 

знаки струмів, спрямованих до вузла і від вузла, беруть різними відповідно до 
будь-якого вибраного правила знаків. 

Наприклад, за правилом знаків, відповідно до якого струми, що входять у 
вузол, беруться зі знаком плюс, а струми, які виходять з вузла, − зі знаком 
мінус, рівняння за законом Кірхгофа для схеми (рис.1.15, а) матимуть вигляд: 

вузол 1: 1 5 4 0i i i− − − = ;   вузол 2: 0261 =+− iii ; вузол 3: 2 3 7 0i i i− − + = ; 
  вузол 4: 0 834 =++ iii ; вузол 5: 5 6 7 8 0i i i i+ − − = . 

Перший закон Кірхгофа застосовується не тільки до вузлів, але і до будь-
якої частини, відокремленої із схеми. Так, для частини схеми, позначеної на 
рис.1.15, а пунктиром, можна записати: 08351 =−−+ iiii . 

                                                                                                                                                                                                 
Сформулював основний закон теплового випромінювання. Його чотиритомна праця 
«Лекції з математичної фізики» відіграла суттєву роль у розвитку теоретичної фізики. 
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Другий закон Кірхгофа виходить із закону збереження енергії для довіль-
ного контуру при переміщенні в ньому одиничного заряду і формулюється так: 
у будь-якому контурі алгебраїчна сума миттєвих значень напруг на пасивних 
ділянках контуру дорівнює алгебраїчній сумі миттєвих значень ЕРС. 

Другий закон Кірхгофа в загальному випадку і для кола постійного стру-
му, відповідно, можна подати у вигляді: 
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;            (1.34) 

(алгебраїчні в контурі) 

∑∑
==

=
n

l
l

m

k
k EU

11
,      (1.35) 

(алгебраїчні в контурі) 

де m − кількість пасивних елементів; n − кількість джерел ЕРС у контурі. 
Знаки доданків у рівняннях, складених згідно з другим законом Кірхгофа, 

визначають, виходячи з довільно вибраних напрямів обходу в кожному з кон-
турів (рис.1.15, а). Напруги і ЕРС, напрями яких збігаються з вибраним напря-
мом обходу, беруть зі знаком плюс, в іншому випадку − зі знаком мінус. 

За наявності у колі індуктивностей і ємностей в рівняннях для запису на-
пруг на цих елементах необхідно використати вирази (1.11) і (1.16). 

Для схеми (рис.1.15, а) з урахуванням напрямів обходу виходять 
рівняння: 

контур К1: 1 1 6 6 5 1
1R i R i i dt e
C

+ − =∫ ;  контур К2:  2667722 eiRiRiR =−−− ; 

контур К3:  8
7 7 3 3 3

diR i R i L e
dt

+ − = ;  контур К4:    8
5 4 4 4

1 dii dt L R i e
C dt

+ − = −∫ . 

Другий закон Кірхгофа застосовується також для контурів, до складу яких 
входять напруги на ділянках схеми. Наприклад, розглядаючи напругу 24u  між 
вузлами 2-4 спільно з трьома контурами, можна скласти рівняння: 

8
24 4 4 1 1 1 4 24 3 3 2 2 2 3 24 6 6;   ;   0diu R i R i e e u R i R i e e u L R i

dt
− + = − − + = − − − − = . 

Закони Кірхгофа справедливі також для нелінійних кіл, але, складаючи рі-
вняння, необхідно враховувати залежність опорів від струмів:  
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(алгебраїчні в контурі) 
 
1.9 Класифікація кіл і режимів їх роботи. Задачі теорії кіл 
Кола класифікують за різними ознаками: лінійні і нелінійні; дво-, чотири- 

і багатополюсні; активні та пасивні; із зосередженими і розподіленими параме-
трами.  

У лінійних колах всі елементи лінійні, тобто їх параметри не залежать від 
величин і напрямів струмів і напруг. За наявності у колі хоча б одного неліній-
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ного елемента коло є нелінійним. 
За кількістю зовнішніх затискачів (полюсів), за допомогою яких дане коло 

сполучено з іншими колами, розрізнюють двополюсники, чотириполюсники і 
багатополюсники. 

Пасивне коло або складається тільки з пасивних елементів, або містить 
джерела енергії, котрі компенсують один одного. Активні кола містять джерела 
енергії, що обумовлюють напруги на розімкнених або струми в замкнених 
зовнішніх затискачах. 

Критерієм, за яким коло відносять до кіл із зосередженими параметрами, 
теоретично є наявність зосереджених елементів R, L, C у вітках схеми і 
незмінність струму в будь-якому перерізі кожної вітки у будь-який момент ча-
су. Практичною ознакою кіл із зосередженими параметрами є те, що довжина 
хвилі коливань, що використовуються, істотно перевищує геометричні розміри 
реального кола. 

У колах з розподіленими параметрами елементи R, L, C розподілені 
вздовж кола. При цьому струми і напруги залежать не тільки від часу, але і від 
однієї з координат, наприклад х, − що характеризує відстань від джерела: ),( xti , 

),( xtu . У реальних кіл з розподіленими параметрами один з лінійних розмірів 
сумірний з довжиною хвилі. 

Розрізнюють два основних режими роботи кіл − усталений (стаціонарний) 
і нестаціонарний (перехідний). 

В усталеному режимі струми і напруги змінюються у часі за 
періодичним законом: )()( nTtiti += ; )()( nTtutu += , де Т − період. Окремим 
випадком усталеного режиму є режим постійного струму, коли всі струми і на-
пруги є постійними величинами, тобто ∞→T . 

У разі перехідних режимів струми і напруги є неперіодичними функціями 
часу. Причинами виникнення перехідних режимів є ввімкнення кола до джерел 
і відімкнення від них, змінювання схеми та її параметрів, дія сигналів. 

Теорія кіл розглядає два види задач − аналізу і синтезу. 
Задача аналізу полягає у визначенні декількох або всіх струмів і напруг 

заданої схеми за відомими значеннями параметрів її елементів (пасивних і ак-
тивних). Для аналізу кіл використовуються загальні методи розрахунку кіл. 

Задачі синтезу поділяються на два види − параметричний і структурний 
синтез. Параметричний синтез полягає у визначенні значень елементів відомої 
схеми з метою досягнення заданих характеристик або режиму роботи схеми. 
Структурний синтез передбачає складання схеми і визначення параметрів її 
елементів. Задачі структурного синтезу складніші, не завжди однозначні та й не 
завжди реалізовуються. 
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1.10 Запитання та завдання для самоперевірки 
           і контролю засвоєння знань 
 
1. У чому полягає відмінність реального та ідеального елементів електричних 

кіл? Які пасивні та активні елементи використовуються в теорії кіл? 
2. Що таке позитивний напрям струму? Який висновок можна зробити, якщо 

після виконання розрахунків струм має від’ємне значення? 
3. Якими приладами вимірюються величина і напрям постійного струму і на-

пруги? Назвіть властивості ідеальних амперметра і вольтметра. 
4. Чи залежить вибір позитивного напряму напруги від позитивного напряму 

струму? 
5. Починаючи з моменту 0=t , через опір R = 1 Ом проходить струм 

tei −−=1 А. Яка кількість енергії виділиться у вигляді тепла до моменту часу, коли 
струм досягне значення 0,632 А? 

Відповідь: 0,168 Дж. 
6. Починаючи з моменту 0=t , через індуктивність L = 1 Гн проходить струм 

tei −−=1  А. Знайти напругу на індуктивності та енергію магнітного поля в момент 
часу, коли струм досягне значення 0,632 А. 

Відповідь: 0,37 В; 0,2 Дж. 
7. Ємність С = 1 Ф, котра має електричний заряд 1 Кл, у момент 0=t  починає 

розряджатися через опір R = 1 Ом. Струм змінюється згідно із законом tei −=  А. 
Знайти напругу на ємності та енергію електричного поля в момент часу, коли струм 
досягне значення 0,37 А. 

Відповідь: 0,37 В; 0,068 Дж. 
8. Пояснити поняття однойменних затискачів індуктивно зв'язаних котушок. 
9. Дві індуктивно зв'язані котушки мають індуктивності 41 =L  Гн і 

252 =L Гн; коефіцієнт зв'язку k = 0,5. Визначити взаємну індуктивність. Чому 
дорівнює загальна індуктивність цих котушок при зустрічному і узгодженому 
увімкненні, якщо їх з'єднати послідовно? 

Відповідь: 5 Гн; 19 Гн; 39 Гн. 
10.  Чому для двох індуктивно зв'язаних котушок не можуть одночасно викону-

ватися умови ML <1  і ML <2 ? 
11.  Зобразити вольт-амперні характеристики ідеальних джерел напруги і стру-

му. Чим відрізняються ВАХ ідеальних і реальних джерел енергії? 
12. Назвати види керованих джерел напруги і струму. Який параметр є керую-

чим для кожного з цих джерел? 
13.  Пояснити основні топологічні поняття, які використовуються в теорії кіл. 
14.  Вважаючи в схемі (див. рис.1.15,а) 0С =  і ∞→7R , скласти рівняння за 

другим законом Кірхгофа для всіх контурів кола. 
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• Постановка задачі та огляд основних методів аналізу кіл 

• Метод еквівалентних перетворень 
• Метод рівнянь Кірхгофа 
• Метод вузлових напруг 
• Метод накладання 
• Метод еквівалентного генератора 
• Енергетичні співвідношення в колах постійного струму 
• Принцип взаємності 
• Аналіз нелінійних кіл 
• Основи матрично-топологічного методу аналізу кіл 
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2 МЕТОДИ АНАЛІЗУ КІЛ 
 

2.1 Постановка задачі та огляд основних методів аналізу кіл 
 
Задача аналізу в загальному випадку полягає в розрахунку струмів у 

вітках кола, для якого задані схема і параметри елементів (пасивних і актив-
них). При цьому кількість невідомих збігається з кількістю віток вN . Можливі 
також інші варіанти постановки задач аналізу. Наприклад, необхідно визначити 
параметри деяких елементів і частину струмів кола при заданих значеннях 
інших струмів і параметрів елементів. Як і у загальному випадку, кількість 
невідомих при цьому не повинна перевищувати вN . 

Аналіз кіл оснований на законах Кірхгофа і співвідношеннях між напру-
гами і струмами в пасивних елементах. Однак безпосереднє застосування за-
конів Кірхгофа необхідне тільки для аналізу нелінійного кола. Для аналізу 
лінійних кіл розроблено декілька простіших методів, доцільність застосування 
яких визначається постановкою задачі аналізу (необхідністю визначення всіх, 
частини або одного з струмів), конфігурацією схеми, особливостями практич-
ного застосування кола та ін. Ці методи зводяться до складання і розв’язання 
меншого числа рівнянь, ніж це потрібно при використанні законів Кірхгофа або 
до матричних і топологічних розрахунків, зручних для виконання на ЕОМ. 

Для будь-якого методу аналізу складність розрахунків істотно залежить 
від режиму роботи кола (усталений або перехідний) і вигляду функцій, якими 
описують миттєві значення параметрів джерел. 

Найпростіше аналізувати лінійне кола з джерелами постійного струму 
(напруги) в усталеному режимі. При цьому всі струми і напруги є постійними 
дійсними величинами, а з пасивних елементів у колі залишаються тільки опори, 
оскільки індуктивності та ємності можна виключити (індуктивності замінити 
ідеальними провідниками, а ємності − розімкнути). У цьому випадку аналіз ко-
ла зводиться до розв’язання системи алгебраїчних рівнянь з дійсними 
коефіцієнтами. 

Вихідні рівняння для усталених режимів у колах з іншими джерелами 
(наприклад, синусоїдних коливань) і для перехідних режимів є, в загальному 
випадку, інтегро-диференціальними. При цьому, крім класичної теорії 
розв’язання диференціальних рівнянь, застосовують методи алгебри комплекс-
них чисел і операторний метод, які дозволяють звести інтегро-диференціальні 
рівняння для кіл з джерелами синусоїдних коливань в усталеному режимі до 
алгебраїчних рівнянь з комплексними числами або (для перехідних режимів) до 
алгебраїчних рівнянь з операторними зображеннями функцій часу. 

У даному розділі розглядаються основні методи аналізу кіл 
(еквівалентних перетворень; рівнянь Кірхгофа; вузлових напруг; накладання; 
еквівалентного генератора) стосовно усталеного режиму кіл з джерелами 
постійного струму (напруги). Це дозволяє спростити виклад і полегшити 
розуміння методів і прийомів, які надалі будуть використані для аналізу уста-
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леного режиму в колах з джерелами коливань синусоїдної форми, а також для 
аналізу перехідних процесів. Крім основних методів аналізу, в даному розділі 
викладено також основні теореми і принципи лінійних кіл. 

 
2.2 Метод еквівалентних перетворень 
 
Суть методу полягає в раціональному застосуванні деяких прийомів 

еквівалентних перетворень, що призводять до спрощення схеми, тобто змен-
шення в ній кількості віток, вузлів, контурів, і зведенні її до одноконтурної або 
двовузлової. Крім самостійного застосування, прийоми еквівалентних перетво-
рень входять як складовий елемент в інші методи розрахунку. Тому метод 
еквівалентних перетворень розглядається першим. 

Під еквівалентними розуміють такі перетворення однієї частини схеми, 
при яких не змінюється режим роботи (струми і напруги) в іншій частині схе-
ми, що залишилася неперетвореною. Найпоширеніші прийоми еквівалентних 
перетворень в лінійних колах постійного струму, зведені до табл.2.1, розгляне-
мо детальніше. 

 
2.2.1 Еквівалентні перетворення при послідовному з'єднанні 

елементів 
Послідовним називається з'єднання елементів, коли в них протікає одна-

ковий струм. Приклад ділянки кола з послідовним з'єднанням декількох опорів 
і джерел ЕРС показаний на рис.2.1, а. 

 
 

Рисунок 2.1 – Перетворення послідовно з’єднаних елементів 
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Використовуючи другий закон Кірхгофа для контуру (рис.2.1, а), до скла-
ду якого входить ділянка з послідовно сполученими елементами і напруга на 
його затискачах, для довільно вибраних напрямів струму I і обходу контуру 
можна записати рівняння  

1 1

n m
i k

i k
U R I E

= =
− =∑ ∑ .                                  (2.1) 

 Рівняння (2.1) можна подати у вигляді 
e eU R I E− = , 
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де e
1

n
i

i
R R

=
= ∑  − еквівалентний опір, що дорівнює арифметичній сумі всіх 

послідовно з’єднаних опорів; e
1

m
k

k
E E

=
= ∑  − еквівалентна ЕРС, яка дорівнює 

алгебраїчній сумі ЕРС джерел даної ділянки. 
Отже, ділянку з послідовним з'єднанням опорів і джерел напруги можна 

замінити послідовним з'єднанням двох елементів − еквівалентного опору і 
еквівалентного джерела напруги (рис.2.1, б). 

Для окремих випадків, коли відсутні або джерела, або опори, ділянку кола 
можна замінити відповідно опором eR  або джерелом eE . 

 
2.2.2 Еквівалентні перетворення при паралельному з'єднанні 

елементів 
 
Паралельним називається з'єднання елементів з однаковою напругою на 

них. Приклад ділянки кола з паралельним з'єднанням декількох опорів і джерел 
струму показаний на рис.2.2, а. 

Якщо до вузла ділянки кола з паралельним з'єднанням n провідностей і m 
джерел струму застосувати перший закон Кірхгофа, виходить рівняння  

дж 0
k

n m
l

l k
G U I+ =∑ ∑ .                                           (2.2) 

Рівняння (2.2) можна записати у вигляді:  
e дж е 0G U I+ = , 

де e
n

l
l

G G=∑  − еквівалентна провідність, яка дорівнює арифметичній сумі 

всіх паралельно з’єднаних провідностей; eдж джk

m

k
I I=∑  − струм еквівалентного 

джерела, що дорівнює алгебраїчній сумі струмів джерел даної ділянки. 
Отже, ділянку з паралельним з'єднанням кількох елементів у загальному 

випадку можна замінити паралельним з'єднанням двох елементів − 
еквівалентної провідності та еквівалентного джерела струму (рис.2.2, б). 

Дане правило справедливе для пасивної паралельної ділянки кола, в яко-
му відсутні джерела, і паралельного з'єднання тільки одних ідеальних джерел. 
У першому з цих випадків ділянку кола можна замінити опором e e1/R G= , а у 
другому − ідеальним джерелом зі струмом 

еджI . Так, для двох паралельно 
увімкнених опорів 1R  і 2R  еквівалентний опір 

1 2
e

1 2 1 2 1 2

1 1 .
1/ 1/

R RR
G G R R R R

= = =
+ + +
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Рисунок 2.2 – Перетворення кола з паралельно з’єднаними елементами 
а б 
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Застосовуючи розглянуті вище прийоми перетворень, пасивне коло, що 
містить сукупність послідовно і паралельно увімкнених опорів (таке з’єднання 
називають змішаним), можна замінити одним еквівалентним опором.  

Приклад 2.1. Для кола (рис.2.3, а) визначити еквівалентний опір відносно 
затискачів 1, 2. 
 

 

Рисунок 2.3 – До прикладів 2.1 і 2.2 
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Розв’язання. Коло, що не містить джерел, називається пасивним. Затискачі, за 
допомогою яких пасивне коло підключається до інших кіл, називаються вхідними. 
Відповідно, опір відносно цих затискачів називається вхідним опором. Отже, у 
прикладі необхідно визначити вхідний опір даного кола.  

Якщо відсутність струмів і напруг у даному пасивному колі ускладнює визна-
чення способів з'єднання опорів, до вхідних затискачів 1, 2 вмикають джерело і роз-
глядають розподіл струмів у вітках кола (рис.2.3, б): 

а) опори 3R  і 4R  сполучені послідовно, тому замінимо їх еквівалентним опо-
ром 4334 RRR +=  (рис.2.3, в); 

б) паралельно з’єднані опори 34R  і 2R  замінимо еквівалентним опором 

234 2 34 2 34/( )R R R R R= +  (рис.2.3, г); 
в) в одноконтурній схемі (рис.2.3, г) опори 1R  і 234R  з’єднані послідовно, тому 

замінимо їх еквівалентним опором, який і є вхідним опором даного кола: 
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2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4
e 1 234 1

2 3 4 2 3 4

( ) .R R R R R R R R R R R R RR R R R
R R R R R R

+ + + + +
= + = + =

+ + + +
 

Приклад 2.2. Розрахувати струми у вітках схеми (рис.2.3, б) для заданих зна-
чень параметрів елементів: Е = 50 В; 1R =2,6 кОм; 2R = 4 кОм; 3R = 1 кОм; 4R = 5 кОм. 

Розв’язання. Враховуючи результати прикладу 2.1, виконаємо розрахунок в та-
кому порядку: 

а) розрахуємо опори ділянок кола (рис.2.3, б, в, г): 
6514334 =+=+= RRR кОм; 234 2 34 2 34/( ) 4 6 /10 2,4R R R R R= + = ⋅ = кОм; 

б) обчислимо еквівалентний опір кола відносно затискачів джерела (рис.2.3, г): 
e 1 234 2,6 2,4R R R= + = + = 5 кОм; 

в) визначимо струм в одноконтурній схемі (рис.2.3, г): 1
e

50 10
5

EI
R

= = =  мА; 

г) визначимо напругу між вузлами 3,2 (рис.2.3, в, г):  
24104,2123432 =⋅== IRU В; 

д) використовуючи знайдену напругу 32U , за законом Ома розрахуємо струми 

2 32 2/ 24 / 4 6I U R= = = мА,  3 32 34/ 25/ 6 4I U R= = = мА. 
Струми 2I  і 3I  можуть бути знайдені і без визначення 32U , якщо врахувати, 

що 32 1 234 1 2 34 2 34/( )U I R I R R R R= = + : 2 1 34 2 34 3 1 2 2 34/( ); /( ).I I R R R I I R R R= + = +   
Ці формули відображають розподіл струмів в паралельних вітках і дозволяють 

спростити розрахунки. 

Приклад 2.3. На рис.2.4 показана еквівалентна схема за постійним струмом 
міської телефонної лінії на ділянці телефонний апарат (ТА) абонента – автоматична 
телефонна станція (АТС). Лінія живиться від станційної батареї (джерела живлення) з 
ЕРС 60 ВE = , опір комутаційного обладнання АТС АТС 700ОмR = , опір ТА 

ТА 600ОмR = , опір проводів лінії л1 л2 550ОмR R= = , опір імпульсного ключа (ІК) 

ІК 10ОмR = . Якщо слухавка ТА піднята, ключ К замкнено, якщо покладена – ключ К 
розімкнено. Під час набирання номеру ІК замикається. 
 

Рисунок 2.4 – Еквівалентна схема телефонної лінії за постійним струмом  

АТСR  

E 

K 

ТАR  
IK 

ІКR  л1R

л2R

АТС ТА телефонна лінія 

5 

4 

3 1 

2 

 
 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 41

Визначити: 1) вхідний опір телефонного обладнання з боку затискачів 4-5 дже-
рела АТС у режимах: а) ключі К та ІК розімкнено; б) ключ К замкнено, ключ ІК розі-
мкнено; в) ключі К та ІК замкнено; 2) максимальний струм у телефонній лінії під час 
набирання номеру; 3) струм у лінії та напругу на затискачах 1-2 ТА у режимах: а) 
ключ К розімкнено; б) ключ К замкнено; 4) напругу на затискачах 1-2 ТА, якщо слу-
хавка піднята, а до затискачів 1-2 увімкнено другий ідентичний ТА з метою несанкці-
онованого прослуховування телефонних розмов. 

Розв’язання.  
1. Якщо ключі К та ІК розімкнено, коло не замкнено, вхR → ∞ . 
Якщо ключ К замкнено, а ключ ІК розімкнено, вх АТС ТА л1 л2R R R R R= + + + =  

700 600 550 550 2400Ом= + + + = . Якщо ключі К та ІК замкнено, 

вх АТС л1 л2 ТА ІК ТА ІК/( ) 700 550 550 600 10/ 610 1810ОмR R R R R R R R= + + + + = + + + ⋅ = . 
2. За законом Ома вх/ 60 /1810 0,033мАI E R= = = .  
3. Якщо ключ К розімкнено, напруга на затискачах 1-2 ТА дорівнює 60 В. Це 

пояснюється відсутністю струму, і відповідно, відсутністю спадів напруг на резисто-
рах. Потенціал точок 4-5 джерела АТС та затискачів 1-2 буде однаковим. 

Якщо ключ К замкнено, струм у лінії та напруга на затискачах 1-2 становити-
муть, відповідно: 

вх/ 60 / 2400 0,025мАI E R= = = ; 12 ТА 0,025 600 15ВU I R= = ⋅ = . 
4. Якщо до затискачів 1-2 увімкнено ідентичний ТА, вхідний опір становитиме 

вх АТС л1 л2 ТА1 ТА2 ТА1 ТА2/( ) 700 550 550 600 600/300 2100ОмR R R R R R R R= + + + + = + + + ⋅ = , 
струм у лінії та напруга на затискачах 1-2 становитимуть, відповідно 

вх/ 60 / 2100 0,029 мАI E R= = = ; 12 ТА 0,029 300 8,6ВU I R= = ⋅ = . 
Отже, значення напруги в лінії є одним з демаскуючих ознак наявності в теле-

фонній лінії засобів несанкціонованого зняття інформації.  
 
2.2.3 Еквівалентні перетворення опорів, з’єднаних 
у вигляді «трикутника» або «зірки» 
 
З'єднання трьох опорів у вигляді «трикутника» або П-схеми показане на 

рис.2.5; з'єднання у вигляді «зірки» або Т-схеми − на рис.2.6. Ці з'єднання не 
містять послідовно або паралельно увімкнених елементів, і тому до них засто-
совують окремий вид еквівалентних перетворень: «зірка−трикутник» і навпаки. 

Формули для переходу від «трикутника» до еквівалентної «зірки»: 

;
133221

1321
10

−−−

−−
− ++

=
RRR

RRR  ;
133221

2132
20

−−−

−−
− ++

=
RRR

RRR  .
133221

3213
30

−−−

−−
− ++

=
RRR

RRR      (2.3) 

Формули для переходу від «зірки» до «трикутника»: 

.

;;

20

3010
301013

10

3020
302032

30

2010
201021

−

−−
−−−

−

−−
−−−

−

−−
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++=
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R
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R
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R
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    (2.4) 
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Рисунок 2.5 – З′єднання опорів у вигляді: а – “трикутника”; б – П-схеми 
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Рисунок 2.6 – З′єднання опорів у вигляді: а – “зірки”; б – Т-схеми  
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Зазначимо, що розглянуті вище еквівалентні перетворення можна засто-
совувати тільки для пасивних ділянок кола, які не мають джерел. Використання 
еквівалентого перетворення (2.3) розглянуто нижче у прикладі 2.4. 

 
2.2.4 Еквівалентні перетворення джерел 
 
Умови еквівалентності реальних джерел напруги і струму можна отрима-

ти за умови еквівалентності двох однакових режимів у зовнішніх колах цих 
джерел. Найпростішими режимами є режим холостого ходу (рис.2.7), коли на-
пруги х.хU  на розімкнених затискачах джерел однакові, і режим короткого за-
микання (рис.2.8), коли струми к.зI  при замкнених затискачах джерел 
дорівнюють один одному. 

 
 

Рисунок 2.7 – Режим холостого 
 ходу еквівалентних джерел 

Рисунок 2.8 – Режим короткого 
замикання еквівалентних джерел 
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З умови еквівалентності режимів холостого ходу і короткого замикання 
відповідно виходять два рівняння: 

''
дж ;iE R I=  '

дж/ iE R I= ,                                        (2.5) 
звідки випливає рівність внутрішніх опорів еквівалентних джерел:  

.'''
iii RRR ==                                                   (2.6) 

З урахуванням співвідношення (2.6) рівняння (2.5) матимуть вигляд: 
дж ;iE R I=                                                      (2.7) 

дж / .iI E R=                                                      (2.8) 
Формули (2.6) − (2.8) дозволяють сформулювати умови еквівалентності 

реальних джерел: 
1) внутрішні опори еквівалентних джерел напруги і струму однакові; 
2) ЕРС джерела напруги дорівнює напрузі холостого ходу еквівалентного 

джерела струму; 
3) струм джерела струму дорівнює струму короткого замикання 

еквівалентного джерела напруги.  
Другу з цих умов використовують, еквівалентно замінюючи реальне дже-

рело струму на джерело напруги, а трету − під час заміни реального джерела 
напруги на джерело струму.  

Перетворення реальних джерел, крім безпосереднього використання для 
аналізу кіл методом еквівалентних перетворень, застосовують у таких випад-
ках: для обгрунтування деяких прийомів еквівалентних перетворень, наприклад 
для перетворення паралельно сполучених реальних джерел напруги і 
послідовно сполучених реальних джерел струму (табл.2.1); на підготовчих ета-
пах деяких методів, коли всі джерела необхідно подати у вигляді джерел напру-
ги або у вигляді джерел струму; у методі еквівалентного генератора, який роз-
глядатиметься нижче у підрозд. 2.6. 

Ідеальні джерела напруги і струму не можуть бути еквівалентно перетво-
рені безпосередньо. Для перетворення схем з ідеальними джерелами викори-
стовують прийоми їх еквівалентних перенесень, що дозволяє замінити одне з 
таких ідеальних джерел двома або більше реальними джерелами. Приклади та-
ких перетворень показано на рис.2.9, 2.10. При перенесенні ідеальних джерел 
вихідні рівняння для контурів або вузлів, складені за законами Кірхгофа, не 
змінюються. 

Щоб перенести ідеальне джерело напруги (рис.2.9, а), послідовно з ним 
вмикають таке саме ідеальне джерело, але з протилежним напрямом 
(рис.2.9, б). При цьому, щоб зберегти рівняння, складені згідно з другим зако-
ном Кірхгофа, у відповідні вітки контурів 1K , 2K , 3K  додають такі ж ідеальні 
джерела (рис.2.9, б). Далі схема може бути спрощена об'єднанням вузлів 1,2 в 
один вузол, оскільки напруга між цими вузлами дорівнює нулю. У 
перетвореній схемі (рис.2.9, в) відсутні ідеальні джерела напруги.  
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Рисунок 2.9 – Еквівалентне перетворення ділянки кола  
з ідеальним джерелом напруги 
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Рисунок 2.10 – Еквівалентне перетворення ділянки кола 
 з ідеальним джерелом струму  
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У разі перенесення ідеального джерела струму (рис.2.10, а) паралельно з 
ним вмикається таке саме ідеальне джерело струму з протилежним напрямком, 
а для дотримання рівнянь, складених за першим законом Кірхгофа, паралельно 
вузлам схеми (відповідно 1-2 і 2-3) вмикаються такі ж ідеальні джерела 
(рис.2.10, б). Два паралельно увімкнених і протилежно спрямованих ідеальних 
джерела струму компенсують одне одного, і тому їх можна виключити. 
Внаслідок цього схема виглядатиме, як на рис.2.10, в. В отриманій схемі 
відсутні ідеальні джерела струму. 

На закінчення розглянемо приклад, в якому використовуються основні 
прийоми еквівалентних перетворень. 

Приклад 2.4. Використовуючи методи еквівалентних перетворень, визначити 
струм 5I  у колі (рис.2.11). 
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Рисунок 2.11 – До прикладу 2.4
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Розв’язання. Спочатку перетворимо «трикутник», що складається з опорів 6R , 

7R , 8R , в еквівалентну «зірку» 10−R , 20−R , 30−R  і перенесемо ідеальне джерело 
струму (рис.2.12).  

 
 

Рисунок 2.12 – До прикладу 2.4
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Далі еквівалентно перетворимо реальні джерела струму і послідовно увімкнені 
елементи (рис.2.13, а): 

е1 1 дж 1E E I R= + ; е3 3 дж 2E E I R= − ;  

е1 1 3 0 1R R R R −= + + ; е2 4 0 2R R R −= + ; е3 2 0 3R R R −= + .  

Рисунок 2.13 –До прикладу 2.4 
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Замінимо паралельно увімкнені реальні джерела напруги ( е1E , е1R ; 2E , е2R ) 
одним джерелом з параметрами:  

е1 2
е4 е4

е1 е2

E EE R
R R

 
= − 

 
;   е1 е2

е4
е1 е2

R RR
R R

=
+

. 

Визначимо шуканий струм в отриманій одноконтурній схемі (рис.2.13, б): 

3 4

3 4

е е е
5

е е 5 5 е
,

E E EI
R R R R R

−
= =

+ + +
 де 

3 4е е еE E E= − ; 
3 4е е еR R R= + . 

У даному прикладі для окремого випадку показано, що стосовно одного з 
опорів 5R  іншу частину кола можна еквівалентно замінити реальним джерелом 
з параметрами еE  і еR . Така заміна є основою методу еквівалентного генерато-
ра (підрозд. 2.6). 

Прийоми еквівалентних перетворень зведено до табл. 2.1. 
 
Таблиця 2.1 − Прийоми еквівалентних перетворень 

 
Вид 

перетворення 
Вихідна 
схема 

Еквівалентна  
схема 

Розрахункові 
формули 

Послідовне 
з'єднання 

     R1       R2             Rn 
.. 

     Rе 

 
е

1

n
k

k
R R

=
= ∑  

Паралельне 
з'єднання G1        G2       Gn

…

…

 

 

Gе 

 

е
1

n
k

k
G G

=
= ∑  

«Трикутник» 
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R2-3  3 2
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1
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− ++

=
RRR
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R
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R
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RR
R

«Зірка» –  
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R0-3          0

    3 2
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R3-1
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302032
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−
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−
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−−−
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−−
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R
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R
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 Закінчення табл. 2.1 
 

Вид 
перетворення 

Вихідна 
схема 

Еквівалентна  
схема 

Розрахункові 
формули 

Заміна  
джерела 
струму 
джерелом 
напруги 

  
I 

Iдж      Gi     U

 

Ri        I 
E             U  

дж iE I G=  

ii GR 1=  

Заміна 
джерела 
напруги 
джерелом 
струму 

 

Ri        I 
E             U  

 

I 
Iдж      Gi    U дж iI E R=  

ii RG 1=   
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паралельно 
з′єднаних 
джерел 
напруги 
одним 
джерелом 

 
 

… 

 G1          G2          Gn
 E1       E2      En 

… 

Gе 
     
Eе 

 

1
е

1

n
k k

k
n

k
k

G E
E

G

=

=

=
∑

∑
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1
е

n

k
kG G

=

= ∑  
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з′єднаних 
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струму 
одним джере-
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k
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k
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R I
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R

=

=
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∑

∑
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k
k

R R
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2.3 Метод рівнянь Кірхгофа 

 
Метод рівнянь Кірхгофа полягає у складанні необхідної і достатньої кіль-

кості рівнянь за першим і другим законами Кірхгофа і подальшому їх 
розв’язанні. 

Якщо скласти рівняння за першим законом Кірхгофа для всіх вузлів схе-
ми, то в отриману систему рівнянь (за умови вибору одного і того ж правила 
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знаків) кожний з струмів увійде двічі, але з різними знаками. Тому сума скла-
дених рівнянь буде дорівнювати нулю, а це означає, що система рівнянь є за-
лежною. Наприклад, для кола (рис.2.14), система рівнянь за першим законом 
Кірхгофа, складена для всіх вузлів за одним і тим же правилом знаків (струми, 
направлені до вузла, входять у рівняння зі знаком плюс, а струми, направлені 
від вузла, − зі знаком мінус), має вигляд: 

 
для  вузла 1      –I1 –I5 –I4 = 0;  
для  вузла 2        I1 –I6 +I2 = 0;  
для  вузла 3      –I2 –I3 +I7 = 0;                                    (2.9)
для  вузла 4        I3 +I4 +I8 = 0;  
для  вузла 5      I5 +I6 –I7 –I8 = 0. 

 
 

Рисунок 2.14 – Схема кола для  
обгрунтування методу рівнянь Кірхгофа 
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Сума лівих частин всіх рівнянь 
в отриманій системі (2.9) дорівнює 
нулю, а сума рівнянь для будь-кого з 
чотирьох вузлів призводить до 
рівняння для виключеного п'ятого 
вузла. Це означає, що кількість не-
залежних рівнянь I З.КN , складених 
згідно з першим законом Кірхгофа, 
на одиницю менша кількості вузлів 
схеми взN : 

I З.К вз 1N N= − .  
Кількість контурів II З.КN , необхідна 
для складання рівнянь згідно з дру-
гим законом Кірхгофа, має допов-
нювати кількість рівнянь I З.КN  до 

кількості невідомих струмів, що дорівнює кількості віток вN , тобто 
I З.К II З.К вN N N+ = . 

Кількість незалежних рівнянь, які складають за другим законом 
Кірхгофа, становить: 

II З.К в I З.К в вз в вз( 1) 1N N N N N N N= − = − − = − + .  
Рівняння за другим законом Кірхгофа необхідно складати для так званих 

незалежних контурів. 
Вибір незалежних контурів у загальному випадку є неоднозначною зада-

чею. Незалежні контури мають відрізнятися один від одного хоча б однією 
віткою. Наприклад чотири контури, вказані на рис.2.14 
( II З.К в I З.К 8 4 4N N N= − = − = ), є незалежними. 

Для вибраних на рис.2.14 контурів ( 41 КК K ) і напрямів обходу в них сис-
тема рівнянь за другим законом Кірхгофа матиме вигляд: 
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для контуру К1 (1-2-5-1)     R1 I1 + R6 I6 – R5 I5 = E1; 
для контуру К2 (2-3-5-2)   –R2 I2  – R7 I7 – R6 I6 = E2; 
для контуру К3 (3-4-5-3)     R3 I3 – R8 I8+ R7 I7 = E3; 
для контуру К4 (1-5-4-1)    R5 I5 + R8 I8 – R4 I4 = –E4. 

(2.10)

 
Розв’язуючи спільну систему рівнянь, що складається з (2.9) без рівняння 

для вузла 5 і (2.10), можна знайти всі або необхідну частину струмів даного ко-
ла. 

Для запису і розв’язання систем рівнянь за методом рівнянь Кірхгофа 
можна використовувати прийоми матричної алгебри. Для цього доданки у 
рівняннях спільної системи розташовують в порядку зростання номерів струмів 
і формально додають відсутні в рівняннях струми з нульовими значеннями 
співмножників. Для даного прикладу записана у такий спосіб система рівнянь 
має вигляд:  
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(2.11) 

Систему рівнянь (2.11) можна подати в матричній формі: 
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.       (2.12) 

 
Права частина рівнянь, складених за першим законом Кірхгофа, дорівнює 

нулю. Тому формально можна прийняти для коефіцієнтів у лівій частині цих 
рівнянь, що мають значення +1, −1 або 0, розмірність опору, а для нульових 
значень у правій частині рівнянь − розмірність напруги. Це дозволяє стисло за-
писати матричну систему (2.12) у вигляді: 

( )( ) ( )iiij EIR = ,                                               (2.13) 
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де ( )ijR  − квадратна матриця узагальнених опорів методу рівнянь 
Кірхгофа; ( )iI  − матриця-стовпець невідомих струмів; ( )iE  − матриця-стовпець 
узагальнених ЕРС методу рівнянь Кірхгофа; i, j − відповідно, номери рядків і 
стовпців елементів матриць. 

Розгляд понять узагальнених опорів і ЕРС пов'язаний зі штучним пере-
творенням розмірності складових рівнянь, утворених за першим законом 
Кірхгофа, про що згадувалось вище. 

Матрицю струмів у рівнянні (2.13) можна знайти за допомогою оберненої 
матриці узагальнених опорів: 

( ) ( ) ( )iiji ERI 1−= .                                               (2.14) 
Перевагою використання матричної алгебри, як у методі рівнянь 

Кірхгофа, так і в інших методах аналізу кіл, є компактність записів систем 
рівнянь у вигляді (2.13) та їх розв’язку (2.14), а також зручність комп’ютерних 
розрахунків. Однак застосування матриць не скорочує обсяг обчислень. Осно-
ви матрично-топологічного методу аналізу кіл розглянуто нижче у підрозд. 
2.10. 

Вітки з ідеальними джерелами струму враховують лише, складаючи 
рівняння за першим законом Кірхгофа. При цьому незалежні контури, вибрані 
для запису рівнянь за другим законом Кірхгофа, не повинні містити вітки з 
ідеальними джерелами струму (приклад 2.5). 

Щоб перевірити розраховані струми і напруги у колі, рекомендується за-
стосовувати рівняння балансу потужностей, основане на законі збереження 
енергії у колі. Відповідно до цього рівняння сума потужностей опорів дорівнює 
алгебраїчній сумі потужностей джерел. Рівняння балансу потужностей для ко-
ла, що містить RN  опорів, EN  джерел напруги і IN  джерел струму, має вигляд: 

2
дж дж

1 1 1
.

R E I

m m

N N N

k k l l
k l m

R I E I I U
= = =

= +∑ ∑ ∑                            (2.15) 

(алгебраїчні суми) 

У правій частині рівняння (2.15) потужності джерел можуть бути як дода-
тниами, так і від’ємними. Додатне значення потужності джерела означає, що 
воно віддає енергію, негативне − споживає. Потужності джерел є додатними 
величинами, якщо у джерела напруги напрями ЕРС і струму збігаються, а у 
джерела струму напрями напруги джU  і струму джI  протилежні. В інших ви-
падках потужності джерел від’ємні. Наприклад, рівняння балансу потужностей 
для схеми (рис.2.14), записується у вигляді: 

44332211
2
88

2
77

2
66

2
55

2
44

2
33

2
22

2
11 IEIEIEIEIRIRIRIRIRIRIRIR ++−=+++++++ . 

Приклад 2.5. Розрахувати струми у колі (рис.2.15) методом рівнянь Кірхгофа 
для заданих параметрів елементів: дж 10I = мА; 101 =E B; 402 =E B; 503 =E B; 

41 =R кOм; 102 =R кOм; 53 =R кOм; 114 =R кOм; 55 =R кOм. 
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  I1  

Рисунок 2.15 – До прикладу 2.5 
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Розв’язання. Схема містить п'ять 
віток з невідомими струмами ( в 5N = ) і 
чотири вузли ( вз 4N = ). Кількість неза-
лежних рівнянь за першим законом 
Кірхгофа становитиме I З.К вз 1N N= − =  

4 1 3= − = , за другим − II З.КN =  

в I З.К 5 3 2N N= − = − = . 
У колі є ідеальне джерело струму. 

Тому, вибираючи незалежні контури для 
складання рівнянь за другим законом 
Кірхгофа, вітку з цим джерелом не вклю-
чають до контурів. Вибрані контури 1К  і 

2К  і напрями обходу в них показані на 
рис.2.15. 

Вибираємо довільно умовні позитивні напрями струмів ( 51... II ) у вітках схеми. 
Для вузлів 1, 2, 3 і вибраних незалежних контурів 1К  і 2К  складемо рівняння 

за законами Кірхгофа: 
для вузла 1   1 4 дж 0I I I− + + = ;                                                   (2.16) 

для вузла 2                  0542 =−−− III ;                                                   (2.17) 
для вузла 3                   3 5 дж 0I I I− + − = ;                                                 (2.18) 

для контуру 1К               21442211 EEIRIRIR +=+− ;                              (2.19) 
для контуру 2К           32553322 EEIRIRIR −−=−− .                              (2.20) 

Виразимо струми 4I , 5I  і 2I  з рівнянь (2.16) − (2.18) через струми 1I  і 3I : 

4 1 джI I I= − ; 5 3 джI I I= + ; 31542 IIIII −−=−−=  
і підставимо ці вирази в рівняння (2.19) і (2.20). В результаті отримаємо систему 
рівнянь з двома невідомими струмами 1I  і 3I : 

1 1 2 1 3 4 1 дж 1 2

2 1 3 3 3 5 3 дж 2 3

( ) ( ) ;
( ) ( ) .

R I R I I R I I E E
R I I R I R I I E E

+ + + − = +
 + + + + = +

                        (2.21) 

Перетворимо систему (2.21), підставимо до неї числові значення параметрів і 
знайдемо струми 1I  і 3I  за допомогою визначників: 

1 2 4 1 2 3 1 2 4 дж

2 1 2 3 5 3 2 3 5 дж

( ) ;
( ) ;

R R R I R I E E R I
R I R R R I E E R I

+ + + = + +
 + + + = + −

     
3 3

1 3
3 3

1 3

25 10 10 10 160 В;

10 10 20 10 40 В;

I I

I I

 ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =


⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
 

3
3

3
1 6

6

160 10
10

40 20 2800 10 7 10 А 7
25 10 400 1010
10 20

I −⋅
= = = ⋅ =

⋅
мА;  
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3
3

3
3 6

6

25 160
10

10 40 600 10 1,5 10 А 1,5
25 10 400 1010
10 20

I −− ⋅
= = = − ⋅ = −

⋅
мА. 

Струми 2I , 4I , 5I  знайдемо через струми 1I  і 3I : 4 1 дж 7 10 3мА;I I I= − = − = −  

5 3 дж 1,5 10 8,5I I I= + = − + = мА; 5,55,17312 −=+−=−−= III мА. Від’ємні значен-
ня струмів 2I  і 4I  вказують, що їх дійсні напрями протилежні вибраним. 

Щоб перевірити розв’язок, складемо рівняння балансу потужностей: 
2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 1 2 2 3 3 дж джR I R I R I R I R I E I E I E I U I+ + + + = − + + ,       (2.22) 
де джU  − напруга на затискачах джерела струму (рис.2.15). 
Напругу джU  знайдемо за другим законом Кірхгофа для контуру 3К , зображе-

ного на рис.2.15 пунктиром: 
5 5 дж 4 4 0R I U R I− − = , звідки дж 5 5 4 4 5 8,5 11 3 75,5U R I R I= − = ⋅ + ⋅ = В. 

Розраховуючи баланс потужностей, в ліву і праву частини рівняння (2.22) 
задані значення опорів підставимо в кілоомах ( 310  Ом), а знайдені значення струмів 
− у міліамперах ( 310−  А). При цьому потужності, що входять до складу рівняння 
(2.22), вимірюватимуться у міліватах ( 310−  Вт). 

Розрахуємо баланс потужностей: 
=++++ 2

55
2
44

2
33

2
22

2
11 IRIRIRIRIR  

9705,85)3(11)5,1(5)5,5(1074 22222 =⋅+−⋅+−⋅+−⋅+⋅= мВт; 

1 1 2 2 3 3 дж джE I E I E I U I− + + = 10 7 40 ( 5,5) 50 ( 1,5) 75,5 10 970⋅ − ⋅ − + ⋅ − + ⋅ = мВт. 
Від’ємне значення потужності джерела напруги 3E  вказує на те, що це джере-

ло не віддає, а споживає енергію. 
Метод рівнянь Кірхгофа є найзагальнішим методом, що дозволяє розра-

ховувати як лінійні, так і нелінійні кола. Недолік методу пов'язаний з не-
обхідністю складання і розв’язання порівняно великої кількості рівнянь. Змен-
шити кількість рівнянь дозволяють методи контурних струмів і вузлових на-
пруг, які грунтуються на складанні рівнянь відповідно тільки за першим або 
тільки за другим законом Кірхгофа. Оскільки ці методи дуальні, обмежимось 
розглядом одного з них. 

 
2.4 Метод вузлових напруг 
 
Метод вузлових напруг полягає у складанні та розв’язанні рівнянь за 

першим законом Кірхгофа.  
У даному методі для складання рівнянь використовуються так звані вуз-

лові напруги. Введемо поняття вузлової напруги на прикладі кола (рис.2.16). 
Один з вузлів вибрано як базисний вузол і позначено індексом «0» і знаком «за-
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землення». Інші вузли пронумеровані цифрами 1...3. Напруги між вузлами 
позначені двома індексами, що повторюють номери відповідних вузлів схеми. 

Напруги 10U , 20U , 30U  є незалежними, оскільки вони дозволяють визна-
чити всі інші напруги відповідно до другого закону Кірхгофа:  

201012 UUU −= ; 302023 UUU −= ; 31 30 10U U U= − . 
У разі вибору іншого базисного вузла незалежні напруги будуть іншими, 

але їх кількість для даного кола як і раніше дорівнюватиме трьом. 
 

                                                                     Iдж4 
 
                                                                          U31 
                                                  I4                       G4 

                                                 U12                           U23 
                                  1                               2                               3 
                                       I5           G5                                          G6

         I6  

             Iдж1                      I1             Iдж2                              I2                                            I3                     Iдж3 
 
                                           U10                                         U20    U30 
                             G1                                      G2                                          G3 
 

                                                                                        0 

Рисунок 2.16 – Приклад для обгрунтування методу вузлових напруг  
 
Ці незалежні напруги прийнято називати вузловими напругами. Отже, 

вузлові напруги − це напруги вузлів відносно базисного вузла. Для струмів кола, 
які знаходять через вузлові напруги із застосуванням закону Ома, можна скла-
сти рівняння згідно з першим законом Кірхгофа для вузлів 1…3. Така система з 
трьох рівнянь з трьома невідомими вузловими напругами є системою рівнянь 
методу вузлових напруг. 

Якщо покласти, що потенціал базисного вузла дорівнює нулю, вузлові 
напруги дорівнюватимуть потенціалам відповідних вузлів. Тому метод вузло-
вих напруг іноді називають методом вузлових потенціалів. 

Застосовуючи метод вузлових напруг, реальні джерела напруги необхідно 
перетворити у джерела струму, а замість опорів ввести їх провідності.  

Один з вузлів схеми (рис.2.16) вибраний як базисний. Вузлові напруги 
10U , 20U , 30U  і струми 1I , 2I , 3I  у вітках, увімкнених до «бази», вибрано таки-

ми, що вони спрямовані до базисного вузла. Напрями інших струмів вибрано 
довільними. 
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Застосовуючи закон Ома, можна записати струми у вітках даного кола че-
рез напруги віток: 

1011 UGI = ;  2022 UGI = ;  3033 UGI = ;                              (2.23) 
3144 UGI = ;  1255 UGI = ;  2366 UGI = .                              (2.24) 

Якщо напруги 31U , 12U , 23U  виразити через вузлові напруги  

103031 UUU −= ; 201012 UUU −= ; 302023 UUU −=  

і підставити до виразу (2.24), тоді струми 4I , 5I , 6I  також будуть виражені че-
рез вузлові напруги: 

)( 103044 UUGI −= ;  )( 201055 UUGI −= ; )( 302066 UUGI −= .         (2.25) 

Рівняння за першим законом Кірхгофа для вузлів 1, 2 і 3 (відповідно до 
правила знаків, згідно з яким струми, спрямовані до вузла, мають знак мінус, а 
струми, направлені від вузла, − знак плюс) мають вигляд: 

1 4 5 дж1 дж4

2 5 6 дж2

3 4 6 дж4 дж3

0 (для вузла 1) ;
0 (для вузла 2) ;

0 (для вузла 3) .

I I I I I
I I I I
I I I I I

 − + − + =
 − + + =
 + − − + =

                        (2.26) 

Підстановка в систему (2.26) виразів (2.23) і (2.25), які пов'язують струми 
віток з вузловими напругами, призводить цю систему до вигляду: 

1 10 4 30 10 5 10 20 дж1 дж4

2 20 5 10 20 6 20 30 дж2

3 30 4 30 10 6 20 30 дж4 дж3

( ) ( ) 0 ;
( ) ( ) 0 ;
( ) ( ) 0 .

G U G U U G U U I I
G U G U U G U U I
G U G U U G U U I I

 − − + − − + =
 − − + − + =
 + − − − − + =

             (2.27) 

Після групування доданків з вузловими напругами в лівій частині кожно-
го з рівнянь системи (2.27) і перенесення відомих струмів джерел до правих 
частин рівнянь формується стандартна система методу вузлових напруг: 

1 4 5 10 5 20 4 30 дж1 дж4

5 10 2 5 6 20 6 30 дж2

4 10 6 20 3 4 6 30 дж4 дж3

( ) ;
( ) ;

( ) .

G G G U G U G U I I
G U G G G U G U I
G U G U G G G U I I

 + + − − = −
− + + + − = −
− − + + + = −

               (2.28) 

Аналіз системи рівнянь (2.28) дозволяє зробити такі висновки: 
− у лівій частині кожного з рівнянь системи напруга вузла, для якого 

складається рівняння, помножується на суму провідностей віток, увімкнених 
до даного вузла; 

− вузлові напруги, номери яких не збігаються з номером вузла, для якого 
складається дане рівняння, помножуються на взяті зі знаком мінус провідності 
віток, увімкнених між цим та іншими вузлами; 
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− права частина кожного з рівнянь системи є алгебраїчною сумою 
струмів джерел, увімкнених до вузла, для якого складається рівняння; струми 
джерел, спрямованих до вузла, мають знак плюс, інакше − знак мінус. 

Вказані закономірності покладено в основу понять: власна провідність 
вузла, взаємна провідність вузлів і вузловий струм джерел. 

Власною провідністю вузла називається сума провідностей всіх віток, 
увімкнених до цього вузла. Власні провідності вузлів завжди додатні і позна-
чаються подвійними індексами, що повторюють номер вузла ( 11G , 22G  тощо). 

Взаємною провідністю вузлів називається сума провідностей віток, які 
сполучають два незаземлених вузли. Взаємні провідності позначають 
подвійним індексом, складеним з номерів вузлів, для яких ця провідність є 
спільною ( 2112 GG = ; 3223 GG =  тощо). Взаємні провідності завжди від’ємні, 
якщо вузлові напруги направлені до базисного вузла. 

Вузловим струмом джерел називається алгебраїчна сума струмів джерел, 
увімкнених до даного вузла. Струми джерел, спрямовані до вузла, входять у 
вузлові струми джерел зі знаком плюс, а струми джерел, спрямовані від вузла, 
− зі знаком мінус. У позначеннях вузлових струмів джерел використовують 
один числовий індекс, що відповідає номеру вузла ( вз1I , вз2I  тощо). 

З урахуванням введених понять система рівнянь (2.28) матиме вигляд: 

11 10 12 20 13 30 вз1

21 10 22 20 23 30 вз2

31 10 32 20 33 30 вз3

;
;
.

G U G U G U I
G U G U G U I
G U G U G U I

+ + =
 + + =
 + + =

                              (2.29) 

де 54111 GGGG ++= ; 65222 GGGG ++= ; 33 3 4 6G G G G= + + ; 12 21 5G G G= = − ; 
43113 GGG −== ; 63223 GGG −== ; вз1 дж1 дж4I I I= − ; вз2 дж2I I= − ; вз3 дж4 дж3I I I= − . 

Система (2.29) є стандартною формою запису рівнянь у методі вузлових 
напруг для будь-якого кола з трьома вузлами і, отже, з трьома вузловими на-
пругами. Подібну форму запису мають системи рівнянь для кіл і з іншою 
кількістю вузлів. У загальному випадку для кола з N вузловими напругами сис-
тема рівнянь методу вузлових напруг має вигляд: 

11 10 12 20 1 0 вз1

21 10 22 20 2 0 вз2

1 10 2 20 0 вз

;
;

...................................................
.

N N

N N

N N NN N N

G U G U G U I
G U G U G U I

G U G U G U I

+ + =
 + + =


 + + =

                              (2.30) 

У матричній формі систему (2.30) стисло можна записати так: 

( )( ) ( )0 взij i iG U I= ,                                            (2.31) 

де ( )ijG  − квадратна матриця власних і взаємних провідностей вузлів або 
скорочено − матриця провідностей; ( )0iU  – матриця-стовпець вузлових напруг; 
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( )взiI  – матриця-стовпець вузлових струмів джерел; i, j − відповідно номери 
рядка і стовпця елементів матриць. 

Матриця провідностей симетрична, оскільки jiij GG = . На головній 
діагоналі цієї матриці розташовані власні провідності вузлів iiG . 

Розв’язок матричної системи (2.31) відносно невідомої матриці вузлових 
напруг можна записати у вигляді: 

( ) ( ) ( )1
0 взi ij iU G I

−
= ,                                            (2.32) 

де ( ) 1−
ijG  – обернена матриця провідностей. 

Розв’язуючи систему (2.29) із застосуванням визначників обчислюють 
вузлові напруги, наприклад: 

вз1 12 13

вз2 22 23

вз3 32 33 3111 21
10 вз1 вз2 вз3 ,

G G G G

I G G
I G G
I G G

U I I I∆∆ ∆
= = + +

∆ ∆ ∆ ∆

      (2.33) 

 де 11∆ , 2112 ∆=∆ , 3113 ∆=∆  – алгебраїчні доповнення; 

333231

232221

131211

GGG
GGG
GGG

G =∆  − визначник матриці провідностей. 

 
Аналізуючи коло методом вузлових напруг, виведення рівнянь можна не 

робити і виконувати розрахунки в такому порядку: 
− еквівалентно замінити реальні джерела напруги на джерела струму;  
− вибрати один з вузлів як базисний і відповідно позначити його 

індексом «0» (див. рис.2.16), а інші вузли пронумерувати; 
−  вибрати у напрямку «бази» умовні позитивні напрями вузлових напруг 

і струмів у вітках, увімкнених до базисного вузла; умовні позитивні напрями 
інших напруг прийняти довільними; 

− розрахувати власні та взаємні провідності вузлів, вузлові струми дже-
рел; 

− записати і розв’язати систему рівнянь за методом вузлових напруг; 
− за знайденими вузловими напругами обчислити напруги між іншими 

(незаземленими) вузлами схеми; ці напруги визначаються за другим законом 
Кірхгофа для контурів, утворених невідомою і вузловими напругами; 

−  згідно із законом Ома розрахувати струми у вітках. 
Запис системи рівнянь не є обов'язковим. Маючи певні навички, можна 

безпосередньо використовувати співвідношення (2.33) або (2.32). 
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Якщо у колі є ідеальні джерела напруги, застосування методу вузлових 
напруг має особливості. У цьому випадку деякі напруги між вузлами відомі і 
дорівнюють заданим ЕРС ідеальних джерел. Якщо як базисний вибрано вузол, 
до якого увімкнено ідеальне джерело напруги, відомою стає пов'язана з ним 
вузлова напруга. Це скорочує кількість невідомих вузлових напруг і, 
відповідно, зменшує кількість необхідних рівнянь. 

Отже, перевагою методу вузлових напруг є менша кількість рівнянь у 
порівнянні з методом рівнянь Кірхгофа, однотипність цих рівнянь і простота їх 
розв'язання за допомогою визначників і матриць. Застосування методу 
обмежується тим, що він використовується для аналізу тільки лінійних кіл. 

Найбільшу перевагу має метод вузлових напруг при розрахунку кіл з 
двома вузлами і довільною кількістю віток. Наприклад, на рис.2.17 зображені 
два варіанти схем кола з двома вузлами і N невідомими струмами. За умови 
рівності опорів ( 11 /1 RG = , 22 /1 RG = , ... , NN RG /1= ) обох кіл і при виконанні 
співвідношень між параметрами джерел дж1 1 1/I E R= , дж2 2 2/I E R= , ... , 

дж /N N NI E R=  кола (рис.2.17) еквівалентні. Еквівалентність полягає у рівності 
вузлових напруг 10U  цих кіл. Однак струми у відповідних вітках таких 
еквівалентних схем у загальному випадку не дорівнюють один одному, і тому 
вони позначені різними індексами (індексом «а» − для схеми (рис.2.17, а) та 
індексом «б» − для схеми (рис.2.17, б). 

 
                        1                                                                      1
   I1а                    I2а                         INа                                                I1б                       I2б                              INб

 
 
E1                  E2                        EN                              Iдж1                                                       Iдж2                           IджN 
 

                              •   •   •             U10                                          •  •  •                     U10
  R1                   R2                        RN                                                G1                      G2                            GN                  
 
 

                      0                                                                       0 
                        а                                                                       б 

Рисунок 2.17 – Схеми кіл з двома вузлами 

 

 
 
Вузлова напруга для схеми (рис.2.17, б) визначається з одного рівняння:  

11 10 вз1G U I= ,  звідки 
10 вз1 11/U I G= ,  

де вз1 дж
1

N
k

k
I I

=
= ∑  − вузловий струм джерел вузла 1; ∑

=
=

N

k
kGG

1
11  − власна 

провідність вузла 1. 
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Струми у розглянутих схемах можна подати через вузлову напругу: 
1011 UGI б = ; 1022 UGI б = ; ... 10UGI NNб = ; 

1 1 10 1 1 дж1( )а бI G U E I I= − = − ; 

2 2 10 2 2 дж2( )а бI G U E I I= − = − ;  
………………………………….. 

10 дж( )Nа N N Nб NI G U E I I= − = − . 
Порівняння цих виразів показує, що ба II 11 ≠ , ба II 22 ≠  та ін. 
 
2.5 Метод накладання 
 
Метод накладання базується на однойменному принципі, так званому 

принципі суперпозиції або незалежності дії. Принцип накладання, а отже, і да-
ний метод, справедливі тільки для лінійних кіл. 

Використовуючи вирази (1.1), (1.10), (1.17), що пов'язують струми і на-
пруги в пасивних лінійних елементах R, L, C, можна показати, що для цих еле-
ментів справедливе співвідношення 

)(...)()()...( 22112211 nnnn uikuikuikukukuki ±±=±±± , 
де nk  − будь-які дійсні числа.  
Для окремого випадку, коли 1...21 ==== nkkk , це означає, що струм в 

будь-якому лінійному елементі дорівнює алгебраїчній сумі струмів, які викли-
кані в цьому елементі кожною з прикладених до нього напруг (або джерел 
ЕРС). У цьому полягає принцип накладання для лінійних елементів. Цей прин-
цип справедливий також для напруги на лінійному елементі у разі паралельного 
увімкнення до нього декількох джерел струму. 

Із справедливості принципу накладання для лінійних пасивних елементів 
випливає можливість його застосування для струмів і напруг будь-якого 
лінійного кола, що містить декілька джерел. Принцип накладання формулюєть-
ся так: струм будь-якої вітки лінійного електричного кола дорівнює 
алгебраїчній сумі струмів, викликаних в цій вітці кожним з джерел окремо. 
Аналогічно принцип накладання можна обгрунтувати для напруги на будь-якій 
ділянці лінійного кола. 

Наприклад, режим у колі (рис.2.18), можна подати як сукупність чотирьох 
окремих режимів (рис.2.19). У кожній з окремих схем діє одне з джерел, а інші 
джерела виключені. Виключення джерела напруги означає замикання його 
затискачів, а виключення джерела струму − їх розмикання. Відповідно до 
принципу накладання струм у n-й вітці та напруга на n-му елементі 
розглядуваної схеми є алгебраїчними сумами відповідних струмів і напруг в 
окремих схемах:  

nгnвnбnannгnвnбnan UUUUUIIIII ++−=++−= ; . 
Розв’язання задач методом накладання полягає в знаходженні і подаль-

шому алгебраїчному підсумовуванні часткових струмів (або напруг) від кожно-
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го (або від груп) з джерел. Визначаючи частковий струм від одного джерела 
(див., наприклад, схеми, зображені на рис.2.19), доцільно застосовувати метод 
еквівалентних перетворень. 

 

Рисунок 2.18 – Схема лінійного кола
 з чотирма джерелами 

Е1 

Е2 Un 

In Rn 

Iдж1 

Iдж2 

 

 

Слід зауважити, що принцип накла-
дання не справедливий для потужності в 
опорі, оскільки потужність є квадратичною 
функцією струму (або напруги). Для даного 
прикладу (рис.2.19) це відповідає очевидній 
нерівності: 

2 2

2 2 2 2

( )n n n na nб nв nг

n na n nб n nв n nг

R I R I I I I

R I R I R I R I

= − + + ≠

≠ + + +
 

Принцип накладання для лінійних кіл є 
окремим випадком подібного принципу для 
будь-яких лінійних систем (механічних, 
гідравлічних та ін.). У загальному випадку 

принцип накладання формулюється так: дія суми причин дорівнює алгебраїчній 
сумі дій від кожної з цих причин, які діють окремо. 

 
 

Рисунок 2.19 – Окремі схеми для визначення методом накладання  
струму In і напруги Un кола (рис.2.18) 
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Приклад 2.6. Розрахувати методом накладання струм 1I  у колі (рис.2.20), як-

що 201 =E В; 302 =E B; дж 80I = мА; 31 =R кОм; 22 =R кОм. 
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Рисунок 2.20 – До прикладу 2.6 Рисунок 2.21 – Окремі схеми до прикладу 2.6 
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Розв’язання. Для визначення струму 1I  методом накладання скористуємося 

двома окремими схемами (рис.2.21). У першій з цих схем (рис.2.21, а) виключимо 
джерело струму, а у другій (рис.2.21, б) − джерела напруги 1E  і 2E . Очевидно, що 
розглядати в даному прикладі три окремі схеми недоцільно, оскільки при виключенні 
джерела струму виходить одноконтурна схема з єдиним струмом aI1  (рис.2.21, а). 

Розрахуємо часткові струми aI1  та бI1  і визначимо шуканий струм 1I : 

3 3
1 1 2 1 2/( ) 50 /5 10 10 10aI E E R R −= + + = ⋅ = ⋅ А 10= мА; 

3 3
дж 2

1 3
1 2

I R 80 10 2 10 32мА
(3 2) 10бI

R R

−⋅ ⋅ ⋅
= = =

+ + ⋅
;  1 1 1 22мАa бI I I= − = − . 

Від’ємне значення знайденого струму показує, що його фактичний напрям 
протилежний вибраному на рис.2.20. 

 
2.6 Метод еквівалентного генератора 

 
Метод еквівалентного генератора заснований на двох теоремах про ак-

тивний двополюсник. Це − теорема про еквівалентне джерело напруги (теорема 
Тевенена1) і теорема про еквівалентне джерело струму (теорема Нортона2). В 
основу цих теорем покладено поняття двополюсника як частини електричного 
кола з двома затискачами (полюсами). Напруга на розімкнених затискачах дво-
полюсника називається напругою холостого ходу х.хU . 
                                                           
1 Тевенен, M. L. Thevenin (1857–1926) – французький телеграфний інженер. У 1883 р. 
відкрив теорему про еквівалентне джерело напруги. Однак відомо (Harold Hal-
likainen. Thevenin's Theorem. Radio World - December 13, 1995), що вперше аналогічну 
теорему в 1853 р. сформулював німецький вчений Герман Гельмгольц, Herman Von 
Helmholtz (1821 – 1894). 
2 Ед. Нортон, E. L. Norton (18..− 19..) – інженер, а згодом начальник відділу телефон-
ної лабораторії Бела (США); у 1926 р. запропонував нове формулювання теореми, 
замінивши джерело напруги джерелом струму. 
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Якщо до складу двополюсника входять тільки лінійні елементи, то дво-
полюсник називається лінійним. В іншому випадку двополюсник є нелінійним. 

Розрізнюють пасивні й активні двополюсники. Пасивний двополюсник не 
містить джерел, або вони так компенсують одне одного так, що напруга холо-
стого ходу дорівнює нулю ( х.х 0U = ). Основним параметром пасивного двопо-
люсника є вхідний опір вхR , яким можна еквівалентно замінити пасивний дво-
полюсник (рис.2.22).  

 

Рисунок 2.22 – Пасивний 
двополюсник і його еквівалент 

«П» Rвх Uхx=0 

 

 

Активний двополюсник містить дже-
рела, які на розімкнених затискачах ство-
рюють відмінну від нуля напругу холосто-
го ходу ( х.х 0U ≠ ). Другим параметром ак-
тивного двополюсника є його вхідний опір 
вхR  − опір з боку його вихідних затискачів 

при виключених активних елементах.  
Виключення активних елементів полягає в замиканні ідеальних джерел 

напруги і розмиканні ідеальних джерел струму. 
Позначення активного двополюсника і значення його параметрів (напру-

ги холостого ходу і вхідного опору) показані на рис.2.23. 
 

Рисунок 2.23 – Активний двополюсник і його параметри х.хU  і вхR
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Теорема про еквівалентне джерело напруги (теорема Тевенена): 

лінійний активний двополюсник можна замінити реальним джерелом напруги, 
ЕРС Е якого дорівнює напрузі холостого ходу х.хU , а внутрішній опір iR  
дорівнює вхідному опору вхR  даного активного двополюсника. 

Еквівалентність такої заміни означає, що струм в однакових опорах на-
вантаження даного активного двополюсника і струм відповідного реального 
джерела напруги дорівнюють один одному (рис.2.24), тобто  

н х.х вх н/( )I U R R= + .                                               (2.34) 
Для доказу теореми про еквівалентне джерело напруги послідовно з 

вихідними затискачами активного двополюсника вмикається додаткове 
ідеальне джерело напруги х.хE U=  так, щоб у пасивному двополюснику (по-
значений на рис.2.25, а пунктиром), який отримано внаслідок цього, напруга на 
вихідних затискачах і струм у навантаженні дорівнювали б нулю: 

нр 0U = ; нр 0I = . 
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                        «А»                                             E=Uх.х 
             (Uх.х; Rвх)  

Рисунок 2.24 – До пояснення теореми про еквівалентне джерело напруги  
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Відповідно до принципу накладання струм одержаного пасивного двопо-
люсника нрI  є алгебраїчною сумою двох струмів, один з яких викликаний 
всіма джерелами даного активного двополюсника (рис.2.25, б), а другий − до-
датковим ідеальним джерелом напруги х.хE U= , увімкненим до послідовно 
сполучених опорів вхR  і нR  (рис.2.25, в).  

 

Рисунок 2.25 – Доведення теореми про еквівалентне джерело напруги 
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Ці струми однакові за величиною і протилежні за напрямом. Відповідно 

до зображеної на рис.2.25, в схеми струм навантаження визначається як 
н х.х вх н/( )I U R R= + , 

що відповідає виразу (2.34), а отже, і формулюванню теореми про еквівалентне 
джерело напруги. 
 Теорема про еквівалентне джерело струму (теорема Нортона): 
лінійний активний двополюсник можна замінити реальним джерелом струму 
джI , внутрішній опір iR  якого дорівнює вхідному опору активного двополюс-
ника вхR , а струм джI  дорівнює струму короткого замикання к.зI  даного актив-
ного двополюсника. 

Суть теореми про еквівалентне джерело струму ілюструє рис.2.26. Струм 
джерела на рис.2.26, б відповідно до теореми Нортона і співвідношення (2.34) 

дж к.з х.х вх/I I U R= = . 

У схемі (рис.2.26, б) струм у навантаженні дж вх х.х
н

вх н вх н

I R UI
R R R R

= =
+ +

, 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 63

що відповідає виразу (2.34) і означає еквівалентність режиму в навантаженні 
для схем, показаних на рис.2.24 і 2.26. 
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Рисунок 2.26 – До пояснення теореми про еквівалентне джерело струму  
 

Теорему про еквівалентне джерело струму можна розглядати як наслідок 
теореми про еквівалентне джерело напруги, якщо зробити заміну реального 
джерела напруги, еквівалентного даному активному двополюснику відповідно 
до теореми Тевенена (див. рис.2.24), на джерело струму. 

Метод еквівалентного генератора широко застосовують для розв’язання 
теоретичних і прикладних задач. В основу методу покладено визначення основ-
них параметрів активного двополюсника – х.хE U=  ( дж к.зI I= ) і вхR . 

Розв’язуючи задачі, параметри активного двополюсника х.хU  (або к.зI ) і 
вхR  визначають розрахунковим шляхом. 

Щоб знайти напругу холостого ходу х.хU , рекомендується використову-
вати другий закон Кірхгофа для контуру, до складу якого входить ця напруга. 
Струми, а потім і напруги на елементах віток, що входять у вибраний контур, 
визначаються при нR → ∞ . 

Щоб розрахувати струм короткого замикання к.зI , доцільно, замкнувши 
н 0R = , знаходити струм у перемичці за першим законом Кірхгофа для одного з 

вузлів, до якого увімкнено опір н 0R = . Струми інших віток, які сполучено у 
цьому вузлі, заздалегідь визначаються за спрощеною схемою ( н 0R = ). 

Для визначення вхідного опору у двополюснику виключаються всі дже-
рела енергії і розраховується вхідний опір отриманого пасивного двополюсни-
ка. Виключення джерел полягає в тому, що затискачі ідеальних джерел напруги 
замикаються, а ідеальних джерел струму розмикаються; у реальних джерел за-
лишаються їх внутрішні опори. Для розрахунку вхR  доцільно застосовувати 
прийоми еквівалентних перетворень (див. табл. 2.1). 

Приклад 2.7. Розрахувати методом еквівалентного генератора струм 1I  у колі 
(рис.2.27), якщо 201 =E В; 302 =E B; дж 80I = мА; 31 =R кОм; 22 =R кОм. 

Розв’язання. Згідно з умовою задачі опір 1R  є навантаженням, а інша частина 
схеми, окреслена на рис.2.27 пунктиром, − активним двополюсником. 

Щоб визначити вхR , виключаємо джерела і в отриманому пасивному двопо-
люснику (рис.2.28, а) знаходимо: вх 2 2R R= = кОм. 
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Для розрахунку х.хU  складемо рівняння  за другим законом Кірхгофа для виб-
раного на рис.2.28, б контуру: х.х дж 2 1 2U I R E E+ = + , звідки 

3 3
х.х дж 2 1 2 80 10 2 10 30 20 110U I R E E −= − + + = − ⋅ ⋅ ⋅ + + = − В. 

За знайденими значеннями х.хU  і вхR  визначимо шуканий струм: 
3 3

1 х.х 1 вх/( ) 110/5 10 22 10I U R R −= + = − ⋅ = − ⋅ А 22−= мА. 
Отриманий результат збігається з результатом розрахунку струму 1I , здобуто-

го методом накладання у прикладі 2.6. 
 

Рисунок 2.27 – До прикладу 2.7 Рисунок 2.28 – Схеми до прикладу 2.7 для 
визначення: а – Rвх, б – Uх.х
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Приклад 2.8. Методом еквівалентного генератора визначити в загальному 
вигляді струм 5I  у колі (рис.2.29, а). 

 
 

Рисунок 2.29 – Схеми до визначення: а –  I5 ; б – Uх.х 
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Розв’язання. Виключаючи джерело ЕРС, отримуємо схеми (рис.2.30) для ви-

значення вхідного опору даного активного двополюсника. 
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Щоб розрахувати вхR , використовуємо прийоми еквівалентних перетворень 
опорів. Враховуючи, що пари опорів 1R , 2R  і 3R , 4R  з’єднані паралельно, а 
еквівалентні опори цих пар − послідовно, отримуємо:  

вх 1 2 1 2 3 4 3 4/( ) /( ).R R R R R R R R R= + + +  
Складаємо схему для визначення напруги холостого ходу (рис.2.29, б), де 

вибираємо напрям напруги холостого ходу, який збігається з вказаним на рис.2.29,а 
напрямом струму 5I , і контур, до складу якого входить х.хU . Визначаємо необхідні 
для розрахунку х.хU  струми 12I  і 34I  у вітках вибраного контуру: 

12 1 2 34 3 4/( ); /( )I E R R I E R R= + = + .  
 

 
 

Рисунок 2.30 – Схеми для визначення  Rвх у прикладі 2.8 

R4  R3  

R1  R2  

Rвх  
Rвх  

R1  R2 

R3  R4  

 
 
За законом Кірхгофа для контуру К (рис.2.29,б) знаходимо напругу  

1 3 4 2
х.х 1 12 4 34

1 2 3 4

( )
( )( )

E R R R RU R I R I
R R R R

−
= − =

+ +
.  

Після підстановки знайдених х.хU  і вхR  у співвідношення (2.34) і перетворень 
отримуємо остаточний вираз для шуканого струму: 

( ) ( )
х.х 1 3 4 2

5
вх 5 5 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4 1 2

( )
( ) ( )

U E R R R RI
R R R R R R R R R R R R R R R

−
= =

+ + + + + + +
.     (2.35) 

Схема (рис.2.29,а) називається «мостом» і застосовується у 
вимірювальній техніці. Вітки з опорами 1R , 2R , 3R , 4R  мають назву «плечі 
моста», а вітки з опором 5R  і джерелом Е − «діагоналі моста». Характерним для 
мостової схеми є режим баланса «моста», за яким 05 =I . Виходячи з рівності 
нулю чисельника у виразі (2.35), балансу «моста» відповідає рівність добутків 
опорів протилежних «плечей моста»: 

4231 RRRR = .                                                (2.36) 
Режим балансу «моста» використовується для визначення невідомого 

опору 1R , якщо відомі опори 2R , 3R , 4R , за якими досягається баланс «моста»: 
1 2 4 3/ .R R R R=  
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Застосувати баланс «моста» для вимірювання опорів вперше запропону-
вав Уітстон3. Подібний принцип використовується в режимі синусоїдного 
струму для вимірювання параметрів індуктивних котушок і конденсаторів.  

 
2.7 Енергетичні співвідношення в колах постійного струму 
 
Енергетичні співвідношення в колах постійного струму в загальному ви-

гляді описуються рівнянням балансу потужностей (2.15). Найбільше практичне 
значення має задача аналізу енергетичних співвідношень для одного з опорів 
кола (наприклад, n-го опору nR ) за умови зміни його величини в таких випад-
ках: 

1) потужність в опорі 2
nnn IRP =  досягає максимальної величини, 

2) коефіцієнт корисної дії η, який є відношенням потужності nP  до су-
марної потужності джерел кола, досягає заданого значення.  

Безпосереднє застосування рівняння балансу потужностей (2.15) для 
розв’язання поставлених вище задач призводить до громіздких розрахунків, 
пов'язаних з аналізом потужності nP  і ККД η у рівняннях: 

E R

m m
2 2

n n дж дж k k
1 m 1 k 1;k n

( )
IN N N

n n l l
l

P R R I E I I U R I
= = = ≠

= = + −∑ ∑ ∑ ;               (2.37) 

дж дж
1 1

( )
I U

E I

m m

n
n N N

l l
l m

PR
E I

η

= =

=
+∑ ∑

,                                    (2.38) 

де IER NNN ,,  − відповідно кількість опорів, джерел напруги і струму.  
Для розв’язання таких задач доцільніше використовувати метод 

еквівалентного генератора, вважаючи опір nR  навантаженням ( н nR R= ), а іншу 
частину схеми − активним двополюсником (рис.2.31, а). Заміна активного дво-
полюсника еквівалентним джерелом напруги (струму) дозволяє виразити по-
тужність у навантаженні через основні параметри активного двополюсника:  

 − для схеми з еквівалентним джерелом напруги (рис.2.31, б)  

( )

2
2 н х.х

н н н н 2
вх н

( ) R UP R R I
R R

= =
+

;                                      (2.39) 

 − для схеми з еквівалентним джерелом струму (рис.2.31, в) 

( )

2
2 н к.з

н н н н 2
вх н

( )
G

G IP G G U
G

= =
+

.                                       (2.40) 

                                                           
3 Уітстон Чарлз, Wheatstone (1802–1875) – англійський фізик, член Лондонського 
королівського товариства. Займався дослідженнями у галузі акустики та електрики. 
Розробив і запатентував один з перших телеграфних апаратів. Сконструював ряд при-
ладів, у тому числі так званий «місток Уітстона». 
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Потужність у навантаженні для схем з еквівалентними джерелами може 
бути розрахована також на основі рівнянь балансу потужностей. Для схеми 
(рис.2.31, б) рівняння балансу потужностей має вигляд: 

2 2
н н вх н х.х нR I R I U I+ = ,                                         (2.41) 

звідки 
2 2

н н н х.х н вх нP R I U I R I= = − .                                      (2.42) 
Для схеми (рис.2.31, в): 

2 2
н н вх н к.з н х.х н н вх/G U G U I U U I R R+ = = ;                             (2.43) 

2 2
н н н к.з н вх нP G U I U G U= = − .                                       (2.44) 

Співвідношення (2.39), (2.40), (2.42), (2.44) еквівалентні з точки зору 
аналізу потужності нP . Вибір того або іншого співвідношення визначається по-
становкою задачі. Однак рівняння балансу потужностей (2.41) і (2.43) кількісно 
відрізняються, якщо н вхR R≠ . Це пояснюється тим, що при перетворенні дже-
рел еквівалентними є тільки режими у навантаженні.  

У схемах (рис.2.31) струм, напруга і потужність в опорі навантаження під 
час змінювання нR  змінюються однаково. Оскільки для граничних значень 
опору навантаження ( н 0R =  і нR → ∞ ) потужності в навантаженні дорівнюють 
нулю ( н 0P = ), то при деякому значенні опору навантаження потужність в ньо-
му буде максимальною. Режим, при якому досягається передача максимальної 
потужності від активного двополюсника у навантаження, називається режимом 
узгодження навантаження з джерелом, а опір (провідність) навантаження, що 
забезпечує цей режим, позначається відповідним індексом н.узгR  ( н.узгG ). 

 

Рисунок 2.31 – Застосування методу еквівалентного генератора для аналізу 
енергетичних співвідношень у навантаженні 
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Щоб визначити н.узгR  або н.узгG , необхідно дослідити на екстремум 
функції н н( )P R  або н н( )P G , які описуються відповідно виразами (2.39) і (2.40). 

Оскільки функції н н( )P R  і н н( )P G  є дуальними, можна обмежитися 
аналізом однієї з них, наприклад функції н н( )P R . Для цього прирівнюють нулю 
похідну функції н н( )P R  за нR : 

2 2 2 2 2
х.х вх н н вх н х.х вх нн н

4 4
н вх н вх н

[( ) 2 ( )] ( )( ) 0
( ) ( )

U R R R R R U R RdP R
dR R R R R

+ − + −
= = =

+ +
, 

звідки  
н н.узг вхR R R= = ;      н н.узг вхG G G= = .                             (2.45) 

Отже, для передачі максимальної потужності від активного двополюс-
ника до навантаження необхідно, щоб опір (провідність) навантаження 
дорівнював вхідному опору (провідності) активного двополюсника.  

Підстановка у вирази (2.39) і (2.40) відповідно н.узг вхR R=  і н.узг вхG G=  
дає співвідношення для максимальної потужності в навантаженні: 

max
2 2

н х.х вх к.з вх/ 4 / 4P U R I G= = .  
У режимі узгодження навантаження з джерелом 5,0=η=η IU , тобто ККД 

становить 50 %. Режим узгодження широко застосовується у так званих мало-
струмових пристроях, для яких величина ККД не має великого значення. Для 
енергетичних пристроїв, навпаки, ККД має вирішальне значення. 

Загалом, якщо н н. узгR R≠ , для розглядуваних еквівалентних схем значен-
ня ККД відрізняються. Такий висновок виходить з аналізу формули для обчис-
лення ККД схеми (рис.2.31, б) − Eη  і ККД схеми (рис.2.31, в) − 

джIη : 
2 2

н н н н н вх
2 2

х.х н вх н вх нвх н н н
E

R I R I R G
U I R R G GR I R I

η = = = =
+ ++

;                     (2.46) 

дж

2 2
н н н н н вх

2 2
к.з н вх н вх нвх н н н

I
G U G U G R
I U G G R RG U G U

η = = = =
+ ++

.                  (2.47) 

Залежності потужностей джерел (відповідно EP  або 
джIP ), потужностей в 

навантаженні нP  та у внутрішньому опорі 
вхRP , а також ККД (відповідно Eη  

або 
джI

η ) від провідності та струму навантаження ( нG , нI ) для еквівалентних 

схем з джерелом напруги і з джерелом струму зображені відповідно на рис.2.32 
і 2.33. Для зручності побудови графіків для струму нI  вибраний рівномірний 
масштаб, а для провідності нG  − логарифмічний.  

З аналізу графіків видно, що 
джIEη η=  тільки за умови (2.45), а для інших 

режимів ККД даних схем не однакові. Так, в режимі холостого ходу 1=ηE , а 

дж
0

I
η = . В режимі короткого замикання, навпаки: 0=ηE , а 1=η

джI
. 
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Приклад 2.9. Для кола, розглянутого в прикладі 2.7, розрахувати енергетичні 
співвідношення (потужності та ККД) у навантаженні 1R  методом еквівалентного ге-
нератора напруги і струму. Визначити опір 1R , коли в ньому буде виділятися макси-
мальна потужність, і розрахувати цю потужність. 

Розв’язання. У прикладі 2.7 визначено струм у навантаженні 1R  і параметри 
еквівалентного джерела напруги: 221 =I мА;  х.х 110U = В;  вх 2R = кОм. 

Виходячи з цих даних, розрахуємо параметри еквівалентного джерела струму:  
3х.х

к.з 3
вх

110= 55 10
2 10

UI
R

−= = ⋅
⋅

А 55=  мА;   вх
вх

1= 0,5G
R

= мСм. 

Для еквівалентного джерела напруги розрахуємо потужність джерела, а також 
потужності в навантаженні та внутрішньому опорі джерела:  

3
х.х 1 110 22 10 2,42EP U I −= = ⋅ ⋅ = Вт; 2 3 2

1 1 1 3 (22 10 ) 1,452Р R I −= = ⋅ ⋅ = Вт; 

вх
2 3 2

вх 1 2 (22 10 ) 0,968RР R I −= = ⋅ ⋅ = Вт. 
 

                                             Р    Eη , %                                                              
        Uх.хIк.з        100 
 
                                         Eη  
                                                                            EP    
 

    0,5Uх.хIк.з     50                                                                        
вхRP  

 
 
  0,25Uх.хIк.з  
                                                               
                                                                                                             Pн     
 

                   0                                         0,5 Iк.з                                   Iк.з      Iн 

                     0                                        Gвх                                      ∞       Gн 
Режими:       ХХ                                  Узгодження                               КЗ 

Рисунок 2.32 – Енергетичні співвідношення для кола 
 з еквівалентним джерелом напруги  

 
Перевіримо виконання умови балансу потужностей і розрахуємо ККД: 

42,21 ==+ ER PPP
вх

Вт;    E 1 / 1,452/ 2,42 0,6 60EP Pη = = = = %. 

Для еквівалентного джерела струму режим у навантаженні ( 221 =I мА; 

661022103 33
111 =⋅⋅⋅== −IRU В; 452,11 =Р Вт) не зміниться. Тому розрахуємо 

тільки потужність джерела і потужність в його внутрішній провідності: 

дж
3

к.з 1 55 10 66 3,63IР I U −= = ⋅ ⋅ = Вт; 
вх

2 3 2
вх 1 0,5 10 66 2,178GP G U −= = ⋅ ⋅ = Вт. 
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                                             Р   
джI

η , %  

      Uх.хIк.з        100 
 
                                                                    

джI
η  

                        
вхRP                            

джI
P  

0,5Uх.хIк.з           50         

                                                                Рн  
0,25Uх.хIк.з                                                                                        
                                                               
 

                 0                                       0,5Iк.з                                   Iк.з      Iн 

                 0                                          Gвх                                      ∞         Gн 
Режими:    ХХ                                 Узгодження                                КЗ 

Рисунок 2.33 – Енергетичні співвідношення для кола 
 з еквівалентним джерелом струму  

Складемо рівняння балансу потужностей для еквівалентного джерела струму і 
визначимо ККД: 

вх дж1 3,63G IР P P+ = = Вт;      
дж дж1 / 1,452 /3,63 0,4 40I IP Pη = = = = %. 

Потужність в навантаженні буде максимальною, якщо 1 вх 2R R= = кОм. 
Розрахуємо за цієї умови режим у навантаженні ( 1I , 1U  1P ), потужності в еквівалент-
ному джерелі напруги EP  і його внутрішньому опорі 

вхRP , потужності в 

еквівалентному джерелі струму 
джIР  і внутрішній провідності 

вхGP , а також ККД: 

( )
3х.х

1 3
вх 1

110 27,5 10
2 2 10

UI
R R

−= = = ⋅
+ + ⋅

А = 27,5 мА; 

55102105,27 33
111 =⋅⋅⋅== −RIU  В; 2 3 3 2

1 1 1 2 10 (27,5 10 ) 1,5125P R I −= = ⋅ ⋅ ⋅ = Вт; 

025,3105,27110 3
1 =⋅⋅== −ЕIРЕ Вт; 

вх
2 3 3 2

вх 1 2 10 (27,5 10 ) 1,5125RР R I −= = ⋅ ⋅ ⋅ = Вт;  

дж
3

к.з 1 55 10 55 3,025IР I U −= = ⋅ ⋅ = Вт; 
вх

2 3 2
вх 1 0,5 10 55 1,5125GP G U −= = ⋅ ⋅ = Вт. 

дж

1 1 1,5125 0,5 50
3,025Е I

Р Р
Р Р

η = = = = = %. 

 
2.8 Принцип взаємності 

 
Принцип взаємності (зворотності) встановлює зв'язок між режимами 

(струмом або напругою) двох ділянок кола при перенесенні з першої ділянки до 
другої єдиного для цього кола ідеального джерела (напруги або струму). При 
цьому можливі два варіанти:  
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1) з однієї вітки в іншу переноситься ідеальне джерело напруги і встанов-
люється зв'язок між струмами цих віток; 

2) з однієї ділянки кола до іншої переноситься ідеальне джерело струму і 
встановлюється зв'язок між напругами на цих ділянках. 

Принцип взаємності застосовується тільки для лінійних кіл. 
Згідно з першим варіантом (рис.2.34), при перенесенні ідеального джере-

ла напруги E , яке увімкнено в першу вітку ( 11 ′− ) і яке викликає у другій вітці 
( 22 ′− ) струм 2I  (рис.2.34, а), у другу вітку (рис.2.34, б) джерело E  викличе в 
першій вітці такий саме струм 21 II = . Експериментальне трактування цього 
варіанта принципу взаємності − в лінійному пасивному колі перестановка 
ідеального джерела напруги і амперметра не змінює показання останнього.  

 
 
 
 

б 

Рисунок 2.34 – Принцип взаємності для кола з джерелом напруги 
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Рис.2.35 пояснює принцип взаємності для кола з джерелом струму. У цьо-
му випадку при перенесенні ідеального джерела струму джI , яке увімкнене в 
першу вітку ( 11 ′− ) і спричиняє на затискачах 22 ′−  напругу 2U  (рис.2.35, а), у 
другу вітку (рис.2.35, б) джерело джI  спричинить на затискачах першої вітки 
напругу 21 UU = . Експериментальне трактування другого варіанта принципу 
взаємності − в лінійному пасивному колі перестановка ідеального джерела 
струму і вольтметра не змінює показання вольтметра. 

Викладені варіанти принципу взаємності відіграють важливу роль як в 
теорії кіл, так і в теорії поля. Прикладом може служити відомий принцип 
взаємності (зворотності) антен. 

Принцип взаємності застосовують для розв’язання деяких задач теорії кіл. 
 

 
 
 
 
 

Рисунок 2.35 – Принцип взаємності для кола з джерелом струму 
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Приклад 2.10. Використовуючи принцип взаємності, визначити струм 5I  
мостової схеми (рис.2.29,а, приклад 2.8). 

Розв’язання. Перенесемо ідеальне джерело напруги в діагональ моста 
послідовно з опором 5R , після чого схема матиме вигляд, показаний на рис.2.36, а. 
Відповідно до принципу взаємності, струм 5I  в діагоналі моста схеми (рис.2.29,а) і 
струм 5I  в отриманій схемі (рис.2.36, а) мають збігатися.  

Щоб визначити струм 5I  (рис.2.36, а), скористуємось першим законом 
Кірхгофа для вузла 1: ,0154 =−− III  заздалегідь визначивши струми 1I  і 4I . 

Об'єднавши вузли 1 і 2, отримаємо схему (рис.2.36, б). Застосувавши метод 
еквівалентних перетворень, знайдемо струми:  
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Скориставшись рівнянням, складеним вище за першим законом Кірхгофа, і 
згідно з отриманими виразами для струмів 1I  і 4I , визначимо шуканий струм: 

( ) ( )
1 3 4 2

5 4 1
5 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4 1 2

( )
( ) ( )

E R R R RІ I I
R R R R R R R R R R R R R

−
= − =

+ + + + + +
.  

Розв’язок збігається з виразом для струму 5I  у прикладі 2.8. 
 
 

 
 

Рисунок 2.36 − До прикладу 2.10 
а б
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2.9 Аналіз нелінійних кіл 
 

 Вище (підрозд. 1.5, 1.8, 1.9) вже згадувалося про нелінійні елементи і ко-
ла, а також про параметричні елементи і кола (слід підкреслити, що параметри-
чні кола не є нелінійними, а є лінійними колами зі змінними параметрами). Од-
нак все подальше викладення стосувалося тільки лінійних кіл з постійними па-
раметрами. В даному підрозділі розглядатимуться нелінійні елементи і кола. 
 Загалом задачі аналізу нелінійних і лінійних кіл збігаються, оскільки тут 
розглядаються способи здобуття та розв’язування системи розрахункових 
рівнянь. Ці рівняння грунтуються на законах Кірхгофа, які чинні як для 
лінійних, так і для нелінійних кіл (чинним залишається і баланс потужностей). 
Однак для нелінійних кіл складання системи рівнянь ускладнюється тим, що 
характеристики нелінійних елементів, як правило, задано таблицею чи 
графіком, отриманими експериментально. Складаючи рівняння кола, такі екс-
периментальні характеристики необхідно апроксимувати, тобто приблизно по-
давати в аналітичній формі. 
 Здобуття розв’язку системи розрахункових рівнянь ускладнюється 
нелінійністю системи, що виключає застосування принципу суперпозиції, який 
широко використовують для лінійних кіл. Тому для розрахунку нелінійних кіл не 
можна використовувати метод накладання та інші методи, які базуються на 
цьому принципі. Крім того, для нелінійних кіл рідко можна знайти точний 
аналітичний розв’язок системи рівнянь. Як правило, здобувають приблизний 
або чисельний розв’язок. 
 
 2.9.1 Характеристики і параметри нелінійних елементів 
 
 Нелінійними називають такі пасивні елементи електричного кола, пара-
метри яких залежать від напруги на елементі чи від струму в ньому. Існують 
нелінійні опори, індуктивності та ємності.  
 До нелінійних опорів належать електронні лампи, напівпровідникові 
діоди, транзистори, тиристори. Нелінійні індуктивності – це котушки з феро-
магнітним осердям. Нелінійну ємність мають конденсатори з сегне-
тодіелектричною ізоляцією (вариконди), а також напівпровідникові діоди – ва-
рактори. 
 Слід зазначити, що будь-який електричний елемент є нелінійним. На-
приклад, величина будь-якого опору змінюється із-за нагрівання струмом. Ана-
логічна залежність спостерігається від величини струму для індуктивності та 
від напруги – для ємності. З іншого боку, іноді можна вважати лінійними (у 
певних межах) навіть суттєво нелінійні елементи, наприклад індуктивність ко-
тушки з феромагнітним осердям. 
 Електричне коло, яке разом з лінійними елементами має хоча б один 
нелінійний, називається нелінійним колом. 
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 Властивості лінійних і нелінійних елементів електричного кола описують 
їх статичними характеристиками, які мають вигляд функціональної залежності 

)(xfy = .                                                       (2.48) 
 Функцію y  можна розглядати як відгук на дію x . 
 Статичною характеристикою активного опору є вольт-амперна характе-
ристика, тобто залежність між струмом і напругою в опорі: 

)(ui Rϕ=  або )(ifu R= .                                  (2.49) 
 У першому випадку незалежною змінною (дією) є напруга u , залежною 
(відгуком) – струм i , у другому – навпаки. 
 Для індуктивності статичною характеристикою є вебер-амперна 
(магнітна) характеристика – залежність між потокозчепленням Ψ  і струмом i : 

)(Ψϕ= Li  або )(ifL=Ψ .                                 (2.50) 
 Властивості ємності визначаються кулон-вольтною (електричною) харак-
теристикою, яка є залежністю між електричним зарядом ємності q  і напругою 
на ємності u : 

)(uq Cϕ=  або )(qfu C= .                                 (2.51) 
 Так само, як для лінійних елементів, для нелінійних елементів можна роз-
глядати параметри – опір, індуктивність та ємність. Але для нелінійних еле-
ментів є параметри двох видів – статичні та динамічні (диференціальні). 
 Статичним параметром елемента кола з огляду на формулу (2.48) нази-
вається відношення 

x
yp = . 

 Динамічний параметр дорівнює похідній 

)(xf
dx
dypd ′== . 

 Динамічний параметр також називають крутістю S , оскільки dp  є круті-
стю статичної характеристики в даній точці. 

 Залежність    )(xF
dx
dypS d ===  

є диференціальною характеристикою елемента кола. 
 Оскільки параметри лінійного елемента не залежать від дії x , статична 
характеристика є прямою, яка проходить через початок координат (рис.2.37, а), 
а диференціальна характеристика – це пряма, паралельна осі абсцис. Значення 
статичного і динамічного параметрів лінійного елемента збігаються: 

α== tg
m
m

pp
x

y
d , 

 де ym  та xm  − масштаби, в яких відкладено по координатних осях вели-
чини x  та y , відповідно. 
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 Навпаки, параметри нелінійного елемента залежать від режиму роботи, 
тобто від дії x . Характеристики нелінійного елемента мають той чи інший ви-
гляд залежно від його типу. 
 В табл.2.2 наведені величини x  та y , статичні та динамічні параметри 
нелінійних елементів, а також їхні графічні позначення. 
 На рис.2.37, б зображена статична характеристика нелінійного опору. 

У довільній точці статичної характеристики статичний параметр про-
порційний тангенсу кута нахилу прямої, проведеної із початку координат в цю 
точку. Наприклад, у точці a  (рис.2.37, б) величина статичної провідності 

α== tg
m
m

u
iG

u

i

a

a , 

де im  та um  − масштабні коефіцієнти графічного побудування по осях 
струму і напруги. 

При переході від однієї точки ВАХ до іншої величина G  змінюється, але 
вона завжди додатна. 
 

Таблиця 2.2 – Параметри нелінійних елементів 
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L
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Ψ
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di
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Ψ
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Динамічний параметр є пропорційним тангенсу кута між дотичною до 

кривої в даній точці та віссю абсцис: 

β== tg
m
m

du
diG

u

i

a

a
d . 

Якщо ВАХ нелінійного елемента монотонно зростає, динамічний пара-
метр у будь-якій точці більший за нуль. Але для деяких елементів, наприклад 
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для тунельного діода, ВАХ містить спадаючу ділянку (рис.2.37, б) Тому на 
ділянках a0  та ∞b параметр 0>dG , а на ділянці ab  0<dG . 

Статичні параметри називають також параметрами постійного струму, 
оскільки їх зазвичай використовують, розглядаючи нелінійні кола постійного 
струму. Статична індуктивність і ємність визначають відповідно запас енергії в 
магнітному та електричному полі: 

2
м )(

2
1

2
1 iiLiW =Ψ= ; 2

e )(
2
1

2
1 uuCqiW == . 

 Динамічні параметри називають також параметрами змінного струму, 
оскільки їх використовують, розраховуючи змінні у часі процеси в нелінійних 
колах. 
 

Рисунок 2.37 – Статичні характеристики: 
а – лінійного елемента; б – нелінійного опору 
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 2.9.2 Класифікація нелінійних елементів 
 
 Крім поділу на нелінійні опори, індуктивності та ємності, нелінійні еле-
менти класифікують на інерційні та безінерційні, а також на керовані та неке-
ровані. 
 В інерційних елементах зміна струму чи напруги змінює стан елемента не 
миттєво, а з витримкою у часі. Наприклад, металева нитка накалу лампи розжа-
рювання є нелінійним опором, величина якого залежить від прикладеної напру-
ги. Чим вища напруга, тим більша потужність перетворюється в тепло, тим 
більший опір нитки накалу. Однак значення опору встановлюється не миттєво, 
а після певного часу, необхідного для досягнення усталеної температури нитки.  
 Інерційність нелінійних опорів обумовлюється не тільки тепловими про-
цесами, а також запізненням перемагнічування, поляризації тощо. 
 Інерційність існує також в нелінійних індуктивностях та ємностях. Для 
індуктивності причинами інерційності є запізнення процесів перемагнічування 
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або вихрові струми у феромагнітних матеріалах, а для ємності – затримка про-
цесів поляризації сегнетодіелектриків4.  
 Прикладом практично безінерційного нелінійного елемента є 
напівпровідниковий діод, властивості якого змінюються майже миттєво при 
змінюванні прикладеної напруги. 
 Властивості некерованого нелінійного елемента залежать тільки від стру-
му в ньому або прикладеної напруги. Некерований елемент повністю ви-
значається однією характеристикою: вольт-амперною – для опору, вебер-
амперною – для індуктивності та кулон-вольтною – для ємності. Приклад неке-
рованого нелінійного елемента – котушка з феромагнітним осердям. 
 Але, додавши на це осердя ще одну обмотку, яка живиться від іншого 
джерела, можна перетворити першу котушку в керовану нелінійну 
індуктивність, оскільки при даному значенні струму першої котушки її 
індуктивність залежатиме від керуючого струму другої котушки. 
 У керованих нелінійних елементах можна змінювати характеристику за 
рахунок керуючого параметра. 
 Оскільки в радіотехнічних пристроях СТЗІ широко застосовують багато 
видів нелінійних активних опорів, які функціонують на різних фізичних прин-
ципах та мають різну конструкцію, доцільно розглянути їх класифікацію 
докладніше. 
 За виглядом характеристик опори поділяють на симетричні та несимет-
ричні. Симетричними називають такі опори, у яких )()( uiui −−= . Характери-
стика симетричного опору є непарною функцією, а його параметри залежать 
тільки від величини (і не залежать від знака) прикладеної напруги. 
 Прикладом симетричного опору є варистор, що має характеристику, зоб-
ражену на рис.2.38, а. Варистори виготовляють з керамічних напівпровідників 
на основі карбіда кремнія. 
 

Рисунок 2.38 – Статичні характеристики нелінійних опорів 
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4 Сегнетодіелектриками називають речовини, діелектрична проникність яких є 
функцією електричного поля. Назва «сегнетодіелектрики» виникла тому, що вперше 
цю властивість було знайдено у кристалів сегнетової солі. 
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У несиметричному опорі )()( uiui −−≠ . Наприклад у діода, вітки характе-
ристик (рис.2.38, б) значно відрізняються при різній полярності прикладеної 
напруги: при “прямому” знаку напруги провідність значно більша, ніж при 
“зворотньому”. Характеристика діода в “прямому” напрямі має при малих на-
пругах крутість, що збільшується, а при великих (у стані насичення) – таку, що 
зменшується. 
 Електрично керованими називають нелінійні опори (багатоелектродні 
радіолампи, транзистори, тиристори, фоторезистори, фотодіоди), струм через 
які є функцією однієї чи кількох керуючих напруг (струмів). Так, струм колек-
тора кi  транзистора залежить не тільки від напруги кeu  між колектором і 
емітером, але й від струму бази бi  (рис.2.39): 

),( бкек iufi = . 
Керовані опори описуються сім’єю характеристик, а отже, сім’єю пара-

метрів, визначаючи котрі беруть як незалежну змінну (дію) ту чи іншу напругу 
(струм). Так, використовуючи систему g-параметрів для біполярного транзи-
стора, увімкненого за схемою зі спільним емітером, можна записати динамічні 
провідності: 

constudu
dig

=

=
кб

б
11 ; 

constudu
dig

=

=
бк

б
12 ; 

constudu
dig

=

=
кб

к
21 ; 

constudu
dig

=

=
бк

к
22 . 

Більшість нелінійних опорів можна вважати практично безінерційними. 
До інерційних опорів, крім розглянутої вище лампи розжарювання, належать так 
звані терморезистори (термістори), які бувають двох видів: напівпровідникові 
та металеві. У перших опір зменшується із збільшенням температури, у других 
– навпаки. Приклад металевого термістора – це баретер, котрий конструктивно 
виконують у вигляді сталевої спіралі, розміщеної у скляному сосуді, заповне-
ному воднем під певним тиском. 

 

Рисунок 2.39 – Сім’я вихідних статичних характеристик 
біполярного транзистора в схемі зі спільним емітером 
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 Якщо ВАХ елемента має ділянку з від’ємною крутістю ( ab  на 
рис.2.37, б), то цей елемент має від’ємний опір. Двополюсники, котрі мають ха-
рактеристики, подібні до зображеної на рис.2.37, б, широко використовують в 
генераторах коливань різної частоти і форми. 

Загалом, нелінійні опори надають електричним колам властивості, прин-
ципово недосяжні в лінійних колах, наприклад, за їх допомогою здійснюють 
стабілізацію струму, стабілізацію напруги, підсилення постійної напруги тощо. 
 

2.9.3 Диференціальні рівняння нелінійних кіл 
 

 Щоб отримати систему рівнянь, яка визначає процеси в нелінійних колах, 
використовують закони Кірхгофа. При цьому справедливі всі правила визна-
чення кількості вузлів і контурів, сформульовані для лінійних кіл. 
 Методику отримання диференціального рівняння доцільно розглянути на 
прикладі нелінійного кола з послідовним (рис.2.40, а) та паралельним 
(рис.2.40, б) з’єднанням нелінійних елементів. 

За другим законом Кірхгофа для кола (рис.2.40, а) можна записати: 
)()()()( tetututu CLR =++ .                                        (2.52) 

 Якщо вирази (2.49), (2.51), а також співвідношення 

dt
di

di
d

dt
idtuL

Ψ
=

Ψ
=

)()(  

підставити до рівняння (2.52), останнє матиме вигляд: 

)()()( teqf
dt
di

di
dif CR =+
Ψ

+ .                                      (2.53) 

Рисунок 2.40 – Схеми нелінійних кіл 
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Оскільки 
dt
dqti =)( , диференціювання (2.53) за часом дозволяє ввести до 

рівняння струм: 
dt
de

dt
dq

dq
df

dt
id

di
d

dt
di

di
d

dt
di

di
df CR =+

Ψ
+






Ψ

+ 2

22

2

2
, 

і після перетворення отримати диференціальне рівняння відносно струму: 
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dt
deti

dq
df

dt
di

dt
di

di
d

di
df

dt
id

di
d CR =+







 Ψ
++

Ψ )(2

2

2

2
.                           (2.54) 

 Оскільки )(iL
di

d
d=

Ψ ;  
di

idL
di

d d )(
2

2
=

Ψ ;  )(iR
di

df
d

R = ;  
)(

1

Cd

C
uCdq

df
= , 

де )(iRd , )(iLd , )( Cd uC  − відповідно динамічні опір, індуктивність та 
ємність, то диференціальне рівняння для струму можна записати у вигляді: 

dt
deti

Cdt
di

dt
di

di
dLR

dt
idL

d

d
dd =+



 ++ )(1

2

2
.                             (2.55) 

Як у формі (2.54), так і у вигляді (2.55), диференціальне рівняння 
нелінійне. У вигляді (2.54) нелінійні коефіцієнти визначаються характеристи-
ками елементів, а у вигляді (2.55) – динамічними параметрами елементів. 

Застосувавши закони Кірхгофа до кола з лінійним опором R  і паралель-
ним з’єднанням нелінійних L  і C  (рис.2.40, б), можна записати: 

)()()( tititi CL += ;                                                (2.56) 

)()()( te
dt

idtRi L =
Ψ

+ ;                                           (2.57) 

0)()(
=−

Ψ tu
dt

id
C

L .                                            (2.58) 

 Оскільки  
dt

du
du
dq

dt
dqti C

C
C ==)( , з урахуванням виразу (2.58) виходить: 
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du
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Підстановка останнього виразу до формули (2.56) призводить до 
рівняння: 

2

2

2

2 )()()()(
dt

id
di

id
du
dq

dt
di

dt
di

di
id

du
dqtiti L

L

L
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 Ψ
+









 Ψ
+= .                (2.59) 

 Підставивши вираз (2.59) до (2.57), а також враховуючи, що 

dt
di

di
id

dt
id L

L

LL )()( Ψ
=

Ψ , 

можна знайти нелінійне диференціальне рівняння відносно струму Li : 

)()()()()(
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2

2

2
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 Ψ ,  (2.60) 

або, використовуючи динамічні параметри нелінійних елементів: 

)()(2

2
tetRi

dt
diL

dt
di

di
dLRC

dt
idLRC L

L
d

L

L

d
d

L
dd =+








++ .              (2.61) 

 Аналіз розглянутих прикладів дозволяє зробити такі висновки: 
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1. За однакової конфігурації схеми порядок диференціального рівняння 
кола з нелінійними елементами буде такий самий, як і лінійного кола (вище ви-
значалися рівняння другого порядку). 

2. Диференціальне рівняння можна записати у двох формах – за допомо-
гою нелінійних характеристик (2.49) – (2.51) або через динамічні параметри. 

3. Нелінійні коефіцієнти диференціального рівняння залежать від того, 
який аналітичний вигляд мають характеристики нелінійних елементів. 
 

2.9.4 Нелінійні резистивні кола постійного струму 
 
 Принципи аналізу стаціонарного режиму нелінійного кола постійного 
струму доцільно розглянути на прикладі простих схем з послідовним 
(рис.2.41, а) та паралельним (рис.2.41, б) з’єднанням нелінійних опорів. 
 

Рисунок 2.41 – Нелінійні резистивні кола 

а б 
2u

0i

e 0u

0i 2i  

1u

0u
)(2 iR

)(1 iR

1i  

)(1 iR  )(2 iR

 
 

Напруги та струми позначено в даному підрозділі малими літерами, 
оскільки цей матеріал справедливий не тільки для постійного струму, але й для 
миттєвих значень змінного струму. 
 Нехай відомо значення ЕРС e  та ВАХ нелінійних опорів (рис.2.42, а): 

)(1 ui ϕ= ;                                                   (2.62) 
)(2 ui ϕ= .                                                   (2.63) 

Рівняння кола за другим законом Кірхгофа можна записати у вигляді: 
21 uue +=                                                   (2.64) 

або     002001 )()( iiRiiRe += , 
 де )( 01 iR , )( 02 iR  − статичні опори елементів, які є функціями струму 0i . 
 З останнього рівняння виходить 

)()( 0201
0 iRiR

ei
+

= .                                           (2.65) 

 Визначення струму за формулою (2.65), яка фактично є законом Ома, 
ускладнене тим, що опори )( 01 iR  та )( 02 iR  є функціями струму, і задача зво-
диться до розв’язання нелінійного диференціального рівняння. Крім того, як 
правило, точні аналітичні вирази ВАХ нелінійних опорів невідомі, а тільки ап-
роксимуються з деякою точністю. 
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Рисунок 2.42 – Графічний розрахунок кола 
 послідовно з’єднаних нелінійних опорів 
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Якщо ВАХ елементів задано графічно (рис.2.42, а), режим кола розрахо-
вують у такий спосіб. Обидві характеристики будують в одній системі коорди-
нат ),( ui , але для однієї ВАХ )(1 ui ϕ=  початком координат є точка 0 і напругу 
відкладають вправо від цієї точки. Для іншої ВАХ )(2 ui ϕ=  початком коорди-
нат є точка 0′  осі абсцис, де eu = , і значення напруг відкладають вліво від цієї 
точки (рис.2.42, б). Криві перетинаються в точці m , яка і визначає режим кола. 
 Дійсно, в цій точці струм 0i , спільний для двох опорів, задовольняє 
рівнянням (2.62) і (2.63), а напруги )( 01 iu  та )( 02 iu  − рівнянню (2.64). 
 Для окремого випадку, коли один з опорів, наприклад 2R , лінійний, його 
ВАХ будують як пряму (на рис.2.42, б позначена пунктиром), проведену з точ-
ки 0′  під кутом, пропорційним опору 2R . 
 Зазначимо, що струм 0i  можна знайти інакше, підсумовуючи, згідно з 
рівністю (2.64), величини 1u  та 2u  при кожному значенні струму i , тобто до-
даючи графіки )(1 ui ϕ=  та )(2 ui ϕ=  за напругою. Точка 1m  перетину сумарної 
ВАХ )(0 ui ϕ=  з вертикаллю, проведеною з точки e  на осі абсцис, і визначатиме 
шуканий струм 0i  (рис.2.42, а). 

Аналогічно розв’язують задачу розрахунку паралельного кола 
(рис.2.41, б). Згідно з першим законом Кірхгофа 210 iii += . 
 Якщо заданий загальний струм 0i , а слід знайти загальну напругу 0u  і 
струми віток 1i  та 2i , на одному графіку будують ВАХ елементів )(1 ifu =  та 

)(2 ifu = , причому для однієї з характеристик початком координат є точка 0ii =  
(рис.2.43, а). Точка n  перетину двох ВАХ визначає величини 0u , 1i , 2i . 

Якщо задано напругу 0u , доцільніше побудувати характеристики 
(рис.2.43, б) )(1 ui ϕ=  та )(2 ui ϕ= . Ординати цих ВАХ для заданого значення 0u  
визначають струми )( 01 ui  та )( 02 ui , а сума цих ординат – загальний струм 0i . 
На рис.2.43, б сумарну ВАХ позначено )(0 ui ϕ= . 
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Рисунок 2.43 – Графічний розрахунок кола 
 паралельно з’єднаних нелінійних опорів 
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Приклад 2.11. Параметри кола постійного струму з нелінійним опором 3R  

(рис.2.44, а): 5,1=E  В, 331 =R  Ом, 202 =R  Ом. ВАХ нелінійного елемента )(3 iR  
наведена в табл.2.3. Розрахувати струми усіх віток графічним методом. 

 
Таблиця 2.3 – ВАХ нелінійного елемента 

 
u , В 0 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
i , мА 0 0 2 6 13 25 80 135 

 
  

Рисунок 2.44 – Схеми нелінійних кіл з мішаним і послідовним з’єднанням опорів 
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Розв’язання.  
1. Будуємо ВАХ нелінійного опору )(3 ui  за даними табл.2.3 і ВАХ лінійного 

опору 2 2( ) /i u u R=  (рис.2.45). Пряма )(2 ui  проходить через початок координат. Дру-
гу точку для її побудови візьмемо таку: 05,020/1)1(2 ==i  А. 

2. Підсумовуючи ці характеристики, знаходимо )(23 ui  − ВАХ еквівалентного 
нелінійного опору, утвореного лінійним опором 2R  та нелінійним )(3 iR . 
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3. Будуємо ВАХ )(1 ui  лінійного опору 1R  як пряму (на рис.2.45 позначена 
пунктиром), проведену з точки Eu =  під кутом, пропорційним опору 2R , причому 
значення напруг відкладаємо вліво від цієї точки. Рівняння цієї ВАХ має вигляд: 

11
1 )(1)(

R
uEEu

R
ui −

=−−= . 

 Щоб побудувати цю пряму, знайдемо значення 0454,033/)05,1()0(1 =−=i А. 
4. ВАХ )(1 ui  та )(23 ui  перетинаються в точці m , котра і визначає режим кола: 

53,023 ≈U В; 301 ≈I мА; 272 ≈I мА; 33 ≈I мА. 
 

Рисунок 2.45 – Графічний розрахунок кола у прикладі 2.11 
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2.10 Основи матрично-топологічного методу аналізу кіл 
 
Реальні електричні кола з урахуванням різних режимів їхньої роботи опи-

сують сотнями і тисячами рівнянь стану. При цьому втрачається наочність 
складання системи такої великої кількості рівнянь. Усувається цей недолік 
шляхом подання системи рівнянь у матричній формі. Процедура запису матри-
чних рівнянь значно спрощується, якщо розглядати замість схем їхню тополо-
гію (графи схем). Такий підхід до аналізу електричних схем називають матрич-
но-топологічним методом. 
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2.10.1 Топологія електричних схем 
 
Загальний метод складання лінійно-незалежних рівнянь кола можна одер-

жати, використовуючи поняття теорії лінійних графів, одного з розділів мате-
матичної дисципліни – топології. 

До лінійного графа приводять наступні міркування: рівняння рівноваги 
струмів і напруг, складені за законами Кірхгофа, визначаються тільки геомет-
ричною структурою кола і не залежать від фізичного змісту віток. Тому при 
складанні рівнянь з’єднань зручно абстрагуватись від виду і характеристик ві-
ток, замінивши їх відрізками ліній. 

В результаті для схеми, що містить довільні двополюсні елементи, одер-
жують лінійний граф як сукупність двох елементів – вузлів (вершин) і віток 
(ребер), що зображають відрізками ліній, які з’єднують пари вузлів.      

Треба зазначити, що на топологічній схемі джерела напруги і струму не 
зображають. При цьому вітка з джерелом ЕРС зберігається, вітки з ідеальними 
джерелами струму взагалі в топологічну схему не входять, бо внутрішня прові-
дність таких джерел дорівнює нулю і відповідно внутрішній опір дорівнює не-
скінченності.  

Як і задана схема, її граф може мати різну структуру. Розрізняють планар-
ний (плаский) граф, якщо його можна зобразити на площині без перетину віток і 
непланарний (просторовий) граф, якщо його неможливо зобразити на площині 
без перетину віток. 

Граф, довільну пару вершин якого з’єднує вітка або сукупність віток, нази-
вають зв’язним. 

Якщо на графі вказані умовно-додатні напрямки струмів або напруг, такий 
граф називають направленим графом схеми. Направлений граф схеми 
(рис.2.46,а) зображений на рис.2.46,б (номери вузлів позначено кружками). 

 
  

Рисунок 2.46 – Схема (а) та її граф (б) 
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Слід відмітити, що внаслідок особливості врахування ЕРС взаємної індук-
ції граф схеми (рис.2.46, а) поділяється на дві окремі, не зв’язані частини, тобто 
є незв’язаним планарним графом. 

Приклад непланарного графа показаний на рис.2.47, а. 
Важливим топологічним поняттям графа схеми є дерево графа – довільна 

сукупність віток графа, які з’єднують всі вузли графа без утворення контурів. 
Видалені з графа при утворенні дерева вітки називають головними вітками гра-
фа, або вітками зв’язку. Очевидно, кількість віток довільного дерева на одини-
цю менша кількості вузлів, тобто дорівнює 1n − , а кількість віток зв’язку ста-
новить ( 1)N m n= − − , де m – кількість віток, n – кількість вузлів графа. На 
рис.2.46, б жирними лініями виділено одне з можливих дерев схеми рис.2.46, а, 
на якому 1, 3, 4 – вітки дерева. 

Вітки 2, 5, 6, 7, 8 для даного дерева є вітками зв’язку. 
Для не зв’язаних у топологічному сенсі графів схеми кількість зв’язків до-

рівнює ( 1) 1N m n Q m n Q= − − + − = − + , де Q – кількість не зв’язаних частин 
графа. 

 
  

Рисунок 2.47 – Графи: а – непланарний;  б – направлений 
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Перехід до направленого графа дозволяє здійснити аналітичний запис 

структури графа, у вигляді таблиць-матриць, які називають топологічними мат-
рицями. Аналітичне подання графа необхідне для формування і аналізу рівнянь 
складної схеми з допомогою ЕОМ. 

 
2.10.2 Матриця з’єднань (вузлова) 
 
Повне описання структури направленого графа дає n×m матриця з’єднань, 

n рядків якої є порядковими номерами вузлів, а m стовпців – номерами віток. 
Елементами ika  цієї матриці є символи наявності чи відсутності вітки k, приєд-
наної до вузла i, які приймають значення +1 для вітки, яка виходить з вузла, 
значення –1 для вітки, яка входить у вузол і 0 – для вітки, не зв’язаної з вузлом. 
Щоб записати матрицю з’єднань, достатньо для кожної вітки визначити номери 
обох з’єднуваних нею вузлів i, j; заповнити клітинки на перетині рядків i, j та 
стовпця з номером вітки k значеннями +1, –1; в решті клітинок записати нулі. 
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Наприклад, направленому графу (рис.2.47, б) відповідає так звана повна 
матриця з’єднань ( )0A : 

( )0

1 2 3 4 5 6
1 1 1 0 0 0 1
2 0 1 1 1 0 0
3 0 0 1 0 1 1
4 1 0 0 1 1 0

A
− 

 = − − 
 −
 − − 

    (2.66) 

Повна вузлова матриця визначає схему електричного кола. 
Вона дозволяє подати геометричну структуру кола мовою алгебри, що має 

важливе практичне значення при аналізі електричних кіл. 
З аналізу повної матриці з’єднань ( )0A  видно, що кожний її стовпець скла-

дається з двох ненульових елементів +1, −1. Ця властивість матриці ( )0A  ви-
пливає з того, що кожна вітка з’єднана з двома вузлами. 

Сума чисел у довільному стовпці матриці дорівнює нулю. Це означає, що 
один з рядків матриці ( )0A  може бути одержаний лінійною комбінацією інших 
рядків. Позбутися лінійної залежності рядків можна шляхом викреслювання 
довільного рядка в матриці ( )0A . В результаті викреслювання, наприклад, чет-
вертого рядка, одержимо 

( )

1 2 3 4 5 6

1 1 1 0 0 0 1
2 0 1 1 1 0 0
3 0 0 1 0 1 1

A
− =  − − 

 − 

.   (2.67) 

Матрицю ( )A  називають просто матрицею зв’язків, або вузловою матри-
цею. Вузол, відповідний якому рядок відкидається, називають базисним. 

Перестановка стовпців або рядків відповідає тільки зміні нумерації віток, 
але не змінює схему кола. 

Якщо елементи стовпців матриці ( )A  домножити на потенціали відповід-
них вузлів і підсумувати, то одержимо напруги відповідних віток, тобто 

1 10

2 10 20

3 20 30

4 20

5 30

6 10 30

;
;

;
;
;

,

U U
U U U
U U U
U U
U U
U U U

= −
 = −
 = − +
 =
 =


= −

     (2.68) 

де  kU  – напруга k-ї вітки;  0iU  – вузлова напруга і-го вузла. 
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 Слід зазначити, що вираз (2.68) та наступні формули, записані для кола 
постійного струму, можна використовувати також для кіл синусоїдного струму, 
застосувавши комплексне подання струмів, напруг, ЕРС, опорів, провідностей 
(див. підрозд. 3.10). 

Систему рівнянь (2.68) можна записати в наступній матричній формі: 
( ) ( ) ( )т

в взU A U= ,      (2.69) 

де ( )

1

2
в

6

U
U

U

U

 
 
 =
 
 
 

M
; ( )

10

20
вз

60

U
U

U

U

 
 
 =
 
 
 

M
; ( )т

1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 1 0
0 0 1
1 0 1

А

− 
 − 
 −

=  
 
 
 

− 

 – відповідно матриці-

стовпці напруг віток та вузлових напруг; транспонована матриця ( )A . 
Якщо елементи рядків матриці ( )A  домножити на струми відповідних ві-

ток, підсумувати і прирівняти до нуля, то одержимо рівняння, записані згідно з 
першим законом Кірхгофа для відповідних вузлів, тобто 

1 2 6

2 3 4

3 5 6

0 для вузла 1;
0 для вузла 2;

0 для вузла 3,

I I I
I I I

I I I

− + + =
− − + =
 + − =

   (2.70) 

де kI  – струм k-ї вітки. 
Систему рівнянь (2.70) можна записати в матричній формі (перший закон 

Кірхгофа в матричній формі): 
( )( )в 0A I = ,       (2.71) 

де ( )

1

2
в

6

I
I

I

I

 
 
 =
 
 
 

M
 – матриця-стовпець струмів віток. 

 
2.10.3 Матриці параметрів елементів схеми 
 
Складаючи матричні рівняння, що описують процеси в схемі, необхідно 

параметри віток – опори, провідності, ЕРС і струми джерел теж записувати в 
матричній формі. 

Матриця опорів (провідностей). Матриця опорів ( )вR  і матриця провідно-
стей ( )вG  є квадратними, їхній порядок дорівнює кількості віток. По діагоналі 
матриці записують власні опори (провідності) віток. Матриця провідностей є 
оберненою матриці опорів, тобто ( ) ( ) 1

в вG R −= . 
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Якщо взаємних зв’язків між вітками немає, то матриці будуть діагональ-
ними. Якщо коло містить реактивні елементи L, C, та між вітками за рахунок 
спільного електромагнітного поля існують взаємні зв’язки, на перетині і-го ря-
дка та j-го стовпця записують опори взаємного зв’язку між і-ю та j-ю вітками. 
Такий зв’язок виникає, наприклад, у колі синусоїдного струму. Тоді опори та 
провідності віток записують у комплексній формі (визначення комплексних 
опорів Z  та провідностей Y  елементів L, C, М розглянуто далі у розд.3.). 

Наприклад, матриця опорів для кола, що містить чотири вітки із взаємно 
індуктивними зв’язками між всіма вітками, має наступний вигляд: 

( )

11 12 13 14

21 22 23 24
в

31 32 33 34

41 42 43 44

Z Z Z Z
Z Z Z Z

Z
Z Z Z Z
Z Z Z Z

 
 
 =
 
 
 

. 

Якщо коло задовольняє умові взаємності, тобто ij jiZ Z=  ( ij jiY Y= ), тоді 
матриця ( )вZ  або ( )вY  буде симетричною. 

Приклад 2.12. Для схеми (рис.2.48,а) скласти матрицю опорів віток. 
Розв’язання. Матрицю опорів кола записують у такий спосіб. Номери рядків і 

стовпців відповідають номерам віток. На головній діагоналі записують власні опори 
віток, а на перетині і-го рядка і j-го стовпця – опори взаємної індукції. При цьому 
опори взаємної індукції додатні, якщо в двох індуктивно зв’язаних котушках струми 
спрямовані однаково відносно однойменних затискачів (позначених у схемі зірочка-
ми). При різних напрямах струмів відносно однойменних затискачів опори взаємної 
індукції від’ємні. 

 
  

Рисунок 2.48 – Схеми: а – до прикладу 2.12; 
 б – до пояснення закону Ома; в – до прикладу 2.13 

а б

М23 

1 

2 
3 

5 

4 

6 

7 

8 

L2 

L3 

L1 

L4 

C1

C2R2 

R1
E1 

М12 

III 

II 

I 

IV 

в 

3 

4 

1 

23 

64 

5

1 2

Ek

Ik
Rk , Gk

Іджk

Uk

* 

* 

* 

 
Нумерувати вітки можна довільно, але з метою одержання матриці більш упо-

рядкованого вигляду рекомендується спочатку нумерувати всі індуктивні елементи, 
потім резистивні і, насамкінець, ємнісні елементи (див. рис.2.48,а). 

Матриця опорів для схеми (рис.2.48,а) має наступний вигляд: 
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( )

1 12

12 2 23

23 3

4
в

1

2

1

2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

L M

M L M

M L

L

C

C

Z Z
Z Z Z

Z Z
ZZ

R
R

Z
Z

 −
 

− − 
 −
 
 =  
 
 
 
 
 
 

. 

Цю матрицю доцільно розглядати як складну і поділити на підматриці прямо-
кутними контурами. Тоді матрицю ( )вZ  можна записати у вигляді: 

( )
( )

( )
( )

в

0 0
0 0
0 0

LM

C

Z
Z R

Z

 
 =  
 
 

, 

де ( )

1 12

12 2 23

23 3

4

0 0
0

0 0
0 0 0

L M

M L M
LM

M L

L

Z Z
Z Z Z

Z
Z Z

Z

− 
 − − =
 −
 
 

;( ) 1

2

0
0
R

R
R

 
=  

 
; ( ) 1

2

0
0
C

C
C

Z
Z

Z
 

= 
 

. 

Матриці ЕРС та струмів джерел. Це матриці-стовпці, кількість елементів 
яких дорівнює кількості віток графа: 

( )

1

2
в

m

E
E

E

E

 
 
 =
 
 
 

M
; ( )

дж1

дж2
дж

джm

I
I

I

I

 
 
 =
 
 
 

M
. 

Якщо додатній напрям ЕРС джерела збігається з вибраним напрямом вітки, 
то в матриці ( )E  відповідна ЕРС береться з додатнім знаком і навпаки. 

Струм джерела в матриці ( )джI  беруть із знаком плюс, якщо при обході 
контуру, утвореного джерелом і паралельною йому віткою в напрямі вітки, до-
датній напрям струму джерела збігається з напрямом обходу. Якщо струм дже-
рела протилежний напряму обходу контуру, то перед відповідним струмом в 
матриці струмів джерел ставлять знак «мінус». 

 
2.10.4 Закон Ома у матричній формі 
 
Для довільної k-ї вітки схеми (рис.2.48,б) закон Ома можна записати у ви-

гляді рівняння 
дж ( )k k k k kІ І G U E+ = +      (2.72) 
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або 
дж( )k k k k kU E R I I+ = + .     (2.73) 

Аналогічні співвідношення справедливі для всіх віток схеми, в результаті 
виходить система рівнянь виду (2.72):  

( )
( )

( )

1 дж1 1 1 1

2 дж2 2 2 2

дж

;
;

m m m m m

I I G U E
I I G U E

I I G U E

+ = +
+ = +

=
+ = +

K K K K
 

і система рівнянь виду (2.73), які можна записати в матричній формі: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )в дж в в вI I G U E+ = +   ;    (2.74) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )в в в в джU E R I I + = +  .    (2.75) 

Вирази (2.74) і (2.75) називають законом Ома в матричній формі. 
 
2.10.5 Рівняння вузлових потенціалів у матричній формі 
 
Якщо домножити рівняння (2.74) зліва на вузлову матрицю ( )A  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )в дж в в вA I I A G U E + = +    ,   (2.76) 

з урахуванням виразів (2.69) та (2.71) рівняння (2.76) матиме вигляд: 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )т
в вз дж в вA G A U A I G E = −  ,  (2.77) 

де потрійний матричний добуток 

( )( )( ) ( )т
в взA G A G=     (2.78) 

є матрицею вузлових провідностей. 
Це квадратна матриця розмірності ( ), 1l l l n× = − , тобто  

( )
11 12 1

вз

1 2

l

l l ll

G G G
G

G G G

 
 =  
 
 

K

K K K K

K

, 

де iiG  – сума провідностей віток, які сходяться в і-му вузлі; ij jiG G=  – сума 
провідностей віток, які з’єднують і-й та j-й вузли, взята зі знаком «–». 

Справедливість цього твердження доцільно перевірити на прикладі. 
Приклад 2.13. Скласти матрицю вузлових провідностей ( )взG  для кола без ін-

дуктивних зв’язків, граф якого показаний на рис 2.48,в. 
Розв’язання. Вважаючи 4-й вузол базовим, складемо для заданого графа вузлову 

матрицю ( )A  і матрицю провідностей віток: 
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( )
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 1
A

− − 
 = − − 
 
 

;   ( )

1

2

3
в

4

5

6

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

G
G

G
G

G
G

G

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

. 

Матричний добуток ( )( )твG A  дорівнюватиме  

( )( )

1 1 1

2 2

3 3т
в

4 4 4

5 5 5

6 6

0 0 0 0 0 01 1 0
0 0 0 0 0 0 00 1 0
0 0 0 0 0 0 01 0 0
0 0 0 0 0 01 0 1
0 0 0 0 0 00 1 1
0 0 0 0 0 0 00 0 1

G G G
G G

G G
G A

G G G
G G G

G G

−−    
    
    
     −−

= × =     −−    
     −−
           

. 

Потрійний матричний добуток (2.78) тоді матиме вигляд 

( ) ( )( )( )

1 1

2

т 3
вз в

4 4

5 5

6

0
0 0

1 0 1 1 0 0
0 0

1 1 0 0 1 0
0

0 0 0 1 1 1
0
0 0

G G
G

G
G A G A

G G
G G

G

− 
 
 − −   − = = − − × =   −  

   −
  
 

 

1 3 4 1 4

1 1 2 5 5

4 5 4 5 6

G G G G G
G G G G G
G G G G G

+ + − − 
 = − + + − 
 − − + + 

. 

Тоді 11 1 3 4 22 1 2 5 33 4 5 6; ;G G G G G G G G G G G G= + + = + + = + +  – діагональні 
елементи матриці ( )взG , які дорівнюють сумі провідностей віток, що сходяться у від-
повідному вузлі; 12 21 1G G G= = −  – провідність вітки, що з’єднує 1-й та 2-й вузли, взята 
зі знаком «–». Аналогічний зміст мають і інші недіагональні елементи. Наведений 
приклад підтверджує справедливість твердження (2.78). 

З урахуванням виразу (2.78) рівняння (2.77) можна подати у вигляді матри-
чного рівняння вузлових потенціалів: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )вз вз дж в вG U A I G E = −  .    (2.79) 

Права частина рівняння (2.79) є узагальненим визначенням матриці вузло-
вих струмів. 
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2.10.6 Побудова графів схем, що містять ідеальні джерела 
 
Якщо схема містить ідеальне джерело напруги, що має нульовий внутрі-

шній опір, то при побудові графа такої схеми вітка з ідеальним джерелом має 
замикатися, тобто граф буде містити на одну вітку менше, ніж задана схема. 
Матриця ( )A , побудована для графа, буде мати на один стовпець менше, ніж 
кількість віток у заданій схемі, отже добуток матриць ( )( )джA I  стає несуміс-

ним, бо матриця ( )джI  має таку кількість елементів, яка визначається кількістю 
віток у заданій схемі. 

Аналогічна ситуація спостерігається, якщо схема містить ідеальне джерело 
струму. Таке джерело має нескінчений внутрішній опір. Отже, при побудові 
графа такої схеми вітка з ідеальним джерелом струму повинна розмикатися. 
Тобто знову ж такий граф буде мати на одну вітку менше, ніж схема. 

Зазначені некоректності усувають шляхом еквівалентних перенесень ідеа-
льних джерел (див. п.2.2.4). 

 
2.11 Запитання та завдання для самоперевірки 
        і контролю засвоєння знань 
 
1. Сформулювати задачу аналізу електричних кіл. Назвати основні методи 

аналізу кіл. 
2. Які перетворення схеми називаються еквівалентними? 
3. Яке з'єднання елементів називається послідовним, паралельним, змішаним? 
4. При послідовному з'єднанні двох опорів загальний опір становить 25 Ом, а 

при паралельному − 6 Ом. Знайти величини цих опорів. 
Відповідь: 15 Ом; 10 Ом. 
5. Сформулювати умови еквівалентності реальних джерел напруги і струму. 
6. Використовуючи методи еквівалентних перетворень, визначити струм 5I  у 

колі, розглянутому в прикладі 2.4, якщо 02 =E , ∞→4R . Відомо, що 231 == EE  В, 

дж 1I =  мА, 1765321 ====== RRRRRR  кОм, 28 =R  кОм. 
Відповідь: −0,4 мА. 
7. Для кола (рис.2.11), визначити кількість рівнянь за першим і другим закона-

ми Кірхгофа, які необхідно скласти для аналізу схеми. 
Відповідь: 5; 3. 
8. У чому полягає принцип накладання? Для яких кіл він застосовується? 
9. Який буде струм 1I  у колі, зображеному на рис.2.20 (приклад 2.6), якщо при 

заданих параметрах схеми: а) змінити напрям усіх джерел на протилежні; б) змінити 
напрям тільки джерела 1E ? 

Відповідь: а) 22 мА; б) − 30 мА. 
10.  Розрахувати методом накладання струм 2I  у колі, схема якого зображена 

на рис.2.20, зберігши вихідні дані прикладу 2.6. 
Відповідь: 58 мА. 
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11.  Пояснити поняття вхідного опору активного двополюсника. Як перейти від 
активного двополюсника до пасивного? 

12.  Для активного двополюсника за результатами вимірювань напруга холо-
стого ходу і струм короткого замикання становили відповідно 10 В і 10 мА. Визначи-
ти струм в опорі навантаження 1 кОм, який увімкнений до затискачів двополюсника. 

Відповідь: 5 мА. 
13.  Якщо увімкнути до активного двополюсника опір навантаження 100 Ом, 

напруга на цьому опорі становитиме 1 В. Визначити вхідний опір активного двопо-
люсника, якщо напруга холостого ходу на його затискачах дорівнює 3 В. 

Відповідь: 200 Ом. 
14.  Сформулювати умову узгодження джерела з навантаженням за активною 

потужністю. Яке при цьому буде значення коефіцієнта корисної дії? 
15.  За яким критерієм здійснюється узгодження джерела з навантаженням: 

а) малострумових кіл; б) потужних енергетичних пристроїв? 
16.  У чому полягає принцип взаємності? Для яких кіл його застосовують? 
17. Визначити поняття: нелінійне коло, нелінійний елемент, статичний та 

динамічний параметр нелінійного елемента. 
18. Які методи розрахунку чинні для нелінійних кіл? Чи можна застосувати до 

нелінійного кола метод еквівалентного генератора? 
19. За якими ознаками класифікують нелінійні елементи? Які види нелінійних 

опорів ви знаєте? 
20. Назвати властивості нелінійних кіл, принципово недосяжні в лінійних колах. 
21. Розрахувати струми усіх віток кола постійного струму з нелінійним опором 

3R  графічним методом (рис.2.44, а). Параметри кола: 1,1=E  В, 621 =R  Ом, 
1002 =R  Ом. ВАХ нелінійного елемента )(3 iR  наведена у табл.2.4.  

 
 Таблиця 2.4 – ВАХ нелінійного елемента 
 

u , В 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 
i , мА 0 0 0 0,5 2 5 10 18 28 42 60 

 

 Відповідь: 81 ≈I  мА; 52 ≈I мА; 33 ≈I мА. 
22. Міст на рис.2.49, а складено з лінійних опорів 131 == RR кОм і 

242 == RR  кОм. На вихід моста увімкнено нелінійний опір 5R , ВАХ якого наведена 
у табл.2.5. На вході моста діє постійна ЕРС 120 В. Знайти напругу і струм на виході 
моста. 
 

Таблиця 2.5 – ВАХ нелінійного елемента 
 

u , В 0 8 10 12 14 15 16 17 18 19 20 
i , мА 0 1 3 9 20 30 48 75 120 207 310 

 
Вказівка. Скористатись теоремою про еквівалентне джерело напруги. 

 Відповідь: 14вих =U  В; 20вих =I мА. 
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Рисунок 2.49 – Мостові схеми з нелінійними опорами 
а б 
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23. Чутливим елементом у системі автоматичного регулювання напруги є міст 
(рис.2.49, б). У кожному з двох протилежних плеч моста увімкнений нелінійний опір 

)(iR , ВАХ якого наведена у табл.2.6. У двох інших плечах моста увімкнені однакові 
лінійні опори R . Міст не навантажений. Визначити: 1) величину опорів R , при яких 
міст врівноважено, якщо напруга живлення моста 2201 =U  В; 2) напруги на виході 
моста при змінюванні напруги 1U  на +20 та –20 В. 
 

Таблиця 2.6 – ВАХ нелінійного елемента 
 

u , В 0 20 40 60 80 100 110 120 
i , мА 0 1,5 4,0 7,5 14,0 36,0 63,0 95,0 

 
 Відповідь: 75,1=R  кОм; 122 ±=U В. 

24. Дайте визначення графа схеми і його дерева. 
25. Який граф називають направленим? 
26. Що являє собою матриця з’єднань направленого графа? Сформулюйте пра-

вило її визначення. 
27. Знайдіть матрицю з’єднань для графа схеми (рис. 2.16). 
28. Назвіть основні матриці параметрів елементів схеми і поясніть особливості 

їх побудови. 
29. Запишіть матричне рівняння закону Ома. 
30. Запишіть матричне рівняння вузлових напруг і рівняння для визначення ма-

триці вузлових провідностей для схеми (рис. 2.16). 
31. Поясніть особливості побудови графів схем, що містять ідеальні джерела. 
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• Загальна характеристика кіл синусоїдного струму 
• Основні параметри синусоїдних струмів, напруг і ЕРС 
• Діючі та середні випрямлені значення синусоїдних струмів і напруг 
• Векторне і комплексне подання синусоїдних струмів, напруг і ЕРС 
• Елементи R, L, С в колах синусоїдного струму 
• Послідовне та паралельне з'єднання елементів R, L, C  
• Заміна послідовного з'єднання елементів паралельним і навпаки 
• Закони Кірхгофа в комплексній формі 
• Комплексний метод розрахунку кіл  
        синусоїдного струму 
• Енергетичні співвідношення в колах 
        синусоїдного струму 
• Режим передачі максимальної активної потужності  
        від джерела до навантаження 
• Кола синусоїдного струму 
        із взаємними індуктивностями 
• Усталений синусоїдний режим 
        в нелінійних резистивних колах 
• Трифазні кола 
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3 УСТАЛЕНИЙ СИНУСОЇДНИЙ РЕЖИМ У КОЛАХ  
ІЗ ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

 
3.1 Загальна характеристика кіл синусоїдного струму 
 
Синусоїдні струми, напруги або ЕРС змінюються у часі відповідно до 

тригонометричних функцій синуса або косинуса. Крім теорії кіл, ці функції за-
стосовують в теоретичній фізиці (наприклад, класична задача коливань струни), 
в електродинаміці та ін. На відміну від кіл із зосередженими параметрами у ко-
лах з розподіленими параметрами і в задачі коливань струни процеси мають 
синусоїдний характер як у часі, так і за однією з координат (довжиною). В 
електродинаміці процеси описуються синусоїдними функціями як у часі, так і 
за трьома просторовими координатами.  

Синусоїдні струми, напруги або ЕРС належать до категорії періодичних, 
тобто повторюються через певні проміжки часу. Періодичні струми, напруги 
або ЕРС можуть змінюватися не тільки за законами синуса або косинуса, але і 
за складнішими несинусоїдними законами. Загалом, для миттєвих значень 
періодичних струмів та їх похідних справедливі співвідношення: 

( ) ( ); ( ) ( ),i t i t nT i t i t nT′ ′= ± = ±  
де Т − період; n −  будь-яке ціле число. 
Отже, період Т − мінімальний проміжок часу, через який періодичний 

процес і його похідні повторюються. Період вимірюється в секундах (с). Се-
кунда належить до основних одиниць вимірювання в системі СІ. 

Величина, обернена періоду, називається циклічною частотою або корот-
ко − частотою: 

1/f T= . 
Частота має розмірність (зв'язок з основними одиницями) − с-1, а одини-

цею вимірювання частоти є герц1. 
Частота в герцах дорівнює кількості періодів коливань протягом інтервалу 

часу, який дорівнює секунді. 
Відомо, що періодичні функції, що задовольняють умовам Діріхле2, мож-

на подати рядом Фур’є3 у вигляді суми деякої постійної величини і синусоїдних 
складових з кратними частотами ( fff 3,2, …). 
                                                           
1 Герц Генріх Рудольф, Heinrich Hertz (1857−1894) − німецький фізик, один із за-
снов-ників сучасної електродинаміки. Експериментально довів існування електро-
магнітних хвиль і досліджував їх властивості. Результати викладені в роботах «Ос-
новні рів-няння електродинаміки тіл, що покояться» (1890) і «Основні рівняння 
електродинаміки рухомих тіл» (1890). Ім'ям Герца, крім одиниці вимірювання часто-
ти, названі вібратор і резонатор, за допомогою яких він експериментально довів 
існування електромагнітних хвиль і досліджував їх властивості. Одиниця під назвою 
«герц» уперше запропонована в 1928 р., а як міжнародна − прийнята в 1933 р. 
2 Діріхле Петер Густав Лежен, Dirichlet (1805−1859) − німецький математик, учень 
Фур’є. Основні роботи належать до теорії чисел, математичного аналізу (сформулю-
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Доданки ряду Фур’є прийнято називати гармоніками, що й викликало 
вживання терміну гармонічний режим (гармонічні струми, напруги, ЕРС) поряд 
з терміном синусоїдний режим (синусоїдні струми, напруги, ЕРС). Крім того, 
іноді використовують застарілий термін змінний струм. 

Ряди Фур’є у поєднанні з принципом накладання застосовують для 
аналізу усталених режимів лінійних кіл з періодичними несинусоїдними дже-
релами. Для цього миттєві значення ЕРС або струмів джерел подають у вигляді 
сум (спектрів) гармонічних складових різних частот (0, fff 3,2, …) і викону-
ють розрахунки окремих усталених режимів кола для кожної з гармонік спек-
тра. Відповідно до принципу накладання, режим кола можна розрахувати як 
суму окремих усталених режимів − постійного струму і синусоїдних струмів з 
кратними частотами. Такий спектральний (частотний) метод широко 
використовується для розрахунку проходження періодичних і одиночних 
сигналів через лінійні кола. Для одиночних сигналів застосовують граничний 
перехід від ряду до інтеграла Фур’є, якщо ∞→T . 

З поняттями період і частота пов'язане таке важливе для кіл з роз-
поділеними параметрами і електродинаміки поняття, як довжина хвилі: 

/ ,vT v fλ = =  
де v − швидкість поширення електромагнітних коливань, які мають часто-

ту f.  
Швидкість поширення v залежить від параметрів середовища і у вільному 

просторі (вакуумі) дорівнює швидкості світла 8103 ⋅≈c  м/с.4  
Довжина хвилі вимірюється в метрах (м) і характеризує просторову 

періодичність електромагнітних хвиль. 
В енергетиці використовуються коливання порівняно низьких частот: 

50 Гц (Європа), 60 Гц (Америка), 400 Гц (живлення спеціальних пристроїв). 
У радіоелектронних системах ТЗІ використовують сигнали, носійні час-

тоти яких перебувають в межах від вкрай низьких (одиниці герц) до частот оп-
тичного діапазону (більше 12103 ⋅ Гц). Прийнята відповідно до чинних 
стандартів класифікація діапазонів частот і довжин хвиль наведена в табл.3.1. 

 

                                                                                                                                                                                                 
вав поняття умов збіжності рядів), механіки, математичної фізики. Сформулював 
умови, за яких періодична функція може бути розкладена в тригонометричний ряд, − 
для функції на інтервалі Т припустима кінцева кількість розривів першого роду і 
кінцева кількість максимумів і мінімумів. 
3 Фур’є Жан Батіст Жозеф, Fourier (1768−1830) − французький математик, член 
Паризької АН, почесний член Петербурзької АН. Основний об'єкт досліджень − ма-
тематична фізика. Основні роботи − «Аналітична теорія тепла» (1822) і «Аналіз озна-
чених рівнянь» (1831). Розробив метод розділення змінних, заснований на поданні 
функцій тригонометричними рядами (рядами Фур’є). 
4 Швидкість світла у вакуумі є однією з універсальних фізичних сталих (констант) і 
зараз оцінена з відносною похибкою 9104 −⋅  величиною с = 299792458 м/с. 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 99

Таблиця 3.1 − Класифікація діапазонів частот і довжин хвиль 
 

Класифікація діапазонів частот Класифікація довжин хвиль 

№ Найменування Частота Найменування Довжина хвилі 
(у вакуумі) 

Радіочастоти і радіохвилі (згідно з ДСТУ 3254-95) 
1 Вельминизькі (3-30) Гц Декамегаметрові (10-100) Мм 
2 Наднизькі (30-300) Гц Мегаметрові (1-10) Мм 
3 Інфранизькі (300-3000) Гц Гектокілометрові (100-1000) км 
4 Дуже низькі (3-30) кГц Міріаметрові (10-100) км 
5 Низькі (30-300) кГц Кілометрові (1-10) км 
6 Середні (300-3000) кГц Гектометрові (100-1000) м 
7 Високі (3-30) МГц Декаметрові (10-100) м 
8 Дуже високі (30-300) МГц Метрові (1-10) м 
9 Ультрависокі (300-3000) МГц Дециметрові (10-100) см 
10 Надвисокі (3-30) ГГц Сантиметрові (1-10) см 
11 Вельмивисокі (30-300) ГГц Міліметрові (1-10) мм 
12 Гіпервисокі (300-3000) ГГц Дециміліметрові (0,1-1) мм 

Оптичні 
13 більше 3 ТГц менше 0,1 мм 

 
 

У колах синусоїдного струму, як правило, миттєві значення параметрів 
джерел )(te  та дж ( )i t  змінюються за гармонічним законом з однаковою часто-
тою. В усталеному (стаціонарному) режимі таких кіл усі струми )(ti  і напруги 

)(tu  також змінюються за гармонічним законом з тією ж частотою.  
Теорія кіл синусоїдного струму зобов'язана своїм розвитком широкому 

практичному застосуванню таких струмів спочатку в енергетиці, а потім в 
радіоелектроніці та в інших інформаційних областях техніки. Використання 
синусоїдних струмів в енергетиці дозволило вирішити задачі виробництва 
(електромашинні генератори), транспортування (трифазні системи), перетво-
рення (трансформатори) і споживання (двигуни, випрямлячі) електроенергії. 

Синусоїдні струми і напруги в системах технічного захисту інформації − 
це, передусім, так звані носійні коливання, які є основою формування сигналів. 
Як джерела носійних коливань використовуються різні типи генераторів 
(лампові, транзисторні, квантові та ін.). Резонансними системами цих 
генераторів є коливальні контури, які залежно від діапазону і вимог до 
стабільності частот, що генеруються, реалізують за допомогою кіл із зосеред-
женими параметрами (котушки індуктивності та конденсатори), кіл з 
розподіленими параметрами (довгі лінії), електромеханічних (кварцових) і 
об'ємних резонаторів. 
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Висока стабільність частоти сучасних генераторів покладена до основи 
еталонів деяких фізичних одиниць. Наприклад, сучасний еталон часу і частоти є 
квантовим генератором (мазером), який створено на базі цезію-1335. 

Функції, що змінюються за гармонічним законом, мають виняткові мате-
матичні особливості, які використовуються в теорії кіл. Ці функції не змінюють 
свою форму, якщо їх диференціювати та інтегрувати, а у разі однакових частот 
− підсумовувати і віднімати. На вказаних властивостях гармонічних коливань 
грунтується комплексний метод розрахунку кіл синусоїдного струму, який 
дозволяє використати всі розглянуті для кіл постійного струму прийоми і мето-
ди розрахунку з однією відмінністю − усі величини (струми, напруги, ЕРС, 
опори, провідності) характеризуються комплексними числами. У зв'язку з цим, 
аналізуючи усталений режим кіл синусоїдного струму, доцільно застосовувати 
методи алгебри комплексних чисел. 

 
3.2 Основні параметри синусоїдних струмів, напруг і ЕРС 
 
Для аналітичного запису синусоїдних струмів, напруг і ЕРС використо-

вується як функція синуса ( xsin ), так і функція косинуса ( xcos ). Як відомо, 
обидві ці функції мають період π2 , змінюються в межах ±1 і відрізняються 
тільки взаємним зсувом на 2/π : )2/cos(sin π−= xx . 

В енергетиці переважно застосовують функцію синуса. Оскільки 
історично теорія кіл і енергетика розвивалися разом, в теорії кіл був введений 
термін − кола синусоїдного струму. Пізніше, в зв'язку із застосуванням 
гармонічного режиму для формування сигналів, вдалішим виявилося викори-
стання функції косинуса, що обумовлено її парністю. Цим пояснюється викори-
стання в подальшому викладенні переважно функції косинуса із збереженням 
традиційних термінів − синусоїдні струми, напруги, ЕРС. 

Основні параметри, які характеризують синусоїдні струми, напруги і 
ЕРС, можна поділити на три групи:  

а) параметри, що відображають інтенсивність (рівень, енергію), − 
амплітуда, діюче і середнє значення; 

б) параметри, що характеризують періодичність і частоту, − період і час-
тоти двох видів (циклічна і кутова); 

в) параметри, пов'язані з початком відліку часу, − повна і початкова фази. 
Амплітудою називається максимальне значення синусоїдного струму, на-

пруги або ЕРС. Амплітуди позначають відповідними латинськими великими 
літерами з індексами «m», наприклад mmm EUI ,, . Одиниці вимірювання 
                                                           
5 З 1967 р. секунда визначена як інтервал часу, протягом якого здійснюється 
9192631770 коливань резонансної частоти енергетичного переходу між рівнями над-
тонкої структури основного стану атома цезію-133 (за відсутності зовнішніх магніт-
них полів). Відносна нестабільність сучасних квантових еталонів часу і частоти ста-
новить 1413 10...10// −−≅∆=∆ fftt . 
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амплітуд збігаються з одиницями вимірювання миттєвих значень відповідних 
гармонічних процесів. 

Амплітуди визначають максимальні відхилення коливань синусоїдних 
струмів, напруг і ЕРС від середнього значення: 

( ) cos ; ( ) cos ; ( ) cosm m mi t I x u t U x e t E x= = = . 
Незалежна змінна (аргумент) х функцій, що описують синусоїдні струми, 

напруги і ЕРС, називається фазою; використовують також терміни повна фаза, 
поточна фаза, миттєва фаза. 

Щоб записати миттєві значення синусоїдних струмів, напруг і ЕРС, не-
обхідно подати фазу х у вигляді функції часу )(tx ψ= . Оскільки )(tψ  є 
лінійною функцією часу, для її запису достатньо двох значень. Як одне з них 
можна вибрати значення повної фази в нульовий момент часу 0)0( ψ=ψ , а як 
інше − значення повної фази через період  π+ψ=ψ 2)( 0T . 

Значення повної фази в нульовий момент часу 0ψ  називається початко-
вою фазою. У зв'язку з періодичністю гармонічних процесів початкові фази 
змінюються в межах: π≤ψ≤π− 0 . 

Отже, фаза гармонічного процесу є лінійною функцією часу (рис.3.1), 
значення якої в момент часу t = 0 дорівнює початковій фазі 0ψ , а кут нахилу 

2 / 2 ωT fπ π= = ,  
де ω − кутова частота, одиницею виміру якої є радіан за секунду (рад/с). 
Аналітично повну фазу можна представити так: 
а) якщо 00 =ψ ,  

( ) 2 / 2 ωt t T ft tψ π π= = = ;                                       (3.1) 
б) якщо 00 ≠ψ ,  

0 0 0 0 0( ) 2 / 2 ω ω( /ω) ω( )t t T ft t t t tψ π ψ π ψ ψ ψ= + = + = + = + = − ,      (3.2) 
де 0 0ψ /ωt = −  − зсув максимуму функції xcos  відносно початку відліку часу. 
Діапазону π≤ψ≤π− 0  відповідають межі зміни початку відліку часу: 

2/2/ 0 TtT ≤≤− . 
На рис.3.1 показані графіки залежності від часу повних фаз для трьох гар-

монічних коливань з однаковими частотами ( fπ=ω 2 ) і різними значеннями по-
чаткових фаз: 001 =ψ ; 002 >ψ ; 003 <ψ . Згідно з виразами (3.1) і (3.2) відповідні 
повні фази набудуть вигляду: 

t t ω=ψ )(1 ;   )()( 02022 ttt t −ω=ψ+ω=ψ ;   )()( 03033 ttt t −ω=ψ+ω=ψ . 
Графіки  t)(1ψ ,  t)(2ψ ,  t)(3ψ  мають однаковий нахил, який визначається 

частотою. Оскільки кут нахилу лінійної функції дорівнює її похідній, кутову 
частоту можна визначити так: 

dt
td )(ψ

=ω . 
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Дане співвідношення показує, що 
кутова частота характеризує швидкість 
зміни фази і не залежить від початкової 
фази. Також цей вираз має фундамен-
тальне значення в теорії сигналів з куто-
вою модуляцією, у яких фази є 
нелінійними функціями часу, і тому час-
тоти не є постійними величинами. 

Зображені на рис.3.1 графіки фаз 
зміщені один відносно одного як за фа-
зою, так і у часі. Так, функція  t)(2ψ  
зміщена відносно  t)(1ψ  по осі ординат 
(за фазою) на величину 00221 >ψ=ϕ .  

З іншого боку, графік 2( )tψ  можна 
розглядати як графік 1( )tψ , який зсунуто 

 )(tψ  

002 >ψ

001 =ψ  

0  

31ϕ  

23ϕ  

t  

21ϕ  

003 <ψ  

03t  

)(1 tψ  

)(2 tψ  
)(3 tψ  

02t  

Рисунок 3.1 – Залежність 
повних фаз від часу 

 
по осі абсцис (за часом) на величину   02 02 /ωt ψ= − .  

Тому всі точки функції  t)(2ψ  з'являються у часі раніше відповідних то-
чок  t)(1ψ  на інтервал часу 02t , тобто )()( 0212 tt t −ψ=ψ . 

Оскільки нульовому значенню аргументу (фази) відповідає максимум 
функції косинуса, максимальне значення коливання з фазою  t)(2ψ  відбуваєть-
ся раніше, ніж максимум коливання з фазою  t)(1ψ . 

З розглянутими поняттями випередження (або запізнення) за фазою гар-
монічних коливань пов'язане поняття зсуву фаз ϕ як різниці повних або почат-
кових фаз гармонічних процесів з однаковою частотою і спільним вибором по-
чатку відліку часу (див. рис.3.1). Зі зсувом фаз пов'язаний зсув гармонічних 
процесів у часі: /ωt ϕ∆ = .  

Зсув фаз змінюється в межах π± , а зсув ∆t − у межах ±Т/2. 
Гармонічний процес, який упродовж половини періоду раніше досягає 

максимума, вважається випереджаючим у часі або за фазою. 
Прикладом зсувів гармонічних коливань за фазою і у часі є розглянуті 

вище випередження за фазою ( 0010221 >ψ−ψ=ϕ ) і у часі ( 00221 >−=∆ tt ) ко-
ливання, що має фазу 2( )tψ , відносно коливання з фазою 1( )tψ . На рис.3.1 
показані також фазові зсуви 0030223 >ψ−ψ=ϕ  і 0010331 <ψ−ψ=ϕ . 

Для різних варіантів початкових фаз миттєві значення синусоїдних 
струмів, напруг і ЕРС записуються у вигляді: 

а) якщо початкові фази дорівнюють нулю ( 00 =ψ ), 
( ) cosω ; ( ) cosω ; ( ) cosω ;m m mi t I t u t U t e t E t= = =   

б) якщо початкові фази відмінні від нуля ( 00 ≠ψ ), 
),cos()();cos()();cos()( 000 emumim tEtetUtutIti ψ+ω=ψ+ω=ψ+ω=  

де eui 000 ;; ψψψ  − початкові фази відповідно струму, напруги і ЕРС. 
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У подальшому, щоб скоротити запис, початкові фази струму, напруги і 
ЕРС будуть позначатися відповідно eui ψψψ ;; . 

Як приклад, на рис.3.2 побудовані графіки миттєвих значень трьох 
синусоїдних струмів )(1 ti , )(2 ti  та )(3 ti , які відрізняються тільки початковими 
фазами:  01 =ψi  ( 001 =t ); 02 >ψi  ( 002 <t );  03 <ψi  ( 003 >t ). 

Графіки залежності миттєвих значень від часу прийнято називати часови-
ми діаграмами. 

Графіки миттєвих значень можна будувати і в функції повної фази. На 
рис.3.2 для такого варіанта фазова змінна tω  і пов'язані з нею параметри, що 
відкладаються на графіках по осі абсцис, наведені в дужках. 

Часові діаграми струмів )(1 ti , )(2 ti  та )(3 ti  (рис.3.2) відповідають повним 
фазам 1( )tψ , 2( )tψ  і )(3 tψ , графіки яких побудовано на рис.3.1. 

 

)(2 ti  

)2( πT  

mI  

0  )( 202 it ψ−  

)( 2iψ

1( )i t  
3( )i t  

)( 3iψ  

)( 303 it ψ−

Рисунок 3.2 – Часові діаграми синусоїдного струму з різними початковими фазами: 
)0(0 011 ==ψ ti ; )0(0 022 <>ψ ti ; )0(0 033 ><ψ ti  

 

  
Аналіз часових діаграм (рис.3.2) дозволяє зробити висновки: 
1) початок відліку часу гармонічного процесу (струму, напруги, ЕРС) з 

нульовою початковою фазою ( 0=ψ ) збігається з одним з максимумів часової 
діаграми, тобто з максимальним миттєвим значенням; 

2) максимум часової діаграми гармонічного процесу з додатною початко-
вою фазою ( 0>ψ ) зміщений ліворуч по осі часу (або фазовій осі) на величину 

0 ψ /ω<0t = −  ( 0<ψ− ); дане коливання випереджає за фазою на ψ  (у часі на 

0t ) гармонічний процес з нульовою фазою;  
3) максимум часової діаграми гармонічного процесу з від’ємною почат-

ковою фазою ( 0<ψ ) зміщений праворуч по осі часу (або фазовій осі) на вели-
чину 0 ψ /ω 0t = − >  ( 0>ψ− ); в цьому випадку коливання відстає за фазою на 
ψ  (у часі на 0t ) від гармонічного процесу з нульовою фазою; 

4) на часових діаграмах величина і знак початкової фази ψ  відповідають 
відліку від абсциси найближчого максимуму коливання до осі ординат (показа-
но відповідними стрілками на рис.3.2).  
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Повні і початкові фази можна порівнювати незалежно від розмірності 
гармонічних процесів. Так, широко використовується оцінка зсуву фаз між на-
пругою і струмом (рис.3.3 і 3.4):   iuiu tt ψ−ψ=ψ−ψ=ϕ )()( . 
 
 

Рисунок 3.3 – Часові діаграми струму і напруги, фазовий зсув між якими 
0<ψ−ψ=ϕ iu  (напруга відстає від струму) 

)( tt ω  0  

)(ϕ∆t  )(tu  )(ti  
)( iψ  )( uψ  

 
 
Якщо ϕ < 0 (рис.3.3), напруга відстає від струму (струм випереджає на-

пругу). Навпаки, напруга випереджає струм, якщо  ϕ > 0 (рис.3.4). Слід зазна-
чити, що фазовий зсув не залежить від вибору початку відліку часу. 

Фазові зсуви, кратні π/2, мають спеціальні назви: 
а) процеси «синфазні», або перебувають «у фазі», коли ϕ = 0; 
б) процеси «протифазні» у випадку, коли ϕ = ±π; 
в) процеси перебувають «у квадратурі», якщо ϕ = ±π/2. 
Експериментальне спостереження і вимірювання параметрів синусоїдних 

струмів, напруг і ЕРС виконується за допомогою осцилографів.  
 

 

Рисунок 3.4 – Часові діаграми струму і напруги, фазовий зсув між якими 
0>ψ−ψ=ϕ iu  (напруга випереджає струм) 

)(ϕ∆t  )( uψ  

)( tt ω0 

)(tu  )(ti  )( iψ  

 
Щоб спостерігати миттєве значення, вимірювати амплітуду і період, 

синусоїдний процес подається на вхід каналу вертикального відхилення проме-
ня електронно-променевої трубки осцилографа. Для відхилення променя по 
горизонталі формується періодична лінійно зростаюча напруга, період якої 
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кратний періоду досліджуваного синусоїдного процесу. У тих випадках, коли 
вибір початку відліку часу не є принциповим, його вибирають так, щоб почат-
кова фаза ψ = 0. 

Щоб досліджувати і вимірювати зсув фаз, два гармонічні процеси з одна-
ковою частотою подаються на входи каналів вертикального і горизонтального 
відхилень. На екрані осцилографа при цьому формуються так звані фігури 
Ліссажу6 1 і 2-го порядків у вигляді еліпсів, які для окремих випадків перетво-
рюються в лінії або кола. Спостереження і вимірювання зсуву фаз можна також 
виконувати за допомогою дво- або багатоканальних осцилографів, на входи 
вертикального відхилення яких поступають досліджувані процеси. За осцило-
грамами, що спостерігаються при цьому, подібними до тих, які зображені на 
рис.3.3 − 3.4, визначаються часові або фазові зсуви процесів. 

Розглянуті параметри гармонічних процесів мають важливе значення не 
тільки для аналізу кіл синусоїдного струму, але і в теорії сигналів. Шляхом 
зміни (модуляції) згідно із законом повідомлення, що передається, амплітуди, 
частоти або фази гармонічного коливання, яке виконує функцію носійного ко-
ливання, формуються сигнали відповідно з амплітудною, частотною і фазовою 
модуляціями.  

Незважаючи на те, що при формуванні сигналів з амплітудною 
модуляцією закон зміни амплітуди визначається повідомленням, що 
передається, амплітуду розглядають як енергетичний параметр. На відміну від 
амплітуди частота і фаза є інформаційними параметрами.  

До енергетичних параметрів, що не беруть участі у формуванні сигналів, 
належать розглянуті нижче діюче і середні випрямлені значення синусоїдних 
струмів, напруг і ЕРС. 
 

3.3 Діючі та середні випрямлені значення синусоїдних струмів, 
      напруг і ЕРС 
 
Діюче значення синусоїдного струму характеризує енергію, що погли-

нається в опорі при проходженні цього струму протягом інтервалів часу, крат-
них періоду. 

Діюче значення синусоїдного струму )(ti  чисельно дорівнює такому 
постійному струму I, який в опорі R за період Т виділяє таку ж енергію, як і 
струм )(ti  за таких саме умов (у тому ж опорі за такий же час). 

Поняття діючого значення застосовується не тільки для струму, але і для 
напруги і ЕРС. Більшість амперметрів і вольтметрів вимірюють діючі значення. 
Крім терміну діюче значення, іноді застосовують застарілий термін ефективне 
значення.  

                                                           
6 Ліссажу Жюль Антуан, J.A. Lissajous (1822–1880) – французький фізик, член-
кореспондент Паризької АН. Розробив оптичний метод дослідження підсумовування 
коливань за допомогою фігур, пізніше названих його ім’ям. 



                                               Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 106 

З рівності енергій, що виділені в опорі за період постійним і синусоїдним 
струмами,  

2 2

0
[ ( )]

T
RI T R i t dt= ∫  

виходить співвідношення для розрахунку діючого значення синусоїдного струму 

( ) .][1

0

2∫=
T

dtti
T

I                                               (3.3) 

Аналогічний вигляд мають вирази для діючих значень напруг і ЕРС: 

( )∫=
T

dttu
T

U
0

21 ; ( ) .1

0

2∫=
T

dtte
T

E                          (3.4) 

Вирази (3.3) і (3.4) відповідають обчисленню середнього квадратичного 
значення функції за період, яке широко використовується, щоб розрахувати 
діючі значення періодичних процесів, у статистичних розрахунках та ін. 

Діюче значення не залежить від початкової фази синусоїдного процесу. 
Тому, обчислюючи діюче значення синусоїдного струму, доцільно прийняти 
нульову початкову фазу. Підстановка в формулу (3.3) миттєвого значення 
струму у вигляді tIti m ω= cos)(  дозволяє знайти вираз для діючого значення 
синусоїдного струму: 

2 2

0 0

1 1 1[ cosω ] (1 cos2ω ) 0,707 .
2 2

T T
m

m m m
II I t dt I t dt I

T T
= = + = ≅∫ ∫          (3.5) 

Співвідношення (3.5) застосовують також до синусоїдних напруг і ЕРС:  
/ 2 0,707 ; / 2 0,707 .m m m mU U U E E E= ≅ = ≅                        (3.6) 

У пристроях електроживлення синусоїдні струми і напруги перетворю-
ються у постійні. Такі пристрої називаються випрямлячами, а перетворення − 
випрямленням. Випрямлення кількісно оцінюється середніми випрямленими 
значеннями синусоїдних струмів, напруг і ЕРС. Залежно від принципу дії 
розрізнюють одне- і двонапівперіодні випрямлячі (рис.3.5, 3.6), результати 
випрямлення в яких характеризуються відповідно однонапівперіодним в1I  і 
двонапівперіодним в2I  середніми значеннями: 

/ 2 / 4
4

в1 в1
4/ 2 / 4

1 1( ) cosω sinω
ω π

T T Tm m
m T

T T

I II i t dt I tdt t
T T T −

− −
= = =  =∫ ∫ ; 

/ 2 / 4
4

в2 в2
4/ 2 / 4

2 21 2( ) cosω sinω
ω π

T T Tm m
m T

t T

I II i t dt I tdt t
T T T −

− −
= = =  =∫ ∫ , 

де в1( )i t =  
( ), якщо ( ) 0

0, якщо ( ) 0
i t i t

i t
>

 <
 − однонапівперіодний випрямлений струм; 
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в2( ) ( )i t i t=  − двонапівперіодний випрямлений струм. 
 

Основні параметри синусоїдних коливань наведені в табл.3.2. 
 
Таблиця 3.2 − Основні параметри синусоїдних струмів, напруг і ЕРС 

 

Параметр Позначення 
Одиниці виміру 
(найменування / 
позначення) 

Визначення, розрахункові 
співвідношення 

Миттєве 
значення 

( )ti  
( )tu  
( )te  

ампер/ А 
вольт/ В 
вольт/ В 

( ) ( )im tIti ψ+ω= cos  
( ) ( )um tUtu ψ+ω= cos  
( ) ( )em tEte ψ+ω= cos  

Період T  секунда/ с Мінімальний інтервал часу, 
через який процес повто-

рюється 
Частота 
(циклічна) 

f  герц/ Гц Кількість періодів 
в одиницю часу Tf /1=   

Кутова частота ω  радіан за секунду/ 
рад/с Tf /22 π=π=ω  

Амплітуда mI  
mU ; mE  

ампер/ А 
вольт/ В Максимальне значення 

Діюче (середньо-
квадратичне) 
 значення 

І 
U; E 

ампер/ А 
вольт/ В ( ) 2/1

0

2
m

T
Idtti

T
I == ∫  

2/mUU = ; 2/mEE =  
Середнє 
 випрямлене одно-
напівперіодне 

в1I  

в1U ; в1E  
ампер/ А 
вольт/ В 

в1 / πmI I=  

в1 / π;mU U=  в1 / πmE E=  
Середнє 
 випрямлене 
двонапівперіодне 

в2I  

в2U ; в2E  
ампер/ А 
вольт/ В 

в2 2 / πmI I=  

в2 2 / π;mU U= в2 2 / πmE E=  
Фаза ( )tψ  ( ) ψ+ω=ψ tt  
Початкова фаза ( )eui ψψψψ ,, ( )0ψ=ψ  
Зсув фаз ϕ  

радіан/ рад 
21 ψ−ψ=ϕ , якщо 21 ω=ω  

 

Рисунок 3.5 – Однонапівперіодне випрямлення синусоїдного струму 

4/T−  4/T  t0 
в1I  

в1( )i t  T  

mI  
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0 

в2I  

t

в2( )i t  T  

mI  

4/T−  4/T  

Рисунок 3.6 – Двонапівперіодне випрямлення синусоїдного струму  
 

3.4 Векторне і комплексне подання синусоїдних струмів, напруг, ЕРС 
 
Миттєві значення )(ti , )(tu , )(te  досить повно описують синусоїдні стру-

ми, напруги і ЕРС, однак вони незручні, щоб виконувати розрахунки. Якщо 
скористатися для аналізу кіл синусоїдного струму миттєвими значеннями, то, 
відповідно до законів Кірхгофа, треба складати рівняння з тригонометричними 
функціями часу. Розв’язання таких рівнянь, які називають трансцендентними, 
ускладнюється тим, що невідомими величинами є амплітуди і початкові фази 
шуканих струмів і напруг, а відомими − параметри джерел (амплітуди, 
початкові фази і частота). У зв'язку з цим, застосувують інші способи подання 
гармонічних процесів, що спрощують операції підсумовування і віднімання 
гармонічних процесів з однаковою частотою, та розв’язання систем рівнянь, 
складених за законами Кірхгофа. Цим вимогам відповідають векторне і ком-
плексне подання синусоїдних струмів, напруг і ЕРС. 

Векторне подання засноване на відомому визначенні тригонометричних 
функцій як проекцій одиничного вектора. При цьому проекція вектора на гори-
зонтальну вісь відповідає αcos , а проекція на вертикальну вісь − αsin , де α  − 
кут, який відлічується проти годинникової стрілки від горизонтальної осі до 
вектора. Якщо щодо гармонічних процесів застосувати векторне подання, то 
вектор стане таким, що обертається. Параметри цього вектора однозначно 
пов'язані з параметрами відповідного процесу: швидкість обертання дорівнює 
кутовій частоті ω; довжина вектора збігається з амплітудою; кутове положення 
вектора в будь-який момент часу відповідає фазі ψ+ω=ψ tt)( , а в момент часу 

0=t  − початковій фазі ψ. На рис.3.7 зображений вектор )(~ ti , що обертається, і 
показано, як отримати за його допомогою миттєві значення струму в 
синусоїдній і косинусоїдній формах запису. 

Крім наочного зображення гармонічних процесів, векторне подання 
істотно спрощує операції підсумовування і віднімання миттєвих значень. 
Відомо, що проекція суми (різниці) двох і більше векторів на будь-яку вісь 
дорівнює сумі (різниці) проекцій цих векторів на ту ж вісь (властивість 
комутативності векторів). Оскільки для векторів, що обертаються, ця 
властивість справедлива в будь-який момент часу, то у разі однакової 
швидкості обертання векторів операції підсумовування (віднімання) миттєвих 
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значень можуть бути зведені до підсумовування (віднімання) відповідних 
векторів в один з моментів часу, наприклад, 0=t .  

Недоліком векторного подання синусоїдних струмів, напруг і ЕРС є нето-
чність графічних способів його реалізації і складність застосування для 
розв’язання систем рівнянь. 

Поєднати переваги векторного подання гармонічних процесів і надати 
операціям над векторами аналітичної форми дозволяє перенесення векторів, що 
обертаються, на комплексну площину (рис.3.8). 

 

)(~
1ti  

)0(~i  

 

t  

)sin()( imy tIti ψ+ω=  

 1t  

 0 

 t 

Рисунок 3.7 – Подання синусоїдного струму 
у вигляді проекцій вектора, що обертається 
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По осі абсцис комплексної площини відкладають дійсні (реальні) складові 

комплексних чисел. Тому ця вісь називається дійсною і позначається Re .  
Таке позначення дійсної осі пов'язане з операцією [ ]...Re 7, що означає 

виділення дійсної частини комплексного виразу в дужках. 
Вісь ординат комплексної площини називається уявною, оскільки на ній 

відкладають уявні частини комплексних чисел. Позначення уявної осі Im зу-
мовлене операцією виділення уявної частини комплексного виразу [ ]...Im 8. 

Не слід плутати позначення уявної осі та операції виділення уявної части-
ни з позначенням амплітуди струму mI . 

Комплексні числа, що відповідають векторам на комплексній площині, 
прийнято позначати підкреслюванням. Основні терміни і позначення, які засто-
совуються в комплексному методі аналізу кіл, наведені на рис.3.8 і в табл.3.3, а 
операції над комплексними числами − в табл.3.4.  

                                                           
7 Позначення дійсної осі комплексної площини Re  і операції визначення дійсної час-
тини комплексного числа пов’язані з першими літерами слова real (реальний). 
8 Позначення Im − це перші літери слова imaginary (уявний). 
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Таблиця 3.3 − Форми запису і складові комплексних чисел 
 

Термін Аналітичний запис 
Алгебраїчна ]Im[]Re[ AjAAjAA +=′′+′=  
Тригонометрична α+α= sincos AjAA  
Показникова α= jeAA  

Форми 
подання 
комплекс-
них чисел 

Спряжене комплексне число )( α−∗ =′′−′= jeAAjAA  
Дійсна частина α==′ cos)Re( AAA  
Уявна частина α==′′ sin)Im( AAA  
Модуль ( ) ( )22 AAAA ′′+′==  
Аргумент ( ) 1;0,/ =π+′′′=α nnAAarctg  

1;0),/arccos()1( =′−=α nAAn  

1;0,)/arcsin()1( =π+′′−=α nnAAn  
значення n залежить від чверті, 
де лежить комплексне число 

Складові 
комплекс-
них чисел 

Уявна одиниця / 21 jj e π= − = ; / 2jj e π−− = ; j 2 1= −  
 
Алгебра комплексних чисел грунтується на формулі Ейлера9 

α+α=α sincos je j , 
де 718,2≈e  – основа натуральних логарифмів, j  – уявна одиниця. 
Вектори, що обертаються в комплексній площині, проекції яких відпові-

дають синусоїдним струмам, напругам і ЕРС, називають комплексними миттє-
вими значеннями (комплексними гармоніками) і позначають відповідно 
( ),ti ( ),tu ( )te . Комплексні миттєві значення можна записати в одній з трьох 
форм запису комплексних чисел − показниковій, тригонометричній і алгеб-
раїчній: 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]tijtitjItIeIti imim
tj

m
i ImRe)sin()cos( +=ψ+ω+ψ+ω== ψ+ω ;  (3.7) 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]tujtutjUtUeUtu umum
tj

m
u ImRe)sin()cos( +=ψ+ω+ψ+ω== ψ+ω ; (3.8) 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]tejtetjEtEeEte emem
tj

m
e ImRe)sin()cos( +=ψ+ω+ψ+ω== ψ+ω .(3.9) 

 

                                                           
9 Ейлер Леонард, Euler (1707–1783) – видатний швейцарський математик, фізик, 
механік і астроном; академік Петербурзької та Паризької АН. У галузі математики 
вперше використав поняття функції комплексної змінної, зробив значний внесок у 
теорію чисел, диференціальну геометрію, теорію спеціальних функцій, варіаційне 
числення, теорію імовірностей, топологію. Працював в області навігації, суднобуду-
вання, оптики, опору матеріалів; розраховував політ аеростата. 
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Рисунок 3.8 – Подання комплексних чисел на комплексній площині 
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Таблиця 3.4 − Основні операції над комплексними числами 
Операція Співвідношення 

Підсумовування ( ) )( BAjBABA ′′+′′+′+′=+  
Віднімання )()( BAjBABA ′′−′′+′−′=−  

Множення )( β+αβα == jjj ABeBeAeBA  

Ділення )( β−α
β

α
== j

j

j
e

B
A

Be
Ae

B
A

 

Піднесення до степеня )( α= njnn eAA  
Добуття кореня )/( njnn eAA α=  

Сума спряжених комплексних чисел AAA ′=+ ∗ 2  

Різниця спряжених комплексних чисел AjAA ′′=− ∗ 2  

Добуток спряжених комплексних чисел 2AAA =∗  
 

Модулі комплексних гармонік дорівнюють амплітудам mmm EUI ,, , а ар-
гументи − повним фазам ψ+ω=ψ tt)(  відповідних синусоїдних струмів, на-
пруг і ЕРС. Дійсною частиною комплексних гармонік є миттєві значення в 
косинусоїдній формі запису, а уявною − миттєві значення, записані в 
синусоїдній формі. Комплексні гармоніки у виразах (3.7) − (3.9) мають однако-
ву частоту, що відповідає усталеному режиму кола з синусоїдними джерелами 
однакової частоти. 

На рис.3.9, а на комплексній площині показана комплексна гармоніка з 
тими ж параметрами, що і струм, миттєві значення якого зображені на рис.3.7 у 
вигляді проекцій вектора )(~ ti , що обертається. 
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Комплексні миттєві значення в показниковій формі можна записати як 
добуток трьох співмножників: 

tjj
m eeIti i ωψ=)( ;   tjj

m eeUtu u ωψ=)( ;   tjj
m eeEte e ωψ=)( .         (3.10) 

Перші співмножники у виразах (3.10) є амплітудами гармонік, другі − ви-
значаються початковими фазами гармонік. Третій співмножник 

cosω sinωj te t j tω = + , 
однаковий в кожному з виразів (3.10), визначає швидкість обертання векторів і 
називається оператором обертання. 

У момент часу 0=t  вирази (3.10) перетворюються в комплексні величи-
ни, які мають важливе значення в методах аналізу кіл синусоїдного струму і на-
зиваються комплексними амплітудами: 

ij
mm eIiI ψ==/ )0( ;  uj

mm eUuU ψ== )0( ;  ej
mm eEeE ψ== )0( .      (3.11) 

 
 

Рисунок 3.9 – Подання синусоїдного струму 
 в комплексній формі 
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Комплексна амплітуда синусоїдного струму, напруги або ЕРС ( mI , mU , 

mE ) − це комплексне число, модуль якого дорівнює амплітуді ( mmm EUI ,, ), а 
аргумент − початковій фазі ( eui ψψψ ,, ) відповідно струму, напруги або ЕРС. 

На комплексній площині комплексні амплітуди є нерухомими векторами 
(рис.3.9, б). 
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Поряд з комплексними амплітудами застосовують комплексні діючі зна-
чення ( EUI ,, ), які відрізняються від комплексних амплітуд тільки модулями. 
У комплексних діючих значень модулі дорівнюють діючим значенням 
( EUI ,, ) синусоїдних струмів, напруг або ЕРС: 

ijIeI ψ= ; ujUeU ψ= ; ejEe=E ψ .                            (3.12) 
Подання гармонічних процесів однакової частоти в комплексному 

вигляді дозволяє спростити їх алгебраїчне підсумовування. Для цього викори-
стовують властивість комутативності векторів. Наприклад, алгебраїчне 
підсумовування трьох гармонічних напруг виконуватиметься так: 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

( ) ( ) ( ) ( )
cos(ω ) cos(ω ) cos(ω )m u m u m u

u t u t u t u t
U t U t U tψ ψ ψ

= − + =

= + − + + + =
 

( )

ω ω ω ω ω ω
1 2 1 2 33

(ω )ω ω
1 2 3

Re Re Re Re

Re Re Re cos(ω ),u

j t j t j t j t j t j t
m m m m mm

j tj t j t
m m um m m m

U e U e U e U e U e U e

U U U e U e U e U tψ ψ+

      = − + = − + =      
    = − + = = = +     

 

де 321 mmm
j

mm UUUeUU u +−== ψ  − комплексна амплітуда 
результуючої напруги. 

Отже, щоб алгебраїчно підсумовувати миттєві значення синусоїдних 
струмів (напруг або ЕРС), достатньо провести алгебраїчне підсумовування ком-
плексних амплітуд цих струмів (напруг або ЕРС) і від здобутої комплексної 
амплітуди перейти до миттєвого значення. 

На рис.3.10, а показані вектори, які відповідають комплексним 
амплітудам трьох напруг, що підсумовуються у наведеному вище прикладі, і 
результат алгебраїчного підсумовування комплексних амплітуд (рис.3.10, б). 
Результуючий вектор mU  (рис.3.10, б) замикає ламану лінію, утворену векто-
рами, що алгебраїчно підсумовуються при їх паралельному перенесенні. 
 

321 mmmm UUUU +−=  

                                        
 

Im Im 1mU  

2mU  

3mU  

1mU  2mU−  

3mU

Re Re  0  0 

а б 

Рисунок 3.10 – Принцип побудови  
векторної діаграми   

 
Сукупність векторів, які відповідають комплексним амплітудам (компле-

ксним діючим значенням) синусоїдних струмів, напруг або ЕРС і алгебраїчно 
підсумовуються за законами Кірхгофа, називається векторною діаграмою. 
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На основі комплексних амплітуд синусоїдних струмів і напруг вводиться 
поняття комплексного опору і комплексної провідності. 

Комплексний опір − це відношення комплексних амплітуд (або комплекс-
них діючих значень) напруги і струму: 

/ /mmZ U I U I= = .                                                  (3.13) 
У показниковій формі комплексний опір має вигляд: 

ϕ= jZeZ , 
де / /m mZ U I U I= =  − модуль комплексного опору – повний опір;  

iu ϕ−ϕ=ϕ  − аргумент комплексного опору. 
Величина, обернена комплексному опору, називається комплексною 

провідністю 
1/ / / .m mY Z I U I U= = =                                               (3.14) 

У показниковій формі комплексну провідність записують у вигляді 
ϕ−= jYeY , 

де / /m mY I U I U= =  − модуль комплексної провідності – повна 
провідність;  ui ϕ−ϕ=ϕ−  − аргумент комплексної провідності. 

Основні поняття, пов'язані з комплексним поданням синусоїдних 
струмів, напруг і ЕРС, зведені до табл.3.5. 
 

Таблиця 3.5 − Комплексне подання синусоїдних струмів, напруг і ЕРС 
 

Назва Позна-
чення 

Одиниці  
виміру 

(найменування/
позначення) 

Співвідношення 

( )ti  ампер/А ( ) ( )

)sin()cos( imim

tj
m

tjItI
eIti i

ψ+ω+ψ+ω=
== ψ+ω

( )tu  вольт/В ( ) ( )

)sin()cos( umum

tj
m

tjUtU
eUtu u

ψ+ω+ψ+ω=
== ψ+ω

Комплексне 
миттєве 
значення 
(комплексна 
гармоніка) 

( )te  вольт/В ( ) ( )

)sin()cos( emem

tj
m

tjEtE
eEte e

ψ+ω+ψ+ω=
== ψ+ω

Оператор обертання tje ω
 безрозмірний tjte tj ω+ω=ω sincos  

mI  ампер/А ij
mm eII ψ=  Комплексна 

амплітуда 
mU ; mE  вольт/В uj

mm eUU ψ= ; ej
mm eEE ψ=  

I  ампер/А ijIeI ψ=  Комплексне діюче 
значення 

U ; E  вольт/В ujUeU ψ= ; ejEeE ψ=  
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Особливості застосування комплексного подання синусоїдних струмів, 
напруг і ЕРС ілюструють приклади 3.1 − 3.4. 

Приклад 3.1. Записати комплексне миттєве значення, комплексну амплітуду і 
комплексне діюче значення напруги: )4/310cos(5)( 9 π−= ttu  В. 

Розв’язання. Використовуючи визначення, запишемо комплексне миттєве зна-
чення, комплексну амплітуду і комплексне діюче значення даної напруги у вигляді: 

9(10 3 / 4)( ) 5 j tu t e π−=  В; 

( )
2

5
2

5)4/3sin(5)4/3cos(55 4/3 jjeU j
m −−=π−+π−== π−  В; 

( ) 5,25,2)4/3sin(
2

5)4/3cos(
2

5
2

5 4/3 jjeU j −−=π−+π−== π−  В. 

Приклад 3.2. Записати вираз миттєвого значення струму, у якого комплексне 
діюче значення і частота становлять відповідно 44 jI +−=  мА;  f = 50 МГц. Побу-
дувати графік (часову діаграму) миттєвого значення струму. 

Розв’язання. Визначимо комплексну амплітуду та перейдемо від алгебраїчної 
форми до показникової: 

( ) ( )2 2 [ ( 1) ] 3 / 44 4 2 4 2( 1 1) 4 2 1 1 8j arctg j
mI j j e eπ π− += − + = − + = − + ⋅ =  мА. 
Комплексне число, що відповідає комплексній амплітуді струму, лежить у 

другій чверті. Тому, визначаючи аргумент комплексної амплітуди iψ  (див. табл.3.3), 
до головного значення 4/)1( π−=−arctg  додаємо π. 

Перейдемо від комплексної амплітуди до миттєвого значення: 

[ ] )4/310cos(88ReRe)( 8)1052()4/3()2( 7
π+π=



 ⋅== ⋅πππ teeeIti tjjftj

m  мА. 

На графіку )(ti  (рис.3.11) по осі ординат відкладемо струм у міліамперах, по 

осі абсцис − дві змінні: час в наносекундах (1нс = 910− с) і фазу в радіанах. Період ко-
ливань і зсув максимуму струму відносно початку координат у часі становлять: 

8
6 102

1050
11 −⋅=
⋅

==
f

T  с; 9
60 105,7

10502
4/3 −⋅−=
⋅⋅π

π
−=

ω
ψ

−= it с. 

 
 

Рисунок 3.11 – Часова діаграма струму i(t) у прикладі 3.2 
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Приклад 3.3. Для вузла кола (рис.3.12, а) вибрані напрями трьох струмів у 
вітках і задані миттєві значення двох з них: 

)2/102cos(2)( 6
1 π−π= tti  мА; )4/3102cos(41,1)( 6

2 π+π= tti  мА. 
Визначити струм )(3 ti , побудувати векторну діаграму струмів для вузла. 
Розв’язання. Визначимо шуканий струм з рівняння за першим законом Кірх-

гофа для даного вузла: 0)()()( 321 =−+ tititi , звідки  )()()( 213 tititi += . 
 

 

Рисунок 3.12 – До прикладу 3.3 
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Щоб підсумувати миттєві значення струмів )(1 ti  та )(2 ti , перейдемо до їх ком-

плексних амплітуд: 
22 2/

1 jeI j
m −== π−  мА; 1141,1 )4/3(

2 jeI j
m +−== π  мА. 

Підсумовуючи комплексні амплітуди 1mI  і 2mI , визначимо комплексну 
амплітуду 3mI  шуканого струму і запишемо його миттєве значення: 

)4/3(
213 211112 π−=−−=+−−=+= j

mmm ejjjIII  мА; 

)]10375,0(102cos[2)4/3102cos(2

]2Re[]Re[)(
666

)102()4/3()2(
33

6

−

⋅ππ−π

⋅−π=π−π=

===

tt

eeeIti tjjftj
m

 мА.
 

На комплексній площині побудуємо вектори, що відповідають комплексним 
амплітудам заданих струмів (рис.3.12, б), і векторну діаграму для струмів вузла 
(рис.3.12, в), яка показує зв'язок між комплексними амплітудами струмів 1mI , 2mI  і 

3mI  згідно з першим законом Кірхгофа.  

Приклад 3.4. На деякій пасивній ділянці кола комплексні амплітуди напруги і 
струму становлять: 4−=mU  В; 31 jI m +−=  мА. Знайти комплексний опір і ком-
плексну провідність даної ділянки. 

Розв’язання. Подамо задані комплексні величини в показниковій формі і засто-
суємо співвідношення (3.13) і (3.14): π=−= j

m eU 44  B; 

( ) ( )32 2 / 31 3 1 3 2
j arctg j

mI j e e
π π − + = − + = − + ⋅ =  мА = 3 2 / 32 10 je π−⋅  A; 

3 / 3
3 2 / 3

4 2 10
2 10

j
jm

j
m

U eZ e
I e

π
π

π−= = = ⋅
⋅

 Ом = / 32 je π  кОм; 

3 2 / 3
3 / 32 10 0,5 10

4

j
jm

j
m

I eY e
U e

π
π

π

−
− −⋅

= = = ⋅  См = / 30,5 je π−  мСм. 
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3.5 Елементи R, L, C в колах синусоїдного струму 
 
Елемент R в колах синусоїдного струму називається активним опором. 

Введення цього терміну викликане необхідністю розрізнювати цей елемент і 
введені вище комплексний опір (3.13) і повний опір, а також розглянуті нижче 
декілька видів опорів для даного режиму кіл. Термін активний опір підкреслює 
також незворотне поглинання енергії в даному елементі. 

Стосовно до резистора, який за 
своїми параметрами найближчий до еле-
мента R, використовують терміни омічний і 
активний опори. Ці терміни характеризу-
ють відмінності у величинах опорів рези-
стора при постійному (омічний опір 0R ) і 
синусоїдному струмах (активний опір − 

)( fR ). На рис.3.13 показана залежність 
опору резистора від частоти )( fR .  

Збільшення опору резистора з підви- 

  )( fR  

 0 f

0R

Рисунок 3.13 – Залежність 
опору резистора від частоти 

 

щенням частоти пояснюється поверхневим ефектом і випромінюванням. 
Нехай через лінійний ідеальний активний опір R проходить синусоїдний 

струм (рис.3.14, а): 
( ) ( )im tIti ψ+ω= cos .                                          (3.15) 

Згідно із законом Ома напруга на активному опорі 
( ) ( ) ( ).coscos umim tUtRItu ψ+ω=ψ+ω=                      (3.16) 

З виразу (3.16) виходить, що амплітуда напруги на активному опорі mU  
пов'язана за законом Ома з амплітудою струму mI : mm RIU = , а початкові фази 
напруги і струму збігаються: .iu ψ=ψ  Отже, миттєві значення напруги і струму 
в активному опорі є коливаннями, які перебувають у фазі (рис.3.14, б). 

Від співвідношень (3.15) і (3.16), що описують миттєві значення струму і 
напруги в активному опорі, можна перейти до комплексних амплітуд: 

uii j
m

j
mm

j
mm eUeRIUeII ψψψ === ; . 

Отримані комплексні амплітуди дозволяють побудувати векторну 
діаграму у вигляді двох однаково спрямованих векторів (рис.3.14, в) і визначи-
ти комплексні опір і провідність: 

.1; G
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eI
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IYR

eI
eRI

I
U

Z
i

i

i

i
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j
m

m

m
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m

j
m

m

m
R =======

ψ

ψ

ψ

ψ

         (3.17) 

Миттєва потужність в активному опорі 
[ ]2 2 2( ) ( ) ( )   cos (ω ψ ) 1 cos2(ω ψ ) / 2R m i m ip t u t i t RI t RI t= = + = + + =  

[ ] [ ])2cos1)2cos1 i
2

i
2 t(GUt(RI ψ+ω+=ψ+ω+= ,                (3.18) 

де UI ,  − відповідно діючі значення струму і напруги. 
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Рисунок 3.14 – Режим синусоїдного струму в активному опорі 
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У розглядуваному режимі, як і в інших режимах роботи активного опору, 
миттєва потужність додатна в будь-який момент часу, що означає безперерв-не 
поглинання енергії. Середнє за період значення миттєвої потужності нази-
вається активною потужністю, яка вимірюється у ватах і становить: 

[ ] 22
T

0
i

2
T

0
R GU RI=dtt(RI

T
=(t)dtp

T
P =ψ+ω+= ∫∫ )2cos111 .         (3.19) 

Графік миттєвої потужності в активному опорі з позначенням максималь-
ного і середнього (активна потужність) значень зображений на рис.3.14, г. 

Синусоїдний струм, який описується виразом (3.15), проходячи через 
лінійну індуктивність L (рис.3.15, а), викликає появу напруги, котра згідно з 
формулою (1.16), визначається так: 

 tUtLItLI
dt

tdiLtu umimim ).cos()
2

cos()sin()()( ψ+ω=
π

+ψ+ωω=ψ+ωω−== (3.20) 

Вираз (3.20) показує, що амплітуда напруги на індуктивності пов'язана з 
амплітудою струму співвідношенням: 

mLmm IXLIU =ω= ,                                         (3.21) 
яке є законом Ома. У виразі (3.21) опору відповідає величина Lω , котра 
вимірюється в омах, називається індуктивним опором і позначається 

LX L ω= .                                                 (3.22) 
Згідно з (3.20) початкова фаза напруги на індуктивності ψ ψ / 2u i π= + .  
Отже, в індуктивності зсув фаз між напругою і струмом 

ψ ψ / 2u iϕ π= − = .                                            (3.23) 
Вираз (3.23) показує, що напруга на індуктивності випереджає струм за 

фазою на π/2 (90°), а у часі − на Т/4. Отже, коливання напруги і струму в 
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індуктивності перебувають «у квадратурі». Графіки миттєвих значень напруги і 
струму в індуктивності показані на рис.3.15, б. 
 
  
 
 

Рисунок 3.15 – Режим синусоїдного струму в індуктивності 
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Комплексні амплітуди струму і напруги в індуктивності 
ψ (ψ / 2) ψ; ωi i uj j j

m m m mmI I e U LI e U eπ+= = = ,  
дозволяють побудувати векторну діаграму у вигляді двох зсунутих на 2/π  век-
торів (рис.3.15, в). 

Комплексні опір і провідність індуктивності становлять: 
(ψ / 2)

2
ψ

ω ω ω ;
i

i

j jm m
L Lj

m m

U LI eZ Le j L jX
I I e

ππ+

= = = = =              (3.24) 

ψ

(ψ / 2) / 2
1 1 1 ,

ωωω

i

i

j
m m

L Lj j
Lm m

I eIY jB
U j L jXLeLI e π π+= = = = = = −         (3.25) 

де 1/ωLB L=  – індуктивна провідність, що вимірюється в сименсах (См). 
Миттєва потужність в індуктивності змінюється за законом 

2( ) ( ) ( ) ω  sin(ω ψ )cos(ω ψ )L m i ip t u t i t LI t t= = − + + =  
2

2 2m  sin2(ω ψ ) sin2(ω ψ ) sin2(ω ψ )
2

L
i L i L i

X I t X I t B U t= − + = − + = − + .   (3.26) 

На відміну від активного опору, в якому миттєва потужність завжди пози-
тивна, в індуктивності миттєва потужність є знакозмінною (рис.3.15, г). В 
інтервалах часу, коли 0)( >tpL , індуктивність накопичує енергію, а коли 

0)( <tpL , - віддає енергію. Середнє за період значення миттєвої потужності в 
індуктивності дорівнює нулю. Ця принципова відмінність характеру зміни по-
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тужностей в індуктивності й активному опорі обумовила появу терміну реак-
тивний елемент. До реактивних елементів належать індуктивність і ємність. 

Кількісною характеристикою миттєвої потужності реактивного елемента є 
її максимальне значення, яке називається реактивною потужністю і 
вимірюється у варах (ВАр). В індуктивності реактивна потужність 

22 UBIXP LLQL
== .                                        (3.27) 

Напругу на лінійній ємності С (рис.3.16, а) в режимі синусоїдного стру-
му (3.15) можна визначити, застосовуючи співвідношення (1.11): 

=ψ+ω
ω

=ψ+ω== ∫∫ )sin(1)cos(1)(1)( imim tI
C

dttI
C

dtti
C

tu  

)cos()
2

cos(1
umim tUtI

C
ψ+ω=

π
−ψ+ω

ω
= .                   (3.28) 

Враховуючи особливості синусоїдного режиму, при інтегруванні 
миттєвого значення струму стала інтегрування прийнята нульовою. 

 
  
 
 

Рисунок 3.16 – Режим синусоїдного струму в ємності 
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Вираз (3.28) дозволяє оцінити амплітудні і фазові співвідношення між 
напругою і струмом в ємності. 

Амплітуди напруги і струму на ємності пов'язані співвідношенням: 

mCmm IXI
C

U =
ω

=
1 .                                         (3.29) 

У виразі (3.29) величина 1/ωC , яка відповідає опору і вимірюється в 
омах, називається ємнісним опором: 

1/ωCX C= .                                                      (3.30) 
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Оскільки початкова фаза напруги на ємності ψ ψ / 2u i π= − , зсув фаз між 
напругою і струмом  

ψ ψ / 2u iϕ π= − = − .                                          (3.31) 
Отже, напруга на ємності відстає від струму за фазою на π/2, а у часі − 

на Т/4. Як і в індуктивності, коливання напруги і струму в ємності перебува-
ють «у квадратурі». Графіки миттєвих значень напруги і струму в ємності 
зображені на рис.3.16, б. 

Векторна діаграма для ємності має вигляд зсунутих на 2/π  векторів 
(рис.3.16, в), які відповідають комплексним амплітудам струму і напруги: 

ψ ( / 2)1;
ω

i i uj j j
m m m mmI I e U I e U e

C
ψ π ψ−= = = . 

Комплексні опір і провідність ємності визначаються так:  
(ψ / 2)

2
ψ

/ω 1 1 1 ;
ω ω ω

i

i

j jm m
C Cj

m m

U I e CZ e j jX
I C C j CI e

ππ− −
= = = = − = = −      (3.32) 

2 2
( / 2)

1ω ω ,
/ω

i

i

j j jm m
C Cj

Cm m

I eIY Ce e j C jB
U XI e C

π πψ

ψ π−= = = = = =         (3.33) 

де ω 1/C CB C X= =  − ємнісна провідність, вимірюється  в сименсах (См).  
Миттєва потужність в ємності 

=ψ+ωψ+ω
ω

== )cos()sin(1)()()( 2
iimC ttI

C
titutp  

2 2sin 2(ω ψ ) sin 2(ω ψ )C i C iX I t B U t= + = + .                    (3.34) 
Особливості зміни потужностей в ємності (рис.3.16, г) та індуктивності 

(рис.3.15, г) аналогічні. Тому ємність, як і індуктивність, належить до реактив-
них елементів. Реактивна потужність в ємності 

22 UBIXP CCQC
== .                                          (3.35) 

Розглянуті в даному підрозділі основні співвідношення зведені до табл.3.6. 
 
Таблиця 3.6 − Елементи R, L, C в колах синусоїдного струму 
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Закінчення табл. 3.6 
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3.6 Послідовне з'єднання елементів R, L, C в режимі 
      синусоїдного струму 

 
Розгляд послідовного з'єднання елементів R , L , C  в режимі 

синусоїдного струму має як теоретичне, так і практичне значення. З точки зору 
теорії, аналіз цього кола дозволяє ввести всі види опорів, сформулювати закон 
Ома в комплексній формі, продемонструвати методику побудови векторних 
діаграм. Дане коло застосовується як одна з схем заміщення будь-якої пасивної 
ділянки кола, зокрема послідовного резонансного контуру (див. розд. 4). 

Схема послідовного з’єднання елементів R , L , C  з позначенням пози-
тивних напрямів заданого струму ( ) ( )im tIti ψ+ω= cos  і шуканих напруг зобра-
жена на рис.3.17. Крім раніше розглянутих напруг на кожному з елементів, що 
описуються виразами (3.16), (3.20) і (3.28), на схемі вказана так звана реактивна 
напруга: p ( ) ( ) ( )L Cu t u t u t= + . 
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Напруга на затискачах кола згідно з другим законом Кірхгофа для вказа-
ного на рис.3.17 контуру  

p( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )R L C Ru t u t u t u t u t u t= + + = + .                               (3.36)  
Оскільки доданки у співвідношенні (3.36) мають однакову частоту, пара-

метри напруги )(tu  можна визначити, підсумовуючи комплексні амплітуди 
відповідних миттєвих значень напруг (див. підрозд. 3.4): 

( / 2) ( / 2)1ω .
ω

u i i i
R L C

j j j j
m m m mm m m mU U e U U U RI e LI e I e

C
ψ ψ ψ π ψ π+ −= = + + = + +   (3.37) 

Якщо в (3.37) винести за дужки спільний множник m
j

m IeI i =ψ , то даний 
вираз прийме вигляд закону Ома в комплексній формі: 

,mmU Z I=                                                       (3.38) 
де / 2 / 2ω (1/ω )j j

R L CZ R Le C e Z Z Zπ π−= + + = + +  – комплексний опір кола. 
 

Комплексний опір Z  є сумою ком-
плексних опорів елементів R , L , C . 
Аналіз формули (3.38) показує, що при 
послідовному з'єднанні будь-якої кількості 
пасивних елементів їх комплексні опори 
підсумовуються. 

Запис комплексного опору Z  в 
алгебраїчній і показниковій формах дозво-
ляє ввести поняття основних видів опорів 
в колах синусоїдного струму. 

)(tuC  

p ( )u t  

)(tuL

)(tu  

 
 

Рисунок 3.17 – Послідовне 
 з′єднання елементів R, L, C 

)(tuR

R  L  C  

( )i t  

 
Алгебраїчна форма запису комплексного опору має вигляд: 

ω /ω (ω 1/ω ) ( ) ,L CZ R j L j C R j L C R j X X R jX= + − = + − = + − = +     (3.39) 
де уявна частина комплексного опору ω 1/ω L CX L C X X= − = −  − нази-

вається реактивним опором. 
Показникова форма подання комплексного опору визначається виразами: 

2 2 ( / ) jjarctg X RZ R X e Z e
ϕ

= + = ,                               (3.40) 

де 22 XRZZ +== – повний опір; ( / )arctg X Rϕ =  – аргумент ком-
плексного опору послідовного кола R , L , C . 

Після підстановки всіх множників у показниковій формі закон Ома вигля-
датиме 

,)( ϕ+ψψϕψ === iiu j
m

j
m

jj
mm eZIeIZeeUU                      (3.41) 

що дозволяє знайти співвідношення для амплітуд і початкових фаз, а також пе-
рейти від комплексної амплітуди до миттєвого значення напруги )(tu : 

;mm ZIU =                                                     (3.42) 
ψ ψ ϕu i= + ;                                                   (3.43) 
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[ ] .)cos()cos(Re)( ϕ+ψ+ω=ψ+ω== ω
imum

tj
m tZItUeUtu         (3.44) 

Вираз (3.42) показує, що повний опір Z за законом Ома пов'язує 
амплітуди, а отже, і діючі значення напруги і струму кола. 
 

X  

0<ϕ

0>ϕ  

 

а б 

Рисунок 3.18 – Зображення комплексних 
 опорів послідовного кола R, L, C: 

 а – X > 0, ϕ > 0; б – X < 0, ϕ <0  
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0  Re

Im 
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Z  
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0  Re 

Im Комплексні опори можна 
зобразити на комплексній площині 
(рис.3.18). Застосування показни-
кової форми запису (3.40) у виразі 
закону Ома в комплексній формі 
дозволяє визначити комплексну 
амплітуду напруги mU  на затиска-
чах кола, а отже, і миттєве значення 

)(tu  цієї напруги.  
Після підстановки в (3.42) розгорненого виразу для повного опору можна 

встановити зв'язок між значеннями напруг на ділянках кола: 

( )22 2 2 2 2
p( ) ( ) ;m m L C m L m C m mR mU I R X X RI X I X I U U= + − = + − = +     (3.45)

 
2 2 2 2 2 2

p( ) ( )L C R L C RU I R X X U U U U U= + − = + − = + ,          (3.46) 

де pm mL mC mU U U X I= − = ; p L CU U U X I= − =  – амплітуда і діюче 
значення реактивної напруги відповідно. 

Формули (3.45) і (3.46) показують, що амплітуди і діючі значення, а отже, 
і показання вимірювальних приладів (для даного кола – вольтметрів) в колах 
синусоїдного струму підсумовуються не арифметично, а геометрично − з ура-
хуванням фазових співвідношень відповідних процесів. 

Аргумент комплексного опору, як видно з виразу (3.43), визначає зсув фаз 
між напругою і струмом: 

R
Xarctg

R
XXarctg CL

iu =
−

=−= ψψϕ                                 (3.47) 

і, залежно від параметрів кола ( R , L , C ) і частоти, може змінюватися у межах 
/ 2 / 2π ϕ π− ≤ ≤ .                                                   (3.48) 

Окремі випадки, які відповідають індуктивності ( 2/π=ϕ ) і ємності 
( 2/π−=ϕ ), можливі, якщо 0=R . 

Якщо 2/0 π<ϕ<  ( 0>X ; CL XX > ), то напруга за фазою випереджає 
струм. Це відповідає індуктивному характеру кола. 

За умови ємнісного характеру кола напруга за фазою відстає від струму. 
Це відповідає змінюванню аргументу комплексного опору в межах 2/0 π−>ϕ>  
( 0<X ; CL XX < ). 

Режим, при якому коло R, L, C має активний характер ( 0=ϕ ; CL XX = ), 
зветься резонансом. Резонансний режим є основним у роботі коливальних 
контурів і розглядається в розд. 4. 
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Амплітудні та фазові співвідношення для даного кола ілюструють 
векторні діаграми (рис.3.19). 
 

pmU  

 0>ϕ  

mCU  

pmU  

mCU   0<ϕ  

mCU  

 iu ψ=ψ  

 

Рисунок 3.19 – Векторні діаграми  
послідовного кола R, L, C: 

а – індуктивний характер кола (X > 0; ϕ > 0); 
б – ємнісний характер кола (X < 0; ϕ < 0);  

в – резонанс (X = 0; ϕ = 0) 

mRU  

mI

Re  0 

Im 

 а 

mLU  

mU  

mRU  

mLU  

mI

Re  0 

 б 

mU  

 в 
mmR UU =  

mI

Re  0 

Im 
mLU  

Im 

 
 
Побудову векторних діаграм слід починати із зображення комплексної 

амплітуди mI  відомого струму. Комплексні амплітуди напруг на елементах 
CLR ,,  є векторами, орієнтованими відносно вектора mI  відповідно до 

табл.3.6. Результатом підсумовування цих векторів є вектор, що відповідає 
комплексній амплітуді напруги mU  на затискачах кола. Вектори, які 
відповідають комплексним амплітудам реактивної напруги pm mL mCU U U= + , 
на рис.3.19, а, б побудовані пунктиром.  

Види опорів і співвідношення для них у колах синусоїдного струму 
зведені до табл.3.7.  

Приклад 3.5. Миттєве значення напруги на ділянці кола з параметрами 
R =1 кОм; L =2,73 мГн; C =1 нФ (рис.3.17) становить )2/10cos(20)( 6 π+= ttu  В. 
Знайти миттєві значення струму та напруг у колі. Побудувати векторну діаграму. 

Розв’язання. Визначаємо комплексний опір кола: 
3 6 3

6 9
1(ω 1/ω ) 10 (10 2,73 10 )

10 10
Z R j L C j −

−= + − = + ⋅ ⋅ −
⋅

= 73,11 j+  кОм / 32 je π=  кОм. 

Використовуючи закон Ома, комплексну амплітуду заданої напруги 
/ 220 j

mU e π=  В і знайдений опір кола Z , знаходимо комплексну амплітуду струму: 
/ 2

3 / 6
3 / 3

20 10 10
2 10

j
jm

m j
U eI e
Z e

π
π

π
−= = = ⋅

⋅
 А = / 610 je π  мА.  
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Розраховуємо комплексні амплітуди напруг на ділянках кола: 
3 3 / 6 / 610 10 10 10j j

mmRU RI e eπ π−= = ⋅ ⋅ =  В;  

2 / 3ω 27,3 j
mmLU j LI e π= =  В; 3 3 / 6 / 3/ω 10 10 10 10j j

mmCU jI C j e eπ π− −= − = − ⋅ ⋅ =  В; 
2( )3 3 / 6 2 6 3

p ( 1/ω ) (2,73 1) 10 10 10 17,3 17,3
j jj

mmU j L C I j e e e
π π π

πω
+−= − = − ⋅ ⋅ ⋅ = =  В. 

За допомогою знайдених комплексних амплітуд побудуємо векторну діаграму 
(рис.3.20) і запишемо миттєві значення струму і напруг на ділянках кола: 

 
)6/10cos(10)( 6 π+= tti  мА;  

)6/10cos(10)( 6 π+= ttuR  В;   

)3/210cos(3,27)( 6 π+= ttuL  В;  

)3/10cos(10)( 6 π−= ttuC  В;   
6

p ( ) 17,3cos(10 2 /3)u t t π= +  В. 

Дане коло має індуктивний характер. 
Зсув фаз між напругою на затискачах кола 
і струмом дорівнює аргументу комплекс-
ного опору і становить 3/π=ϕ . 
 

mCU

pmU

mRU  

ϕ

 

Рисунок 3.20 – Векторна діаграма 
до прикладу 3.5 
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Таблиця 3.7 − Опори в колах синусоїдного струму 
 
Опори Позначення Розрахункові співвідношення 

Активний R  RRmRmRmRmR IUIUIUR ===  
Індуктивний LX  LLmLmLL IUIULX ==ω=  
Ємнісний CX  CCmCmCC IUIUCX ==ω=1  

Реактивний X  
p p p p

ω 1 ω ;
/ /

L C

m m

X X X L C
X U I U I

= − = −

= =
 

Комплексний Z  
IUIUZejXR

XXjRCLjRZ

mm
j

CL

===+=

=−+=ω−ω+=
ϕ /

)()1(
 

Повний Z  
( )22

2 2

1

/ /m m

Z Z R L C

R X U I U I

ω ω= = + − =

= + = =
 

Аргумент Z iu ψ−ψ=ϕ  
( )[ ]

( )[ ] ( )RXarctgRXXarctg
RCLarctg

CL /
/1
=−=

=ω−ω=ϕ
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3.7 Паралельне з’єднання елементів R , L , C  
      в режимі синусоїдного струму 

 
Коло в режимі синусоїдного струму, що містить паралельно сполучені 

елементи R , L , C , має велике теоретичне і практичне значення. Теоретичний 
аналіз цього кола дозволяє розглянути всі види провідностей для режиму сину-
соїдного струму.  

Дане коло застосовується як схе-
ма заміщення будь-якої пасивної 
ділянки кола і як одна з схем 
заміщення паралельного резонансного 
контуру (див. розд. 4). Схема пара-
лельного з'єднання елементів R , L , C  
з позначенням позитивних напрямів 
заданої напруги на затискачах кола 

( ) ( )um tUtu ψ+ω= cos  і шуканих 
струмів показана на рис.3.21. 
 

)(tiC  
)(tu  

)(tiL  

 

Рисунок 3.21 – Схема паралельного 
з′єднання елементів R, L, C 

)(ti  

L  C  

)(tiR  

R  

 
Струм кола можна визначити за першим законом Кірхгофа для будь-кого 

з вузлів з урахуванням вибраних позитивних напрямів струмів у вітках:  

∫ ++=++=
dt

tduCdttu
LR

tutitititi CLR
)()(1)()()()()( .                 (3.49)  

Доданки у виразі (3.49) мають однакову частоту. Тому параметри струму 
)(ti  можна знайти, підсумовуючи комплексні амплітуди струмів у вітках: 

)
2

(
)

2
( π

+ψ
π

−ψψ
ψ ω+

ω
+=++=

u
uu

i
j

m

j
m

j
m

mCmLmR
j

m eCU
L

eU
R
eUIIIeI .  (3.50) 

Якщо в правій частині рівняння (3.50) винести за дужки спільний множ-
ник uj

meU ψ , який є комплексною амплітудою напруги mU  на затискачах кола, 
виходить вираз закону Ома в комплексній формі  

,mm UYI =                                                         (3.51) 

де / 2 / 21 1 ω
ω

j j
R L CY e Ce Y Y Y

R L
π π−= + + = + +  − комплексна провідність кола. 

Співвідношення (3.51) показує, що комплексна провідність паралельно 
з’єднаних елементів R , L , C  дорівнює сумі комплексних провідностей цих 
елементів. 

Комплексну провідність в алгебраїчній формі записують у вигляді: 

,)()1(111 jBGBBjGC
L

j
R

Cj
L

j
R

Y CL −=−−=ω−
ω

−=ω+
ω

−=     (3.52) 

де 1/ω ω L CB L C B B= − = −  – реактивна провідність. 
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Уявна частина комплексної провідності в загальному вигляді береться зі 
знаком мінус у зв'язку з тим, що аргументи комплексного опору і провідності 
як обернених величин відрізняються знаками: 

ϕ−ϕ===== ϕ−ϕ−
ϕ sincos111 jYYYee

ZZeZ
Y jj

j .                (3.53) 

У показниковій формі запису комплексна провідність має вигляд: 
2 2 ( / ) ,jarctg B G jY G B e Y e ϕ− −= + =                                   (3.54) 

де 22 BGYY +== – повна провідність; ( ) ( / )arctg B Gϕ− = −  – аргумент 
комплексної провідності паралельного кола R , L , C . 

Комплексну провідність, подібно комплексним опорам, зображують век-
тором на комплексній площині (рис.3.22). 

Використання показникової форми запису комплексної провідності до-
зволяє визначити комплексну амплітуду струму кола, амплітудні та фазові спів-
відношення між напругою і струмом, записати миттєве значення струму: 

,)( ϕ−ψψϕ−ψ === uui j
m

j
m

jj
mm eYUeUYeeII                   (3.55) 

;mm YUI =                                                  (3.56) 
;ϕ−ψ=ψ ui                                                (3.57) 

[ ] .)cos()cos(Re)( ϕ−ψ+ω=ψ+ω== ω
umim

tj
m tYUtIeIti         (3.58) 

 

0)( >ϕ−  0)( <ϕ−  

 

Рисунок 3.22 – Зображення комплексних провідностей на комплексній площині: 
 а –  G ; б –  LL jBY −= ; в –   CC jBY = ; г –  Y  якщо 0≠G , 0>− B ; 

0)( >ϕ− , 0<ϕ ; д –  Y  якщо 0≠G , 0<− B ; 0)( <ϕ− , 0>ϕ  
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Вираз (3.55) показує, що комплексна провідність Y  пов'язує згідно із за-

коном Ома комплексні амплітуди (комплексні діючі значення) струму і напруги 
кола: 

/ /m mY I U I U= = .                                              (3.59) 
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З формули (3.56) отримуємо вираз, який пов’язує за законом Ома 
амплітуди (діючі значення) струму і напруги кола: 

/ / .m mY I U I U= =                                                (3.60) 
Підстановка в (3.56) розгорненого виразу для повної провідності (3.54) 

встановлює зв'язок між струмами у вітках кола: 
2 2 2 2 2 2

p( ) ( )m m L C mR mL mC mR mI U G B B I I I I I= + − = + − = + ;     (3.61) 
2 2 2 2 2 2

p( ) ( )L C R L C RI U G B B I I I I I= + − = + − = +  ,                (3.62) 

де p p,m mL mC L CI I I I I I= − = −  – відповідно амплітуда і діюче значен-
ня реактивної складової струму. 

Співвідношення (3.61) дуальні виразам (3.45) для послідовного кола R , 
L , C  і показують, що амплітуди і діючі значення, а отже, і показання 
вимірювальних приладів у колах синусоїдного струму підсумовуються з ураху-
ванням фазових співвідношень відповідних процесів. 

Векторні діаграми (рис.3.23), ілюструють амплітудні та фазові співвідно-
шення між струмами і напругами в даному колі. 
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Рисунок 3.23 – Векторні діаграми 
паралельного кола R, L, C:  

а – ємнісний характер кола (−B > 0;  
 −ϕ > 0, ϕ < 0); б – індуктивний (−B < 0; 

 −ϕ < 0, ϕ > 0); в – резонанс (B = 0, ϕ = 0) 

 
 
Аргумент комплексної провідності )( ϕ− , як видно з формул (3.55) і 

(3.57), визначає зсув фаз між напругою і струмом ui ψ−ψ=ϕ− )(  і залежно від 
параметрів кола ( R , L , C ) і частоти може змінюватися у межах: 

/ 2 ( ) / 2π ϕ π− ≤ − ≤ . 
Окремі випадки, які відповідають ємності 2/)( πϕ =−  та індуктивності 

2/)( πϕ −=− , можливі, якщо 0=G . 
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За умови, що 2/)(0 πϕ −>−>  ( 0>B ; CL BB > ), струм за фазою відстає 
від напруги, що відповідає індуктивному характеру кола. Якщо аргумент ком-
плексної провідності змінюється в межах 2/)(0 πϕ <−<  ( 0<B ; CL BB < ), коло 
має ємнісний характер. 

При резонансі коло, що містить елементи R, L, С, має активний харак-
тер ( 0=ϕ ; CL BB = ). 

Найменування, позначення та розрахункові формули для різних видів 
провідності в колах синусоїдного струму зведені до табл.3.8. 
 

Таблиця 3.8 − Провідності в колах синусоїдного струму 
 
Провідність Позначення Розрахункові формули 
Активна  G  mR RmR mR R RmR RG I U I U I U I U= = = =  
Індуктивна  LB  mLmLL UILB =ω=1  
Ємнісна  CB  mCmCC UICB =ω=  

Реактивна  B  p p1 ω ω ; /L C m mB B B L C B I U= − = − =  

Комплексна  Y  UIUIYejBGY mm
j ===−= ϕ− /  

Повна  Y  UIUIBGYY mm ==+== 22  
Аргумент Y  )( ϕ−  ( ) uiGBarctg ψ−ψ=−=ϕ−  

 
Порівняння співвідношень для послідовного і паралельного кіл R, L, С 

показує, що паралельне коло дуальне відносно послідовного. Це означає, що всі 
співвідношення, отримані для одного кола, можна застосувати для іншого, як-
що замінити струм напругою, індуктивність − ємністю, провідність − опором 
і навпаки, тобто зробити заміну вихідних величин на дуальні. 

Приклад 3.6. Миттєве значення струму в ємності кола (рис.3.21) 
)2/10cos(10)( 6 π+= ttiC  мА. Параметри кола: R  = 1 кОм; L  = 1 мГн; C  = 2 нФ. 

Визначити миттєві значення струмів і напруги кола. Побудувати векторну діаграму. 
Розв’язання. Попередньо записавши комплексну амплітуду струму 

/ 210 j
mCI e π=  мА = 3 / 210 10 je π−⋅  А 

і розрахувавши комплексний опір ємності 
3

96 105,0
10210

11
⋅−=

⋅⋅
−=

ω
−= − jj

C
jZ C Ом, 

визначимо за законом Ома комплексну амплітуду напруги на затискачах кола: 
3 3 / 20,5 10 10 10 5j

C mCmU Z I j e π−= = − ⋅ ⋅ ⋅ =  B. 
Розрахуємо комплексну провідність кола і комплексні амплітуди струмів: 

3396
363 1010)10210

1010
1(

10
1)1(1 −−−

− +=⋅⋅−
⋅

−=ω−
ω

−= jjC
L

j
R

Y  См = 
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= 4/3 210 π− je  См;    510 3 ⋅== −
mmR UGI  А = 5 мА; 

23
36 1055

1010
11

π
−−

− ⋅=⋅
⋅

−=
ω

−=
j

mmL ejU
L

jI  А = 25
π

− j
e  мА; 

3 / 4 3 / 410 2 5 7,05 10j j
m mI Y U e eπ π− −= = ⋅ ≈ ⋅  А = / 47,05 je π  мА. 

mCI Масштаб 
1 мА 

4/)( π=ϕ−

mRI  

mI

Re  0 

Im 
mLI  

mU
Рисунок 3.24 – Векторна 
діаграма до прикладу 3.6 

1 В 

 

За знайденими комплексними амплітудами 
побудуємо векторну діаграму (рис.3.24) і запишемо 
миттєві значення напруги і струмів кола:  

)4/10cos(05,7)( 6 π+= tti  мА;  

 )10cos(5)( 6 ttiR =  мА; 

)2/10cos(5)( 6 π−= ttiL  мА; )10cos(5)( 6 ttu =  B. 
Зсув фаз між струмом і напругою на затискачах 
кола дорівнює аргументу комплексної провідності 

4/)( π=ϕ− . Дане коло має ємнісний характер.  

 
3.8 Еквівалентна заміна послідовного з'єднання елементів 
      паралельним і навпаки 
 
Розглянуті в підрозділах 3.6−3.7 поняття комплексних опорів і 

провідностей дозволяють не тільки обгрунтувати закон Ома в комплексній 
формі для пасивної ділянки кола, але й  еквівалентно подати будь-який 
лінійний пасивний двополюсник у вигляді послідовного або паралельного кіл 
R, L, C. При цьому для еквівалентного послідовного кола доцільно використо-
вувати комплексний опір, а для еквівалентного паралельного кола − комплексну 
провідність (рис.3.25).  

 
 

Рисунок 3.25 – Варіанти еквівалентної заміни 
пасивного двополюсника послідовним або 

паралельним колами R, L, C

⇒ 
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Z 1
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C= 

R1, R2, R3, .... 
L1, L2, L3, .... 
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На рис.3.25 і в подальшому викладенні для того, щоб розрізняти парамет-

ри послідовного і паралельного кіл, в позначеннях елементів і величин викори-
стовуються індекси: «=» − для послідовного кола; «| | » − для паралельного кола.  
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Необхідно звернути увагу на неоднозначність показаних на рис.3.25 пере-
творень для параметрів L і C, пов'язану з тим, що реактивні складові комплекс-
них опорів ( ω 1/ωX L C= == − ) і провідностей (

|| ||
1/ω ωB L C= − ) еквівалентного 

кола для заданої частоти ω утворюють одне рівняння з двома невідомими L і С. 
Тому один з цих параметрів L або С має бути заданий. 

Вибираючи як належить параметр одного з реактивних елементів, цей 
елемент можна виключити (замкнути або розімкнути), і тоді в схемі заміщення 
залишиться тільки другий реактивний елемент. Варіанти таких еквівалентних 
замін наведені в табл.3.9.  

 
Таблиця 3.9 − Співвідношення для розрахунку параметрів єдиного реак-

тивного елемента в еквівалентних схемах 
 

Знак  реактивного  
опору або провідності 

Вибір значення одного 
 з реактивних елементів 

Співвідношення для 
 розрахунку єдиного реактив-

ного елемента 
X > 0 C= → ∞  /ωL X= =  

X < 0 L= = 0  1/ ωС X= =  

B > 0 0
||

=C  
||

1/ ωL B=  

B < 0 ∞→
||

L  
||

/ωC B=  

 
Встановлення зв'язків між параметрами відповідних елементів послідов-

ного і паралельного еквівалентних кіл має не тільки теоретичне, але і практичне 
значення для складання схем заміщення реальних елементів. 

Прикладами практичних задач, в яких необхідно здійснити еквівалентну 
заміну послідовного кола паралельним або навпаки, є задачі розрахунку кіл, в 
яких конденсатори і котушки самоіндукції подані відповідними схемами замі-
щення. Так, основна схема заміщення конденсатора показана на рис.3.26, а. 
Щоб спростити розрахунки, іноді використовують еквівалентну послідовну 
схему заміщення конденсатора (рис.3.26, б). Аналогічні схеми для котушки са-
моіндукції зображені на рис.3.26, в (основна схема заміщення) і рис.3.26, г (па-
ралельна схема заміщення). 

Загалом є два варіанти еквівалентних перетворень: 
1) перехід від послідовного кола до паралельного (рис.3.27, а); 
2) перехід від паралельного кола до послідовного (рис.3.27, б). 
Переходячи від послідовного кола до паралельного, для заданих активної 

і реактивної складових комплексного опору послідовного кола R= і X= визнача-
ють активну і реактивну складові комплексної провідності паралельного кола 
G|| і B||. 
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Рисунок 3.26 – Основні схеми заміщення: а – конденсатора; в – котушки 
самоіндукції; б, г – еквівалентні перетворення цих схем  

г 

G|| 

C|| 

а б 

L= R= 

G|| 

L|| 

в 

R= C= 

 
 
 

Рисунок 3.27 – Еквівалентні перетворення послідовних і паралельних схем 

б 

X= R= 

а 

G|| 
B||| 

X= R= 
G|| B| | 

 
 
Оскільки кола еквівалентні, їх комплексні провідності однакові і тому 

,
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XR
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Z
R

XR
RG  − відповідно активна і реак-

тивна провідність еквівалентної паралельної схеми. 
Переходячи від паралельного кола до послідовного, для заданих активної 

і реактивної складових комплексної провідності паралельного кола G|| і B|| ви-
значають активну і реактивну складову комплексного опору послідовного кола 
R= і X=. При цьому використовується рівність комплексних опорів кіл: 

|| ||
||

|| || || || || ||

1 ,
( )( )

G jB
Z Z R jX

G jB G jB G jB= = =
+

= = = = +
− − +

 

де 
|| || || || || ||

|| || || ||
2 2 2 2 2 2;
G G B B

R X
G B Y G B Y= == = = =

+ +
 − відповідно активний і реак-

тивний опір еквівалентної послідовної схеми. 
З отриманих співвідношень виходить: 
1) розрахунок параметрів L і C еквівалентних схем дає неоднозначний ре-
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зультат, на що вказано вище в даному підрозділі; 
2) параметри активних опорів (або провідностей) еквівалентних схем за-

лежать від параметрів не тільки активних провідностей (або опорів), але і реак-
тивних елементів вихідних схем; 

3) параметри реактивних елементів еквівалентних схем визначаються па-
раметрами не тільки реактивних елементів, але і активних опорів (або 
провідностей) вихідних схем; 

4) параметри активних опорів (або провідностей) і реактивних елементів 
еквівалентних схем є функціями частоти; 

5) параметри відповідних елементів еквівалентних послідовного і пара-
лельного кіл не дорівнюють один одному: .;; |||| CCLLRR || ≠≠≠ ===  

Здобуті розрахункові співвідношення зведені до табл.3.10. 
Конденсатори зазвичай працюють в режимі, коли в основній паралельній 

схемі заміщення опір витікання R
||
 значно більший реактивного опору 

||
/1 Cω , 

тобто 
||||

/1 CR ω>> . Цю нерівність можна записати для провідностей у вигляді: 

.
||||

CG ω<<                                                    (3.63) 
З отриманих загальних виразів для еквівалентних перетворень виходять 

наведені в табл.3.11 співвідношення для параметрів елементів еквівалентних 
схем конденсатора і котушки самоіндукції (рис.3.26).  

 
Таблиця 3.10 − Розрахункові співвідношення для еквівалентних перетво-

рень послідовного і паралельного кіл 
 

Складові Z або Y Перехід від послідовного кола 
до паралельного 

Перехід від паралельного 
кола до послідовного 

Активні 222||
=

=

==

= =
+

=
Z
R

XR
RG  222

||

||

||||

||

Y

G

BG

G
R =

+
==  

Реактивні 
222||
=

=

==

= =
+

=
Z
X

XR
XB  222

||

||

||||

||

Y

B

BG

B
X =

+
==  

 
З урахуванням співвідношення (3.63) параметри послідовної схеми 

заміщення конденсатора (див. табл. 3.11) становитимуть: 

|| ||
||2 2 2

|| || || || ||

1 ;
(ω ) (ω ) ( ω )

G R
R R

C R C R C= ≅ = = <<   ||

||
||

2

2

(ω )
.

ω

C
C C

C= ≅ =  

Отже, ємності в паралельній і послідовній схемах заміщення для даного 
режиму роботи конденсатора приблизно однакові, а опори − обернено про-
порційні один одному. 
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Найпоширенішому режиму роботи котушок самоіндукції в техніці 
відповідає умова  

ωL R= =>> .                                                (3.64) 
При цьому параметри паралельної схеми заміщення котушок самоіндукції 

(див. табл. 3.11) становитимуть: 

|| ||

2

2
(ω ); ;

(ω )
R LG R R

RL
= =

=
==

≅ ≅ >>  ( ) .2

2

|| =
=

= =
ω
ω

≅ L
L

LL  

Особливості співвідношень між параметрами паралельної і послідовної 
схем заміщення котушки самоіндукції для розглянутого режиму роботи ана-
логічні отриманим вище для конденсатора. 

 
Таблиця 3.11 − Співвідношення для розрахунку параметрів елементів 

еквівалентних схем конденсатора і котушки самоіндукції 
 

Реальний елемент і його 
основна схема заміщення 

Параметри еквівалентних 
активних опорів і 
провідностей 

Параметри еквівалентних 
реактивних елементів 

Конденсатор 
 

G|| 
C|| 

  
( )

||

|| ||

22 ω

G
R

G C
= =

+
 || ||

||

2 2

2

(ω )

ω

G C
C

C=

+
=   

Котушка самоіндукції 
 L= R= 

 
|| 2 2(ω )

RG
R L

=

= =

=
+

 
||

2 2

2
(ω )

ω
R LL

L
= =

=

+
=   

 
3.9 Закони Кірхгофа в комплексній формі 
 
Закон Ома в комплексній формі застосовується тільки для розрахунку па-

сивних ділянок кіл синусоїдного струму. Щоб розраховувати розгалужені кола 
синусоїдного струму з джерелами, застосовують закони Кірхгофа в 
комплексній формі. 

Перший закон Кірхгофа в комплексній формі. 
У колі синусоїдного струму для будь-якого вузла, до якого увімкнено M 

віток, рівняння згідно з першим законом Кірхгофа для миттєвих значень 
струмів може бути записане у вигляді алгебраїчної суми10 : 

.0)cos(
1

=ψ+ω∑
=

ikkm
M

k
tI                                        (3.65) 

                                                           
10 Усі записані в цьому підрозділі суми є алгебраїчними; знаки доданків вибираються 
згідно з правилами, які застосовують, складаючи рівняння за законами Кірхгофа. 
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Після підстановки миттєвого значення k-го струму, вираженого за допо-
могою комплексної амплітуди 

[ ] [ ]tj
mk

tj
mkikmk eIeItI ik ωψ+ω ==ψ+ω ReRe)cos( )( ,  

ліва частина рівняння (3.65) набуде вигляд суми проекцій векторів, що оберта-
ються з однаковою кутовою частотою ω : 

[ ] .0Re
1

=∑
=

ω
M

k

tj
mkeI                                         (3.66) 

З огляду на властивість комутативності векторів (сума проекцій векторів 
дорівнює проекції суми цих векторів), з рівняння (3.66) виходить: 

.0ReRe
11

=













=




 ω

==

ω ∑∑ tjM

k
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M

k

tj
mk eIeI                          (3.67) 

Співвідношення (3.67) показує: в будь-який момент часу проекція векто-
ра, що обертається з кутовою частотою ω  

tjM

k
mk eI ω

=






∑

1
, 

дорівнює нулю. Це можливо, якщо цей вектор дорівнює нулю 

0
1

=∑
=

M

k
mkI .                                                  (3.68) 

Співвідношення (3.68) є математичним записом першого закону Кірхгофа 
в комплексній формі.  

Розділивши ліву і праву частини рівняння (3.68) на 2 , отримаємо запис 
першого закону Кірхгофа в комплексній формі для комплексних діючих зна-
чень синусоїдних струмів: 

0
1

=∑
=

M

k
kI .                                                  (3.69)  

Формулювання першого закону Кірхгофа в комплексній формі: 
у вузлі кола синусоїдного струму алгебраїчна сума комплексних амплітуд 

(комплексних діючих значень) синусоїдних струмів віток дорівнює нулю. 
Другий закон Кірхгофа в комплексній формі. 
Рівняння, складене згідно з другим законом Кірхгофа для миттєвих зна-

чень всіх K напруг у контурі та N ЕРС кола синусоїдного струму, має вигляд: 

.)cos()cos(
11

enmn
N

n
ukmk

K

k
tEtU ψ+ω=ψ+ω ∑∑

==
                       (3.70) 

Якщо у рівняння (3.70) підставити миттєві значення напруг і ЕРС, 
виражені через комплексні амплітуди 

[ ] [ ]tj
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рівняння матиме вигляд: 

[ ] [ ].ReRe
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=

ω

=

ω =
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n

tj
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K

k

tj
mk eEeU .                            (3.71) 

Перетворюючи рівняння (3.71) подібно тому, як це було зроблене вище 
при виведенні першого закону Кірхгофа в комплексній формі, можна записати:  
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звідки виходить другий закон Кірхгофа в комплексній формі: 

1 1
,

K N
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= =
=∑ ∑                                               (3.72) 

або для комплексних діючих значень: 
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Якщо кожну з напруг у лівій частині рівнянь (3.72) і (3.73) подати згідно 
із законом Ома в комплексній формі, другий закон Кірхгофа в комплексній 
формі можна записати у вигляді рівнянь: 
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Формулювання другого закону Кірхгофа в комплексній формі: 
у контурі кола синусоїдного струму алгебраїчна сума комплексних 

амплітуд напруг дорівнює алгебраїчній сумі комплексних амплітуд ЕРС; 
у контурі кола синусоїдного струму алгебраїчна сума комплексних діючих 

значень напруг дорівнює алгебраїчній сумі комплексних діючих значень ЕРС. 
 
3.10 Комплексний метод розрахунку кіл синусоїдного струму 
 
Комплексній метод розрахунку кіл синусоїдного струму виходить із за-

конів Ома і Кірхгофа в комплексній формі. В літературі зустрічається також 
стара назва методу − символічний. 

Комплексний метод, або метод комплексних амплітуд, уперше застосова-
ний для розрахунку кіл синусоїдного струму в кінці XIX ст. американськими 
інженерами Штейнметцем11 і Кеннелі12. 

                                                           
11 Штейнметц Чарлз Протеус, Steinmetz (1865–1923) – американський електро-
технік. Як головний електрик концерну «Дженерал електрик компані» проектував 
більшість електричних машин і апаратів, які виробляв цей концерн. Дослідницькі ро-
боти присвячені втратам на вихреві струми, світлотехніці, електричним розрядам, 
інженерній математиці (метод комплексних амплітуд). 
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Принципи складання і форми запису рівнянь за законами Ома і Кірхгофа в 
комплексній формі для кіл синусоїдного струму і кіл постійного струму (див. 
розд. 2) відрізняються тільки тим, що в першому випадку в рівняннях запису-
ються комплексні, а у другому − дійсні числа. Це дозволяє зробити висновок 
про те, що методи розрахунку для кіл постійного струму, можна розповсюдити 
на кола синусоїдного струму, застосувавши комплексне подання струмів, на-
пруг, ЕРС, опорів, провідностей. Комплексний метод розрахунку кіл 
синусоїдного струму загалом складається з таких етапів: 

а) постановка задачі в комплексному вигляді, яка включає: 
– перехід від миттєвих значень ЕРС (задаючих струмів) джерел напруги 

(струму) до їх комплексних амплітуд (комплексних діючих значень);  
– розрахунок комплексних опорів (провідностей) пасивних елементів;  
– складання еквівалентної комплексної схеми кола;  
– вибір в еквівалентній комплексній схемі кола умовних позитивних на-

прямів комплексних струмів і напруг;  
б) розрахунок комплексних амплітуд (комплексних діючих значень) шу-

каних струмів і напруг одним з методів: еквівалентних перетворень; рівнянь 
Кірхгофа; накладання; еквівалентного генератора тощо; 

в) перехід від знайдених комплексних амплітуд (комплексних діючих 
значень) шуканих струмів і напруг до їх миттєвих значень; 

г) побудова за результатами розрахунків графічних ілюстрацій (часових і 
векторних діаграм); 

д) аналіз енергетичних співвідношень у колі. 
У конкретних задачах окремі етапи можуть бути відсутніми. Так, в деяких 

задачах вихідні параметри задаються в комплексному вигляді і потрібно тільки 
визначити невідомі струми і напруги − також у комплексному вигляді. Іноді 
обмежують кількість необхідних графічних ілюстрацій, хоча в окремих задачах, 
навпаки, побудова часових і особливо векторних діаграм має самостійне зна-
чення. Якщо енергетичні співвідношення не є визначальними для розв’язання 
задачі, енергетичні розрахунки не виконують. Особливості аналізу енергетич-
них співвідношень в колах синусоїдного струму розглядаються у підрозд. 3.11 і 
3.12. 

Розв’язання задач комплексним методом ілюструється наступними при-
кладами. 

Приклад 3.7. Визначити методом рівнянь Кірхгофа у загальному вигляді стру-
ми у колі (рис.3.28) з параметрами пасивних елементів кола CLR ,,  і миттєвих зна-
чень ЕРС джерел: 1 1 1( ) cos(ω );m ee t E t ψ= +  2 2 2( ) cos(ω );m ee t E t ψ= +  

                                                                                                                                                                                                 
12 Кеннелі Артур Едвін, Kennely (1871–1945) – американський електротехнік. Учень 
Едісона. Викладав курс електротехніки в Гарвардському університеті. Керував науко-
вими дослідженнями у галузі електротехніки в Массачусетському технологічному 
інституті. Одночасно з Хевісайдом запропонував гіпотезу про відбиття радіохвиль від 
шарів атмосфери (іоносфери), які проводять електрику. 
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Рисунок 3.28 – Схема кола до прикладу 3.7 
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3 3 3( ) cos(ω ).m ee t E t ψ= +  

Розв’язання. Виберемо дові-
льно умовні позитивні напрями 
струмів у схемі (рис.3.28) і запи-
шемо в загальному вигляді:  

1 1Z R= ;  2 2ωZ j L= ;  

4 4 4ωZ R j L= + ; 3 3/ωZ j C= − ; 

5 5 5(ω 1/ω )Z j L C= − ; 

6 6 6 6(ω 1/ω )Z R j L C= + − ; 
1

1 1
ej

m mE E e ϕ=  
2 3

2 32 3;e ej j
m mm mE E e E E eϕ ϕ= =  

Пронумеруємо вузли, виберемо три незалежних контури і напрями обходу в 
них, після чого складемо необхідну і достатню кількість незалежних рівнянь: 

1) згідно з першим законом Кірхгофа 
для вузла 1       ;0641 =−− mmm III  для вузла 2       ;0524 =−− mmm III  
для вузла 3      ;0356 =−+ mmm III  

2) згідно з другим законом Кірхгофа 
для контуру I                    ;21442211 mmmmm EEIZIZIZ −=++   
для контуру II                  ;32223355 mmmmm EEIZIZIZ +=−+  
для контуру III                .0445566 =−− mmm IZIZIZ  

Щоб визначити струми в загальному вигляді, скористаємось матричною фор-
мою запису системи рівнянь і матричним методом розв’язання системи: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,; 1
mmmm EZIEIZ ⋅==⋅ −  

де ( )Z  – матриця узагальнених комплексних опорів; ( ) 1−Z  – обернена матриця 
узагальнених комплексних опорів; ( )mI  – матриця-стовпець невідомих комплексних 
струмів; ( )mE  – матриця-стовпець узагальнених комплексних ЕРС. 

Суть узагальнених комплексних опорів і узагальнених комплексних ЕРС 
аналогічна відповідним поняттям, введеним у підрозд. 2.3 під час розгляду методу 
рівнянь Кірхгофа для кіл постійного струму.  

У даному прикладі вказані матриці мають вигляд: 
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За знайденими комплексними амплітудами струмів визначимо їх миттєві зна-

чення, наприклад: [ ] [ ] ).cos(ReRe)( 11111
1 ψ+ω=== ωψω tIeeIeIti m

tjj
m

tj
m  

Приклад 3.8. На рис.3.29,а показана спрощена еквівалентна схема мікрофон-
ного кола телефонного апарату (ТА) в режимі очикування виклику (слухавка укладе-
на). В цьому режимі мікрофон ВМ відімкнений від лінії розмикачем К, який конст-
руктивно виконаний у вигляді двох паралельних пластинок (5×25 мм) на відстані 
1 мм одна від одної. Пластини мають паразитну ємність пC , що дозволяє утворити 
канал витоку інформації у вигляді електричного контуру, складеного із зовнішнього 
джерела високочастотного (ВЧ) сигналу (з частотою 200–1000 кГц), опору наванта-
ження нR , ємності пC  і мікрофонного кола ТА. Струм контуру буде модульований за 
амплітудою внаслідок змінювання опору вмR  мікрофону ТА, що викликане дією аку-
стичних сигналів. Якщо детектувати обвідну ВЧ напруги на опорі нR , можна на від-
стані кількох десятків метрів прослуховувати розмови у приміщенні, де встановлений ТА. 
 

Рисунок 3.29 – Еквівалентні схеми: 
 а – ТА; б – контур з ВЧ сигналом нав’язування 
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Найпростішим засобом захисту від такого несанкціонованого прослуховування 

приміщення є увімкнення паралельно ТА шунтувальної ємності ш 22...50C = нФ 
(рис.3.29,б). Значення шC  вибирають так, щоб її опір був великим для коливань зву-
кових частот (300–3400 Гц) і малим для ВЧ сигналу нав’язування (200–1000 кГц). 

Визначити діапазон змінювання напруги U∆  на резисторі н 100R =  Ом вна-
слідок варіювання опору мікрофона вмR  від 100 до 600 Ом під дією акустичних коли-
вань. З’ясувати вплив шунтувальної ємності ш 22C =  нФ на величину U∆ . Дано: па-
разитна ємність п 5C =  пФ, діюче значення ВЧ коливань 1 В, частота 1 МГц.  

Розв’язання.  
1. Розрахуємо комплексні діючі значення струму в контурі нав’язування без 

урахування ємності шC  (показаний на рис.3.29,б суцільною лінією) та напруги на 
опорі нR  за формулами: н н вм п/( / )I E R R j Cω= + − ; н ннU I R= . 

Для вмR =100 Ом  
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6 12 1,565
н 1/(100 100 / 2 10 5 10 ) 31,415 мкАjI j еπ −= + − ⋅ ⋅ ⋅ = ; 1,565

н100 3,1415 мВjU e= . 
Для вмR =600 Ом  

6 12 1,549
н 1/(100 600 / 2 10 5 10 ) 31,408 мкАjI j еπ −= + − ⋅ ⋅ ⋅ = ; 1,549

н600 3,1408 мВjU е= . 
Отже, внаслідок дії на мікрофон ВЧ коливання різниця діючих значень напруги 

на опорі навантаження становить н100 н600 0,7 мкВU U U∆ = − = , що дозволяє здійсни-
ти несанкціоноване зняття інформації. 

2. Якщо увімкнути паралельно ТА ємність шC , струм у контурі визначати-

меться за формулою н
ш вм п

н
вм п ш

/ω ( /ω )
/ω /ω

EI j C R j CR
R j C j C

=
− −+

− −

. 

Оскільки опір ємності шC  значно менший опору ТА, струм циркулює у 
контурі, показаному на рис.3.29,б пунктирною лінією. Величина струму становить 

0,0722
н 9,9739 мАjI e=  і практично не залежить від опору вмR . Отже, струм ВЧ 

нав’язування через мікрофон не протікає, змінювання струму в лінії не відбувається, 
що запобігає несанкціонованому витоку інформації. 

Приклад 3.9. Одним з каналів витоку інформації може бути канал, утворений 
за рахунок паразитного ємнісного зв’язку між близько розташованими елементами 
радіоелектронних засобів. Наприклад, якщо до елемента А увімкнено джерело ВЧ на-
пруги ( )e t , а елемент В має гальванічне з’єднання з одним з виводів джерела, між 
елементами А і В виникає ємнісний зв’язок, ступінь якого залежить від розмірів еле-
ментів, їх конфігурації та відстані між ними. Модель та еквівалентну схему такого 
зв’язку показано на рис.3.30, а,б.  

Ступінь впливу елемента А, що перебуває під ВЧ напругою, на елемент В оці-
нюють коефіцієнтом паразитного ємнісного зв’язку /bU Eβ = . Одним із методів за-
побігання витоку інформації є застосування заземленого електростатичного екрану 
(рис.3.30, в). При цьому величина ємності пC  значно зменшується, але виникають дві 
додаткові ємності 1C  і 2C . На еквівалентній схемі (рис.3.30, г) ємність пC  не врахо-
вується, а елемент зZ  є комплексним опором екрану та кола заземлення, величина 
якого становить одиниці Ом. 

Визначити коефіцієнт зв’язку β  для двох варіантів: 1) без екрану; 2) із засто-
суванням екрану. Дано: п 5C =  пФ, 1кОмb bZ R= = , з з 4ОмZ R= = , 1 15C =  пФ, 

2 10C =  пФ, смуга частот 1−100 МГц. 
Розв’язання.  
1. Для схеми (рис.3.30, б) коефіцієнт зв’язку β  можна знайти за формулою: 

п/ / /( / )b b bbU E I Z E Z Z j Cβ ω= = = − . Оскільки практично виконується умова 

п1/ωbZ C<< , коефіцієнт зв’язку пω bj C Zβ ≈ . Отже, ймовірність виникнення каналу 
витоку інформації за рахунок паразитного ємнісного зв’язку підвищується із збіль-
шенням частоти, вхідного опору елемента В та ємності пC . 
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 Обчислимо модуль коефіцієнта зв’язку для граничних значень 1 1МГцf =  та 

2 100МГцf =  заданої смуги частот: 

2 2
п/ 1/(ω )b bR R Cβ = + ; 1 0,031β = ; 2 0,953β = . 

 

Рисунок 3.30 – Модель та еквівалентна схема ємнісного зв’язку: 
 а,б – без екрану; в, г – з екраном 

пC  

а б 

( )e t  

А В 

bZ
пC  E bZ  

А В 

bU

I  

пC  

( )e t  

А В 

bZ

E bZ  

А В 

bU

bI

1C  2C  

1C 2C  aI

зZ  

екран 
в г 

 
  

2. Для схеми (рис.3.30, г) 

 вх/aI E Z= ; з 2
вх 1

з 2

( /ω )/ω
/ω

b

b

Z Z j CZ j C
Z Z j C

−
= − +

+ −
; з з 2/( /ω )b a bI I Z Z Z j C= + − ; 

з
вх

з вх2
/ /

( /ω )
b

b b ab
b

Z ZU E I Z I Z
Z Z j C Z

β = = =
+ −

.                         (3.76) 

Модуль коефіцієнта зв’язку для частот 1 1МГцf =  та 2 100МГцf =  за форму-

лою (3.76) становитиме: 5
1 2 10β −= ⋅ ;  2 0,037β = .  

Розрахуємо коефіцієнт зв’язку у випадку розриву кола заземлення екрану 
( з з 1 MОмZ R= = ): 1 0,038β = ;  2 0,967β = .  

Отже, з аналізу результатів розрахунків виходять такі висновки: 
- електростатичне екранування на декілька порядків зменшує коефіцієнт пара-

зитного ємнісного зв’язку; 
- коефіцієнт паразитного ємнісного зв’язку збільшується із зростанням частоти; 
- у випадку розриву кола заземлення екрану коефіцієнт β  стає більшим, ніж за 

відсутності екрану. 
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3.11 Енергетичні співвідношення в колах синусоїдного струму 
 
Основним енергетичним показником в колах синусоїдного струму, як і в 

колах постійного струму, є потужність. Оскільки миттєві значення напруг і 
струмів змінюються за гармонічним законом, миттєва потужність в колах сину-
соїдного струму є функцією часу. Тому вводиться ряд умовних показників по-
тужності, які розглядаються нижче. Ці показники використовують як для па-
сивних елементів і ділянок кіл, так і для джерел енергії.  

Будь-яку пасивну ділянку в колах синусоїдного струму можна замінити 
еквівалентним комплексним опором ϕ= jZeZ . Для спрощення аналізу початко-
ву фазу напруги вважають нульовою. Тоді миттєва потужность на цій ділянці 

[ ] )cos(cos)cos(cos)()()( ϕ−ωω=ϕ−ωω== ttIUtItUtitutp mmmm ,   (3.77) 
де /m mI U Z= . 
Вираз (3.77) після тригонометричного перетворення матиме вигляд: 

[ ] ),2cos(cos)2cos(cos
2

)( ϕ−ω+ϕ=ϕ−ω+ϕ= tUIUIt
IU

tp mm          (3.78) 

де / 2;mU U=  / 2mI I=  − діючі значення напруги і струму. 
Отже, миттєва потужність є коливанням (рис.3.31) з кутовою частотою 

ω2 , зміщеним відносно осі часу на величину ϕcosUI , котра називається ак-
тивною потужністю і позначається AP . 
 

Рисунок 3.31 – Часові діаграми миттєвих значень напруги, струму, потужності 
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Активна потужність вимірюється у ватах (Вт) і є середнім значенням 

миттєвої потужності на інтервалах часу, кратних періоду Т: 

.coscoscos)( 2222

0
GURIYUZIUIdttpP

T

A ==ϕ=ϕ=ϕ== ∫        (3.79) 
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Максимальне відхилення миттєвої потужності від її середнього значення 
(тобто від активної потужності) називається повною потужністю: 

22 YUZIUIPS === .                                        (3.80) 
Повну потужність можна розглядати як границю, до якої прямує активна 

потужність за умови активного характеру кола ( 1cos =ϕ ). Одиницею 
вимірювання повної потужності є вольт-ампер (ВА). 

Відношення активної потужності до повної потужності називається ко-
ефіцієнтом потужності: 

/ cosA SP P ϕ= . 
Коефіцієнт потужності є безрозмірним і позначається ϕcos . 
Коефіцієнт потужності є важливим показником в енергетиці, оскільки ха-

рактеризує міру використання енергії в лінії передачі. Чим більше ϕcos , тим 
менше різниця між активною і повною потужностями і тим менше інтервали 
часу, протягом яких 0)( <tp  і накопичена в реактивних елементах кола енергія 
повертається до джерела. 

Перетворення другого доданку у виразі (3.78) за формулою 
β⋅α+β⋅α=β−α sinsincoscos)cos(  дозволяє подати миттєву потужність як су-

му миттєвих значень активної 0)( >tpA  і реактивної )(tpQ  потужностей: 

( ) cos cos cos2ω sin sin 2ωp t UI UI t UI tϕ ϕ ϕ= + ⋅ + ⋅ =  
cos (1 cos2ω ) sin sin 2ω ( ) ( )A QUI t UI t p t p tϕ ϕ= + + ⋅ = + ,            (3.81) 

де ( ) (1 cos2ω ) 0A Ap t P t= + > ; ( ) sin sin 2ωQ Sp t P tϕ= ⋅ . 
Миттєве значення активної потужності пасивної ділянки кола в будь-який 

момент часу додатне, що свідчить про незворотне поглинання енергії в актив-
них опорах цієї ділянки.  

Миттєве значення реактивної потужності має вигляд коливання, 
інтенсивність якого визначається величиною  

22sinsin BUXIPUIP SQ ==ϕ=ϕ= ,                          (3.82) 
котра називається реактивною потужністю. 

Реактивна потужність вимірюється у вольт-амперах реактивних (ВАр). 
Реактивна потужність додатна, якщо 0>ϕ  (індуктивний характер кола), і 
від′ємна, якщо 0<ϕ  (ємнісний характер кола). Реактивна потужність дорівнює 
нулю за умови активного опору кола ( 0=ϕ ). 

Впродовж часових інтервалів, коли 0)( >tpQ , реактивні елементи кола 
накопичують енергію, а коли 0)( <tpQ , реактивні елементи кола віддають 
енергію джерелу. Отже, реактивна потужність характеризує обмін енергією між 
джерелом і ділянкою кола.  

Активну, реактивну і повну потужності, що описуються відповідно 
співвідношеннями (3.79), (3.82) і (3.80), об'єднують комплексною величиною, 
так званою комплексною потужністю. 
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В алгебраїчній, показниковій і тригонометричній формах комплексну по-
тужність записують так: 

ϕ+ϕ==+= ϕ sincos SS
j

SQAS jPPePjPPP .                   (3.83) 
З виразу (3.83) виходить, що модуль, дійсне і уявне значення комплексної 

потужності дорівнюють відповідно повній, активній і реактивній потужностям: 
22

QASS PPPP +== ; [ ] ϕ== cosRe SSA PPP ; [ ] ϕ== sinIm SSQ PPP . 

Аргумент комплексної потужності дорівнює зсуву фаз між напругою і 
струмом: 

( / ).u i Q Aarctg P Pϕ ψ ψ= − =   
Побудова комплексної потужності на комплексній площині (рис.3.32) 

ілюструє наведені вище співвідношення.  
Щоб виразити комплексну потужність через комплексні діючі значення 

напруги і струму, використовують вирази: 
2*2* UYIZIUPS === ,                                     (3.84) 

де ujUeU ψ=  − комплексне діюче значення напруги; ijIeI ψ−=*  − спря-
жене комплексне діюче значення струму. 

 
 

Рисунок 3.32 – Подання комплексної потужності та її складових на 
комплексній площині (трикутник потужностей) для: а – індуктивного; 

б – ємнісного характера пасивної ділянки кола 

а б 

Im 

SP  

0<QP

AP  

SP  

0 ϕ < 0 
Re 

AP  

SP  

SP  

0>QP  

0 

ϕ > 0 

Re 

Im 

 
 
Основні показники потужності для пасивних кіл синусоїдного струму 

зведені до табл.3.12. 
Показники потужності для пасивної ділянки кола можна застосувати для 

джерел енергії. З урахуванням миттєвих значень синусоїдних напруг (ЕРС) і 
струмів в ідеальних джерелах і відповідних їм комплексних діючих значень 
параметрів джерел вводяться показники потужності джерел (табл.3.13). 

Відмітною особливістю ідеальних джерел є те, що їх активна потужність 
може бути від’ємною ( 0AP < , cos 0ϕ < ); при цьому / 2 / 2π ϕ π< < − . Це 
означає, що джерело споживає енергію. В енергетиці реальний генератор з 
від’ємною активною потужністю працює як двигун, споживаючи енергію. 
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Таблиця 3.12 − Показники потужності для пасивних ділянок 
                          кіл синусоїдного струму  

 

Потужність Позна-
чення 

Одиниці  
вимірювання 

(найменування/ 
/позначення) 

Розрахункові співвідношення 

Повна  SP  вольт-ампер/ВА 2222
QAS PPYUZIUIP +====  

Активна  AP  ват/Вт 22cos GURIUIPA ==ϕ=  
Реактивна  QP  вольт-ампер 

реактивний/ВАр 
22sin BUXIUIPQ ==ϕ=  

Комплексна  SP  вольт-ампер/ВА 

ϕ=+=

====
j

SQA

S

ePjPP

UYIZIUP 2*2*

 

Коефіцієнт 
потужності 

ϕcos  − ( / )u i Q Aarctg P Pϕ ψ ψ= − =  

 
Таблиця 3.13 − Показники потужності ідеальних джерел 
                          синусоїдної напруги і струму  

 
Розрахункові співвідношення Потужність 

джерело напруги (ЕРС) джерело струму 
Миттєва, )(tp  )()( tite  дж( ) ( )u t i t  
Повна, SP  EIPS =  джSP UI=  
Активна, AP  ϕ= cosEIPA  дж cosAP UI ϕ=  
Реактивна, QP  ϕ= sinEIPQ  дж sinQP UI ϕ=  

Комплексна, SP  * j
S А Q SP EI P jP P e ϕ= = + =  *

дж
j

S А Q SP U I P jP P e ϕ= = + =  
Коефіцієнт 
потужності, ϕcos  

A

Q
ieE P

P
arctg=ψ−ψ=ϕ  

A

Q
iuI P

P
arctg=ψ−ψ=ϕ  

 
Із закону збереження енергії виходить, що для будь-якого кола викону-

ється рівняння балансу миттєвих потужностей: сума миттєвих потужностей в 
пасивних елементах дорівнює сумі миттєвих потужностей в ідеальних джере-
лах. Для кола, що містить ПN  пасивних елементів, EN  ідеальних джерел на-
пруги та IN  ідеальних джерел струму, рівняння балансу миттєвих потужностей 
має вигляд: 

[ ]
П

дж
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E IN N N

k k k k k k
k k k

u t i t e t i t u t i t
= = =

 = ± + ± ∑ ∑ ∑ .                   (3.85) 
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Вирази для миттєвих потужностей джерел напруги у правій частині 
рівняння (3.85) мають знак плюс, якщо напрями ЕРС і умовні позитивні напря-
ми струмів в джерелах збігаються, і знак мінус, якщо ці напрями протилежні. 
Для джерел струму миттєва потужність у рівнянні (3.85) додатна, якщо напрям 
струму джерела і умовний позитивний напрям напруги на його затискачах 
протилежні, і від′ємна, якщо ці напрями збігаються. 

Застосування до кожної складової у сумах рівняння (3.85) перетворень, 
аналогічних (3.77), (3.78) і (3.81), дозволяє обгрунтувати рівняння балансу ак-
тивних, реактивних і комплексних потужностей для кола синусоїдного струму:  

П П2
дж

1 1 1 1
cos [ cos ] [ cos ]

E IN N N N

k k k k k k k ek k k ik
k k k k

R I U I E I U Iϕ ϕ ϕ
= = = =

= = ± + ±∑ ∑ ∑ ∑ ;      (3.86) 

П П2
дж

1 1 1 1
sin [ sin ] [ sin ]

E IN N N N

k k k k k k k ek k k ik
k k k k

X I U I E I U Iϕ ϕ ϕ
= = = =

= = ± + ±∑ ∑ ∑ ∑ ;       (3.87) 

П П * * *2
дж

1 1 1 1
[ ] [ ]

E IN N N N

k k k k kk k k
k k k k

Z I U I E I U I
= = = =

= = ± + ±∑ ∑ ∑ ∑ .                    (3.88) 

Вибір знаків доданків в рівняннях (3.86) − (3.88) для різних видів потуж-
ностей джерел визначається відповідно до правил, сформульованих вище для 
доданків у правій частині рівняння балансу миттєвих потужностей (3.85). 

Слід зазначити, що рівняння балансу для повних потужностей у загаль-
ному випадку не виконується.  

 
3.12 Режим передачі максимальної активної потужності 
        від джерела до навантаження в колах синусоїдного струму 
 
Іноді достатньо обмежитися аналізом енергетичних співвідношень для 

одного з комплексних опорів кола, котре розглядається як навантаження 
( н н нZ R jX= + ), у разі зміни величин його активної нR  і реактивної нX  складо-
вих. У малопотужних пристроях СТЗІ актуальною є окрема постановка такої 
задачі, яка полягає в узгодженні комплексного опору навантаження з іншою 
частиною схеми, котра розглядається як активний двополюсник, за критерієм 
досягнення максимальної активної потужності у навантаженні12. Розв’язання 
такої задачі для режиму постійного струму наведено в підрозд. 2.7. 

Задача узгодження навантаження з активним двополюсником 
синусоїдного струму за критерієм досягнення максимальної активної 
потужності полягає у визначенні комплексного опору навантаження 

                                                           
12 Приклади розв’язання задач узгодження у пристроях СТЗІ: реалізація режимів 
передачі максимальної активної потужності від малопотужного передавального при-
строю (активний двополюсник) в антену (навантаження), що випромінює, або від 
приймальної антени (активний двополюсник) у вхідні кола приймального пристрою 
(навантаження). 
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н. узг н. узг н. узгZ R jX= + , коли активна потужність 2
н н. узг нAP R I=  максимальна 

( нI  – діюче значення струму в навантаженні). При цьому параметри активного 
двополюсника «А» (вхідний комплексний опір вх вх вхZ R jX= +  і комплексне 
діюче значення напруги холостого ходу х.хU ) вважаються відомими. Таку по-
становку задачі ілюструє рис.3.33, а. 
 
 

Рисунок 3.33 – Постановка і методика розв’язання задачі узгодження 
навантаження з активним двополюсником синусоїдного струму 
за критерієм досягнення максимальної активної потужності 

нI  «А»

х.х

вх вх вх

U
Z R jX= +

 
нZ  

х.хE U=  

вхZ  
нZ

нI  

х.х
к.з

вх

UI
Z

=  нU  
нY  вхY  

а б 

в 

 
 

Заміна активного двополюсника «А» еквівалентними джерелами напруги 
(рис.3.33, б) або струму (рис.3.33, в) дозволяє виразити активну потужність в 
навантаженні через задані параметри двополюсника і параметри навантаження, 
що змінюються, співвідношеннями:  

2
2 н х.х

н н н н н 2 2
вх н вх н

( , )
( ) ( )A

R UP R X R I
R R X X

= =
+ + +

;                     (3.89) 

2
2 н к.з

н н н н н 2 2
вх н вх н

( , )
(G ) ( )A

G IP G B G U
G B B

= =
+ + +

.                    (3.90) 

Слід підкреслити, що у виразах (3.89), (3.90) та у співвідношеннях, які 
здобуватимуться нижче, н н1/R G≠ , н н1/X B≠ , вх вх1/R G≠ , вх вх1/X B≠ . Це ви-
ходить із співвідношень між відповідними комплексними опорами і 
провідностями вх нвх н1/ ; 1/Z G Z G= =  і матеріалу підрозд. 3.8. 

Щоб визначити н.узгR  і н.узгX  (або н.узгG  і н.узгB ), необхідно дослідити на 
екстремум функції двох змінних н н н( , )AP R X  або н н н( , )AP G B , використовуючи 
вирази (3.89) і (3.90). Оскільки ці функції дуальні, можна обмежитися аналізом 
однієї з них, наприклад н н н( , )AP R X . Аналіз спрощується, оскільки змінні нR , 
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нX  не залежать одна від одної. Тому екстремуму функції н н н( , )AP R X  
відповідають значення н.узгR  і н.узгX , для яких незалежно виконуються умови:  

н н н

н

( , ) 0AP R X
X

∂
=

∂
;                                               (3.91) 

н н н

н

( , ) 0AP R X
R

∂
=

∂
.                                               (3.92) 

Співвідношення (3.91) призводить до рівняння 

( )2
н х.х вх н.узгн н н

2 2 2
н вх н вх н.узг

2( , ) 0
[( ) ( ) ]

A
R U X XP R X

X R R X X

− +∂
= =

∂ + + +
,  

розв’язком якого є величина реактивного опору узгодженого навантаження  
н.узг вхX Х= − .                                                (3.93) 

Вираз (3.89) після підстановки до нього значення (3.93) матиме вигляд: 

( )

2
н х.х

н н н.узг 2
вх н

( , )A
R UP R X

R R
=

+
.                                   (3.94) 

Формула (3.94) для н н н.узг( , )AP R X  збігається з виразом (2.39), одержаним 
при аналізі режиму передачі максимальної потужності від джерела до наванта-
ження в колах постійного струму. Це дозволяє, не розв’язуючи рівняння (3.92), 
використати умову режиму узгодження (див. розв’язок рівняння (2.45)): 

н.узг вхR R= .                                              (3.95) 
Враховуючи дуальність виразів (3.89) і (3.90), активна і реактивна 

провідності узгодженого навантаження для еквівалентного джерела струму 
(рис.3.33, в) становитимуть:  

н.узг вхG G= ; н.узг вхB B= − .                                 (3.96) 
Після підстановки у формули (3.89) і (3.90) відповідно н.узг вхR R=  і 

н.узг вхX X= − , н.узг вхG G=  і н.узг вхB B= −  виходить вираз для максимальної 
активної потужності у навантаженні в колах синусоїдного струму: 

max

2 2
х.х к.з

н
вх вх4 4A

U IP
R G

= = . 

Формули (3.93), (3.95) і (3.96) дозволяють записати загальні 
співвідношення між узгодженими комплексними опорами і провідностями на-
вантажень і вхідними комплексними опорами і провідностями активного дво-
полюсника: 

*
н.узг вхн.узг н.узг вх вхZ R jX R jX Z= + = − = ;                      (3.97) 

*
н.узг вхн.узг н.узг вх вхY G jB G jB Y= − = + = .                       (3.98) 

Отже, для передачі максимальної активної потужності до навантажен-
ня в колах синусоїдного струму необхідно, щоб комплексний опір (комплексна 
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провідність) навантаження і комплексний вхідний опір (комплексна вхідна 
провідність) активного двополюсника були комплексно спряженими.  

Тобто, необхідною умовою узгодження за критерієм максимальної актив-
ної потужності у навантаженні в колах синусоїдного струму є наявність резо-
нансних режимів у послідовному колі вх н.узг,Z Z  для еквівалентного джерела 
напруги (рис.3.33, б) і в паралельному колі вх н.узг,Y Y  для еквівалентного дже-
рела струму (рис.3.33, в). При цьому еквівалентний опір кола в першому випад-
ку і еквівалентна провідність кола у другому − будуть активними і становити-
муть: 

е вх2Z R= ; е вх2Y G= . 
У режимі узгодження значення ККД як відношення активної потужності 

навантаження до активної потужності джерела для схем з джерелом напруги 
(рис.3.33, б) і джерелом струму (рис.3.33, в) становитимуть: 

2
н.узг н н.узг н н.узг х.х

E
х.х н х.х х.х вх

0,5
cos cos 2 cosE E E

R I R I R U
U I U U R

η
ϕ ϕ ϕ

= = = = ; 

2
н.узг н н.узг н н.узг к.з

н к.з к.з к.з вх
0,5

cos cos 2 cosI
I I I

G U G U G I
U I I I G

η
ϕ ϕ ϕ

= = = = , 

де Eϕ  − зсув фаз між ЕРС джерела напруги і струмом; Iϕ  – зсув фаз між 
напругою і струмом джерела струму; 0=ϕ=ϕ IE , враховуючи резонансний 
режим за умови узгодження. 

Оскільки в режимі узгодження ККД порівняно невеликий ( 5,0=η=η IE , 
тобто 50 %), цей режим застосовують у так званих малопотужних пристроях, 
для яких величина ККД не має великого значення.  

Для потужних пристроїв, наприклад радіопередавальних пристроїв по-
тужністю порядка десятків−сотень кіловат і більше, визначальне значення має 
ККД. За умови збереження резонансного режиму в еквівалентних схемах 
заміщення потужних пристроїв (як активних двополюсників) і навантажень 
можна скористатися результатами аналізу ККД в підрозд. 2.7 для режиму 
постійного струму (див. рис.2.32 і 2.33). Це дозволяє зробити такі висновки:  

• щоб збільшити ККД у потужних пристроях, які за своїми параметрами 
доцільніше представити еквівалентною схемою з джерелом ЕРС, необхідно за-
безпечити виконання умови н вхR R>> ; 

• у пристроях, для яких доцільніші еквівалентні схеми з джерелом струму, 
ККД зростає, якщо н вхR R<< . 

Якщо умови (3.97) і (3.98) не виконуються і не можна, з точки зору техніч-
ної реалізації, відповідно змінити опір навантаження, між джерелом і наванта-
женням вмикаються узгоджувальні пристрої (трансформатори, індуктивно 
зв'язані резонансні контури тощо). Щоб ці пристрої не вносили додаткових 
втрат, в них використовуються переважно реактивні елементи.  
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3.13 Кола синусоїдного струму із взаємними індуктивностями 
 

3.13.1 Рівняння для кіл із взаємними індуктивностями в комплексній 
формі 

 
Вище у даному розділі розглядалися кола без індуктивних зв'язків. 

Оскільки індуктивні кола мають широке практичне застосування (спільні 
магнітні поля двох і більше котушок самоіндукції визначають принцип дії та-
ких пристроїв, як трансформатори, зв'язані коливальні контури, варіометри та 
ін.), режим синусоїдного струму в таких колах потребує окремого розгляду. 

Основні співвідношення для довільних законів зміни струмів в 
індуктивно зв'язаних колах отримані в розд. 1. Нехай струми в двох індуктивно 
зв'язаних елементах (див. рис.1.9) змінюються за синусоїдним законом з одна-
ковою частотою: 

)cos();cos( 222111 imim tIitIi ψ+ω=ψ+ω= . 
Миттєві значення напруг на цих елементах, з урахуванням співвідношень 

(1.26) і (1.27), становитимуть: 

;)2/cos()2/cos(

)sin()sin(

22111

22111
21

11

π+ψ+ωω±π+ψ+ωω=

=ψ+ωωψ+ωω−=±=

imim

imimL

tMItIL

tMItIL
dt
diM

dt
diLu m

    
(3.99) 

.)2/cos()2/cos(

)sin()sin(

11222

11222
12

22

π+ψ+ωω±π+ψ+ωω=

=ψ+ωωψ+ωω−=±=

imim

imimL

tMItIL

tMItIL
dt
di

M
dt
di

Lu m
   

(3.100)
 

Застосування методу комплексних амплітуд для підсумовування синусої-
дних складових у виразах (3.99) і (3.100) призводить до запису миттєвих зна-
чень напруг у вигляді: 

[ ]tj
mLL eUu ω= 11 Re ; [ ]tj

mLL eUu ω= 22 Re .                         (3.101) 
Комплексні амплітуди напруг у виразах (3.101) пов'язані з комплексними 

амплітудами струмів співвідношеннями: 
2112111 mMmLmmmL IZIZIMjILjU ±=ω±ω= ;                       (3.102) 
1221222 mMmLmmmL IZIZIMjILjU ±=ω±ω= ,                      (3.103) 

де 21
2211 ; ii j

mm
j

mm eIIeII ψψ ==  – комплексні амплітуди заданих струмів; 

11 LjZ L ω= ; 22 LjZ L ω=  – комплексні опори індуктивностей; MM jXMjZ =ω=  

– комплексний опір взаємоіндукції; MX M ω=  – опір взаємоіндукції. 
У співвідношеннях (3.99), (3.100), (3.102) і (3.103) відповідно миттєві 

значення напруг взаємоіндукції (записані із застосуванням функції косинуса), а 
також їх комплексні амплітуди при узгодженому увімкненні збігаються за зна-
ком зі складовими напруг самоіндукції, а при зустрічному увімкненні мають 
протилежні знаки. Схеми ділянки розглядуваного кола показані на рис.3.34. 

Здобуті в комплексному вигляді співвідношення (3.102), (3.103) між на-
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пругами і струмами для двох індуктивно зв'язаних елементів можна застосову-
вати до кіл з будь-якою кількістю взаємних індуктивностей. Складаючи для та-
ких кіл рівняння за другим законом Кірхгофа, необхідно у виразі для комплекс-
ної напруги на кожному індуктивно зв'язаному елементі, крім комплексної на-
пруги самоіндукції, записувати всі комплексні напруги взаємоіндукції з ураху-
ванням їх знаків відповідно до характеру увімкнення. 
 
 
 

Рисунок 3.34 – Ділянка кола із взаємною індуктивністю: 
а – для узгодженого; б – зустрічного увімкнень 

М 1L 2L* 
а б 

* М 1L 2L
* * 

1mLU  2mLU  
2mLU  1mLU  

1mI
1mI2mI  

2mI  

 
Для розрахунку лінійних кіл із взаємними індуктивностями комплексним 

методом, окрім методу рівнянь Кірхгофа (див. приклад 3.11) застосовують без 
додаткових перетворень метод накладання. Для розв’язання окремих задач ви-
користовують прийоми еквівалентних перетворень і метод еквівалентного ге-
нератора. Застосування методу вузлових напруг у комплексному вигляді для 
розрахунку кіл з взаємними індуктивностями без додаткових перетворень уск-
ладнене. 

Приклад 3.10. Для кола (рис.3.35,а) визначити миттєве значення напруги 
)(2 tu  на розімкнених затискачах індуктивності 1002 =L  мГн, якщо 

6
1( ) 10cos(10 / 4)u t t π= +  В; 707,0=k ; 11 =L  мГн;  1=R  кОм.  

 
 

 

Рисунок 3.35 – Схеми кіл у прикладах 3.10 (а) і 3.11 (б) 
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Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 153

Розв’язання. Використовуючи співвідношення (1.29) для коефіцієнта зв'язку k , 
визначимо взаємну індуктивність: 

36
21 1007,710100707,0 −− ⋅=⋅== LLkM  Гн = 7,07 мГн. 

Щоб розв’язати задачу комплексним методом, запишемо комплексну ампліту-
ду заданої напруги і визначимо комплексні опори елементів кола: 

4/
1 10 π= j

m eU  В; 336
11 101010 jjLjZ L =⋅=ω= −  Ом = 1j  кОм; 

336 1007,71007,710 ⋅=⋅⋅=ω= − jjMjZ M  Ом = j7,07 кОм. 
Розрахуємо комплексну амплітуду струму: 

( )
3

3

4/

1

1
1 1007,7

1011
10 −

π
⋅=

⋅+
=

+
=

j
e

ZR
UI

j

L

m
m  А = 7,07 мА. 

Враховуючи узгоджений характер увімкнення індуктивно зв'язаних елементів 
і відсутність струму в розімкнених затискачах індуктивності 2L , визначимо комплек-
сну амплітуду шуканої напруги: 

501007,71007,7 33
12 jjIZU mMm =⋅⋅⋅== −  В. 

Запишемо миттєве значення напруги:  6
2( ) 50cos(10 / 2)u t t π= +  В. 

Приклад 3.11. Скласти у загальному вигляді необхідну і достатню кількість 
рівнянь для визначення у комплексному вигляді струмів кола (рис.3.35, б) методом 
рівнянь Кірхгофа. Параметри елементів кола, а також комплексна амплітуда і частота 
джерела ЕРС задані. 

Розв’язання. Виберемо умовні позитивні напрями для комплексних амплітуд 
струмів у схемі, пронумеруємо вузли, виберемо два незалежних контури і напрями 
обходу в них (рис.3.35, б), після чого складемо необхідну і достатню кількість неза-
лежних рівнянь Кірхгофа в комплексній формі: 

;0321 =−− mmm III                                               (3.104) 

3 111 3 / ω ;m m mmL mLU U I j C R I E+ + + =                            (3.105) 

2 322 3/ ω 0m mmL mLU R I I j C U+ − − = .                             (3.106) 
Запишемо вирази для комплексних амплітуд напруг на індуктивностях, врахо-

вуючи характер увімкнення: 
313212111 mmmmL IMjIMjILjU ω−ω−ω= ;                           (3.107) 

323112222 mmmmL IMjIMjILjU ω+ω−ω= ;                       (3.108) 

223113333 mmmmL IMjIMjILjU ω+ω−ω= .                        (3.109) 
Підставимо вирази (3.104) − (3.106) до (3.107) і (3.108) і згрупуємо доданки: 
[ ] [ ]1 2 31 1 13 23 12 3 13ω( ) ω( ) ω( ) 1/ω ;m m m mR j L M I j M M I j L M C I E+ − + − + − − =  (3.110) 

[ ] [ ]1 2 313 12 2 2 23 23 3ω( ) ω( ) ω( ) 1/ω 0m m mj M M I R j L M I j M L C I− + + − + − + = . (3.111) 
Рівняння (3.104), (3.110) і (3.111) записані у впорядкованій формі і дозволяють 

знайти комплексні амплітуди струмів даного кола, застосовуючи визначники. 
Зазначимо, що дане коло має одне джерело енергії, однак безпосередньо визна-

чити еквівалентний комплексний опір відносно затискачів джерела eZ  методом пере-
творень не можна, а лише після розрахунку струмів: e 1/m mZ E I= . 
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3.13.2 Еквівалентні перетворення ділянок кіл 
            із взаємними індуктивностями 
 
Метою перетворень ділянок кіл із взаємними індуктивностями є заміна їх 

еквівалентними схемами без елементів з індуктивними зв'язками. До основних 
прийомів належать еквівалентні перетворення при послідовному і паралельно-
му з'єднаннях віток з індуктивними елементами, а також перетворення 
взаємних індуктивностей, які мають спільну точку з'єднання [7, c.235−243].  

На практиці частіше застосовують послідовне з’єднання індуктивно 
зв'язаних котушок самоіндукції. Схеми заміщення для двох котушок зображені 
на рис.3.36. При цьому характер увімкнення котушок, незалежно від напряму 
струму, визначається послідовністю увімкнення однойменних затискачів. 

 
 

Рисунок 3.36 – Послідовне з’єднання індуктивно зв’язаних котушок: 
а – для узгодженого; б – зустрічного увімкнень  
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Співвідношення між комплексними амплітудами струмів і напруг для уз-

годженого і зустрічного (рис.3.36) увімкнень мають вигляд: 

[ ] ( )
1 1 2 212 1 2

1 e1 2 e2 e e

ω ω ω ω
ω ω ω

m m m m m mm m

m m

U U U R I j L I j M I R I j L I j M I
R j L R j L I R j L I

= + = + ± + + ± =

= + + + = +
(3.112) 

де e1 1L L M= + ; e2 2L L M= + ; e 1 2 2L L L M= + +  − еквівалентні 
індуктивності відповідно першої котушки, другої котушки і всього кола при уз-
годженому увімкненні; e1 1 e2 2 e 1 2; ; 2L L M L L M L L L M= − = − = + −  − 
відповідні еквівалентні індуктивності при зустрічному увімкненні. 

У виразі (3.112) напруги взаємоіндукції при узгодженому увімкненні 
мають знак плюс, а при зустрічному − знак мінус. 

Вираз (3.112) дозволяє побудувати векторні діаграми (рис.3.37). 
Співвідношення для послідовного з'єднання індуктивно зв'язаних коту-

шок, а також побудовані векторні діаграми дозволяють зробити висновки: 
1) при узгодженому увімкненні еквівалентні індуктивності кожної з ко-

тушок збільшуються на M , а еквівалентна індуктивність всього кола 
( e 1 2 2L L L M= + + ) збільшується на M2  порівняно з випадком відсутності 
взаємоіндуктивних зв'язків; при узгодженому увімкненні та максимальному 
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зв'язку 1 2( 1; )k M L L= =  еквівалентні індуктивності становитимуть 

e1 1 1 2L L L L= + , e2 2 1 2L L L L= + , ( )2e 1 2 1 2 1 22L L L L L L L= + + = + ; якщо 

при цьому індуктивності однакові ( )LLL == 21 , то e 4L L= ; 
 
 

Рисунок 3.37 – Векторні діаграми при послідовному з’єднанні індуктивно зв’язаних 
котушок: а – узгоджене; б – зустрічне увімкнення, L1 < M, L2 > M  
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2) при зустрічному увімкненні еквівалентні індуктивності кожної з коту-

шок зменшуються у порівнянні з випадком відсутності взаємоіндуктивних зв'я-
зків на M , а еквівалентна індуктивність всього кола зменшується на M2 ; при 
максимальному зв'язку ( 1=k ) і зустрічному увімкненні еквівалентні індуктив-
ності становитимуть: 

e1 1 1 2L L L L= − , e2 2 1 2L L L L= − , ( )2e 1 2 1 2 1 22L L L L L L L= + − = − ; 

при цьому еквівалентна індуктивність кола або додатна, якщо 21 LL ≠ , або 
дорівнює нулю ( )e 0L = , якщо індуктивності однакові ( )LLL == 21 ; 

3) еквівалентні індуктивності кола при узгодженому і зустрічному 
увімкненнях відрізняються на M4 ; при максимальному зв'язку ця відмінність 
становитиме 214 LL , а у разі однакових індуктивностей – L4 ; 

4) при зустрічному увімкненні, сильному зв'язку та істотній відмінності 
індуктивностей за величиною ( 21 LL <<  або 21 LL >> ) еквівалентна 
індуктивність котушки з меншою індуктивністю може стати від′ємною 
( e1,2 1,2 0L L M= − < ); комплексний опір такої котушки матиме ємнісний харак-
тер, а коло, загалом, − індуктивний характер; наприклад, векторна діаграма 
(рис.3.37, б) відповідає варіанту, коли e1 1 0L L M= − < . 

Залежність еквівалентної індуктивності послідовно сполучених індукти-
вно зв'язаних котушок від величини зв'язку і характеру увімкнення використо-
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вується у варіометрах − пристроях, які дозволяють змінювати індуктивність, а 
також при виготовленні дротяних резисторів з малою індуктивністю. 

Приклад 3.12. Повні опори двох послідовно з’єднаних індуктивно зв'язаних 
котушок (рис.3.36) з параметрами );( 2121 LLLRRR ====  на частоті 1=f  МГц 
дорівнюють при узгодженому увімкненні зг 1,414Z =  кОм, а при зустрічному − 

зс 1Z =  кОм. Знайти активний опір R , індуктивність L  кожної котушки та їх взаємну 
індуктивність M , якщо коефіцієнт зв'язку .5,0=k  

Розв’язання. Запишемо співвідношення для повних опорів при узгодженому і 
зустрічному увімкненнях: 

( ) [ ] 22
зг 2 ω(2 2 ) ;Z R L M= + + ( ) [ ] 22

зс 2 ω(2 2 ) .Z R L M= + −  
Підставляючи задані значення повних опорів і частоти, а також використо-

вуючи співвідношення для коефіцієнта зв'язку для ідентичних котушок 
LMk /5,0 == , отримуємо систему з двох рівнянь з двома невідомими: 

( ) ;5,110221414
262 LR ⋅⋅π+=  ( ) .5,010221000

262 LR ⋅⋅π+=  
Піднісши до квадрата ліві та праві частини рівнянь, маємо: 

;109105,0 212226 LR π+=⋅  ,101025,0 212226 LR π+=⋅  
звідки після елементарних перетворень отримуємо: 

27,56
32

10 3
=

π
=

−
L  мкГн; 46810

8
75,1 3 ==R  Ом; 135,285,0 == LM  мкГн. 

 
3.13.3 Лінійний трансформатор 
 
Трансформатором називається пристрій, призначений для перетворення 

амплітуд і початкових фаз напруг і струмів, принцип дії якого оснований на 
явищі взаємоіндукції. Історично поява трансформаторів значною мірою обумо-
вила широке практичне застосування синусоїдних струмів у другій половині 
XIX ст. Перші практичні і теоретичні роботи, пов'язані з трансформаторами, 
виконали Яблочков13, Ферраріс14, Доливо-Добровольський15, Тесла16. 

                                                           
13 Яблочков Павло Миколайович (1847–1894) – військовий інженер, винахідник у 
галузі електротехніки. Розробив і вдосконалив перше джерело світла (електрична 
свіча), генератори і хімічні джерела струму, трансформатор (патент − у 1876 р.). 
Ініціював централізоване виробництво електроенергії. 
14 Ферраріс Галілео, Ferraris (1847–1897) – італійський фізик і електротехнік. 
Основні роботи присвячені теорії і практичному застосуванню змінних струмів. У 
1884-1887 рр. одним з перших виконав дослідження трансформаторів. Відкрив явище 
магнітного поля, що обертається, і на цій основі створив модель асинхронного двигу-
на. Працював також в області оптики і теорії тепла. 
15 Доливо-Добровольський Михайло Йосипович (1862–1919) – електротехнік. Зба-
гатив електротехніку низкою видатних відкриттів і винаходів, розробив усі пристрої 
(генератори, двигуни, трансформатори, лінії передачі) для трифазних систем. Створив 
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Залежно від призначення розрізнюють силові однофазні та трифазні 
трансформатори в блоках живлення пристроїв СТЗІ та електроенергетиці, ви-
сокочастотні трансформатори для перетворення сигналів (інша назва − зв'язані 
коливальні контури), узгоджувальні трансформатори для перетворення опорів, 
імпульсні трансформатори, вимірювальні трансформатори та ін.  

Крім призначення, трансформатори класифікують і за іншими ознаками − 
кількості індуктивно зв'язаних котушок (обмоток), наявності або відсутності 
нелінійних елементів (лінійні та нелінійні трансформатори), ступеня ідеалізації 
(реальний, довершений та ідеальний трансформатори), конструктивним озна-
кам (матеріал і геометрія осердя), можливості плавного регулювання парамет-
рів (настроювальні трансформатори, автотрансформатори).  

У даному підрозділі розглядається лінійний трансформатор з двома об-
мотками. Схема реального лінійного трансформатора з двома обмотками пока-
зана на рис.3.38. Параметри з індексом «1» відповідають первинній обмотці, а з 
індексом «2» − вторинній. Вказані на рис.3.38 напрями комплексних діючих 
значень струмів17 1I ; 2I  і комплексних діючих значень напруг18 1U ; 2 нU U=  є 
стандартними, якщо розглядати дане коло як чотириполюсник (затискачі 1, 1' є 
вхідними, а затискачі 2, 2' − вихідними), і відповідають зустрічному характеру 
увімкнення взаємних індуктивностей. Активні опори 21, RR  враховують втрати 
в обмотках трансформатора. 

Рівняння реального трансформатора, складені згідно з другим законом Кі-
рхгофа для вибраних контурів I, II і напрямів струмів і напруг, мають вигляд: 

( ) ( )1 2 1 н 21 1 2 21ω ω ; ω ω 0.R j L I j M I U j M I R j L Z I+ − = − + + + =     (3.113) 

Теоретичне і практичне значення має режим холостого ходу у вторинній 
обмотці трансформатора (рис.3.39). У цьому випадку нZ →∞ ; 02 =I  і рівнян-
ня (3.113) набудуть вигляду: 

( ) 1х.х 1х.х1 1 1 2х.хω ; ω 0.R j L I U j M I U+ = − + =                         (3.114) 
 

                                                                                                                                                                                                 
оригінальні електровимірювальні прилади. Зробив внесок у становлення електро-
технічної освіти. 
16 Тесла Нікола, Tesla (1856–1943) – сербський винахідник в області електротехніки 
та радіотехніки. Незалежно від Ферраріса відкрив явище магнітного поля, що обер-
тається. Запатентував низку конструкцій електричних машин, лічильників, часто-
томірів та ін. Приймав участь у створенні Ніагарської гідроелектростанції. Розробив 
високочастотні трансформатор (1891) і генератори. Досліджував можливості безпро-
водової передачі електроенергії. Його ім’ям у системі СІ названа одиниця магнітної 
індукції, густини магнітного потоку і магнітної поляризації тесла (Тл), а також оди-
ниця магнітного векторного потенціалу поляризації тесла-метр (Тл⋅м). 
17 У подальшому викладенні коротко називатимуться струмами. 
18 У подальшому викладенні коротко називатимуться напругами. 
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Рисунок 3.38 – Схема реального трансформатора 
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Струм первинної обмотки в режимі холостого ходу 1х.хI  називається 
струмом намагнічення19. Струм намагнічення і напруга на розімкнених затис-
качах вторинної обмотки (напруга холостого ходу 2х.хU ) визначаються з сис-
теми рівнянь (3.114) у вигляді: 

1 1
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Рисунок 3.39 – Режим холостого ходу реального трансформатора 
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Дві спрощені моделі (довершений та ідеальний трансформатор) дозволя-

ють обгрунтувати можливості трансформаторів перетворювати вхідні та вихід-
ні напруги, струми і опори, ввести поняття коефіцієнта трансформації і поясни-
ти значення струму намагнічення. 

Довершеним називається трансформатор (рис.3.40,а), у якого відсутні 
втрати і коефіцієнт зв'язку дорівнює одиниці ( 021 == RR ; 1 2/ 1k M L L= = ). 

Рівняння згідно з другим законом Кірхгофа для довершеного трансформа-
тора можна подати у вигляді: 

1 2 1 21 21 2ω ω ; ω ω .U j L I j M I U j M I j L I= − = −                        (3.115) 

                                                           
19 Діюче значення струму намагнічення є одним з технічних показників більшості 
трансформаторів, які використовуються в електроенергетиці, і становить не більше 
(5–10) % від діючого значення струму 1I  в режимі навантаження. 
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Рисунок 3.40 – Схеми довершеного (а) та ідеального трансформатора (б) 

нZ  2U

21LLM =  

1L 2L

* * 1I  2I  

1U  

1 

1' 

2 

2' 

нZ  12 UnU =

1I  

nII /12 =  

1U

1 

1'

2 

2'

1:n 

а б 

 
Одержані рівняння є залежними, оскільки визначник для коефіцієнтів в 

правій частині рівнянь дорівнює нулю. Залежність рівнянь (3.115) виявляється 
в тому, що відношення другого рівняння до першого є дійсною величиною 
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яка називається коефіцієнтом трансформації: 

M
L

L
M

L
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U
U

n 2

11

2

1

2 ==== . 

Оскільки індуктивності ідеалізованих котушок пропорційні квадратам кі-
лькості витків, коефіцієнт трансформації можна виразити через числа витків 
обмоток у вигляді 

2 1/ ,n N N=  
де 21, NN  – відповідно кількість витків первинної та вторинної обмоток. 
З першого рівняння системи (3.115) можна виразити струм 1I  у вигляді 

2.12
11

1
1 InII

L
M

Lj
UI хх +=+
ω

= ,                             (3.116) 

де 1х.х 11 / ωI U j L=  − струм намагнічення довершеного трансформатора. 
З виразу (3.116) виходить, що відношення струмів 1I  і 2I  

1х.х1

2 2

II n
I I

= +  

відрізняється від коефіцієнта трансформації на величину, що дорівнює відно-
шенню струму намагнічення до струму вторинної обмотки. 

Якщо у довершеного трансформатора спрямувати ∞→1L , то струм нама-
гнічення дорівнюватиме нулю ( 1х.х 0I = ). Такий трансформатор називається 
ідеальним. У ідеального трансформатора коефіцієнт трансформації пов'язує не 
тільки напруги і струми 

2

1

1

2

I
I

U
U

n == ,                                                 (3.117) 
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але і комплексний опір навантаження з вхідним комплексним опором у вигляді: 
2н 12

вх 2 1

UZ I n
Z I U

  
= =  
  

.                                    (3.118) 

Схема ідеального трансформатора показана на рис.3.40,б. 
Аналіз співвідношень (3.117) і (3.118) дозволяє зробити висновки: 
1) ідеальний трансформатор, не змінюючи початкові фази, перетворює 

тільки амплітуди (діючі значення) вхідних і вихідних напруг і струмів: 

2 1 1 22 1 1 2; ; ; ;u u i iU nU I nIψ ψ ψ ψ= = = =  
2) вхідний опір ідеального трансформатора має такий же характер (аргу-

мент), як і опір навантаження, відрізняючись від нього величиною повного 
опору в 2n  разів: 

2
вх н /Z Z n= ; 

3) ККД ідеального трансформатора дорівнює одиниці, оскільки комплек-
сні потужності, а отже, активні, реактивні та повні потужності на вході та в на-
вантаженні однакові: 

21
222

*
222111

*
111

ϕϕ =+====+== j
SQАS

j
SQАS ePjPPIUPePjPPIUP ,  

де 2121 ;;
2211

ϕ=ϕψ−ψ=ϕψ−ψ=ϕ iuiu  – фазові зсуви між напругами і 
струмами на вході та виході ідеального трансформатора, які дорівнюють один 
одному; 21222111 ;; SSSS PPIUPIUP === ; 1111 cosϕ= IUPА ; 2222 cosϕ= IUPА ; 

21 АА PP = ; 2122221111 ;sin;sin QQQQ PPIUPIUP =ϕ=ϕ=  – повні, активні та реак-
тивні потужності на вході та виході ідеального трансформатора, які дорівню-
ють одна одній; 

4) довершений трансформатор за своїми властивостями наближається до 
ідеального, якщо 1х.х 2/I I n<< . 
 

3.13.4 Схеми заміщення трансформатора 
 

Для розрахунку режиму реального трансформатора застосовують систему 
рівнянь (3.113), яку в загальному випадку можна записати у вигляді: 

11 1 2 1 22 21; 0,M MZ I Z I U Z I Z I− = − + =                             (3.119) 
де 1111 LjRZ ω+=  – комплексний опір первинної обмотки; 

22 н2 2ωZ R j L Z= + +  – комплексний опір вторинної обмотки; 
MM jXMjZ =ω=  – комплексний опір взаємної індуктивності. 

Системі рівнянь (3.113) відповідає двоконтурна схема (рис.3.41, а), в якій 
11Z  і 22Z  є власними комплексними опорами контурів, а MZ−  – взаємним 

комплексним опором. Така схема називається чотириполюсною схемою замі-
щення трансформатора. На рис.3.41, б на чотириполюсній схемі позначені еле-
менти, значення яких безпосередньо виходять з системи рівнянь (3.113).  
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Рисунок 3.41 – Чотириполюсні схеми заміщення трансформатора 
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Крім чотириполюсної схеми заміщення для розрахунку тільки струму 1I  

або струму 2I  застосовуються так звані двополюсні схеми заміщення, основані 
на перетворенні виразів для струмів 1I  і 2I , отриманих в результаті розв’язання 
системи (3.119): 
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,  (3.121) 

де 2
1вн 22/MZ Z Z= −  – комплексний опір, що вноситься в первинну обмот-

ку і враховує вплив вторинної обмотки; 2
2вн 11/MZ Z Z= −  – комплексний опір, 

що вноситься у вторинну обмотку і враховує вплив первинної обмотки; 
112х.х 1 /MU Z U Z=  – напруга на розімкнених затискачах вторинної обмотки. 

Двополюсна схема заміщення трансформатора, основана на кінцевому 
виразі (3.120) для струму 1I , зображена на рис.3.42, а. У розгорненому вигляді 
ця схема показана на рис.3.42, б, де кожен з комплексних опорів 11Z  і 1внZ  

представлений у вигляді двох послідовно сполучених опорів згідно із записом 
виразів для цих опорів в алгебраїчній формі: 

11111111 LjRjXRZ ω+=+= ; 
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( )
( )( )

22 2
22 22

1вн 1вн 1вн
22 22 22 22 22 22 22

,MM M X R jXZ XZ R jX
Z R jX R jX R jX

−−
= = = = +

+ + −
   (3.122) 

де 
2 2

22 22
1вн 2 2 2

22 22 22

M MX R X RR
R X Z

= =
+

; 
2 2

22 22
1вн 2 2 2

22 22 22

M MX X X XX
R X Z

= − = −
+

 – відповідно 

активний і реактивний опори, що вносяться з вторинної обмотки у первинну; 
2
22

2
2222 XRZ +=  – повний опір вторинної обмотки. 

Активний опір 1внR , що вноситься з вторинної обмотки у первинну, вра-
ховує при розрахунку струму 1I  втрати енергії у вторинній обмотці. Реактив-
ний опір 1внX , що вноситься з вторинної обмотки у первинну, характеризує 
обмін енергією між обмотками, викликаний реактивними елементами вторин-
ної обмотки. Знак мінус у виразі для цього опору показує, що характер опору, 
що вноситься, є протилежним характеру власного опору вторинної обмотки. 
Якщо опір вторинної обмотки має індуктивний характер ( 022 >X ), то опір, що 
вноситься з вторинної обмотки в первинну, має ємнісний характер і навпаки. 

 
 

а б 
Рисунок 3.42 – Двополюсні схеми заміщення для розрахунку струму 1I  
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Двополюсну схему заміщення для розрахунку струму 2I  реального 

трансформатора будують, виходячи з виразу (3.121). До входів спрощеної 
(рис.3.43, а) і розгорненої (рис.3.43, б) схем прикладено напругу холостого хо-
ду у вторинній обмотці 2х.хU , а комплексний опір, що вноситься, становить: 

( )
( )( )

22 2
11 11

2вн 2вн 2вн
11 11 11 11 11 11 11

,MM M X R jXZ XZ R jX
Z R jX R jX R jX

−−
= = = = +

+ + −
    (3.123) 

де 
2 2

11 11
2вн 2 2 2

11 11 11
;M MX R X RR

R X Z
= =

+
 

2 2
11 11

2вн 2 2 2
11 11 11

M MX X X XX
R X Z

= − = −
+

 – відповідно 

активний і реактивний опори, що вносяться з первинної обмотки у вторинну; 
2
11

2
1111 XRZ +=  − повний опір первинної обмотки. 

Структура і склад елементів двополюсної схеми заміщення для розрахун-
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ку струму 2I  відповідають визначенню цього струму за методом 
еквівалентного генератора напруги (за теоремою Тевенена). Комплексний опір 

2внZ , що вноситься, має значення вхідного комплексного опору еквівалентного 
генератора вхZ . Тому ця схема заміщення дозволяє не тільки аналізувати ре-
жим у вторинній обмотці, але і розглядати можливості узгодження наванта-
ження з генератором за критерієм максимальної активної потужності у 
навантаженні. 

 
 

Рисунок 3.43 – Двополюсні схеми заміщення для розрахунку струму 2I  
а б

2I  

2х.хU  22Z

2вн вхZ Z=  

2I  

22R

22jX

2х.хU  

2вн вхR R= 2вн вхjX jX=  2 
2

2′ 2′

 
Для ідеального трансформатора 

021 == RR ;   ∞→ω= 111 LjZ ;  ∞→ω= 222 LjZ ;  ∞→ω= MX M . 
Тому в двополюсних схемах заміщення ідеального трансформатора 

(рис.3.44) активні опори, що вносяться, дорівнюють нулю, а реактивні опори, 
що вносяться, і напруга холостого ходу становлять відповідно: 

2 2
22 2

1вн 12 2
22 2

(ω ) ω ω ;
(ω )

MX X M LX L
Z L

= − = − = −  

2 2
11 1 1 1 1

2вн 2 2х.х 12 2
11 1 111 1

ω(ω ) ω ω ; ,
ω(ω )

MM Z U j MU MUX X M LX L U nU
Z j L LZ L

= − = − = − = = = =  

де 1/n M L=  – коефіцієнт трансформації. 
 

 

Рисунок 3.44 – Двополюсні схеми заміщення ідеального трансформатора  
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Приклад 3.13. Реальне джерело синусоїдної напруги (рис.3.45,а) з параметра-
ми 30=E В, 75=iR Ом увімкнене до входу ідеального трансформатора з 
коефіцієнтом трансформації 10=n . Трансформатор навантажений на активний опір 
н 2,5R = кОм. Розрахувати струм джерела, а також струм, напругу і потужність в 

опорі навантаження. Визначити опір навантаження, при якому потужність в 
навантаженні буде максимальною, і величину цієї потужності. 

 
 

Рисунок 3.45 – Схеми кіл у прикладах 3.13 (а), 3.14 (б) 

а б 

E нR  

2U
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1: n 
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Розв’язання. Використовуючи двополюсну схему заміщення ідеального транс-

форматора (рис.3.44, а), розрахуємо струм джерела: 

1 2 3 2
н

30 0,3
/ 75 2,5 10 /10i

EI
R R n

= = =
+ + ⋅

А = 300 мА. 

Визначимо напругу на вхідних затискачах трансформатора: 
5,73,0753011 =⋅−=−= IREU i В. 

Застосовуючи двополюсну схему заміщення ідеального трансформатора 
(рис.3.44, б), розрахуємо струм, напругу і потужність у навантаженні: 

1
2 3

н

10 7,5 0,03
2,5 10

nUI
R

⋅
= = =

⋅
 А = 30 мА; 3

2н2 2,5 10 0,03 75U R I= = ⋅ ⋅ = В; 

2 3 2
н н 2 2,5 10 0,03 2,25P R I= = ⋅ ⋅ = Вт. 

Щоб отримати максимальну потужність у навантаженні, активний опір, що 
вноситься у первинну обмотку, має дорівнювати внутрішньому опору джерела: 

2
1вн н / iR R n R= = , 

звідки визначається необхідний для досягнення максимальної потужності опір наван-
таження: 

2 2 3
н 10 75 7,5 10iR n R= = ⋅ = ⋅ Ом = 7,5 кОм. 

Розрахуємо режим роботи кола для знайденого значення опору навантаження: 

1 2 3 2
н

30 0,2
/ 75 7,5 10 /10i

EI
R R n

= = =
+ + ⋅

А = 200 мА. 

152,0753011 =⋅−=−= IREU i В; 
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1
2 3

н

10 15 0,02
7,5 10

nUI
R

⋅
= = =

⋅
 А = 20 мА; 3

2н2 7,5 10 0,02 150U R I= = ⋅ ⋅ =  В; 

2 3 2
н н 2 7,5 10 0,02 3P R I= = ⋅ ⋅ = Вт. 

Приклад 3.14. Реальне джерело з параметрами, наведеними у прикладі 3.13, і 
активний опір н 2,5R = кОм увімкнено до затискачів довершеного трансформатора 
(рис.3.45,б). Індуктивності обмоток трансформатора і частота джерела дорівнюють 
відповідно: 005,01 =L  Гн; 5,02 =L  Гн; =f 5 кГц. Розрахувати струм джерела, а та-
кож струм, напругу і потужність в опорі навантаження. Порівняти режим роботи да-
ного кола з режимом для ідеального трансформатора (приклад 3.13). 

Розв’язання. Розрахуємо коефіцієнт трансформації, взаємну індуктивність і ку-
тову частоту джерела: 

05,05,0005,021 =⋅== LLM  Гн; 10
005,0
5,0

1

2 ===
L
Ln ; 

43 1014,310514,322 ⋅=⋅⋅⋅=π=ω f  рад/с. 
Щоб визначити струм джерела за двополюсною схемою заміщення (див. 

рис.3.42), попередньо розрахуємо активний і реактивний опори, що вносяться: 
2 4 2 2 3

н
1вн 2 2 3 2 4 1 2

н 2

(ω ) (3,14 10 5 10 ) 2,5 10 24,38
(ω ) (2,5 10 ) (3,14 10 5 10 )

M RR
R L

−

−
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = =
+ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

 Ом; 

2 4 2 2 4 1
2

1вн 2 2 3 2 4 1 2
н 2

(ω ) ω (3,14 10 5 10 ) 3,14 10 5 10 153,2
(ω ) (2,5 10 ) (3,14 10 5 10 )

M LX
R L

− −

−
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= − = − = −
+ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

Ом. 

Згідно з виразом (3.120) струм у первинній обмотці (струм джерела): 

1
11 1вн 1вн 1вн1ωi

E EI
Z Z R j L R j X

= = =
+ + + +

 

0236,2302,00117,0301,0
9,338,99

30
2,15338,241,15775

30 jej
jjj

−=−=
+

=
−++

= А. 

Визначимо напругу на вхідних затискачах трансформатора: 

( ) 0807,6
11 447,7883,0395,70117,0301,07530 j

i ejjIREU =+=−−=−= В. 
Оскільки даний трансформатор довершений, напругу на його вторинній 

обмотці розрахуємо у вигляді: 
00 81,681,6

12 47,74447,710 jj eeUnU =⋅== В. 
Використовуючи знайдену напругу на вторинній обмотці, визначимо струм і 

потужність у навантаженні: 
0

06,81
6,812

2 3
н

74,47 0,0298
2,5 10

j
jU eI e

R
= = =

⋅
А; 

2 3 2
н н 2 2,5 10 0,0298 2,2184P R I= = ⋅ ⋅ =  Вт. 
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Порівняння результатів, отриманих в даному прикладі, з результатами 
розрахунків для ідеального трансформатора у прикладі 3.13 ( 3,01 =I А; 03,02 =I А; 

752 =U  В; н 2,25P =  Вт), дозволяє зробити такі висновки: 
1) діючі значення струмів і напруг, а також потужність в навантаженні для до-

вершеного трансформатора менше на величину порядку одиниць відсотків у 
порівнянні з ідеальним трансформатором; 

2) відношення струмів первинної та вторинної обмоток у довершеного транс-
форматора відрізняється від коефіцієнта трансформації і є комплексним числом: 

0
0

046,9
81,6

236,2

2

1 134,10
0298,0

302,0 j
j

j

i e
e

e
I
In −

−
=== ; 

3) якщо у ідеального трансформатора, навантаженого на активний опір, всі 
струми і напруги збігаються за фазою з ЕРС джерела, то у довершеного трансформа-
тора існують фазові зсуви між ЕРС джерела і струмами. 

 
 3.14 Усталений синусоїдний режим у нелінійних резистивних колах 
 

3.14.1 Апроксимація характеристик нелінійних елементів 
 
 Зазвичай характеристика )(xfy =  нелінійного елемента визначається не 
теоретично, а експериментально і тому задається графіком чи таблицею. Але 
для аналізу кола ці характеристики мають бути подані в аналітичній формі. 
Зрозуміло, що аналітична залежність лише приблизно визначає фактичну фор-
му характеристики, хоча наближення може бути як завгодно точним. Приблиз-
не подання нелінійної характеристики називають апроксимацією. 
 Вибір способу апроксимації безпосередньо не пов’язаний з фізичною 
природою елемента; цей спосіб обумовлюється формою нелінійної характери-
стики та розрахунковими міркуваннями. 
 Якщо дія на елемент не виходить за певні межі (наприклад, 21 xx K  на 
рис.3.46, б), апроксимуюча функція має апроксимувати тільки так звану робочу 
ділянку характеристики, тобто ділянку, в межах якої може переміщуватися ро-
боча точка ( MN  на рис.3.46). Чим менша робоча ділянка кривої, тим простішою 
може бути апроксимуюча функція. 

Існує багато різних методів апроксимації характеристик нелінійних еле-
ментів. До найрозповсюдженіших методів належать апроксимація степеневим 
поліномом та кусково-лінійна (метод А.І. Берга20). 
 Нехай до нелінійного елемента прикладена постійна дія 0x  (рис.3.46), так 
зване “зміщення”. Тоді )( 00 xfy =  − значення функції в точці 0x . 
                                                           
20 Берг Аксель Іванович (1893–1979) – російський вчений у галузі радіоелектроніки 
та кібернетики, академік (1946), інженер-адмірал (1955), Герой Соціалістичної Праці 
(1963). Основні праці присвячені розробці теорій і методів проектування та розрахун-
ку приймально-передавальних пристроїв, стабілізації частоти генераторів, питанням 
радіопеленгування і радіолокації. Автор багатьох підручників з радіотехніки. 
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 Змінюючи 0x  на x∆ , функцію y  можна розвинути в ряд Тейлора: 

K+∆′′′+∆′′+∆′+=∆+= 3
0

2
0000 )(

!3
1)(

!2
1)()()( xxfxxfxxfxfxxfy  ,     (3.124) 

 де 00 )( Sxf =′  (крутість), )( 0xf ′′ , … − значення похідних функції )(xf  в 
точці 0xx = . 
 

Рисунок 3.46 – Апроксимація характеристик нелінійних елементів 
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 Оскільки 0xxx −=∆ , вираз (3.124) можна записати так: 

K+−′′+−′+== 2
00000 ))((

!2
1))(()()( xxxfxxxfxfxfy  .      (3.125) 

 Формула (3.125) є аналітичним виразом характеристики нелінійного еле-
мента у вигляді степеневого ряду. Якщо обмежитись деяким числом n  до-
данків, отриманий поліном n-го степеня буде приблизно апроксимувати цю ха-
рактеристику: 

∑
=

−==
n

k

k
k xxaxfy

0
0 )()( .                                       (3.126) 

 Коефіцієнти ka  не обов’язково мають бути пропорційними похідним 
функції в точці 0x . Коефіцієнти ka  підбирають так, щоб апроксимуючий 
поліном (3.126) найкраще відображав робочу ділянку характеристики, а число 
n  було мінімально можливим. 
 Інший метод апроксимації – кусково-лінійний – грунтується на тому, що 
характеристика )(xfy =  поділяється на кілька (у найпростішому випадку – на 
дві чи три) ділянок, які наближено вважаються прямими. Для характеристики 
(наприклад на рис.3.46, б) вираз для апроксимуючої функції матиме вигляд: 









>
≤≤−

<
==

,,
;),(

;,0
)(

2

211

1

xxy
xxxxxS

xx
xfy

S

                                  (3.127) 

 де )/( 12 xxyS S −=  – крутість ділянки функції між точками 21, xx . 
 Використовувати кусково-лінійну апроксимацію доцільно, якщо робоча 
ділянка охоплює значну частину характеристики (наприклад, MN  на 
рис.3.46, б). Застосування степеневого полінома в цьому випадку усклад-
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нюється тим, що для забезпечення апроксимації із заданою точністю необхідне 
велике значення n . 
 Залежно від вигляду нелінійної характеристики, застосовують також інші 
методи апроксимації, зокрема, степеневою, показниковою або логарифмічною 
функціями, але ці методи менш поширені. 
 

3.14.2 Нелінійний активний опір при синусоїдній дії 
 
 Нехай до нелінійного опору )(iR  прикладено напругу 

tUUtu m ω+= cos)( 0 .                                          (3.128) 
 На рис.3.47 зображена ВАХ опору і показана побудова кривої струму )(ti  
через цей опір. Внаслідок нелінійності характеристики форма струму 
відрізняється від косинусоїдної. Функцію )(ti  можна подати рядом Фур’є: 

∑
∞

=
ψ−ω+=

1
0 )cos()(

k
kmk tkIIti ,                                (3.129) 

 де 0I  − постійна складова струму; kmkI ψ;  − амплітуди та початкові фази 
гармонічних складових, причому 

tdtiI ωω
π

= ∫
π

0
0 )(1 ;       tdtktiImk ωωω

π
= ∫

π
)(cos)(2

0
.              (3.130) 

Поява у складі струму вищих ( 2≥k ) гармонік обумовлена нелінійністю 
ВАХ. Отже, нелінійні елементи, загалом, і нелінійні опори, зокрема, мають 
властивість перетворення частоти, оскільки функція відгуку містить коливання 
з новими частотами, яких немає у складі функції дії. Цим нелінійні кола прин-
ципово відрізняються від лінійних, де виникнення вищих гармонік неможливе. 

У пристроях СТЗІ нелінійні перетворення використовують для генеруван-
ня коливань складної форми, множення частоти тощо. 

Розрахунок складових струму )(ti  при заданих величинах амплітуди 
змінної напруги mU  та постійного зміщення 0U  виконують різними способами, 
залежно від методу апроксимації нелінійної характеристики. 

1. Якщо ВАХ нелінійного опору можна апроксимувати степеневим 
поліномом (3.126), тоді поблизу точки 00 Uu =   

∑
=

−+=
n

k

k
k uuaai

1
00 )( .                                      (3.131) 

 У виразі (3.131) )(/ 0000 uRuia == ,  де 0i  − так званий струм спокою, тоб-
то струм, який проходить через нелінійний елемент, коли на нього діє тільки 
постійна напруга 0u  (рис.3.47); )( 0uR  − статичній опір при 0uu = . 
 Коефіцієнт )(/1 001 uRSa d==  дорівнює крутості у вихідній точці. 
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Рисунок 3.47 – Режим великих 
коливань  
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 Оскільки у даному випадку tUUtu m ω+= cos)( 0  і розвинення в ряд про-
ведене відносно напруги, яка дорівнює зміщенню ( 00 Uu = ), миттєве значення 
струму становитиме: 

2 2
0 0 2 0

1
cosω cos ω cos ω cos ω

nn n k k
m m n m k m

k
i i S U t a U t a U t i a U t

=
= + + + + = +∑K .(3.132) 

 У разі так званих малих коливань, коли змінна напруга настільки мала, що 
робочу ділянку характеристики можна вважати прямою (ab на рис.3.48), чле-
нами полінома (3.132) другого і вищих степенів можна знехтувати: 

tUSii m ω+≈ cos00 . 
 При цьому постійна складова 0I  у виразі (3.129) дорівнює струму спокою 

00 iI =  як у статичному (за відсутності змінної напруги), так і у динамічному 
режимах, тобто в обох режимах через опір проходить однаковий постійний 
струм. 
 Оскільки )(/ 000 uRui = , то )(/ 000 URUI =  і тому статичний опір назива-
ють опором постійному струму. 

Оскільки амплітуда струму основної частоти (першої гармоніки), позна-
чена у формулі (3.129) як 1mI , становить: 

)(/ 001 URUUSI dmmm == , 
то динамічний опір називають опором змінному струму. 

В режимі малих коливань величина 1mI  від зміщення 0U  не залежить. 
В режимі великих коливань (рис.3.47) складовими вищих степенів ряду 

(3.132) нехтувати не можна, а отже, форма струму відрізнятиметься від сину-
соїдної. Щоб визначити амплітуди гармонічних складових струму, користують-
ся відомими тригонометричними формулами кратних аргументів. 
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Рисунок 3.48 – Режим малих коливань 
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На відміну від режиму малих коливань, режим великих коливань має такі 
особливості: 

– постійна складова 0I  не дорівнює струму спокою 0i . Загалом величина 

0I  може бути як менше, так і більше 0i . Різниця величин 00 iIId −=  залежить 
за інших однакових умов від амплітуди змінної напруги mU , і тому дозволяє 
виявляти (детектувати) цю напругу; 

– між амплітудами першої гармоніки струму і прикладеної напруги не-
має лінійної залежності. 

Наведений аналіз використання даного методу апроксимації показує, що 
при заданій дії характер і величина продуктів нелінійності визначаються ко-
ефіцієнтами розкладання kaaa ,,, 21 K , які у свою чергу залежать від напруги 
зміщення 00 uU = . Отже, зміна 0U  призводить до зміни характеру відгуку 
нелінійного кола, хоча сам нелінійний елемент залишається тим самим. 

2. Якщо ВАХ нелінійного опору можна апроксимувати двома пря-
молінійними відрізками за формулою (3.127): 





≥−
<

=
,),(

;,0
)(

uu

u

UuUuS
Uu

ui                                        (3.133) 

зручніше користуватися методом А.І. Берга, згідно з яким розрахунок відгуку 
нелінійного елемента визначається єдиним параметром – абсцисою точки пере-
ходу )0,( uUA  між апроксимуючими відрізками (рис.3.49). 

На рис.3.49 побудована крива миттєвих значень струму через нелінійний 
опір. При заданих значеннях 0U  та mU  струм матиме форму імпульсів, які є 
“відсіченими” відрізками косинусоїди. Якщо виразити тривалість імпульсів у 
градусах, тоді кут відсікання θ  – це половина тривалості імпульсу струму. 
Очевидно, що θ  змінюється в межах: π≤θ≤π− . 
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Рисунок 3.49 – До розрахунку відгуку  
методом А.І. Берга 
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 При заданій апроксимації ВАХ (3.133), можна обмежитись розглядом об-
ласті характеристики правіше точки A . Якщо підставити миттєве значення на-
пруги (3.128) до виразу (3.133) при uUu ≥ , миттєве значення струму 

)cos()( 0 um UUtUSti −+ω= .                                   (3.134) 
 Згідно з визначенням кута відсікання при θ=ωt  струм 0=i : 

)cos(0 0 um UUUS −+θ= ,                                     (3.135) 
звідки 

0cosθ ( ) /u mU U U= − .                                               (3.136) 
 Параметр ВАХ нелінійного опору uU  може бути додатним, від’ємним або 
нульовим залежно від властивостей нелінійного елемента. 

Враховуючи вираз (3.136), миттєве значення струму (3.134) становитиме: 
)cos(cos)coscos()( θ−ω=θ−ω= tSUUtUSti mmm .           (3.137) 

 Тоді за формулами (3.130) постійна складова і амплітуди гармонічних 
складових струму дорівнюватимуть: 

)cos(sin)cos(cos1

0
0 θθ−θ

π
=ωθ−ω

π
= ∫

θ
m

m
SUtdtSUI ; 

)cossin(cos)cos(cos2

0
1 θθ−θ

π
=ωωθ−ω

π
= ∫

θ
m

mm
SUtdttSUI ; 

)1(
sincoscossin2)(cos)cos(cos2

2
0 −

θθ−θθ
π

=ωωθ−ω
π

= ∫
θ

kk
kkkSUtdtktSUI m

mmk , 1>k . 

 Максимальне значення струму виходить з виразу (3.137) за умови 0=ωt : 
)cos1(max θ−= mSUI .                                        (3.138) 
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 Використовуючи співвідношення (3.138), обчислюють нормовані значен-
ня струму, або коефіцієнти Берга: 

maxmax

1
1

max

0
0 ;;

I
I

I
I

I
I mk

k
m =α=α=α L ,                   (3.139) 

які залежать (для даної гармоніки) тільки від кута відсікання. 
 Знаючи коефіцієнти kα , можна одразу визначати амплітуди гармонік 
струму. На рис.3.50 як приклад показані графіки коефіцієнтів Берга. 

Режими роботи нелінійного кола класифікують за величиною кута 
відсікання. Режим класу А буде, якщо π=θ . При цьому струм містить тільки 
постійну складову і коливання основної частоти – подібно до розглянутого ви-
ще випадку малих коливань. Інші режими розділяють так: клас АB відповідає 

π<θ<π 2/ ; для класу B значення 2/π=θ ; для класу С – 2/π<θ . 
  

Рисунок 3.50 – Графіки коефіцієнтів А.І. Берга 
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Отже, метод Берга 
дозволяє виразити всі 
величини, що характе-
ризують режим кола, 
через кут відсікання, 
величина якого (при 
заданій амплітуді дії 

mU ) визначається 
зміщенням 0U .  Тобто, 
варіація кута θ  
відповідає описаній у 
попередньому методі 

зміні виду нелінійності кола за рахунок вибору 0U . Існують також інші методи 
розрахунку нелінійного кола при синусоїдній дії, наприклад, квазілінійний. 
Відомо, що з усіх гармонічних складових відгуку найбільшу величину зазвичай 
має перша гармоніка, яка використовується в різних пристроях, наприклад, у 
генераторах синусоїдної напруги. Тому суттю квазілінійного методу є встанов-
лення зв’язку між амплітудою першої гармоніки струму 1mI  з амплітудою 
синусоїдної дії mU  за допомогою так званої коливальної характеристики 

)(1 mm UI . Щоб розрахувати середню крутизну коливальної характеристики 
mm UIS /1сер = , використовують розглянуті вище методи степеневого полінома 

та Берга. 
 Приклад 3.15. До нелінійного опору (рис.2.44, б), ВАХ якого задана в табл.2.3, 
прикладена напруга )102cos()( 3

0 tUUtu m ⋅π+=  В. Визначити графічно залежність 
струму через нелінійний елемент від часу, якщо 8,00 =U  В, 2,0=mU  В. Як 
зміниться )(ti , якщо послідовно з нелінійним елементом увімкнути лінійний опір 

1,54 =R  Ом (рис.2.44, в)? 
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 Розв’язання.  
 1. Згідно з даними табл.2.3 будуємо ВАХ нелінійного опору )(3 ui ϕ= , а також 
графік миттєвого значення напруги )(tu , попередньо визначивши період її повторен-

ня: 33 1010/1/1 −=== fT  с-1 (рис.3.51, а). 
 Будуємо часову діаграму струму (рис.3.51, б), проектуючи відповідні точки 
ВАХ на вісь ординат )(ti  та зберігаючи однаковий масштаб по осі часу для часової 
діаграми струму і прикладеної напруги (рис. 3.51, а). 
 2. Якщо послідовно з нелінійним елементом увімкнено опір 1,54 =R  Ом, струм 

)(ti  знайдемо аналогічно. Для цього використуємо сумарну ВАХ )(ui ϕ= , яку визна-
чимо, підсумовуючи, згідно з другим законом Кірхгофа, величини 3u  та 4u  
(рис.2.44, в) при кожному значенні струму i , тобто додаючи графіки )(3 ui ϕ=  та 

4 4( ) /i u u Rϕ= =  за напругою. Часова діаграма струму зображена на рис.3.51, б пунк-
тиром. 

Приклад 3.16. Апроксимувати ВАХ нелінійного резистивного елемента (див. 
табл.2.3) поблизу робочої точки 8,00 =U  В поліномом другого степеня, вибравши 
такі вузли інтерполяції: 2,00 −U  В; 0U  В; 2,00 +U  В. 
 Знайти постійну складову і амплітуди гармонічних складових струму через 
нелінійний елемент, якщо до нього прикладено напругу )(tu , параметри якої задані у 
прикладі 3.15. 
 Розв’язання.  
 1. Скористаємось формулою (3.131) і запишемо ВАХ нелінійного елемента у 
вигляді полінома другого степеня: 2

02010 )()( UuaUuaai −+−+= . 
Використовуючи значення струму в заданих точках інтерполяції, знайдемо 

коефіцієнти 0a , 1a , 2a  з системи рівнянь: 









−+−+=
−+−+=
−+−+=

.)8,00,1()8,00,1(135,0
;)8,08,0()8,08,0(025,0
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2
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aaa
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 Виконавши перетворення, матимемо: 









++=
=

+−=

.04,02,0135,0
;025,0

;04,02,0006,0

210

0

210

aaa
a

aaa
                               (3.140) 

Підсумовуючи та віднімаючи перше та третє рівняння системи (3.140), знахо-
димо: 1375,12 =a  См; 3225,01 =a  См. 
 Отже, апроксимовану ВАХ нелінійного елемента запишемо у вигляді: 

2)8,0(1375,1)8,0(3225,0025,0 −+−+= uui  А.                      (3.141) 
2. Щоб знайти постійну складову і амплітуди гармонічних складових струму, 

підставимо вираз для напруги )102cos(2,08,0)( 3ttu ⋅π+=  до рівняння (3.141): 

=⋅π⋅+⋅π⋅⋅+= )102(cos2,01375,1)102cos(2,03225,0025,0 3223 tti  
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Рисунок 3.51 – Визначення струму  
графічним методом у прикладі 3.15 
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=⋅π+⋅⋅+⋅π⋅+= )]104cos(1[5,00455,0)102cos(0645,0025,0 33 tt  

)104cos(02275,0)102cos(0645,004775,0 33 tt ⋅π⋅+⋅π⋅+= . 
 Отже, постійна складова струму становить 04775,00 =I А; амплітуда першої 
гармоніки 0645,01 =mI А; другої – 02275,02 =mI А. 

 Приклад 3.17. Виконати кусково-лінійну апроксимацію ВАХ транзистора 
КТ315, яку задано таблично (табл.3.14). 
 

 Таблиця 3.14 – ВАХ транзистора КТ315 
 

бu , В 0 0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 

кi , мА 0 0,05 0,25 0,6 1,0 1,4 
 
 Розв’язання. За даними табл.3.14 побудуємо ВАХ транзистора (рис.3.52, а). 
Провівши дотичну до лінійної ділянки характеристики, знайдемо абсцису точки пере-
ходу )0,( uUA  між апроксимуючими відрізками прямих: 6,0=uU  В. За графіком 
знайдемо крутість ВАХ поблизу точки )75,0;1,1(Б  на середині лінійної ділянки: 

6,1
25,0
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б

==
−
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=
=uu

iS  мА/В. 
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 Отже, апроксимовану ВАХ транзистора можна записати у вигляді: 
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Рисунок 3.52 – Графіки до прикладів  
 3.17–3.18: а – кусково-лінійна 

апроксимація ВАХ;  б – визначення струму 
методом А.І. Берга 
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Приклад 3.18. На вхід транзистора з апроксимованою ВАХ (див. приклад 

3.17), діє коливання ttu 0cos6,08,0)( ω+=  В. Знайти постійну складову і амплітуди 
гармонічних складових струму через нелінійний елемент. 
 Розв’язання.  
 1. Визначимо кут відсікання за формулою (3.136): 

0cos ( ) / 0,2 / 0,6 0,33u mU U Uθ = − = = − ; 00 1105,109 ≈=θ . 
 2. Визначимо максимальне значення струму за формулою (3.138): 

28,133,16,06,1)cos1(max =⋅⋅=θ−= mSUI  мА. 
 3. За графіками (рис.3.50) знайдемо значення коефіцієнтів Берга: 

38,0)110( 0
0 =α ; 53,0)110( 0

1 =α ; 13,0)110( 0
2 =α ; 05,0)110( 0

3 −=α . 
4. За формулами (3.139) розрахуємо амлітуди гармонічних складових струму 

колектора: 48,028,138,0max00 =⋅=α= II  мА; 68,028,153,0max11 =⋅=α= IIm  мА; 
17,028,113,0max22 =⋅=α= IIm  мА; 06,028,105,0max33 =⋅=α= IIm  мА. 
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3.15 Трифазні кола 
 
 3.15.1 Поняття про багатофазні кола синусоїдного струму 
 
 Якщо в електричному колі діє тільки одна синусоїдна ЕРС, тоді сукуп-
ність генератора, лінії передачі та навантаження можна розглядати як систему 
однофазного синусоїдного струму. Якщо об’єднати кола, в яких діють ЕРС од-
накової частоти, зсунуті між собою за фазами на певні кути, вийде багатофаз-
на система. За умови рівності фазових кутів, система є симетричною. Кола, що 
об’єднують, називають фазами. 
 Серед багатофазних систем найбільш поширена трифазна симетрична 
система, в якій певним способом об’єднані три кола з синусоїдними ЕРС, що 
мають однакову частоту та амплітуду і зсунуті між собою за фазою на кут 1200. 
Винахідником багатьох технічних пристроїв систем трифазного струму є росій-
ський вчений М.Й. Доливо-Добровольський.  
 Головними перевагами трифазної системи є економічність передавання 
електричної енергії на значні відстані та ефективність трифазних пристроїв, зо-
крема, асинхронного електродвигуна. 
 Для створення трифазної системи використовують трифазний генератор, 
поперечний переріз якого спрощено показаний на рис.3.53, а. В пазах нерухо-
мої частини (статора) розміщено ізольовані одна від одної обмотки. Під час 
обертання магніта (ротора) з частотою ω  в цих обмотках індукуються фазні 
ЕРС (рис.3.53,б). 
  
  

Рисунок 3.53 – Формування трифазного струму: а – схема генератора; 
 б – часова; в – векторна діаграма фазних ЕРС 
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Полюси фазних обмоток зазвичай позначають літерами А, В, С (початки), 

та X, Y, Z (закінчення). Послідовність у позначеннях фаз генератора відповідає 
послідовності проходження ЕРС ( ), ( ), ( )A B Ce t e t e t  через одне й те саме значен-
ня. Зображеному на рис.3.53,б порядку чергування фаз (його називають нор-
мальним) відповідають наступні миттєві та комплексні значення ЕРС: 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 177

0 0( ) sinω ; ( ) sin(ω 120 ); ( ) sin(ω 120 ).A m B m C me t E t e t E t e t E t= = − = +  
 Векторну діаграму комплексних амплітуд ;mA mE E=  2 / 3;j

mB mE E e π−=  
2 / 3j

mC mE E e π=  зображено на рис.3.53,в (для зручності, будуючи діаграму три-
фазних кіл, комплексну систему координат повертають на 900). З часової та ве-
кторної діаграм випливає, що у будь-який момент часу: ( ) ( ) ( ) 0A B Ce t e t e t+ + = ; 

0.mA mB mCE E E+ + =  
 

3.15.2 З’єднання генератора та навантаження «зіркою» 
 

ЕРС, що індукуються в обмотках фаз генератора, можна використати для 
живлення споживачів окремо. Тоді трифазний генератор можна подати як три 
однофазних генератори, а утворену ними систему називають незв’язаною. Про-
те незв’язану систему на практиці не використовують через її недоліки, зокре-
ма, великі витрати проводу. 

Для кращого використання трифазного генератора, його фази об’єднують 
між собою. Існує два основні види з’єднання фаз генератора та навантаження: 
зіркою та трикутником.  

При з’єднанні зіркою (рис.3.54) кінці X, Y та Z фаз з’єднують в одну ней-
тральну (нульову) точку O генератора. Аналогічно кінці віток навантаження 
теж зводять до спільної точки O’ – нейтральної точки навантаження. Провід, що 
з’єднує точки O та O’, називають нейтральним або нульовим. Усі інші проводи 
називають лінійними. При з’єднанні трикутником обмотки фаз генератора вми-
кають послідовно так, щоб кінець однієї обмотки був з’єднаний з початком дру-
гої. Напруги на фазах генератора та навантаження називають фазними, а напру-
ги між лінійними проводами – лінійними напругами. 
 
  

Рисунок 3.54 – З′єднання фаз генератора зіркою: а – схема; 
 б – векторна діаграма для випадку нульових опорів проводів 
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Навантаження, опори якого дорівнюють один одному, називають симет-
ричним. 

На рис.3.54,а наведено з’єднання фаз генератора зіркою для загального 
випадку несиметричного навантаження та ненульових опорів лінійних проводів 

ЛZ  та нульового проводу 0Z . 
Оскільки схема (рис. 3.54) відповідає колу з двома вузлами О та O′ , для її 

розрахунку можна застосувати метод двох вузлів (див. підрозд.2.4) у комплекс-
ній формі. За цим методом вузлова напруга 0 0U ′ , яку називають напругою змі-
щення нейтралі, становить: 

A Л A B Л B C Л C
0 0

Л A Л B Л C 0

/( ) /( ) /( )
1/( ) 1/( ) 1/( ) 1/
E Z Z E Z Z E Z ZU

Z Z Z Z Z Z Z′
+ + + + +

=
+ + + + + +

. 

Слід зазначити, що за симетричного навантаження нульовий провід не-
потрібний, оскільки 0 0 0U ′ =  і струм у нульовому проводі 0 0I = . У загальному 
випадку струм нульового проводу визначається за законом Ома: 0 00 0 /I U Z′= . 

Струми фазних проводів визначають з рівнянь, складених за другим зако-
ном Кірхгофа: 

A A Л A 0 0( )E I Z Z U ′= + + ; B B Л B 0 0( )E I Z Z U ′= + + ; C C Л C 0 0( )E I Z Z U ′= + + , 
причому за першим законом Кірхгофа за будь-якого навантаження 

0 A B CI I I I= + + . 
 Фазні та лінійні напруги на навантаженні визначають відповідно за зако-
ном Ома та другим законом Кірхгофа: 

A AAU I Z′ = ; B BBU I Z′ = ; C CCU I Z′ = ; 

A B A BU U U′ ′ ′ ′= − ; B C B CU U U′ ′ ′ ′= − ; C A C AU U U′ ′ ′ ′= − . 
 В окремому випадку, коли навантаження є довільним, а опори проводів 
вважають нульовими, AAU E′ = ; BBU E′ = ; CCU E′ = . З рівності фазних напруг 

A B C фU U U U E′ ′ ′= = = =  виходить, що вектори лінійних напруг утворюють рів-
нобічний трикутник зі сторонами A B B C C A ЛU U U U′ ′ ′ ′ ′ ′= = =  (рис.3.54,б). З гео-
метричних побудувань виходить зв’язок між діючими значеннями лінійної та 
фазної напруг: 0

Л ф0,5 cos30U U= , звідки Л ф3U U= . 
 

3.15.3 З’єднання генератора та навантаження «трикутником» 
 
 На рис.3.55 наведено схему з’єднання фаз трикутником для окремого ви-
падку нульових опорів проводів та відповідну векторну діаграму.  

При цьому фазні та лінійні напруги однакові і дорівнюють значенням 
ЕРС: AABU E= ; BBCU E= ; CCAU E= , фазні струми визначають за законом 
Ома: A B ABAB /I U Z′ ′ = ; B C BCBC /I U Z′ ′ = ; C A CACA /I U Z′ ′ = , а лінійні – за пер-
шим законом Кірхгофа: A A B C AI I I′ ′ ′ ′= − ; B B C A BI I I′ ′ ′ ′= − ; C C A B CI I I′ ′ ′ ′= − . 
При симетричному навантаженні діючі значення фазних струмів дорівнюють 
один одному: A B B C C A фI I I I′ ′ ′ ′ ′ ′= = = .  
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Рисунок 3.55 – З′єднання фаз генератора трикутником: 
а – схема; б – векторна діаграма 
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 Аналогічно попередньому висновку (п.3.15.2) можна показати, що діючі 
значення лінійних струмів при симетричному навантаженні дорівнюють один 
одному ( A B C ЛI I I I= = = ), а отже справедливе співвідношення: Л ф3I I=  
(рис.3.55,б). 
 Якщо опори лінійних проводів не нульові, тоді для розрахунку струмів 
слід виконати еквівалентну заміну трикутника опорів навантаження на зірку, а 
далі діяти аналогічно п. 3.15.2. 
  

3.15.4 Потужність трифазного струму 
 
 Потужність трифазного генератора за будь-якої схеми об’єднання фаз 
можна розглядати як суму потужностей трьох окремих генераторів (окремих 
фаз). Активна потужність трифазного генератора при симетричному наванта-
женні становить 

ф ф3 cosP U I ϕ= , 
 де ϕ  – аргумент комплексного опору навантаження.  
 Якщо замінити фазні величини лінійними, тоді при з’єднанні фаз генера-
тора зіркою та трикутником виходить відповідно: 

Л
Л Л Л3 cos 3 cos

3
UP I U Iϕ ϕ= = ;    Л

Л Л Л3 cos 3 cos
3

IP U U Iϕ ϕ∆ = = . 

 Отже, вираз для активної потужності при з’єднанні фаз генератора зіркою 
та трикутником є однаковим. Аналогічно, можна записати вирази для реактив-
ної, повної та комплексної потужностей: 

Л Л3 sinQ U I ϕ= ; Л Л3S U I= ; jS P jQ Se ϕ= + = . 
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3.16 Запитання та завдання для самоперевірки 
        і контролю засвоєння знань 
 
1. Пояснити основні параметри, що описують синусоїдні коливання: 

амплітуда, фаза (повна і початкова), період, частота (циклічна і кутова). 
2. Що називається часовою діаграмою? 
3. Що таке фазовий зсув струму відносно напруги? Чи залежить фазовий зсув 

від вибору початку відліку часу? 
4. Зобразити часові діаграми синусоїдних струму tti ω= cos2)(  А і напруги 

)3/cos(2)( π−ω= ttu  В. Яке з цих коливань є випереджаючим? 
5. Як називаються фазові зсуви, кратні 2/π ? Пояснити їх значення. 
6. Дати визначення діючого значення синусоїдного струму. Яке 

співвідношення між діючим і амплітудним значеннями? 
7. Пояснити поняття середнього випрямленого значення синусоїдного струму. 

Розрахувати однонапівперіодне і двонапівперіодне середні значення синусоїдного 
струму, якщо амплітуда струму становить 0,5 А. 

Відповідь: в1I = 0,159 А; в2I = 0,318 А. 
8. Коло складається з джерела ЕРС tte 400sin100)( =  В, опору 50=R  Ом та 

індуктивності 1,0=L  Гн, сполучених послідовно. Вважаючи струм синусоїдним, 
знайти для моменту 200/π=t с миттєві значення струму, напруг на елементах і по-
тужностей, що підводяться до них; визначити діючі значення струму і напруг на еле-
ментах. 

Відповідь: − 0,975 А; −48,8 В; 48,8 В; 47,5 Вт; − 47,5 Вт; 1,1 А; 55 В; 44 В. 
9. Зберігши умову завдання 8, замінити індуктивність ємністю 100 мкФ. 
Відповідь: 0,8 А; 40 В; − 40 В; 32 Вт; − 32 Вт; 1,26 А; 63 В; 31,5 В. 
10. Що називається комплексною амплітудою, комплексним діючим значенням 

синусоїдного струму, напруги, ЕРС? 
11. Що таке векторна діаграма? 
12. Як перейти від миттєвих значень до комплексних і зворотно? 
13. Два комплексних опори сполучені послідовно. Миттєві значення напруг на 

цих опорах дорівнюють: )3/cos(10)(1 π+ω= ttu В, )12/cos(5)(2 π+ω= ttu В. Знай-
ти комплексну амплітуду і миттєве значення сумарної напруги. 

Відповідь: 
o5,4514 j

m eU = В; )5,45cos(14)( 0+ω= ttu  В. 
14. Для вузла кола (див. рис.3.12) вибрані напрями трьох струмів у вітках і 

задані миттєві значення двох з них: tti ω= sin10)(1 мА, )4/cos(10)(2 π+ω= tti мА. 
Визначити струм )(3 ti , побудувати часову діаграму для цього струму і векторну 
діаграму струмів для даного вузла. 

Відповідь: )5,67sin(65,7)( 0
3 +ω= tti  мА. 

15.  До кола, що складається з послідовно сполучених опору R = 1 кОм і 
ємності С = 1 нФ, прикладено напругу )10sin(10)( 6 ttu =  В. Знайти струм у колі, ак-
тивну, реактивну і повну потужності. 

Відповідь: )4/10sin(07,7)( 6 π+= tti  мА; 0,025 Вт; −0,025 ВАр; 0,0353 ВА. 
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16.  До кола, що складається з послідовно сполучених опору R = 8 кОм та 
індуктивності L = 6 мГн, прикладено напругу )3/10cos(141)( 6 π+= ttu  В. Знайти у 
колі струм, активну, реактивну і повну потужності. 

Відповідь: )41,010cos(1,14)( 6 += tti  мА; 0,8 Вт; 0,6 ВАр; 1 ВА. 
17.  До послідовного кола (R = 20 Ом, L = 100 мГн і С = 50 мкФ) прикладено 

напругу )377sin(14,14)( ttu =  В. Обчислити комплексні діючі значення струму і на-
пруги на елементах R, L і С, побудувати векторну діаграму. 

Відповідь:
05,37396,0 je А; 

05,3792,7 je В; 
05,12795,14 je В; 

05,5221 je− В. 
18.  Комплексний опір ділянки кола дорівнює 53 j+  Ом. Обчислити активну і 

реактивну провідності.   Відповідь: G = 0,082 См; B =0,147 См. 
19.  Комплексна провідність ділянки кола дорівнює 2,02,0 j−  См. Обчислити 

активний і реактивний опори.  Відповідь: R = 2,5 Ом; X = 2,5 Ом. 
20.  На ділянці кола задані комплексні діючі значення напруги 30=U  В і 

струму 9,06 jI +=  А. Знайти комплексний опір і комплексну провідність кола. 

Відповідь: =Z
05,895,4 je− Ом; =Y

05,8202,0 je См. 
21.  Щоб визначити параметри котушки індуктивності R, L, проведене 

вимірювання прикладеної напруги (вольтметром) і струму (амперметром) в двох ре-
жимах: а) 01 =f , 1001 =U В, 11 =I А; б) 5002 =f Гц, 1002 =U В, 5,02 =I А.. Знайти 

параметри котушки, а також показання амперметра при 10003 =f  Гц, 1003 =U  В. 
Відповідь: R = 100 Ом; L = 55 мГн; I = 0,277 А. 
22.  Обчислити коефіцієнт ємнісного зв’язку для схеми з прикладу 3.9 

(рис.3.30, б), якщо величиною паразитної ємності пC  не можна знехтувати (через не-
достатні розміри екрану).  

23. Задані параметри трансформатора: опір 40 Ом та індуктивність 0,05 Гн − 
для первинної обмотки, опір 50 Ом та індуктивність 0,05 Гн − для вторинної обмот-
ки; коефіцієнт зв'язку 0,6. Первинна обмотка приєднана до джерела ЕРС 100cos400t  
В, вторинна обмотка − до джерела ЕРС 0150cos(400 30 )t −  В. Електрорушійні сили 
джерел спрямовані до однойменних затискачів трансформатора. Обчислити активні 
потужності від кожного з джерел, які йдуть на втрати всередині трансформатора. 

Відповідь: 128 Вт; 360 Вт. 
 

Рисунок 3.56 – Схема кола 
 з індуктивно зв′язаними котушками 
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24. Опір взаємної індукції двох од-
накових індуктивно зв'язаних котушок з 
комплексним опором  10 10j+  Ом кожна 
дорівнює 4j  Ом (рис.3.56). Комплексний 
опір ємності дорівнює 20j−  Ом, а ЕРС 
джерел становлять 1 10mE =  В і 

030
2 10 j

mE e= В. Знайти напругу на 
ємності. 

Відповідь: 
01,310,95 je− В. 
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25. Трансформатор, що має дві обмотки на спільному осерді, характеризується 
такими даними: 1 100R =  Ом, 2 1L =  Гн, загальний опір вторинної обмотки і наван-
таження 10 кОм, відношення кількості витків 1 2/ 10N N = , коефіцієнт зв'язку 

0,5k = . Обчислити параметри чотириполюсної схеми заміщення (рис.3.41, б). 
Відповідь: 1 0,04L M− = −  Гн, 2 0,95L M− =  Гн, 0,05M =  Гн. 
26. Пояснити поняття: а) ідеальний; б) довершений; в) реальний трансформатор. 
27. Пояснити поняття однойменних затискачів індуктивно зв'язаних котушок. 
28. Пояснити застосування трансформатора як узгоджувального пристрою. 
29. Пояснити поняття коефіцієнта трансформації. Як він обчислюється? 
30. Пояснити суть основних методів апроксимації нелінійних характеристик. 

Як впливає форма характеристики на вибір методу апроксимації? 
31. Чим визначається вибір степеня полінома, яким апроксимують ВАХ? 
32.  Апроксимувати ВАХ нелінійного елемента, задану в табл.3.15, поліномом 

другого степеня в діапазоні 5...0u = −  В. Визначити похибку апроксимації при 
значенні напруги –1 В. 
 

Таблиця 3.15 – ВАХ нелінійного елемента 
 

u , В 0 −0,5 −1,0 −1,5 −2,0 −2,5 −3,0 −3,5 −4,0 −4,5 −5,0 
i , мА 7,5 6,5 5,5 4,5 3,6 2,7 2,0 1,4 0,75 0,4 0,25 

Відповідь: 2( ) 7,5 2,37 0,1865i u u u= + +  мА; 3,3%i∆ = . 

33.  На нелінійний елемент з ВАХ 2( ) 20 5 0,2i u u u= + +  мА діє напруга 

0( ) 5 5cosu t tω= − +  В. Знайти постійну складову і амплітуди гармонічних складових 
струму через цей елемент. 

Відповідь: 0 2,5I =  мА; 1 15mI =  мА; 2 2,5mI = мА. 
34.  Чим відрізняють режими великих і малих коливань у нелінійному колі при 

синусоїдній дії? 
35.  Пояснити поняття «кут відсікання». У чому полягає зміст розрахунку 

нелінійного кола за методом А.І. Берга?  
36.  Які значення кута відсікання відповідають режимам нелінійного кола А, 

АВ, В, С? 
37.  ВАХ нелінійного елемента апроксимована двома відрізками прямих: 

0, ;
( )

( ), ;
u

u u

u U
i u

S u U u U
<

=  − ≥
 6BuU = − ; 5мА/ВS = . 

 На вхід подано напругу 3
0( ) cos(2 10 )mu t U U tπ= + ⋅  В. Знайти кут 

відсікання, постійну складову і амплітуди першої, другої і третьої гармонічних скла-
дових струму через цей елемент, якщо 0 10U = −  В, 8mU =  В. Побудувати часову 
діаграму струму. 
 Відповідь: 0θ 60= ; 0 4,4I =  мА; 1 7,8mI =  мА; 2 5,6mI =  мА; 3 2,8mI =  мА. 

38.  За яких значень напруги зміщення 0U  і кута відсікання θ  струм у по-
передній задачі міститиме тільки постійну складову 0I  і першу гармоніку 1mI ? Знай-

ти 0I  та 1mI .  Відповідь: 0 2U =  В;  0θ 180= ; 0 40I =  мА; 1 40mI =  мА. 
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4 КОМПЛЕКСНІ ПЕРЕДАТНІ ФУНКЦІЇ  
ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ. ЧАСТОТНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 
4.1 Поняття і визначення 

 
Аналіз усталеного режиму лінійного електричного кола (ЛЕК) при 

синусоїдній дії показує, що миттєві значення струмів (напруг) також 
змінюються за синусоїдним законом з частотою дії. При цьому амплітуди і 
початкові фази струмів (напруг) залежать як від схеми і параметрів кола, так і 
від амплітуди та початкової фази дії. Щоб визначити відгук лінійного елек-
тричного кола на довільну дію, застосовуючи спектральний метод (див. 
підрозд. 3.1), необхідно багаторазово обчислювати комплексним методом 
амплітуди і початкові фази гармонік відгуку, спричинені відповідними 
гармоніками дії. Щоб спростити подібні розрахунки, використовують 
комплексні передатні функції (КПФ) кіл. 
 

Рисунок 4.1 − Позначення  
 кола як чотириполюсника 

 
Л Е К вхmU  вихmU

вхmI  вихmI  

 

Щоб визначити КПФ, лінійне електрич-
не коло умовно подають у вигляді дво- або 
чотириполюсника. Чотириполюсник − це 
схема з двома парами затискачів (рис.4.1). 
Пара затискачів, до яких підведено дію, нази-
вають вхідними, а затискачі, на яких 
визначається відгук, − вихідними. 

Комплексні амплітуди напруги вхmU   
або струму вхmI  на вході чотириполюсника можна умовно позначити вхmF  
(дія), а комплексні амплітуди напруги вихmU  або струму вихmI  на виході – 

вихmF  (відгук). Тоді, комплексна передатна функція кола − це відношення 
комплексної амплітуди відгуку до комплексної амплітуди дії: 

вих

вх
(ω) m

m

F
H

F
= .       (4.1) 

Значення ( )H ω  не зміниться, якщо комплексні амплітуди дії та відгуку 
замінити комплексними діючими значеннями, не використовуючи при цьому в 
правій частині виразу (4.1) індекс m :  

вих

вх
(ω) FH

F
= .       (4.2) 

Залежно від того, яка величина (струм або напруга) є дією, а яка − 
відгуком, КПФ ( )H ω  має різне фізичне значення і розмірність. 

1. Якщо вх вхF U= , вих вихF U= , то вих

вх
(ω) (ω)U

UH H
U

= =  − безрозмірний 

комплексний коефіцієнт передачі за напругою. 
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2. Якщо вх вхF I= , вих вихF I= , то вих

вх
(ω) (ω)І

IH H
I

= =  – безрозмірний 

комплексний коефіцієнт передачі за струмом. 

3. Якщо вх вхF I= , вих вихF U= , то вих
пер

вх
(ω) (ω) UH

I
= Ζ =  – комплексний 

передатний опір. 

4. Якщо вх вхF U= , вих вихF I= , то вих
пер

вх
(ω) (ω) IH Y

U
= =  – комплексна пе-

редатна провідність. 
Слід зазначити, що загалом пер пер(ω) 1/ (ω)YΖ ≠ . 
Якщо відгук визначають на вхідних затискачах, коло розглядається як 

двополюсник і КПФ набуває значення комплексної вхідної функції. 

Якщо вх вхF U= , вих вхF I= , то вх
вх

вх
(ω) (ω) IH Y

U
= =  – комплексна вхідна 

провідність. 

Якщо вх вхF I= , вих вхF U= , то вх
вх

вх
(ω) (ω) UH Z

I
= =  – комплексний 

вхідний опір. 
Комплексну передатну (вхідну) функцію можна подати в показниковій, 

тригонометричній та алгебраїчній формах запису: 

[ ] [ ]

(ω) (ω)(ω) (ω) (ω)

(ω)cos (ω) (ω)sin (ω) Re (ω) Im (ω)

j jH H e H e

H jH H j H

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= = =

= + = + ,         (4.3)
 

де )()( ω=ω HjH ; )(ωϕ ; [ ])(Re ωjH ; [ ])(Im ωjH  − відповідно модуль, ар-
гумент, дійсна і уявна частини комплексної передатної (вхідної) функції.  

КПФ лінійного кола залежить не від комплексної амплітуди дії, а від 
частоти дії, схеми і параметрів кола. Якщо параметри лінійного кола не 
змінюються, КПФ та її складові залежать тільки від частоти, що 
підтверджується виразами (4.1) – (4.3). 

Залежність від частоти модуля КПФ кола називається амплітудно-
частотною характеристикою (АЧХ). 

Залежність від частоти аргумента КПФ кола називається фазо-
частотною характеристикою (ФЧХ). 

Із співвідношень (4.1) – (4.3) виходить: 
вих вих

вх вх
(ω) m

m

F F
H

F F
= = ;           (4.4) 

вих вх(ω) (ω) (ω)ϕ ϕ ϕ= − .             (4.5) 
Вирази (4.4) та (4.5) показують, що АЧХ характеризує частотну за-

лежність відношення амплітуд (діючих значень) відгуку і дії, а ФЧХ – за-
лежність від частоти різниці початкових фаз відгуку і дії. Таке трактування 
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використовується пыд час експериментального вимірювання АЧХ і ФЧХ за до-
помогою приладів, працюючих в автоматичному режимі: вольтметрів, 
фазометрів і генераторів із змінюваною частотою. При цьому переважно вико-
ристовують не кутову ω , а циклічну частоту f . 

При графічному поданні частотних характеристик електричного кола 
АЧХ і ФЧХ, як правило, зображають окремо (рис.4.2, а, б). 

 

Re [H (f )]

Im[H ( f )] 

f = 0

f→∝

f 

f 
f1 

10 20 30 40 0 

2 

4 

6 

f, МГц

H(f ) 

a 

б 

Рисунок 4.2 – Графіки: а – АЧХ; 
 б – ФЧХ; в – АФХ; г – дійсної та уявної 
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Поряд з тим, залежність КПФ від частоти можна зобразити єдиним 

графіком на комплексній площині, де для кожного значення частоти ω  або f  

по дійсній осі відкладають [ ]Re (ω)H , а по уявній – [ ]Im (ω)H . Тому вектор 

1( )H ω , що відповідає частоті 1ω , має довжину )( 1ωH  і кут )( 1ωϕ . При 
змінюванні частоти кінець вектора (ω)H  описує деяку криву (рис.4.2, в), яку 
називають годографом. Таке подання КПФ інакше прийнято називати 
амлітудно-фазовою характеристикою (АФХ) кола. Графік АФХ будують при 
змінюванні частоти ω  або f  від нуля до нескінченності, позначаючи стрілкою 
напрям зростання частоти. 

В окремих випадках аналізують залежності дійсної [ ]Re (ω)H  і уявної 
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[ ]Im (ω)H  частин КПФ кола від частоти (рис.4.2, г). 
Для розрахунку КПФ і частотних характеристик використовують ком-

плексний метод (див. приклади 4.1 – 4.3). 
У тих випадках, коли діапазон змінювання АЧХ великий, застосовують 

логарифмічні одиниці – бели1 (Б), децибели (дБ) або непери2 (Нп), які основані 
на десяткових логарифмах та безпосередньо використовуються щодо 
відношення потужностей: 2 1, Б lg( / )A P P= ;  2 1, дБ 10 lg( / )A P P= ⋅ . 

Оскільки потужності пропорційні квадратам діючих значень струмів і на-
пруг, співвідношення для розрахунку АЧХ в цих одиницях мають вигляд: 

( ) ( ) ( )2
вих вх вих вх вих вх(ω), Б lg / 2 lg / 2 lg /m mH F F F F F F= = ⋅ = ⋅ ; 

( ) ( ) ( )2
вих вх вих вх вих вх(ω),дБ 10 lg / 20 lg / 20 lg /m mH F F F F F F= ⋅ = ⋅ = ⋅ . 

У пристроях СТЗІ частіше застосовують децибели, оскільки бел є 
порівняно великою одиницею: один бел відповідає змінюванню потужності у 
десять разів, а напруги або струму – в сто разів. 

Порівняння графіка АЧХ, побудованого на рис.4.3, а в децибелах, з 
вихідним графіком (рис.4.2, а) показує, що застосування логарифмічних оди-
ниць призводить до «розтягування» області малих значень і «стиснення» 
ділянок з максимальними значеннями. 

На відміну від децибела одиниця непер базується на натуральному лога-
рифмі стосовно відношення не потужностей, але амплітуд або діючих значень 
напруг (струмів). Тому для оцінки АЧХ в неперах справедливе співвідношення: 

( ) ( )вих вх вих вх(ω), Нп ln / ln /m mH F F F F= = . 

Використовуючи зв’язок між десятковими та натуральними логарифмами 
( xx lg3,2ln ⋅= ), можна записати вираз для розрахунку АЧХ в неперах за допо-
могою десяткових логарифмів і отримати співвідношення між неперами і деци-
белами у вигляді: 

вих вих

вх вх
(ω), Нп 2,3 lg 2,3 lgm

m

F F
H

F F
   

= ⋅ = ⋅      
   

; 1 Нп ≈ 8,7 дБ; 1 дБ ≈ 0,115 Нп. 

Непери застосовують, розраховуючи узгоджені симетричні чотириполюс-
ники, кола з розподіленими параметрами (довгі лінії) та лінії зв’язку. 

Слід зазначити, що логарифмічні одиниці безпосередньо застосовують 
тільки для безрозмірних АЧХ: )(ωIH  і )(ωUH . Щоб застосувати логарифмічні 
одиниці до розмірних АЧХ )(ωZ  і )(ωY , їх необхідно попередньо пронормува-
                                                           
1 Белл, A. G. Bell (1847–1922) – американський інженер та винахідник. У 1876 р. от-
римав у США патент на винайдений ним телефон, а у 1877 р. – додатковий патент на 
його вдосконалення. Оприлюднив роботи з відтворення і запису звуку. З 1897 р. − ди-
ректор Смітсоніанського інституту в Бостоні. 
2 Непер, J. Napier (1550–1617) – шотландський математик. Виклав властивості лога-
рифмів, увів таблиці логарифмів і правила користування. 
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ти. Для нормування, як правило, використовують максимальне значення АЧХ, 
причому нормувати доцільно і безрозмірні АЧХ. 

 

Рисунок 4.3 – Побудова АЧХ у логарифмічному масштабі: 
а – по осі ординат (у децибелах); б – по осі частот; 

в – по осях ординат (у децибелах) і частот 
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Будуючи графіки АЧХ і ФЧХ у широкому частотному діапазоні, викори-

стовують логарифмічні масштаби також по осі частот, на якій відкладають 
відрізки, пропорційні логарифмам частоти (рис.4.3, б), за допомогою десятко-
вих логарифмів і логарифмів з основою два. 

Логарифмічні частотні шкали не мають точки, яка відповідає 0=ω  
( 0=f ), оскільки −∞→0lg . Тому побудову частотних характеристик почина-
ють зі значення деякої початкової частоти пf  (на рис.4.3, б 1,0=пf  МГц). 

Щоб градуювати вісь частот, використовують абсолютні значення частоти 
або безрозмірні відносні величини: декади )/lg( пff  і октави )/(log2 пff . На 
графіку АЧХ (рис.4.3, б,в) по осі частот у дужках вказані декади.  
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АЧХ, зображені у логарифмічному масштабі по осях частот і ординат, на-
зивають логарифмічними (рис.4.3, в). Застосування логарифмічного масштабу 
по осі частот надає частотним характеристикам більшу наочність в області 
низьких частот. Крім того, суттєве зменшення крутості логарифмічних АЧХ 
дозволяє застосувати їх кусково-лінійну апроксимацію. 

Приклад 4.1. Знайти комплексний коефіцієнт передачі за напругою (ω)UH , 
АЧХ і ФЧХ для схем (рис.4.4, а, б). Побудувати графіки АЧХ, ФЧХ і АФХ. 
 
 

L 
 а  R 

I  

вхU  вихU
R  I  C  

вихU б 

Рисунок 4.4 – До прикладу 4.1: а, б – схеми кіл; в – графік АЧХ; г – графік ФЧХ  

)(ωUH

ω  0 
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1 
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)(ωϕ

/ 2π−

вхU

 
Розв’язання. Оскільки дані схеми однотипні за структурою і дуальні, визнача-

тимемо (ω)UH  разом для двох схем, використовуючи позначення: а – для схеми 
(рис.4.4, а); б – для схеми (рис.4.4, б).  

Вважаючи відомою напругу вхU , за законом Ома визначимо вихU : 

а) вх вх
вих ω 1 ω /

RU UU RI
R j L j L R

= = =
+ +

; б) вх вх
вих / ω

ω ( 1/ ω ) 1 ω
U UU I j C

j C R j C j RC
= = =

+ +
. 

Знайдемо (ω)UH : 

а) вих вх

вх вх

1 1(ω)
(1 ω / ) 1 ω / 1 ωU

RL

U UH
U j L R U j L R j τ

= = = =
+ + +

; 

б) вих вх

вх вх

1 1(ω)
(1 ω ) 1 ω 1 ωU

RC

U UH
U j RC U j RC j τ

= = = =
+ + +

, 

де RLRL /=τ , RCRC =τ  – величини, які мають розмірність часу і називаються 
сталими часу кіл R, L і R, C відповідно. 

Оскільки отримані вирази для (ω)UH  однотипні, запишемо (ω)UH , АЧХ і 
ФЧХ єдиною формулою: 

(ω)(ω )
2

1 1(ω) (ω)
1 ω 1 (ω )

Ujjarctg
U UH e H e

j
ϕτ

τ τ
−= = =

+ +
,              (4.6) 

де 2(ω) 1/ 1 (ω )UH τ= +  − рівняння АЧХ; )()( ωτ−=ωϕ arctgU  − рівняння 
ФЧХ; τ – стала часу, яка дорівнює RLτ ( RCτ ) для кола R, L (R, C). 
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Рисунок 4.5 – АФХ (годограф) 
 КПФ  кола у прикладі 4.1 

0=ω  
∞→ω  

 

Рисунок 4.6 – Схема кола 
 у прикладі 4.2 
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Графіки АЧХ (рис.4.4, в) і ФЧХ (рис.4.4, г) змінюються із зростанням частоти 

ω  монотонно, оскільки розглянуті кола мають один частотно залежний елемент. 
Щоб проаналізувати АФХ, перетворимо вираз для (ω)UH : 

2
2 (ω)2 (ω )

2

1 0,5 0,5 ω(ω) 0,5
1 ω 1 ω

0,5 1 (ω )0,5 0,5 0,5
1 (ω )

U

U

jj arctg

jH
j j

e e ϕτ

τ
τ τ

τ

τ
−

−
= = + =

+ +

+
= + = +

+
. 
                 

(4.7)
 

Запис (4.7) дозволяє подати АФХ (рис.4.5) у вигляді суми двох векторів – 
дійсного числа 0,5 і комплексного числа )(25,0 ωϕUje , модуль якого є постійним, а ар-
гумент 2ϕU(ω) змінюється залежно від частоти від 0 (при 0=ω ) до π−  (при ∞→ω ). 
Тому годограф АФХ є півколом радіусом 0,5 і координатами центра (0,5; 0). 

Вираз для (ω)UH , а також графіки АЧХ і ФЧХ дозволяють оцінити 
можливості практичного застосування досліджуваних кіл. 

У діапазоні частот τ<<ω≤ /10  ( 1<<ωτ ) комплексний коефіцієнт передачі за 
напругою ( ) 1UH ω ≈ , АЧХ ,1)( ≈ωUH  ФЧХ 0)( ≈ωϕU . Тому вхідні і вихідні ко-
ливання мають однакові амплітуди та початкові фази. 

Для частот ∞<ω<<τ/1  ( 1>>ωτ ) коефіцієнт передачі за напругою 
(ω) 1/ ωUH j τ≈ , АЧХ (ω) 1/ωUH τ≈ , ФЧХ 2/)( π−≈ωϕU . При цьому миттєві зна-

чення вхідної та вихідної напруги можна записати у вигляді: вх ( ) cos(ω )m uu t U t ψ= + ;  

вих вх
1( ) cos(ω / 2) sin(ω ) ( )

ω ω
m m

u u
U Uu t t t u t dtψ π ψ
τ τ τ

≈ + − = + = ∫ . 

Отже, за умови 1>>ωτ  розглянуті кола з точністю до коефіцієнта τ/1  вико-
нують операцію інтегрування вхідних коливань і тому називаються інтегрувальними. 

Приклад 4.2. Розрахувати комплексний коефіцієнт передачі за напругою 
( )UH f  для схеми (рис.4.6). Параметри схеми: 5=R  Ом; 75,1=L  мкГн; 400=C пФ. 

У діапазоні частот (0…10) МГц побудувати графіки АЧХ, ФЧХ, АФХ для ( )UH f , 
[ ]Re ( )UH f , [ ]Im ( )UH f . 
Розв’язання. Запишемо вираз для комплексного коефіцієнта передачі: 

вих вх
2

вх вх

1 1(ω) .
( ω 1/ ω ) ω (1 ω ) ωU

U UH
U R j L j C U j C LC j RC

= = ⋅ =
+ + − +
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Складемо рівняння частотних характеристик: 

22 2 2

1 ω(ω) ; (ω)
1 ω(1 ω ) (ω )

U U
RCH arctg

LCLC RC
ϕ= = −

−− +
; 

[ ] [ ]
2

2 2 2 2 2 2
1 ωRe (ω) ; Im (ω)

(1 ω ) (ω ) (1 ω ) (ω )U U
LC RCH H

LC RC LC RC
ω−

= = −
− + − +

. 

Підставимо параметри кола у здобуті вирази і запишемо співвідношення для 
розрахунку частотних характеристик в функції частоти f : 

2 2 6 10 2 10 2

10

2 2 6 10

( ) 1/ (1 4 1,75 10 4 10 ) (2 5 4 10 ) ;

2 5 4 10( ) ;
1 4 1,75 10 4 10

U

U

H f f f

ff arctg
f

π π

πϕ
π

− − −

−

− −

= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ ⋅
= −

− ⋅ ⋅ ⋅
 

[ ]
2 2 6 10

2 2 6 10 2 10 2
1 4 1,75 10 4 10Re ( ) ;

(1 4 1,75 10 4 10 ) (2 5 4 10 )U
fH f

f f
π

π π

− −

− − −
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=
− ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

 [ ]
10

2 2 6 10 2 10 2
2 5 4 10Im ( ) .

(1 4 1,75 10 4 10 ) (2 5 4 10 )U
fH f

f f
π

π π

−

− − −
⋅ ⋅ ⋅

= −
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

 

Результати розрахунків частотних характеристик подамо графічно (рис.4.7). 
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Рисунок 4.7 – Графіки для HU ( f )  
у прикладі 4.2: а – АЧХ; б – ФЧХ; 

 в – Re [HU ( f )] і Im [HU ( f )]; г – АФХ 
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Приклад 4.3. На рис.4.8,а зображена електрична принципова схема пристрою 
захисту телефонних ліній від несанкціонованого зняття акустичної інформації. Схема 
складається з двох послідовно увімкнених функціональних вузлів: П-подібного ФНЧ 
та амплітудного дискримінатора у вигляді зустрічно-паралельного увімкнення діодів. 
Перший вузол призначений для запобігання витоку інформації внаслідок мікрофон-
ного ефекту (перетворення акустичних коливань в електричні) викличного електро-
механічного пристрою телефонного апарату, другий – для протидії зняття інформації 
методом ВЧ нав’язування. 
 Розрахувати АЧХ і ФЧХ П-подібного ФНЧ (рис.4.8,б). Визначити загасання 
кола на частотах звукового діапазону (300–3400 Гц) і на граничних частотах 
діапазону ВЧ нав’язування 200 кГц та 1 МГц. Параметри фільтра: 1 2 22C C= =  нФ, 

1,5L = мГн, ТА 600R =  Ом. 
 

Рисунок 4.8 – Пристрій захисту телефонних ліній: 
а – принципова схема пристрою; б – схема ФНЧ; в – графік АЧХ ФНЧ 
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Розв’язання.  
Запишемо вираз для комплексного коефіцієнта передачі фільтра за напругою: 

ТА 2

ТАвих ТА 2
2

ТА 2вх ТА 2
ТА 2

/ ω
1/ ω(ω) ./ ω (1 ω ) ω( ω )

1/ ω

L

U

L

R j CI
U RR j CH R j CU R LC j LI j L

R j C

+
= = =

− ++
+

 

Складемо рівняння амплітудно- та фазочастотної характеристик: 

ТА
22 2 2 2

ТА 2ТА 2

ω(ω) ; (ω)
(1 ω )(1 ω ) (ω )

U U
R LH arctg

R LCR LC L
ϕ= = −

−− +
. 

Обчислимо значення коефіцієнта передачі на частотах звукового діапазону та 
граничних частотах діапазону ВЧ нав’язування: (300) (3400) 1U UH H= = ; 

5(2 10 ) 0,02UH ⋅ = ; 6(10 ) 0,0008UH = . З результатів розрахунку та графіку АЧХ фі-
льтра (рис.4.8, в) виходить, що коливання з частотами звукового діапазону повністю 
пропускаються, а коливання ВЧ діапазону ослаблюються фільтром до безпечного 
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рівня. В даному прикладі розглянуто ідеальне джерело синусоїдної напруги ( )e t . Для 
реального джерела, що має внутрішній опір iR , ступінь ослаблення ВЧ коливань 
збільшиться. Пропонується довести цей висновок самостійно. 

 
4.2 Вибірні властивості електричних кіл. Смуга пропускання 

 
Згідно з виразом (4.4) амплітуди відгуку кола вихmF  і дії вхmF  пов’язані 

через АЧХ: вих вх(ω)m mF H F= . 
Якщо 0)( =ωH , відгук відсутній за будь-якої амплітуди дії (коло «не 

пропускає» вхідне коливання), оскільки вих 0mF = .  
Якщо (ω) 0H ≠ , амплітуда відгуку тим більша, чим більше значення АЧХ 

для частоти дії. Якщо АЧХ залежить від частоти (рис.4.2, а, 4.4, в, 4.7, а), коло 
має вибірні властивості.  

Вибірність, або селективність, − це влаcтивість кола з набору коливань 
різних частот виділяти («пропускати») коливання одних і «не пропускати» ко-
ливання інших частот. 

Якщо АЧХ не залежить від частоти, коло не є вибірним. Вибірні 
властивості кіл характеризують величиною ослаблення: 

1
)(

)( max >
ω

=ω
H
HA ; max(ω), дБ 20 lg 0

(ω)
HA
H

 
= ⋅ > 

 
, 

де maxH  – максимальне значення АЧХ, а також смугою пропускання (СП) 
і коефіцієнтом прямокутності АЧХ. 

Смуга пропускання − це діапазон частот, у межах якого АЧХ )(ωH  
зменшується не більше, ніж у задане число разів n порівняно з максимальним 
значенням maxH . Інакше, СП − це смуга частот, в межах якої ослаблення менше 
певного значення: nA ≤ω)( . СП прийнято позначати ωΠ  або fΠ  залежно від 
одиниць вимірювання частоти (рад/с або Гц). 

Граничні частоти СП є розв’язком будь-якого з рівнянь:  

n
HH max)( =ω ; n

H
HA =

ω
=ω

)(
)( max ; норм

max

(ω) 1(ω) HH
H n

= = ,                (4.8) 

де норм (ω)H  – АЧХ, нормована до максимального значення maxH . 

Як рівень відліку СП прийняте значення 2=n , що відповідає зменшен-
ню потужності коливань на границях СП (саме таку мінімальну зміну потуж-
ності звукових коливань відчуває людське вухо) порівняно з максимальним 
значенням. Рівняння для розрахунку граничних частот СП виглядатимуть так: 

max
maxmax 707,0
41,12

)( HHHH ≈≈=ω ; норм
max

(ω) 1(ω) 0,707;
2

HH
H

= = ≈  (4.9) 

норм (ω), дБ 20 lg0,707 3H = ⋅ = −  дБ; max(ω) / (ω) 2 1,41A H H= = ≈ . 



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 194 

Залежно від форми АЧХ кількість граничних частот СП може бути різною 
(рис.4.9). На рис.4.9, а, б показані АЧХ з одною граничною частотою грω  ( грf ). 
Максимальне значення цих АЧХ відповідає граничним значенням частот 0=ω  
(рис.4.9, а) і ∞→ω  (рис.4.9, б). Очевидно, у першому випадку ω грωΠ =  
( грf fΠ = ), а у другому – ∞→Πω  ( ∞→Π f ). 

На рис.4.9, в показані різні за формою АЧХ (криві 1 і 2), у яких збігаються 
граничні частоти СП гр1ω  і гр2ω  і тому смуга пропускання однакова: 

ω гр2 гр1ω ωΠ = − ; гр2 гр1f f fΠ = − .                              (4.10) 
На рис.4.9, г зображена АЧХ, що має чотири граничні частоти і дві СП: 
ω гр2 гр1ω ω′ ′ ′Π = − ;   ω гр2 гр1ω ω′′ ′′ ′′Π = − ;  гр2 гр1f f f′ ′ ′Π = − ; гр2 гр1f f f′′ ′′ ′′Π = − . 

Смуга пропускання, хоча і є важливим показником вибірності, однак не 
дозволяє досить повно порівнювати міру послаблення коливань, частоти яких 
лежать в межах і за межами СП. 

Щоб визначити монотонність АЧХ, вводиться коефіцієнт нерівномірності 
ослаблення у смузі пропускання, який оцінюється максимальним значенням ос-
лаблення 2)( max ≤ωA  (рис.4.9, в, графік 1) в межах СП. При цьому значения 
ослаблення на границях смуги 2)( =ωA  не враховуються. 

Щоб оцінювати вибірні властивості кіл з однаковою СП, їх АЧХ 
порівнюють з ідеальною прямокутною характеристикою (на рис.4.9, в позначе-
на штрихуванням), яка не змінює амплітуду вихідних коливань у порівнянні з 
вхідними для частот у межах СП ( 1)( =ωA ) і ослаблює коливання, частоти яких 
лежать за межами смуги ( ∞→ω)(A ). Для кількісної оцінки прямокутності АЧХ 
реальних кіл використовують коефіцієнт прямокутності, який розраховується 
як відношення СП на рівні 21 >>n  (практично використовують одне із зна-
чень 10, 100 або 1000) і на стандартному рівні 2=n : 

1 1ω 2 2
пр

ω 2 2

fn n

fn n

k >> >>

= =

Π Π
= =

Π Π
.                                   (4.11) 

Для ідеальної АЧХ коефіцієнт прямокутності дорівнює одиниці. У реаль-
них кіл форма АЧХ відрізняється від ідеальної і пр 1k > . При однакових значен-

нях СП і 21 >>n  вибірнішим є коло, у якого прk  менше. Тому з двох АЧХ 
(рис.4.9, в) кращу вибірність забезпечує характеристика 1. 

Коефіцієнт прямокутності можна визначити тільки для кіл, у яких АЧХ 
монотонно зменшується до нуля за межами СП: ∞→ω)(A . Цій умові задо-
вольняють характеристики, зображені на рис.4.9, а, б, в. 

Кола R, C та R, L мають однобічну вибірність в області низьких або висо-
ких частот (рис.4.9, а, б). Щоб забезпечити вибірність в діапазоні частот побли-
зу резонансної частоти, використовують кола R , L , C . Аналізу резонансних 
режимів та вибірних властивостей цих кіл присвячено матеріал даного розділу. 
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Рисунок 4.9 – Різновиди АЧХ і смуг пропускання 
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Приклад 4.4. Визначити СП кіл, розглянутих у прикладі 4.1. Оцінити ко-
ефіцієнт прямокутності АЧХ для різних значень 21 >>n . 

Розв’язання. Використовуючи вираз (4.6) для АЧХ і враховуючи максимальне 
значення 1max =UH , а також співвідношення (4.9), складемо рівняння для визначен-
ня граничних частот СП: 

2
1

)(1
1)(

2
=

ωτ+
=ωUH .                                             (4.12) 

Розв’язуючи рівняння (4.12), знаходимо два значення граничної частоти, з 
яких тільки додатне має фізичний зміст: грω 1/τ= . 

Оскільки максимальне значення АЧХ відповідає частоті 0=ω , запишемо 
вираз для СП у вигляді: ω грω 1/τΠ = = . 

Визначимо 21>>ωΠ n  та знайдемо прk  за формулою (4.11): 

1
2

1
)(1

1)(
n

HU =
ωτ+

=ω , звідки 
1

1
ω гр12 ωn

n
τ>>Π = ≈ ; 1ω 2

пр 1
ω 2

n

n

k n>>

=

Π
= ≈

Π
. 

Отже, значення коефіцієнта прямокутності АЧХ даних кіл збігається з рівнем 
відліку 21 >>n . 

На графіку АЧХ (рис.4.10, а) позначимо отримані СП на стандартному рівні 
2=n  і на рівні 21 >>n , а на графіку АФХ (рис.4.10, б) накреслимо жирною 

лінією ділянку, що відповідає частотам СП. 
 

Рисунок 4.10 – Графіки, що ілюструють параметри вибірності кіл  
у прикладі 4.4: а – АЧХ; б – АФХ  
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4.3 Послідовний коливальний контур. Схеми контуру. Резонансний 
режим. Вторинні параметри. Резонансні криві 

  
Коливальними називаються кола, в яких можливе явище резонансу напруг 

або струмів. 
Послідовний коливальний, або резонансний, контур складається з котушки 

індуктивності та конденсатора, з’єднаних послідовно з джерелом напруги. 
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На рис.4.11, а схеми заміщення котушки і конденсатора обведені пункти-
ром. 

Коливальний контур винайдений німецьким фізиком Брауном3. На почат-
ку розвитку радіотехніки значний внесок в теорію і практику коливальних сис-
тем зробив Мандельштам4. 

 
 

Рисунок 4.11 – Схеми послідовного коливального контуру 
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Схема заміщення котушки індуктивності представлена послідовним 

з’єднанням ідеальних елементів LR  і L , які мають певне фізичне значення: опір 
LR  характеризує втрати енергії в котушці і дорівнює десяткам або одиницям 

Ом, а L  − це індуктивність котушки. Еквівалентна схема конденсатора − це па-
ралельне з’єднання ємності С і опору витікання СR′ , який враховує втрати 
енергії від струмів зміщення в ізоляції конденсатора. Опір СR′  може перевищу-
вати сотні кілоом. Оскільки для запису рівнянь така схема не досить зручна, 
доцільно перетворити паралельне з’єднання СR′  і С  у послідовне − з парамет-
рами СR  і С  (рис.4.11, б). Причому ємність С  залишається майже незмінною, а 
                                                           
3 Браун Карл Фердинанд, Braun (1850–1918) – професор фізики Страсбурзського 
університету. В 1897 р. створив електронно-променеву трубку. В 1898 р. винайшов 
коливальний контур з малим загасанням. Виготовив кристалічний детектор для пер-
ших радіоприймачів, винайшов декілька типів антен і запропонував багато технічних 
удосконалень, які сприяли розвитку радіозв’язку. В 1909 р. Гіль’єрмо Марконі та 
Фердинанду Брауну присуджено Нобелівську премію з фізики за створення безпро-
водового телеграфу. (На жаль, роботи російського фізика О.С. Попова, який в 1895 р. 
оприлюднив, але не запатентував результати своїх досліджень щодо можливості 
передачі повідомлень за допомогою електромагнітних хвиль, не потрапили у поле зо-
ру Нобелівського комітету). 
4 Мандельштам Леонід Ісаакович (1879–1944) – фізик, дійсний член АН СРСР; на-
родився в Одесі. Вчився, а потім працював у Страсбурзі з К.Ф. Брауном до 1918 р. 
Приймав участь у дослідженнях і розробках радіопристроїв у фірмі «Сименс и Галь-
ске». Основні праці належать до радіофізики, теорії коливань і оптики. 
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опір СR  буде тим менше, чим більше СR′ . Якщо послідовно з’єднані опори iR , 
LR  і СR  замінити сумарним опором втрат CLi RRRR ++= , виходить узагаль-

нена схема коливального контуру, параметри якого R , L , C  називаються пер-
винними (рис.4.11, в). 

За законом Ома комплексне діюче значення струму в схемі (рис.4.11, в) 
( ) ,

(ω 1/ω )
I Ej jE E EI Ie e

R j L C R jX Z
ψ ψ ϕ−= = = =

+ − +
                   (4.13) 

де CL XXX −=  − реактивний опір контуру; 22 XRZ +=  – повний опір 
контуру; ( / )arctg X Rϕ =  – аргумент комплексного опору контуру. 

Частотні залежності реактивного опору і його складових ( LX , CX− , X ) 
показані на рис.4.12, а. Точка, в якій 0)( =ωX , відповідає умові резонансу. Час-
тота, що задовольняє цій умові, є резонансною:  

pез(ω ) 0X = ,     pез pезω 1/ω 0L C− = ,  звідки 

рез
1ω
LC

=  або рез
1

2
f

LCπ
= .                                 (4.14) 

 
 

 

Рисунок 4.12 – Графіки частотних залежностей: 
а – реактивного опору і його складових; б – модуля реактивного опору; 

в, г – модуля і аргументу комплексного опору 
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Період коливань і довжина хвилі для резонансної частоти становлять:  
рез pез1/ 2T f LCπ= =  (формула Томсона5);  pез рез pез/ 2cT c f c LCλ π= = = , 

де −c  швидкість поширення електромагнітних хвиль. 
У діапазоні від 0 до резω  реактивний опір контуру від’ємний, що відпові-

дає його ємнісному характеру. У діапазоні від резω  до ∞→ω , реактивний опір 
додатний і, отже, має індуктивний характер. 

Частотна залежність повного опору відповідно до (4.13) показана на 
рис.4.12, в. Форма кривої Z близька до кривої X  (рис.4.12, б), оскільки саме 
модуль X визначає повний опір при відході від резонансної частоти. Повний 
опір на резонансній частоті є активним: 

резZ R= ,           (4.15) 
що відповідає відсутності фазового зсуву між зовнішньою напругою і струмом 
у колі (такий резонанс є фазовим): 

рез(ω ) 0ϕ = .                                             (4.16) 
Слід звернути увагу на те, що для резω ω=  повний опір є мінімальним. 

Графік залежності аргументу комплексного опору від частоти (рис.4.12, г) ви-
значається частотною залежністю )(ωX . 

Частотна залежність діючого (амплітудного) значення струму називається 
резонансною кривою (рис.4.13). З формули (4.13) випливає, що частотна 
залежність величини I обернено пропорційна частотній залежності повного 
опору (рис.4.12, в). При резонансі діюче (амплітудне) значення струму досягає 
максимуму: 

рез /I E R= ;  рез /m mI E R= ,                                  (4.17) 
що є ознакою амплітудного резонансу.  

Частота амплітудного резонансу струму збігається з частотою фазового 
резонансу. 

Практично настроїти контур в резонанс можна, змінюючи частоту, 
ємність або індуктивність. Залежності діючого (амплітудного) значення струму 
від ємності або індуктивності називають настроювальними кривими. Ці криві 
досягають максимуму при резонансі. 

Згідно з умовою резонансу 0=X  значення реактивних опорів 
індуктивності та ємності дорівнюють одне одному і називаються характери-
стичним опором контуру ρ : 

рез резω 1/ωL Cρ = = .                                            (4.18) 

                                                           
5 Томсон Уільям, Thomson (1824–1907) – англійський фізик. Більше 50 років керував 
кафедрою теоретичної фізики університету в Глазго. За наукові заслуги отримав ти-
тул лорда Кельвіна за назвою річки в цьому місті. Зробив внесок в термодинаміку, 
теорію електричних коливань, математичну фізику. Зробив низку винаходів і удоско-
налень в телеграфії та вимірювальній техніці. Запропонував термодинамічну темпе-
ратурну шкалу, одиниця виміру в якій отримала назву – кельвін (K). 
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Якщо у формулу (4.18) підставити вираз (4.14), виходить значення харак-
теристичного опору, який визначається первинними параметрами контуру: 

C
L

=ρ .          (4.19) 

Характеристичний опір становить одиниці кілоом, якщо резf  не переви-
щує сотні мегагерц. 

 

Рисунок 4.14 – Векторна діаграма струмів 
 і напруг у контурі при резонансі 

 

Рисунок 4.13 – Графік резонансної 
 кривої струму послідовного контуру 
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На резонансній частоті комплексні значення струму і напруг на елементах 

контуру становитимуть: 
рез /I E R= ;  резRU E= ; 

резрезрез ωLU j LI j E
R
ρ

= = ;  резрез
рез

1
ωCU j I j E

C R
ρ

= − = − .    (4.20) 

Ці векторні величини зображені на діаграмі (рис.4.14) і відповідають 
рівнянню, складеному за другим законом Кірхгофа для резω ω= : 

рез рез резR L CE U U U= + + . 
Як виходить з діаграми і співвідношень (4.20), при резω ω=  напруга на 

опорі резRU  дорівнює значенню E  і збігається за фазою зі струмом I , а напру-
ги на реактивних елементах протилежні за фазою і рівні між собою за модулем: 

рез
рез

1
ωCU E E

CR R
ρ

= = ;     рез
рез

ω
L

L
U E E

R R
ρ

= = .  

Оскільки рез резRU RI E= = , напруга на зовнішніх затискачах кола при ре-
зонансі збігається з напругою на опорі. 

Вирази для резCU  і резLU  мають однаковий коефіцієнт перед E , який по-
значається літерою Q  і називається добротністю контуру: 

рез

рез

ω 1
ω

L
Q

R CR R
ρ

= = = .                                        (4.21) 
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Діючі (амплітудні) значення напруг на реактивних елементах на резо-
нансній частоті перевищують діюче значення ЕРС джерела в Q  разів:  

рез резC LU U QE= = .          (4.22) 
Тому резонанс у послідовному контурі називають резонансом напруг. 
Добротність Q  з урахуванням виразів (4.19) і (4.21) можна визначити че-

рез первинні параметри контуру: 
/L CQ

R R
ρ

= = .      (4.23) 

Тобто, добротність показує, наскільки характеристичний опір перевищує 
опір втрат у контурі. Добротність називають також коефіцієнтом якості6 конту-
ру. Межі змінювання добротності для контуров з малими втратами становлять 

500...20 , якщо рез 100f <  МГц. В цьому ж діапазоні частот вищу добротність 
( )1000>Q  забезпечують електромеханічні (кварцові та магнітострикційні) 
коливальні пристрої. У діапазоні частот 100>f  МГц коливальні пристрої 
реалізують, застосовуючи довгі лінії і об’ємні резонатори. Перспективною 
технологією виготовлення високодобротних контурів є акустоелектроніка, яка 
використовує поверхневі акустичні хвилі. 

При резонансі максимальна енергія, накопичена в магнітному полі 
індуктивності, дорівнює максимальній енергії електричного поля ємності: 

2 2
max рез pез/ 2L mW LI LI= = ; 

2
рез 2 2 2

max рез рез рез
pез

1( )
2 ω
mC

C C
CU

W CU C I LI
C

= = = = .           (4.24) 

Отже, maxmax LC WW = . Тобто в контурі на резонансній частоті 
індуктивність і ємність накопичують енергію, яка досягає однакового значення, 
але у різні моменти часу. Під час обміну енергіями між реактивними елемента-
ми вона частково поглинається в опорі − ці втрати компенсує джерело.  

Енергія втрат в активному опорі за період pезT  становить: 
2

рез pез pез pезRW PT RI T= = .                                      (4.25) 
Вирази (4.24) і (4.25) обумовлюють енергетичне трактування добротності: 

2 2
pез pез pез pезmax

2 2
рез pез pез pез

2 ω
2 2L

R

LI f LI LWQ
W RRI T RI

π
π π= = = = .  

Отже, добротність прямо пропорційна максимальній енергії, яка на-
копичується в реактивних елементах при резонансі, і обернено пропорційна 
енергії втрат в активному опорі за період резT . 

                                                           
6 Позначення добротності Q  обумовлено першою літерою англійської назви цього 
параметру «Quality factor». 
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Особливості резонансу напруг і способів настроювання визначають прин-
цип дії вимірювальних приладів, які називаються «Q -метрами». До складу цих 
приладів входять генератори із змінною частотою, змінні конденсатори і 
індикатори струму. Q -метри дозволяють вимірювати не тільки добротності 
контурів, але й індуктивності котушок і ємності конденсаторів. 

Величина, обернена добротності, позначається літерою d  і називається 
загасанням контуру: 

1/d Q= .         (4.26) 
Резонансна частота рез резω ( )f , період резонансної частоти резT , характе-

ристичний опір ρ , добротність контуру Q , загасання d  називаються вторин-
ними параметрами контуру. 

Частотні залежності діючих значень (амплітуд) напруг на елементах R , 
L , C  називають резонансними кривими. 

Виходячи з закону Ома в комплексній формі для схеми (рис.4.11, в), ком-
плексне діюче значення напруги на активному опорі 

Ij
R RIeIRU ψ== ,                                         (4.27) 

звідки виходить рівняння резонансної кривої напруги на активному опорі: 
)()( ω=ω RIU R .                                            (4.28) 

Для ємності та індуктивності  
Ij

jC Ie
Ce

I
Сj

U ψ
πω

=
ω

= 2/
11 ,  / 2ω ω Ijj

LU j L I Le Ie ψπ= = , 

звідки виходять рівняння резонансних кривих напруг 

)(1)( ω
ω

=ω I
C

UC ;      (4.29) 

)()( ωω=ω ILU L .      (4.30) 
Відповідно до формул (4.28) – (4.30) можна побудувати графіки резо-

нансних кривих напруги на елементах контуру. В області частот поблизу резω  
при малих добротностях, тобто при великому опорі втрат, спостерігаються 
специфічні особливості резонансних кривих. Значення струму на резонансній 
кривій (рис.4.13) повільно зменшується при відході від резонансної частоти. З 
кривою струму за формою збігається резонансна крива напруги на активному 
опорі )(ωRU  − ці криві відрізняються постійним коефіцієнтом R  (рис.4.15). 

Максимальне діюче (амплітудне) значення напруги на опорі (амплітудний 
резонанс) спостерігається на частоті резω , яка є також і частотою фазового ре-
зонансу. 

Крива частотної залежності діючого значення напруги на ємності згідно з 
виразом (4.29) здобута множенням кривої струму, подібної до )(ωRU , на 
ємнісний опір 1/ωC , обернено пропорційний частоті. Оскільки крива I мало 
змінюється поблизу резонансної частоти, максимум кривої )(ωCU  зміщується у 
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бік частот, менших за резонансну (рис.4.15). Такий же висновок можна дістати, 
аналізуючи співвідношення (4.29) з урахуванням значення струму I (4.13): 

( )2 2 2 22 (ω ) (ω 1)ω ω 1/ω
C

E EU
CR LCC R L C

= =
+ −+ −

.          (4.31) 

Напруга CU  максимальна при мінімальних значеннях знаменника дробу 
(4.31) або його підкореневого виразу: 

2 2 2(ω ) (ω 1)CR LC+ − .                                       (4.32) 
Якщо похідну виразу (4.32) за ω  прирівняти нулю і розв’язати рівняння 

2 2 2 2 2( 2ω 2 )2ω 0C R L C LC+ − = , 
значення частоти maxCω , що відповідає максимуму CU , становитиме: 

)
2

1(1
2

2 2

22

22

max L
CR

LCCL
RCLC

C −=
−

=ω . 

З урахуванням співвідношень (4.14), (4.19), (4.21) і (4.26) можна здобути 
остаточний вираз для maxCω :  2

max резω ω 1 0,5C d= − . 
Після підстановки значень maxCω  у рівняння (4.31) і його перетворення 

виходить формула для визначення максимальної напруги на ємності: 
рез

max рез2 2 21 0,25 1 0,25 1 0,25
C

C C
UE EQU U

d d d d
= = = >

− − −
.        (4.33) 

 

Рисунок 4.15 – Графіки резонансних кривих напруг на елементах 
 послідовного коливального контуру 

 

ω 

CLR UUU ,,  

0 резω  maxCω  maxLω  

ρ 

QE  

E  

CU  
LU

RU

Lω
Cω
1  

 
 

Аналіз резонансної кривої діючого значення напруги на індуктивності 
виконується аналогічно відповідно до формули (4.30). Оскільки індуктивний 
опір Lω  збільшується із зростанням частоти, це призводить до зміщення мак-
симуму )(ωLU  у бік частот, вищих від резонансної. Частота, яка відповідає 
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максимальній напрузі на індуктивності, і максимум напруги на індуктивності 
maxLU  становитимуть: 

рез
max 2

ω
ω

1 0,5
L

d
=

−
; рез

max рез2 21 0,25 1 0,25
L

L L
UEQU U

d d
= = >

− −
.  

У високодобротного контуру загасання d  невелике і різниця між maxCU  і 
maxLU  як між собою, так і з резонансним значенням QE  буде незначною. На-

приклад, при добротності 10=Q  )1,0( =d  частоти максимумів становитимуть 
max резω 0,9975ωC =  і max реω 1,0025ωL з= , а максимуми напруг: 

max max 1,0012C LU U QE= = . Отже, при 10>Q  можна вважати, що 
max max резω ω ωС L≈ ≈ , max max рез резC L C LU U U U QE≈ ≈ ≈ = . Слід, однак, зазначити, 

що при низькій добротності різниця між максимумами напруг на реактивних 
елементах та їх резонансними значеннями, а також відмінність частот, які 
відповідають цим максимумам, і резонансною частотою можуть бути 
суттєвими. Тому загалом визначати резонансну частоту контуру за максимумом 
діючого значення напруг на реактивних елементах не можна. 

Приклад 4.5. Розрахувати вторинні параметри послідовного контуру, розгля-
нутого у прикладі 4.2. Знайти комплексні діючі значення струму і напруг на елемен-
тах контуру, якщо 4/5 π−= jeE  В. 

Розв’язання. За формулами (4.14), (4.19), (4.23), (4.26) обчислимо: 

 6
рез 6 10

1 1 6,015 10
2 2 1,75 10 4 10

f
LCπ π − −

= = = ⋅
⋅ ⋅ ⋅

 Гц = 6,015 МГц ; 

14,66
104

1075,1
10

6
=

⋅
⋅

==ρ
−

−

C
L

 Ом; 23,13
5
14,66

==
ρ

=
R

Q ; 076,0
23,13

11
===

Q
d . 

На підставі співвідношення (4.20) розрахуємо резонансний режим в контурі: 
/ 4

/ 4
рез

5
5

j
jE eI e

R

π
π

−
−= = =  А; / 4

рез 5 j
RU E e π−= =  В; 

/ 4
рез 66,15 j

LU jQE e π= =  В;     3 / 4
рез 66,15 j

CU jQE e π−= − =  В. 
 

4.4 Комплексні передатні функції і частотні характеристики 
послідовного контуру. Абсолютна, відносна і узагальнена розст-
ройки 

 
Якщо дією вважати ЕРС вхF E= , то відповідно до формули (4.2) КПФ 

послідовного коливального контуру:  
вих(ω) /H F E= .      (4.34) 

Якщо відгуком вважати струм, КПФ є комплексною провідністю: 
1 1(ω)
(ω)

IY
E Z R jX

= = =
+

, 
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де ω 1/ωX L C= −  – реактивний опір контуру. 
Якщо в формулі (4.34) відгуком є напруги на елементах контуру, КПФ є 

комплексними коефіцієнтами передачі за напругою: 

(ω)
R

R
U

U RH
E R jX

= =
+

; /ω(ω)
C

C
U

U j CH
E R jX

−
= =

+
;  ω(ω)

L
L

U
U j LH
E R jX

= =
+

. 

Вирази для АЧХ і ФЧХ послідовного контуру, а також значення КПФ і 
АЧХ для резонансної частоти наведені у табл.4.1. 

 
Таблиця 4.1 – Вирази та значення КПФ, АЧХ і ФЧХ послідовного контуру 
 

Відгук рез(ω )H , рез(ω )H  АЧХ ФЧХ 

I  рез

рез

(ω )

(ω ) 1/

Y

Y R

=

= =
 вх 2 2

1(ω) IY
E R X

= =
+

 

RU  
рез

рез

(ω )

(ω ) 1
R

R

U

U

H

H

=

= =
 2 2

(ω)
R

R
U

U RH
E R X

= =
+

 R
Xarctg

ERURU

EIY

−=

=ψ−ψ=ωϕ=
=ψ−ψ=ωϕ

)(
)(

 

CU  рез(ω )
СUH jQ= −

рез(ω )
СUH Q=  

2 2

1/ω(ω)
C

C
U

U CH
E R X

= =
+

 

R
Xarctg

ECUCU

−
π

−=

=ψ−ψ=ωϕ

2

)(
 

LU  рез(ω )
LUH jQ=  

рез(ω )
LUH Q=  

2 2

ω(ω)
L

L
U

U LH
E R X

= =
+

 

R
Xarctg

ELULU

−
π

=

=ψ−ψ=ωϕ

2

)(
 

 
Графіки частотних характеристик показані на рис.4.16 – 4.18. На рис.4.16 

графіки частотних характеристик зображені для двох значень добротності 
21 QQ >  ( 21 RR < ). 
При значних змінах добротності ординати графіків АЧХ можуть суттєво 

відрізнятися між собою, що незручно для побудови і аналізу кривих. Щоб по-
збутися цього, переходять від абсолютних координат до відносних, які можна 
відраховувати по осі ординат (абсцис) − нарізно або по обох осях одночасно.  

Для контуру з низькою добротністю ( 101 << Q ) криві )(ω
СUH  і )(ω

LUH  
(рис.4.17, а) мають такий же вигляд, як і відповідні резонансні криві (рис.4.15), 
але по осі ординат відкладені не абсолютні, а нормовані (до величини E ) зна-
чення напруг.  

За високої добротності максимуми кривих )(ω
СUH  і )(ω

LUH  практично 
дорівнюють Q , а частота максимумів відповідає резонансній (рис.4.18, а), тоб-
то поблизу резонансної частоти криві збігаються. При 0=ω  і ∞→ω  
відмінності у значеннях АЧХ зберігаються. 
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Щоб визначити граничні значення АЧХ )(ω
СUH , )(ω

LUH  (рис.4.17, а і 
4.18, а), слід скласти еквівалентні схеми (рис.4.19) послідовного контуру на 
граничних частотах 0=ω  і ∞→ω . 

 

Рисунок 4.16 – Графіки частотних 
характеристик для (ω)Y   і (ω)

RUH  
послідовного контуру:  
 а, б – АЧХ; в – ФЧХ 

в ω 

а 

ω 0 резω  

1/1 R  

2/1 R  

21 QQ >  

б 

ω 0 

норм(ω) (ω)
RUH Y=  

резω  

1
21 QQ >  

(ω) (ω)
RY Uϕ ϕ=  

0 

−π/2 

π/2 

резω

21 QQ >  

)(ωY  

 
 

Рисунок 4.17 – Графіки частотних характеристик для контуру 
 з низькою добротністю: а – АЧХ; б – ФЧХ 

ω 0 

)(ωH  

резω  
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)(ω
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)(ωϕ
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ω
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З рис.4.19, а виходить, що 0)0( =LU , EUC =)0( , тому значення АЧХ для 

нульового значення частоти 0)0( =
LUH , 1)0( =

CUH . Для ∞→ω  (рис.4.19, б) 
EU L =∞)( ; 0)( =∞CU , тому 1)( =∞

LUH ; 0)( =∞
CUH .  

У відносних координатах по осі ординат зображають тільки АЧХ, 
оскільки межі змінювання ФЧХ при різних добротностях не змінюються. Для 
нормування АЧХ використовують резонансні значення рез(ω )H  (див. табл.4.1).  
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Рисунок 4.18 – Графіки АЧХ )(ω
СUH  і )(ω

LUH  контуру з високою добротністю: 
 а – в абсолютних ; б – у нормованих одиницях 

а б 

норм (ω)H  
Q 

1/Q 

ω 0 резω  

1 

)(ω
СUH  

)(ω
LUH  

ω 0 резω  

)(ω
СUH  

)(ω
LUH  
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)(ωH  

 
 

Рисунок 4.19 – Еквівалентні схеми послідовного контуру для граничних 
значень частоти: а – ω = 0; б – ω → ∞ 

а б 
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E R L 
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R L 

 
 
Вирази для нормованих АЧХ зведені до табл.4.2, у яку, однак, не внесено 

вираз для норм (ω)
RUH , оскільки рез(ω ) 1

RUH = , і тому норм (ω) (ω)
R RU UH H= . 

Графік (рис.4.16, б) відповідає одночасно норм (ω)Y , )(ω
RUH  і норм (ω)

RUH . 
Нормовані АЧХ норм (ω)

CUH  і норм (ω)
LUH  (рис.4.18, б) для контурів висо-

кої добротності поблизу резонансної частоти ( рез резω /ω ω/ω 1≈ ≈ ) практично 
збігаються між собою та з іншими нормованими АЧХ. З відходом від резо-
нансної частоти відмінності цих АЧХ зростають. 

 
Таблиця 4.2 – Нормовані АЧХ послідовного контуру 

 

норм (ω)Y  норм (ω)
CUH  норм (ω)

LUH  

2

(ω) 1
1/ 1 ( / )

Y
R X R

=
+

 рез
2рез

(ω) ω /ω
1/(ω ) 1 ( / )

CUH
RC X R

=
+

рез
2рез

(ω) ω/ω
ω / 1 ( / )

LUH
L R X R

=
+

 

 
Розраховуючи високодобротні контури, у пристроях технічного захисту 
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досліджують їх поведінку переважно в області частот, які мало відрізняються 
від резонансної частоти резω . Величини 

резω ω ω∆ = −  або резf f f∆ = − ,    (4.35) 
які називають абсолютними розстройками, вказують, наскільки і в який бік 
поточна частота відрізняється від резонансної. Коли розстройка від’ємна, зна-
чення частоти )( fω  менше рез резω ( )f , коли додатна, − навпаки; а якщо 

резω ω= рез( )f f= , тоді )0(0 =∆=ω∆ f . Якщо по осі абсцис відкладати абсо-
лютну розстройку, начало координат відповідає резонансній частоті. 

Як приклад, на рис.4.20 показані графіки залежностей норм ( ω)Y ∆  і )( ω∆ϕY  
від абсолютної розстройки для двох значень добротності.  
 

Рисунок 4.20 – Частотні характеристики послідовного контуру для ( )Y ω  
 у функції абсолютної розстройки: а – нормовані АЧХ; б – ФЧХ  

б 

)(ωϕY  
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−π/2 
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Відношення абсолютної розстройки до резонансної частоти резω /ω∆ , або 

рез/f f∆ , називається відносною розстройкою. Для резонансних контурів, у 
яких 1>>Q , відносна розстройка поблизу резонансної частоти резω /ω 1∆ << . 

Частотні характеристики можна розглядати також як функції величини 
RX / , що визначає частотну залежність виразів ФЧХ (табл.4.1) і нормованих 

АЧХ (табл.4.2) добротних контурів поблизу резонансної частоти. Ця величина 
називається узагальненою розстройкою і позначається грецькою літерою ксі: 

/X Rξ = .                                                       (4.36) 
Аналізуючи добротні контури поблизу резонансної частоти, нормовані 

АЧХ в функції ξ  описують загальною формулою: 
2

норм ( ) 1/ 1H ξ ξ= + .                                           (4.37) 
Співвідношення для ФЧХ (див. табл.4.1) в функції ξ  мають вигляд: 

ξ−=ξϕ=ξϕ arctg
RUY )()( ; ξ−

π
−=ξϕ arctg

CU 2
)( ; ξ−

π
=ξϕ arctg

LU 2
)( .   (4.38) 

Нормовані частотні характеристики в функції ξ  (рис.4.21) не залежать від 
добротності. Ці криві симетричні відносно осі ординат, на відміну від кривих 
(рис.4.16, а, б), асиметрія яких обумовлена несиметричною формою графіка 
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)(ω= fX  (див. рис.4.12, б) відносно значення резω . Причому асиметрія тим 
більша, чим менша резонансна частота. 

Зазвичай замість точної формули (4.36) використовують приблизну, в яку 
входять абсолютна розстройка ω∆  ( f∆ ), резонансна частота резω  ( резf ) і доб-
ротність Q . Щоб знайти приблизне значення функції )(ωξ , її розкладають в ряд 
Тейлора поблизу значення аргументу резω ω= : 

( ) ( )рез рез 2ω=ω ω=ω
рез рез рез

(ω) (ω)
(ω) (ω ) ω ω ω ω

1! 2!

ξ ξ
ξ ξ

′ ′′
= + − + − +K  

 

Рисунок 4.21 – Графіки АЧХ і ФЧХ послідовного контуру в функції  
узагальненої розстройки: а – нормована АЧХ; б – ФЧХ  

а б 
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Якщо обмежитись першими двома членами ряду і врахувати, що 

pез(ω ) 0ξ = , приблизний вираз для узагальненої розстройки матиме вигляд: 

резω=ω рез

рез pез

(ω) ω 2 ω 2 ω(ω) ω= .
ω ω

X L
Q

R R
ξ

′ ∆ ∆
≈ ∆ =                       (4.39) 

   

Слід зазначити, що, виходячи з формули (4.39), одну и ту ж ординату 
графіків (рис.4.21), яка відповідає певному значенню ξ , при збільшенні Q  
можна отримати, зменшуючи абсолютну розстройку ω∆ . 

Поблизу резонансної частоти всі КПФ високодобротного контуру можна 
звести до єдиного виразу нормованої комплексної передатної функції норму-
ванням до резонансних значень рез(ω )H  (див. табл.4.1): 

вх
норм

вх рез рез рез рез

( )( ) ( )( ) 1( )
(ω ) (ω ) (ω ) (ω ) 1

СR L

R С L

UU U

U U U

HH HYH
Y H H H j

ξξ ξξξ
ξ

= = = = =
+

, 

звідки виходять співвідношення для нормованих АЧХ і ФЧХ: 
2

норм ( ) 1/ 1H ξ ξ= + ;  норм ( ) arctgϕ ξ ξ= − .                            (4.40) 
Вираз для нормованої АЧХ збігається із співвідношенням (4.37), а форму-

ла (4.40) для нормованої ФЧХ – з виразом (4.38) для )()( ξϕ=ξϕ YU R
. 
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4.5 Вибірність резонансного контуру. Смуга пропускання 
 
Вибірні властивості кіл характеризуються СП і коефіцієнтом пря-

мокутності АЧХ (див. підрозд. 4.2). 
Для контурів з високою добротністю ( 1>>Q ) нормовані АЧХ всіх видів 

КПФ описуються єдиним виразом (4.37) у функції узагальненої розстройки. 
Використовуючи формули (4.37) і (4.9), рівняння для визначення узагальненої 
розстройки на границях СП можна записати у вигляді: 

норм 2

1 1( )
21

H ξ
ξ

= =
+

,                                       (4.41) 

звідки 12 =ξ , і корені рівняння 
гр1,2 1ξ = ± .                                                  (4.42) 

Співвідношення (4.41) і (4.42) ілюструються на графіках нормованих АЧХ 
(рис.4.22, а) і ФЧХ (рис.4.22, б). На рис.4.22, б позначені також значення 
нормованої ФЧХ на границях СП: 

( )норм гр1,2 гр1,2( ) 1 / 4arctg arctgϕ ξ ξ π= − = − ± = m . 
 

 

Рисунок 4.22 – Параметри СП на графіках: а –  АЧХ; б – ФЧХ  
а 

ξ 0

норм ( )H ξ  1 

707,02/1 ≈

гр2 1ξ = −  
б 

0 

−π/2 

π/2 

ξ 

π/4 

−π/4 

норм ( )ϕ ξ

'
гр2ξ  '

гр1ξ

0,1 

гр1 1ξ =  

гр2 1ξ =−

гр1 1ξ =  

 
 
Підставляючи здобуті значення гр1,2ξ  до виразу (4.39), можна записати: 

гр1,2
pез pез

2 ω 21
ω

fQ Q
f

ξ ∆ ∆
= ± ≈ = ,  

звідки випливають співвідношення для розрахунку приблизних значень абсо-
лютних розстройок для границь СП, граничних частот і величини СП: 

П1,2 pезω ω / 2 ;Q∆ = ± П1,2 pез / 2 ;f f Q∆ = ±
    

 

гр1,2 pез pезω ω ω / 2 ;Q= ±
      

гр1,2 pез pез / 2 ;f f f Q∆ = ±
 

гр1 гр2 pез П1 П2ω ω ω / 2 ω 2 ωQ− = = ∆ = ∆ . 

гр1 гр2 pез П1 П2/ 2 2f f f Q f f− = = ∆ = ∆ . 
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Отже, для високодобротних контурів розстройки вправо П1ω∆  і вліво 
П2ω∆  від резонансної частоти за модулем однакові, а граничні частоти лежать 

симетрично значенню резω . Смуга пропускання дорівнює подвоєному значенню 
розстройки П1 П2ω ω∆ = ∆ , і тому для вибірних кіл з АЧХ, симетричними 
відносно резонансної частоти (рис.4.23), смугу пропускання ωΠ  позначають 

П2 ω∆ :  
рез

П
ω

2 ω
Q

∆ = ; рез
П2

f
f

Q
∆ = .                                 (4.43) 

 

Рисунок 4.23 – До визначення 
 смуги пропускання 

ω 0 резω  

1 

0,707 

норм(ω)H  

П2 ω∆  

гр2ω гр1ω  

П1ω∆
П2ω∆  

З формули (4.43) виходить, 
що СП прямо пропорційна 
резонансній частоті та оберне-
но пропорційна добротності. 

Щоб оцінити значення 
коефіцієнта прямокутності згідно 
з виразом (4.11), необхідно попе-
редньо визначити СП на рівні 

101 =n  (рис.4.22, а): 

10
1

1

1
2

=
ξ+

, звідки 992 =ξ , 

'
гр1,2 99 9,95 10ξ = ± = ± ≈ ± ; 

1

рез
П 10

ω
2 ω 10

Qn =∆ ≈ . 

Отже, коефіцієнт прямокутності для високодобротних контурів 

1П 10
пр

П 2

2 ω
10

2 ω
n

n

k =

=

∆
= ≈

∆
. 

Незважаючи на відносно невисокий прk  АЧХ, послідовний контур як про-
сте вибірне коло має велике значення у техніці СТЗІ. 

АЧХ норм (ω)Y  описується виразом (4.37) незалежно від величини доброт-
ності. Отже, для контурів з низькою добротністю 10<Q  СП можна оцінити, за-
стосовуючи співвідношення (4.43). При цьому, однак, не можна використовува-
ти приблизну формулу (4.39), і тому граничні частоти СП відповідають 
рівнянню: 

гр1,2
ω 1/ω 1X L C

R R
ξ −

= = = ± , 

розв’язок якого приводить до співвідношення: 
2 2 2

гр1,2 рез резω / 2 ω ( / 2 ) / 2 ω 1 (0,5 )R L R L R L d= ± + + = ± + + , 
звідки для СП виходить: ω гр1 гр2 резω ω / ω /R L QΠ = − = = . 
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Отже, формули для розрахунку СП кривої )(ωY  для низькодобротних і ви-
сокодобротних контурів збігаються. При цьому, на відміну від СП високодоб-
ротних контурів, СП низькодобротних контурів симетричні не відносно резω , а 

відносно частоти 2
0 рез резω ω 1 (0,5 ) ωd= + > . 

 
4.6 Вплив опорів джерела і навантаження на вибірні властивості 
       послідовного контуру 

 
У схемі заміщення реального послідовного контуру (див. рис.4.11, в) ак-

тивний опір R  враховує внутрішній опір джерела, втрати в котушці 
індуктивності та опір витікання конденсатора. Щоб з’ясувати вплив кожного з 
цих опорів на властивості контуру, слід проаналізувати вирази для його 
добротності та загасання: 

CLi RRRR
Q

++
ρ

=
ρ

= ;                                         (4.44) 

CL

i
CL

iCLiCLi

QQ
RddRRRRRRR

Q
d 111

++
ρ

=++
ρ

=
ρ

+
ρ

+
ρ

=
ρ

++
== ,     (4.45) 

де 1/ /L L LQ d Rρ= = ; 1/ /C C CQ d Rρ= = ; Ld ; Cd  – відповідно добротності 
та загасання котушки індуктивності і конденсатора. 

З урахуванням формули (4.45) вираз (4.44) виглядатиме так: 
/( )1 1 1

1 1 1 1
L C L C LC

i i L C L C i i

L C L C L C L C

Q Q Q Q QQ R R Q Q Q Q R Rd
Q Q Q Q Q Q R Rρ ρ ρ

+
= = = = =

+
+ + + + +

+ +

,   (4.46) 

де /( ) /( )LC L C L C L CQ Q Q Q Q R Rρ= + = +  – еквівалентна добротність 
послідовно з’єднаних котушки індуктивності і конденсатора. 

З формули (4.46) виходить, що СП 

pез pез
П П

ω ω
2 ω (1 ) 2 ω (1 )

LC
i i

LC L C L C

R R
Q Q R R R R

∆ = = + = ∆ +
+ +

,            (4.47) 

де П pез2 ω ω /
LC LCQ∆ =  – СП контуру, який живиться від ідеального джере-

ла напруги. 
Вираз (4.47) показує, що із збільшенням внутрішнього опору джерела iR  

вибірність кола погіршується, тобто для покращення вибірності послідовний 
контур слід вмикати до джерела з CLi RRR +<< . 

На вибірність контуру впливає також опір навантаження нR , який зазви-
чай вмикається паралельно конденсатору (рис.4.24, а). 
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Рисунок 4.24 – Схеми заміщення послідовного контуру 
 з урахуванням опору навантаження 

а б 

E 
R 

L C 

нR E 
R 

послC  

L 

послR  

 
 
Щоб спростити аналіз, доцільно перетворити паралельне з’єднання еле-

ментів нR  і С  у послідовне посл послZ R jX= +  (рис.4.24, пунктир): 

посл посл 2 2 2 2
1 1 G BZ R jX j
Y G jB G B G B

= + = = = +
− + +

, 

де н1/G R= , CB ω−= . 
На резонансній частоті 

н
посл 2 2

н рез

1/
1/ (ω )

RR
R C

=
+

; рез
посл 2 2

рез послн рез

ω 1
ω1/ (ω )

C
X

CR C
= − = −

+
. 

Якщо н рез1/ωR Cρ>> = , то величиною 2
н1/ R  можна знехтувати: 

2

посл 2
нрез

1
(ω )н

R
RR C
ρ

≈ = ; рез
посл 2

резрез

ω 1
ω(ω )

C
X

CC
≈ − = − .   (4.48) 

Отже, параметри послідовної еквівалентної схеми (рис.4.24,б) становити-
муть: послC С= , посл eR R R+ = . Тому з урахуванням виразу (4.48) еквівалентні 
добротність і СП можна записати у вигляді:  

e 2 2
e посл нн н

/
1 // 1 /

R QQ
R R R Q RR R RR
ρ ρ ρ ρ

ρρ ρ
= = = = =

+ ++ +
;              (4.49) 

pез pез
Пe П

e н н

ω ω
2 ω (1 ) 2 ω (1 )Q Q

Q Q R R
ρ ρ

∆ = = + = ∆ + ,                  (4.50) 

де /Q Rρ= , П pез2 ω ω /Q∆ =  – відповідно добротність і СП ненавантаже-
ного контуру. 

З виразів (4.49) і (4.50) виходить, що чим менший опір нR , тим менша 
еквівалентна добротність eQ  і тим ширша смуга пропускання. Отже, щоб по-
кращити вибірні властивості кола, необхідно виконати умову: 

н/ 1Q Rρ <<  або нR Qρ>> . 
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4.7 Паралельний резонансний контур  
 
Паралельний резонансний контур − це коло, яке складається з 

індуктивного і ємнісного елементів (індуктивної котушки і конденсатора), 
з’єднаних паралельно (рис.4.25, а). Опір витікання конденсатора '

CR  можна пе-
рерахувати у послідовно з’єднаний з елементами контуру опір '2

CC RR ρ=  
(рис.4.25, б). Схеми на рис.4.25 відповідають простому паралельному контуру, 
або паралельному контуру першого виду. Оскільки у цьому підрозділі розгля-
дається контур тільки даного виду, для скорочення використовується термін 
«паралельний контур».  

Так само, як і для послідовного контуру, параметри R , L , C  є первинни-
ми параметрами паралельного контуру, причому очевидно, що активний опір 
дорівнює сумі опорів котушки і конденсатора: CL RRR += . 
 

 

Рисунок 4.25 – Схеми простого паралельного резонансного контуру 

а б 
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4.7.1 Аналіз резонансного режиму 
 
Еквівалентний опір паралельного контуру становить:  

( )1 2
e

1 2

( ω ) 1/ ω
ω 1/ ω

L C

L C

R j L R j CZ ZZ
Z Z R R j L j C

+ +
= =

+ + + +
,     (4.51) 

де LjRZ L ω+=1 , 2 1/ ωCZ R j C= +  – опори паралельних віток. 
Поблизу резонансної частоти резω ω≅  доданки Cω/1  і Lω  приблизно 

дорівнюють характеристичному опору рез резω 1/ωL Cρ = = . З огляду на те, що 
для резонансного контуру, утвореного елементами з високою добротністю, ви-
конуються співвідношення: 

LR>>ρ , CR>>ρ ,      (4.52) 
доданками LR  і CR  у чисельнику виразу (4.51) можна знехтувати, і тоді при-
близне значення опору становитиме: 
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( ) ( )
2

e
/
ω 1/ω ω 1/ωL C

L CZ
R R j L C R j L C

ρ
≈ =

+ + − + −
,                   (4.53) 

де CL RRR +=  − опір загальних втрат в елементах контуру при його 
послідовному обході. 

За визначенням, резонанс спостерігається, якщо опір кола є суто актив-
ним. Це можливо, якщо уявна частина знаменника (4.53) дорівнює нулю: 

рез резω 1/ω 0L C− = .  
Тоді формули для резонансної частоти паралельного і послідовного кон-

турів збігаються: 

рез
1ω
LC

= .       (4.54) 

Якщо виконуються співвідношення (4.52), умови резонансу в 
послідовному контурі такі ж, як у паралельному контурі (рис.4.25, б), у якому, 
однак, загальний реактивний опір, що дорівнює нулю, визначається при 
послідовному обході елементів контуру. Тому формула (4.54) для паралельного 
контуру є приблизною, а для послідовного – точною. 

Точна формула для резонансної частоти паралельного контуру, яку визна-
чають умови, за яких опір eZ  (4.53) або провідність eY  будуть дійсними вели-
чинами, має вигляд: 

2 2

рез 2 2
1ω L

C

R
LC R

ρ
ρ

−
=

−
.                                          (4.55) 

Формула (4.55) збігається з приблизною формулою (4.54) за умов (4.52), 
які завжди виконуються для контурів з високою добротністю, а також за умови 

ρ<= CL RR  при низькій добротності. 
З виразу (4.53) виходить формула для еквівалентного резонансного опору: 

2

eрезZ
R
ρ

= ,       (4.56) 

яка є приблизною, оскільки отримана з урахуванням умови (4.52).  
Використовуючи різні варіанти запису характеристичного опору: 

рез
рез

1ω
ω

LL QR
C C

= = = ,  

можна, виходячи з виразу (4.56), записати:  
2

рез 2
eрез 2

рез

(ω ) 1
(ω )

L LZ Q Q R
R CRC R

ρ= = = = = .    (4.57) 

З формули (4.57) можна зробити висновок, що резонансні опори пара-
лельного і послідовного контурів, утворених однаковими високодобротними 
індуктивним і ємнісним елементами, відрізняються в 2Q  разів. Наприклад, як-
що котушка індуктивності та конденсатор з еквівалентною добротністю 50=Q  
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мають при послідовному з’єднанні резонансний опір 20=R Ом, то при пара-
лельному з’єднанні цих же елементів eрез 50Z =  кОм. 

Резонансний режим у паралельному контурі аналізують, вважаючи 
відомим струм загальної вітки I . Тоді струми LI , CI  і напруга на контурі кU  у 
схемі заміщення (рис.4.25, б) для довільної частоти становитимуть:  

eкU I Z= ;  к
ωL

L

UI
R j L

=
+

;  к
/ωC

C

UI
R j C

=
−

.   (4.58) 

За умови (4.52) резонансні значення комплексних напруги на контурі та 
струмів у вітках 

2

eрезкрезU IZ I
R
ρ

= = ,       (4.59) 

2
крез

резL
L

U
I I jQI

R j Rj
ρ

ρ ρ
= ≅ = −

+
;   

2
крез

резС
С

U
I I jQI

R j Rj
ρ

ρ ρ
= ≅ − =

−
.     (4.60) 

Для модулів діючих значень рівняння (4.59) і (4.60) перетворюються так: 
2

крезU I
R
ρ

= ;      резLI QI= ;        резCI QI= .                 (4.61) 

З огляду на те, що діючі (амплітудні) значення струмів у паралельних 
вітках в Q  разів перевищують діюче (амплітудне) значення струму в загальній 
вітці, резонанс у паралельному контурі називається резонансом струмів. 

Отже, резонанс струмів − це явище на ділянці електричного кола, що має 
паралельно з’єднані індуктивний і ємнісний елементи, при якому на частотах 
поблизу резонансної спостерігається різке збільшення амплітуди струмів у ре-
активних елементах порівняно з амплітудою коливань струму в загальній вітці. 

Відповідно до знайдених виразів (4.59) і (4.60) на рис.4.26 зображені век-
торні діаграми струмів і напруг у паралельному контурі при резонансі. 
 

Рисунок 4.26 – Векторні діаграми струмів і напруги в паралельному контурі при 
резонансі: а – з урахуванням втрат; б – для ідеального контуру 
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Діаграма (рис.4.26, а) зображена для випадку, коли 0≠= CL RR . При 
цьому фазові кути Cϕ  і Lϕ  наближаються до значення o90 , але не дорівнюють 
йому: ( / )L Larctg Rϕ ρ= − ; ( / )C Carctg Rϕ ρ= . Загальний струм за величиною 
малий, а за фазою збігається з напругою крезU . Початкова фаза струму вибрана 
нульовою. Оскільки зсув фаз між струмом I  і напругою крезU  дорівнює нулю, 
еквівалентний опір кола має активний характер. Згідно з формулою (4.60), век-
тори струмів резLI  і резCI  практично перебувають у протифазі, а їх модулі на 
підставі виразу (4.61) однакові. Тобто можна вважати, що у колі існує контур-
ний струм кI  (рис.4.25, б): 

к рез рез резL CI I I I QI= = = = .  
Векторна діаграма (рис.4.26, б) відповідає ідеальному контуру без втрат 

( 0== CL RR ), який настроєно в резонанс: струми резLI  і резCI  протилежні за 
фазою і дорівнюють один одному за модулем: к рез рез крез /L CI I I U ρ= = = . Тому 
струм у нерозгалуженій ділянці кола дорівнює нулю, а резонансний опір конту-
ру прямує до нескінченності. Але в самому контурі циркулює струм кI . 

 
4.7.2 Комплексні передатні функції 
         і частотні характеристики паралельного контуру 
 
Визначаючи КПФ паралельного контуру, дією вважають струм I  у за-

гальній вітці (рис.4.25, б), а відгуками – напругу кU  і струми LI , CI  у вітках. 
Така постановка задачі відповідає увімкненню контуру до ідеального джерела 
струму, у якого джI I= , ∞→iR . 

Якщо відгуком є напруга на контурі, то КПФ збігається з комплексним 
вхідним опором: 

( )
2

к
e

дж
(ω) (ω)

ω 1/ω
UH Z
I R j L C

ρ
= = ≈

+ −
.  

Використовуючи формулу (4.53), комплексний опір eZ  паралельного кон-
туру з високою добротністю можна подати у різних формах запису в функції 
узагальненої розстройки: 

2 2
eрез eрез ( )

e e2
( )

(1 ) 1 1
jarctg jZ Z

Z e Z e
R jX R j j

ξ ϕ ξρ ρ ξ
ξ ξ ξ

−= = = = =
+ + + +

,       (4.62) 

де ω 1/ωX L C= −  − реактивний опір; /X Rξ =  − узагальнена розстройка; 
e ( )Z ξ  − повний опір контуру; )(ξϕ  − аргумент комплексного опору. 

Аналізуючи АЧХ і ФЧХ в функції узагальненої розстройки, використо-
вують вирази: 
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eрез
e 2
( )

1

Z
Z ξ

ξ
=

+
;   ξ−=ξϕ arctg)( .                               (4.63) 

З формули (4.62) можна визначити частотні залежності активної e ( )R ξ  і 
реактивної e ( )X ξ  складових комплексного опору: 

( )
( )
( )

eрез eрез eрез
e e e2 2

1
( ) ( ) ( )

1 1 1 1
Z Z Zj

Z j R jX
j j

ξξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
−

= ⋅ = − = +
+ − + +

,  

де   eрез
e 2( )

1
Z

R ξ
ξ

=
+

;  eрез
e 2( )

1
Z

X
ξ

ξ
ξ

= −
+

.      (4.64) 

Графіки залежностей e ( )Z ξ , e ( )R ξ , e ( )X ξ  і )(ξϕ , побудованих за форму-
лами (4.63), (4.64), зображені на рис.4.27. Виглядд кривих e ( )Z ξ , e ( )R ξ  
(рис.4.27, а) і )(ξϕ  (рис.4.27, в) безпосередньо виходить з їх аналітичних за-
писів. 
 
 

Рисунок 4.27 – Графіки складових 
 комплексного опору паралельного контуру  

в функції узагальненої розстройки 

−π/2 
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б

ξ 0 

ξ 0 +1 −1 

e ( )X ξ  
eрез / 2Z  

eрез / 2Z−  +1 

e ( )X ξ  

e ( )R ξ  eрез/2Z  
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Особливостями графіка e ( )X ξ  (рис.4.27, а, б) є: 
1) при 0=ξ  опір e 0X = ;  
2)  в області малих розстроєк )1( <<ξ  e eрез( )X Zξ ξ≅ − , тобто це відрізок 

прямої з негативним нахилом;  
3)  в області великих розстройок ( 1>>ξ ) e eрез( ) /X Zξ ξ≅ − , тобто це 

гіпербола, розташована у другому і четвертому квадрантах системи координат. 
Щоб визначити абсциси екстремумів кривої e ( )X ξ  розв’язують рівняння: 

2 2
e

eрез 2 2
( ) 1 2 0

(1 )
dX Z

d
ξ ξ ξ

ξ ξ
+ −

= − =
+

, 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 219

звідки 1±=ξ , e eрез( 1) / 2X Z± = m ,   e eрез( 1) / 2R Z± = . 
Окремі ділянки залежності e ( )X ξ  показані на рис.4.27, б, а повністю цей 

графік зображено на рис.4.27, а. Аналіз графіка e ( )X ξ  показує, що при 
від’ємних розстройках 0<ξ  опір e 0X > . Для частот резω ω<  характер реак-
тивного опору eX  визначає індуктивна вітка, про що також свідчить позитивне 
значення фазової характеристики. При додатних розстройках 0>ξ  ( резω ω> ) 
опір e 0X < , тобто характер eX  визначається ємнісною віткою, опір якої 
зменшується із зростанням частоти. Значення )(ξϕ  для 0>ξ  також від’ємні. 

Будуючи графіки АЧХ і ФЧХ в функції f  або ω  поблизу резонансної 
частоти, можна використовувати приблизний вираз (4.36) для ξ . Це відповідає 
зсуву графіків (рис.4.27) так, що їх значення для 0=ξ  відповідатимуть 
графікам АЧХ і ФЧХ в функції частоти для резf f=  ( резω ω= ). 

Однотипність графіків АЧХ і ФЧХ в функції ξ  для послідовного і пара-
лельного контурів пояснюється тим, що вирази для комплексної провідності 
послідовного контуру і комплексного опору паралельного контуру дуальні: 

рез 1/( ) ;
1 1
Y RY

j j
ξ

ξ ξ
= =

+ +
                    

2
eрез

e
/( )

1 1
Z RZ

j j
ρξ

ξ ξ
= =

+ +
.  

Відношення 2e ( )
( )

Z
Y

ξ ρ
ξ

=  не залежить від ξ , а отже, і від частоти. 

Дуальність послідовного і паралельного контурів дозволяє застосувати 
формулу (4.43) для розрахунку СП паралельного контуру:  

П рез2 ω ω /Q∆ = ; П рез2 /f f Q∆ = .  
Однак граничні значення АЧХ при 0=ω  і ∞→ω  цих контурів 

відрізняються. Для послідовного контуру ці значення прямують до нуля, а для 
паралельного (рис.4.28 і 4.29,а) вони становлять: e (0) LZ R= ; e ( ) CZ R∞ = . 

Якщо відгуком є струми у вітках контуру, КПФ становитимуть:  
дж е е

дж дж

(ω) (ω)(ω)
ω ωL

L
I

I Z ZIH
I I j L j L

= = = ;                              (4.65) 

дж е
е

дж дж

(ω)
(ω) ω (ω)

/ ωС
С

I
I ZIH j CZ

I I j C
= = = .                       (4.66) 

Значення КПФ і АЧХ для резонансної частоти, вирази для нормованих 
АЧХ, а також для частотних характеристик, що виходять із співвідношеннь 
(4.65) і (4.66), наведені в табл.4.3. 

Порівняння КПФ, АЧХ і ФЧХ паралельного (відгуки LI , CI ) і 
послідовного (відгуки CU , LU ) контурів (див. табл.4.1, 4.2) дозволяє зробити 
висновок щодо рівності відповідних КПФ і частотних характеристик (табл.4.4), 
що підтверджує принцип дуальності контурів, розглянутий при аналізі 
провідності ( )Y ξ  послідовного контуру і опору e ( )Z ξ  паралельного контуру. 
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Таблиця 4.3 – Вирази для АЧХ і ФЧХ паралельного контуру; 
                        значення ( )H ω  і )(ωH  для резонансної частоти 

 

Від-
гук рез(ω )H , рез(ω )H  АЧХ ФЧХ 

LI  
рез(ω )

LIH jQ= −

рез(ω )
LIH Q=  

2

2 2дж

/ω(ω)
L

L
I

I LH
I R X

ρ
= =

+
 

( )

I
норм

I рез

рез
2 2

(ω)
(ω)

(ω )

ω /ω 1

11+ /

L
L

L

I
H

H
H

X R ξ

= =

= ≈
+

 

джI(ω)

2

2

L LI I

Xarctg
R

arctg

ϕ ψ ψ

π

π ξ

= − =

= − − =

= − −

 

CI  рез(ω )
CIH jQ=  

рез(ω )
CIH Q=  

2

2 2дж

ω(ω)
C

C
I

I СH
I R X

ρ
= =

+
 

( )

I
норм

I рез

рез
2 2

(ω)
(ω)

(ω )

ω/ω 1

11 /

C
C

C

I
H

H
H

X R ξ

= =

= ≈
++

 

джI ( )

2

2

C CI I

Xarctg
R

arctg

ϕ ω ψ ψ

π

π ξ

= − =

= − =

= −

 

 
Принцип дуальності можна використати, будуючи графіки АЧХ і ФЧХ 

(рис.4.29,б і 4.30). 
Для контуру з низькою добротністю ( 101 << Q ) графіки )(ω

LIH  і )(ω
CIH  

(рис.4.30, а, б) мають такий же вигляд, як )(ω
СUH  і )(ω

LUH  (див. рис.4.17, а), а 
також відповідні резонансні криві (див. рис.4.15) для послідовного контуру. 
АЧХ )(ω

LIH  досягає максимального значення на частоті 
2

max резω ω 1 0,5L d= − , яка менше резонансної і визначається аналогічно до 
частоти максимуму )(ω

СUH  у послідовному контурі. Максимум )(ω
CIH  спо-

стерігається на частоті 2
max резω ω / 1 0,5С d= − , яка більше резонансної і 

дорівнює частоті максимуму )(ω
LUH  у послідовному контурі. 

Максимальні значення АЧХ становлять: 
2

max max(ω ) (ω ) / 1 0,25
L CI L I CH H Q d= = − . 

За високої добротності максимуми кривих )(ω
СIH , )(ω

LIH  майже 
дорівнюють Q , а частота максимумів відповідає резонансній (рис.4.30,б), тобто 
поблизу резонансної частоти криві збігаються.  
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Значення )(ω
СIH  і )(ω

LIH  на граничних частотах 0=ω  і ω→ ∞  вихо-
дять з еквівалентних схем (рис.4.28):  

0)0( =
CIH ;  1)0( =

LIH ; 1)( =∞
CIH ;  0)( =∞

LIH . 
 
 

Рисунок 4.28 – Еквівалентні схеми паралельного контуру для 
граничних значень частоти: а – 0=ω ; б – ∞→ω  
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Рисунок 4.29 – Графіки АЧХ паралельного контуру з високою добротністю: 
 а – e (ω)Z ; б – )(ω

СIH  і )(ω
LIH   

e (ω)Z  
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Таблиця 4.4 – Дуальні КПФ, АЧХ і ФЧХ контурів 
 
Послідовний 
контур 

( )
CUH ω  ( )

CUH ω  ( )
CUH ω  ( )

CUH ω  ( )
CUH ω  ( )

CUH ω  

Паралельний 
контур 

( )
LIH ω  ( )

LIH ω  ( )
LIH ω  ( )

LIH ω  ( )
LIH ω  ( )

LIH ω  
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Рисунок 4.30 – Графіки АЧХ і ФЧХ 
 передатних функцій  паралельного 
контуру  з низькою добротністю: 

 а, б – АЧХ; в – ФЧХ 
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Всі КПФ високодобротних паралельних контурів (як і послідовних) по-

близу резонансних частот можна звести до єдиної нормованої КПФ в функції 
узагальненої розстройки нормуванням до резонансного значення рез(ω )H  
(табл.4.3): 

e
норм

eрез ре рез

( ) ( )( ) 1( )
1

С L

С L

I I

I з I

H HZH
Z H H j

ξ ξξξ
ξ

= = = =
+

.                     (4.67) 

Оскільки вираз (4.67) збігається з формулою нормованої КПФ 
послідовного контуру (див. підрозд.4.4), однакові й співвідношення для нормо-
ваних АЧХ (4.37) і ФЧХ (4.40): 

норм 2

1( )
1

H ξ
ξ

=
+

;  норм ( ) arctgϕ ξ ξ= − . 

Збіг нормованих КПФ для одиночних (послідовних і простих паралельних) 
контурів дозволяє, за однакової добротності 1>>Q , зробити такі висновки: 

1. АЧХ послідовного і паралельного контурів мають однакові СП, 
коефіцієнт прямокутності ( пр 10k ≈ ) і форму поблизу резонансної частоти. 

2. ФЧХ і АФХ одиночних контурів для дуальних відгуків збігаються. 
3. Для послідовного і паралельного контурів можна застосувати однакові 

розрахункові співвідношення для таких вторинних параметрів, як добротність, 
загасання, резонансна частота, характеристичний опір. 

4. Послідовний і паралельний контури відрізняються величиною резо-
нансного опору (опір паралельного контуру в 2Q  разів більший) і характером 
резонансів (у послідовного – резонанс напруг; у паралельного – струмів). 
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Основні параметри одиночних резонансних контурів наведені в табл.4.5. 
 
Таблиця 4.5 – Параметри одиночних резонансних контурів 

 

Вид і схеми контурів 

Послідовний Паралельний 
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П
оз
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че
нн
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W P

π =  ( pW  – максимальна енергія в L і C;  

резRW – енергія втрат в R за період; RP  – потужність в R) 
Загасання d Q1  

Вид  
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рез резL CU U QE= =  
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4.7.3 Вплив внутрішнього опору джерела і опору навантаження 
         на вибірні властивості паралельного контуру 
 
Якщо контур живиться реальним джерелом (рис.4.31, а), струм у за-

гальній вітці I  змінюється при змінюванні опору контуру, що залежить від час-
тоти. У пристроях СТЗІ для використання вибірних властивостей контуру пара-
лельно до нього вмикають інші каскади, які на еквівалентній схемі (рис.4.31, а) 
узагальнено позначено як опір навантаження нR . Внутрішній опір джерела і 
опір навантаження можуть суттєво впливати на частотні характеристики конту-
ру. 

 
 

Рисунок 4.31 – Схеми паралельного контуру з урахуванням  
опорів джерела і навантаження 
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Паралельно з’єднані iR , нR  можна замінити еквівалентним шунтуючим 
опором шR  ( ш н1/ 1/ 1/iR R R= + ). Тоді увімкнене до затискачів 11 ′−  джерело 
струму можна розглядати як ідеальне (рис.4.31, б), а опір шR  перерахувати за 
формулою (4.48) у послідовний 2

посл ш/R Rρ= . В результаті опір загальних 
втрат дорівнюватиме сумі LR , CR , послR , а еквівалентна добротність контуру з 
урахуванням виразу (4.49) становитиме: 

e 2
посл eрез eрез нн 1 / /(1/ 1/ )L C ii

QQ
R R R Z R Z RR R R

ρ ρ
ρ

= = =
+ + + ++ +

.         (4.68) 

де CL RRR += , RQ /ρ= , 2
eрез /Z Rρ=  − відповідно опір втрат; доб-

ротність і резонансний опір нешунтованого контуру. 
Еквівалентна добротність eQ  залежить від власної добротності Q  і від 

відношень опору eрезZ  до внутрішнього опору джерела iR  і до опору наванта-
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ження нR . Із зменшенням величини iR ( нR ) еквівалентна добротність змен-
шується. Еквівалентна добротність визначає еквівалентну СП: 

рез
Пe

e

ω
2 ω

Q
∆ = ,        (4.69) 

яка збільшується при зменшенні eQ . 
Крім збільшення СП, зменшення добротності призводить також до змен-

шення еквівалентного резонансного опору eрез eZ Q ρ=  і значень відповідних 
ординат АЧХ )(ω

LIH  і )(ω
CIH . 

Отже, на відміну від послідовного контуру, використання вибірних вла-
стивостей паралельного контуру доцільне тоді, коли внутрішній опір джерела 
струму великий: eрезiR Z>> . Опір навантаження впливає на вибірність контуру 
так само, як і у послідовному контурі, але за умови, що н eрезR Z>> . 

Якщо контур живиться від джерела ЕРС, то, з’єднуючи його послідовно з 
опором 0R , можна за умови 0 eрезR Z>>  забезпечити незмінність амплітуди 
струму I  (рис.4.32,а): 

e0 (ω)
EI

R Z
=

+
;  

0R
EI ≅ .  

 
 

Рисунок 4.32 – Увімкнення контуру до джерела напруги: а – схема; б – АЧХ  

C 

кU  

L 

RL 

I  

R0 

RC 
E  

0U  

а 
ω 0 резω  

з2 ω∆  

0 рез(ω ) 2UH  

0 рез(ω )UH

0R  

0R′  

)(
0

ωUH
1 

б 

 
 

Якщо як відгук кола (рис.4.32,а) розглядати напругу кU , комплексний 
коефіцієнт передачі за напругою становитиме: 

e eк

e e0 0

(ω) (ω) 1(ω)
(ω) 1 / (ω)U

U I Z ZH
E E R Z R Z

= = = =
+ +

.               (4.70) 

Вплив опору 0R  на вибірні властивості контуру зменшується із 
збільшенням 0R , але при цьому зменшується також значення )(ωUH  
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відповідно до виразу (4.70). 
Якщо 0 eрезR Z≤ , а відгуком є напруга 0U , КПФ матиме вигляд: 

0
0 0

e 00 к к 0

1 1(ω)
1 / 1 (ω) /U

U UH
E U U U U Z R

= = = =
+ + +

.  

АЧХ, яка визначається функцією )(
0

ωUH , матиме мінімальне значення на 
частоті резонансу (рис.4.32,б): 

0 рез
eрез 0

1(ω )
1 /UH

Z R
=

+
. 

Тому область поблизу резонансної частоти в даному випадку є смугою за-
тримання, яку можна визначити як діапазон частот, де )(

0
ωUH  не перевищує у 

2  разів значення 
0 рез(ω )UH . Збільшення опору 0R  ( 0

'
0 RR > , рис.4.32) спри-

чинює збільшення 
0 рез(ω )UH  і зменшення смуги затримання з2 ω∆ , завдяки 

зростанню еквівалентної добротності відповідно до формули (4.68): 

e
eрез 01 /
QQ

Z R
=

+
.  

Отже, живлячись від джерела ЕРС, паралельний контур інакше виявляє 
свої вибірні властивості, залишаючись високоомним вибірним навантаженням, 
котре на резонансній частоті має резистивний характер. Щоб отримати в тако-
му навантаженні максимальну активну потужність, необхідно узгодити джере-
ло ЕРС з опором навантаження, котрим є паралельний контур, тобто виконати 
умову eрезiR Z= , де iR  − внутрішній опір джерела. Якщо eрезiR Z< , зменшення 

eрезZ  недоцільно, оскільки збільшує СП. Щоб зменшити значення резонансного 
опору, зберігши вибірні властивості кола, застосовують складні паралельні кон-
тури. 
 

4.8 Складні паралельні контури 
 
Схему паралельного резонансного контуру можна подати в узагальнено-

му вигляді (рис.4.33, а). Для резонансної частоти резω ω=  у контурі з високою 
добротністю має виконуватися умова: 

1рез 2рез 0X X+ = .        (4.71) 
У схемі (рис.4.33, б), яку розглянуто у підрозд. 4.7, реактивний опір лівої 

вітки 1X  індуктивний, а правої 2X  – ємнісний. Така схема називається простим 
паралельним контуром (контуром першого виду, або контуром з повним 
увімкненням). Загалом, опори 1X  і 2X  можуть бути довільними сполученнями 
індуктивностей і ємностей, але вони мають задовольняти умові резонансу (4.71) 
на незмінній частоті резω . 
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Рисунок 4.33 – Схеми складних паралельних контурів 
а б в г 
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На рис.4.33, в показано варіант схеми, у якій реактивний опір лівої вітки 

утворений тільки індуктивністю 1L , а правої − індуктивністю 2L  і ємністю C . 
Таку схему називають контуром другого виду, або контуром з розподіленою 
індуктивністю. 

В контурі третього виду (з розподіленою ємністю, рис.4.33, г) у ліву вітку 
увімкнено тільки ємність 1C , а в праву − ємність 2C  та індуктивність L . Конту-
ри другого і третього видів називають складними, або контурами з частковим 
увімкненням. 

Вхідний (еквівалентний) опір складного контуру становить: 
* 1 2 1 1 2 2
e

1 2 1 2 1 2

( )( )
( )

Z Z R jX R jXZ
Z Z R R j X X

+ +
= =

+ + + +
.  

Для контурів з високою добротністю, характеристичний опір яких 

21 RRR +=>>ρ , при малих розстройках вираз для *
eZ  спрощується: 

* 1 2
e

1 2( )
jX jXZ

R j X X
≈

+ +
. 

Для резонансної частоти резω  виконується умова (4.71), згідно з якою 

2рез 1резX X= − . Тому еквівалентний резонансний опір становитиме: 
2 2

1рез 2рез 1рез 2рез 1 рез 2 рез*
eрез

1рез 2рез( )
jX jX X X X X

Z
R j X X R R R

−
= = = =

+ +
,  

де 1резX , 2резX  − резонансний реактивний опір відповідної вітки, яка 
містить реактивність тільки одного характеру. 

Вираз для еквівалентного резонансного опору *
eZ  можна записати: 

2 2 2 2 2
1 рез 2 рез* 2 2

eрез eрез2 2

X X
Z p p Z

RR R
ρ ρ ρ

ρ ρ
= = = = ,                   (4.72) 
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де 1рез 2резX X
p

ρ ρ
= =  − коефіцієнт увімкнення; 

2

eрезZ
R
ρ

=  – 

еквівалентний резонансний опір простого паралельного контуру. 
Слід зазначити, що коефіцієнт увімкнення змінюється у межах: 10 ≤≤ р . 
Для складних контурів виведення співвідношень для розрахунку 

резонансної частоти і коефіцієнта увімкнення дає наступні результати. 
Контур другого виду (контур з розподіленою індуктивністю, рис.4.33, в). 

Резонансна частота визначається з формули (4.71): рез 1 рез 2 резω ω 1/ω 0L L C+ − = , 
звідки 

рез
1 2

1ω
( )L L C

=
+

.                                           (4.73) 

Якщо LLL =+ 21  − індуктивність контуру з повним увімкненням, то резо-
нансна частота при розподілі індуктивності не змінюється. Коефіцієнт 
увімкнення з урахуванням співвідношення (4.72) обчислюється так: 

рез 1 1

рез 1 2

ω
ω ( )

L Lp
L L L

= =
+

.  

Контур третього виду (контур з розподіленою ємністю, рис.4.33, г).  
Умова (4.71) для даного контуру призводить до рівняння 

рез рез 1 рез 2ω 1/ω 1/ω 0L C C− − = , з якого  

рез
1 2 1 2

1ω
/( )LC C C C

=
+

.     (4.74) 

Якщо 1 2 1 2/( )C C C C C= +  − повна ємність контуру − збігається з ємністю С 
у схемі (рис.4.33, б), тоді резонансні частоти контурів першого і третього видів 
будуть однаковими. 

Коефіцієнт увімкнення з урахуванням (4.74) становитиме: 
1 2

рез 1 рез 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1/1 1
ω ω ( ) ( ) /

C Cp
C C C C C C C C C C C

= = =
+ + +

. 

На підставі виразів (4.72) – (4.74) можна зробити висновок, що у складно-
му паралельному контурі, у порівнянні з простим, резонансний опір контуру 
зменшується в 2p  раз і зберігається значення резонансної частоти. 

Характерною рисою складних паралельних контурів є наявність резо-
нансів напруг у вітках разом з резонансом струмів у самому контурі. Тому на 
відміну від простого контуру частотна залежність повного опору складного 
контуру має два екстремуми (рис.4.34). 

Для контуру другого виду частота паралельного резонансу рпарω  визна-
чається за формулою (4.73). Цій частоті відповідає значення повного опору 

*
eрезZ , яке розраховується за формулою (4.72). Частоту послідовного резонансу 

обчислюють з умови 2рез 0X = : рпосл 2ω 1/ L C= .  
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Рисунок 4.34 – Графіки частотних залежностей повного опору складних 
паралельних контурів: а – другого виду ; б – третього виду 
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Повний опір контуру другого виду на цій частоті визначатиметься пере-

важно активним опором правої вітки 2R . З наведених формул для резонансних 
частот видно, що pпосл рпарω ω> , оскільки 212 LLL +< . 

Резонанс струмів у складному паралельному контурі третього виду згідно 

з формулою (4.74) спостерігається на частоті рпар
1 2 1 2

1ω
/( )LC C C C

=
+

, при 

цьому опір контуру дорівнює *
eрезZ . Резонанс напруг у послідовному контурі 

(права вітка рис.4.33, г) спостерігатиметься за умови 2рез 0X =  на частоті 

рпосл 2ω 1/ LC= , причому повний опір паралельного контуру визначатиме 
мінімальний опір 2R  правої вітки. Оскільки 2 1 2 1 2/( )C C C C C> + , то 

pпосл рпарω ω< . 
Якщо на частоті рпарω  резонансний опір складного контуру як наванта-

ження дорівнює внутрішньому опору джерела iR : 
2

* 2
eрез iZ p R

R
ρ

= = ,     (4.75) 

то потужність у навантаженні буде максимальною. 
Частотні залежності амплітуди напруги на контурі повторюватимуть за 

формою частотні характеристики повного опору. Отже, вибірні властивості 
складних контурів дозволяють збільшити амплітуду напруги корисного сигналу 
у смузі частот поблизу рпарω  і одночасно значно зменшити амплітуду напруги 

завади на частоті pпослω  за рахунок того, що *
2 eрезR Z<< . 
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Приклад 4.6. Визначити співвідношення між струмами на резонансній частоті 
у складному паралельному контурі (рис.4.35, а). 
 
  

Рисунок 4.35 – Схеми складних паралельних контурів 
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Розв’язання. Знайдемо струм у загальній вітці на резонансній частоті, врахо-
вуючи, що резонансний опір складного контуру становить * 2 2 2

eрез eрез /Z p Z p Rρ= =  
( 1 1 2/( )p L L L= + , 21 RRR += ):  

рез * 2
eрез eрезi i

E EI
R Z R p Z

= =
+ +

. 

Знайдемо напругу на контурі: 2
рез ерезкрезU I p Z= .  

Визначимо струми у вітках: 
2 2 2

резкрез крез ерез рез
1рез рез

1 рез 1 рез 1 2

/
ω ω ( )

U U I p Z I p R
I jI pQ

R j L j L L p j p j p
ρ

ρ ρ
= ≅ = = = −

+ +
; 

крез
2рез

2 рез 2 рез(ω 1/ω )
U

I
R j L C

=
+ −

. 

Якщо вираз для реактивного опору переписати у вигляді: 
рез 2 рез 1ω ω ( )L L L p pρ ρ ρ ρ ρ ρ− = − − = − − = − , отримаємо: 

2 2 2
рез ерез рез

2рез рез
2

/I p Z I p R
I jI pQ

R jр jр
ρ

ρ ρ
= ≅ =

− −
.  

Отже, у складному паралельному контурі спостерігається резонанс струмів, але 
амплітуди струмів у вітках на резонансній частоті перевищують амплітуду струму в 
загальній вітці в pQ  разів, тобто в р/1  разів менше порівняно зі струмами у вітках 
при повному увімкненні. 

Приклад 4.7. Визначити КПФ складного паралельного контуру (рис.4.35, б) на 
резонансній частоті. Контур і навантаження увімкнені частково до джерела струму з 
коефіцієнтами увімкнення 1p  і 2p  відповідно. Дія − 1U , відгук − 2U ; .21 LLL +=  
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 Розв’язання. Знайдемо струм загальної вітки, яку увімкнено до джерела з 

коефіцієнтом LLp /11 = , за умови резω ω= : 1
рез 2

1 eрез

UI
p Z

= . 

Запишемо вираз для струму індуктивної вітки (див. приклад 4.6): 
1

1рез рез1
1 eрез

jQUI jp I Q
p Z
−

= − = .  

 За законом Ома в комплексній формі, визначимо вихідну напругу 2U  (напругу 
навантаження, увімкненого до контуру частково з коефіцієнтом LLp /12 ′= ): 

1рез 1рез 1резрез 1 рез 2 22рез ( ω ) ωU I R j L I j p L I jp ρ′= + ≅ = .  

Перетворимо вираз для 2резU  з урахуванням попередньої формули для 1резI : 

21 1
22рез

1 eрез 1

U Q p UU p
p Z p

ρ= = .  

 Застосовуючи отриманий вираз для 2резU , визначимо значення КПФ на 

резонансній частоті: рез 2 12рез 1(ω ) / /UH U U p p= = .  
 Аналізуючи цю формулу, бачимо, що навіть при малих значеннях коефіцієнтів 

1p , 2p  значення рез(ω )UH  може бути близьким до одиниці. 
 

4.9 Запитання та завдання для самоперевірки 
        і контролю засвоєння знань 
 
1. Дати визначення КПФ кола. Назвати види передатних функцій. Коли пере-

датна функція є вхідною функцією? 
2. Визначити комплексний коефіцієнт передачі за напругою, АЧХ, ФЧХ для 

кола (рис.4.4, б), вважаючи відгуком напругу на опорі. Параметри кола: R = 100 Ом,  
С = 10 нФ. Побудувати графіки АЧХ і ФЧХ, визначити СП. 

Відповідь: 610 pад/с ω< Π < ∞ . 
3. Зберігши умову попередньої задачі, визначити частоту, за якою амплітуда 

напруги на виході кола становить 0,8 амплітуди напруги на вході. Знайти зсув фаз 
між вхідною і вихідною напругами на цій частоті. 

Відповідь: 212,2 кГц; − 36,870. 
4. Визначити комплексний коефіцієнт передачі за напругою, АЧХ, ФЧХ кола 

(див. рис.4.4, а), вважаючи відгуком напругу на опорі R = 100 Ом, якщо 1,0=L  мГн. 

Відповідь: 4
100( )

100 10UH
j

ω
ω −=

+ ⋅
.  

5. Визначити в загальному вигляді КПФ, АЧХ і ФЧХ кола, схема якого зобра-
жена на рис.4.32, вважаючи дією E , а відгуком − напругу на опорі 0U , якщо 

0L CR R= = . Побудувати графіки АЧХ і ФЧХ.  
Вказівка. Будуючи графік ФЧХ, розглянути два випадки: CL XX > , CL XX <  

(скористатися векторною діаграмою). 
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Відповідь: 
eрез

1(ω)
1 /

H
jZ X

=
−

;  
2

eрез

1(ω)
1 ( / )

H
Z X

=
+

; 
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ω − 

= ω ϕ 

рез

рез

рез

CR0
arctg 

R0

L arctg 

, 1 

, 2 / 

, 

) ( 

 . 
6. Визначити в загальному вигляді КПФ, АЧХ і ФЧХ кола, схема якого зобра-

жена на рис.4.6, вважаючи дією вхU , а відгуком − напругу на реактивній ділянці ко-
ла XU . Побудувати у загальному вигляді графіки АЧХ і ФЧХ. 

Вказівка. Будуючи графік ФЧХ, розглянути два випадки: CL XX > , CL XX <  
(скористатися векторною діаграмою). 

Відповідь: ( )
1

jH
j

ξξ
ξ

=
−

; 
21

)(
ξ+

ξ
=ωH ; 

рез

рез

/ 2 , ω ω
(ω)

/ 2 , ω ω

arctg

arctg

π ξ
ϕ

π ξ

− − <=  − >
. 

7. Сформулювати умову резонансу в послідовному контурі. Пояснити поняття 
амплітудного і фазового резонансу. 

8. Що таке резонансна частота, характеристичний опір, добротність? За якими 
формулами вони визначаються? 

9. Чому резонанс у послідовному контурі називається резонансом напруг? Зо-
бразити векторну діаграму напруг при резонансі. 

10.  Зобразити резонансні криві струму, відкладаючи по осі абсцис частоту, аб-
солютну і узагальнену розстройки. Як зміниться графік резонансної кривої струму 
при збільшенні опору R  у два рази? 

11.  Пояснити поняття вибірності кола. Дати визначення смуги пропускання. 
12.  Настроювання послідовного контуру на різні частоти здійснюється зміною 

ємності контуру. Максимальному значенню 625max =C  пФ відповідає резонансна 
частота 800 кГц. Яка резонансна частота відповідає мінімуму ємності 100min =C  
пФ? 

Відповідь: 2 МГц. 
13.  Обчислити резонансну частоту і частоти, за яких напруги на L і С максима-

льні у колі з послідовно з’єднаними R = 50 Ом, L = 10 мГн, С= 1мкФ. 
Відповідь: 10 000 рад/с, 10 690 рад/с, 9354 рад/с. 
14.  У послідовному контурі ЕРС генератора tte ω= sin250)(  мВ, 10=R Ом, 

100=L  мкГн, 100=C  пФ. Знайти резонансну частоту, резонансний струм і напругу 
на елементах контуру, характеристичний опір, добротність, загасання, енергії магніт-
ного і електричного полів. 
           Відповідь: 7

резω 10= рад/с, рез 5I = мА, 100=Q , 10
max max 25 10C LW W −= = ⋅ Дж. 
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15.  У послідовному контурі ЕРС генератора tte ω= sin22)(  В, 

рез 800f = кГц, рез 300I =  мА, рез 300CU = В. Знайти СП контуру. Як зміниться мо-
дуль діючого значення струму, якщо, не змінюючи напругу генератора, збільшити 
його частоту до 812 кГц?  

Відповідь: 5,33 кГц; 65 мА. 
16.  Чому резонанс у паралельному контурі називається резонансом струмів? 

Зобразити векторну діаграму струмів при такому резонансі. 
17.  Як залежать від частоти модуль і аргумент еквівалентного комплексного 

опору паралельного контуру? 
18.  Параметри паралельного контуру (рис.4.33, б) 1 9R =  Ом, 2 1R =  Ом, 

100=L  мкГн, 100=C  пФ. Обчислити резонансну частоту і повний опір контуру. 
Розрахувати струми віток і потужність, яка виділяється в контурі при резонансі, як-
що напруга на контурі становить 200 В. 

Відповідь: 107 рад/с, 100 кОм, 200 мА; 0,4 Вт. 
19.  Знайти СП паралельного контуру з характеристичним опором 800 Ом і 

опором втрат 16 Ом з урахуванням впливу опору генератора 20=iR кОм. Резонансна 
частота контуру 700 кГц. 

Відповідь: 42 кГц. 
20.  Визначити добротність, ємність, резонансну частоту, узагальнену і абсолю-

тну розстройку, за якої еквівалентний опір простого паралельного контуру 
e 78Z = кОм, що становить 0,78 від резонансного значення 

резeZ  ( 10=R Ом, 

1=L мГн). 
Відповідь: 100=Q , 1=C  нФ, рез 159,2f = кГц; 8,0=ξ ; 637±=∆f  Гц. 
21.  Як знайти резонансний опір складного паралельного контуру? Як визнача-

ється коефіцієнт увімкнення? 
22.  Чому частотна залежність повного опору складного контуру має два екст-

ремуми? Як визначити частоти паралельного і послідовного резонансів для контуру 
другого виду, третього виду? 

23.  Паралельний контур другого виду (рис.4.33, в) з 41 =R  Ом, 12 =R  Ом, 
1501 =L  мкГн, 252 =L  мкГн, 1600=C  пФ, увімкнений до джерела ЕРС з внутрі-

шнім опором 20=iR  кОм. Визначити власну добротність контуру Q, еквівалентну 
добротність eQ , а також діапазон частот, де повний опір контуру перевищує 10 кОм. 

Відповідь: 66=Q , e 36,6Q = ; =∆f  298…303,6 кГц. 
24. Знайти частоти послідовного і паралельного резонансів для паралельного 

контуру третього виду (рис.4.33, г), якщо 01 =R , 52 =R Ом, 300=L  мкГн, 
3001 =C пФ; 3002 =C  пФ. 
Відповідь: посл 530,5f =  кГц; пар 750,3f = кГц. 
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5 ЧОТИРИПОЛЮСНИКИ І ФІЛЬТРИ 
 

5.1 Загальні зауваження 
 
Подання складних кіл у вигляді з’єднаних між собою багатополюсників є 

потужним сучасним методом їх моделювання. 
Так, проектування радіотехнічних кіл СТЗІ складається з трьох основних 

етапів: синтез, аналіз, оптимізація. На етапі синтезу задають структуру і пара-
метри віток еквівалентної схеми. На етапі аналізу визначають реакцію кола на 
надану дію і порівнюють її з бажаною (наданою у технічному завданні) 
реакцією. Якщо одержана і надана реакції не збігаються, параметри елементів 
кола оптимізують так, щоб забезпечити максимальний збіг. Оптимізація – це 
ітераційна процедура, тобто кроків наближення одержаних характеристик до 
очікуваних буде багато (десятки – тисячі). Отже, в процесі оптимізації задачу 
аналізу кола слід розв’язувати багато разів. Усе це ставить жорсткі вимоги до 
простоти і швидкодії процедури розв’язання задачі аналізу, особливо для су-
часних складних кіл, схеми яких налічують сотні–тисячі вузлів і тисячі–десятки 
тисяч елементів. 

З іншого боку, кількість віток, що відповідають окремим елементам кола, 
є значно меншою, ніж кількість можливих з’єднань між окремими вузлами. У 
середньому в радіотехнічному колі кожен з вузлів схеми з’єднаний не з усіма N 
(сотні – тисячі), а лише 3 – 7 вузлами. Тому й матриця провідностей системи 
рівнянь вузлових напруг містить в кожному своєму рядку (розміру 1×N) лише 
4 - 8 ненульових елементів, тобто є розрідженою. 

Отже, аналіз радіотехнічних кіл – це розв’язання систем рівнянь рівноваги 
з розрідженими матрицями. Ці питання належать до окремого розділу сучасної 
обчислювальної математики. В даному розділі підручника для нас (на відміну 
від абстрактної математики) є важливим ще й той факт, що ці схеми є жорстко 
структурованими. Останнє є невід’ємною властивістю кіл обробки інформації і 
лежить в основі теорії кіл. 

Ясно, що при згаданій розрідженості схеми кола в ній можна виділити 
окремі блоки, які з’єднуються між собою двома, трьома, …, k- вузлами 
( Nk << ). З іншого боку, весь досвід проектування пристроїв основано на про-
ектуванні окремих функціональних блоків (або компонентів кола), які у по-
дальшому об’єднують за принциповою схемою. 

Компонентами кола називають, зазвичай, вже готові вироби, з яких ці ко-
ла складають: резистори, транзистори, конденсатори, операційні підсилювачі 
(ОП), конвеєри струмів та напруг, складніші функціональні блоки тощо. 

Точки, в яких елементи кола (та елементи еквівалентних схем, що цим ко-
лам відповідають) об’єднують, називають вузлами, а вузли, за допомогою яких 
розглядуване коло увімкнене до інших кіл, – полюсами (затискачами). 

Полюсами можна вважати й ті внутрішні вузли, в яких обчислюють (або 
вимірюють) струми та напруги. 
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Рисунок 5.1 – Позначення N-полюсника 
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 i1 N− 1
 1 u1  N 

 

Схему, в якій виділено N 
полюсів, називають багатополюсни-
ком або N-полюсником (рис.5.1). 
Довільну пару полюсів багатополюс-
ника можна розглядати як його вхід, 
хоча термін “вхід” не є зручним, 
оскільки відповідає напрямку усере-
дину багатополюсника. Тому входи, 
на яких вимірюють (обчислюють) 
реакції, називають виходами. 

З N полюсів багатополюсника 
можна утворити 2/)1( −NN  входів, 

але з них тільки 1−= Nn  сукупностей, що не утворюють замкнених контурів, є 
незалежними, тобто такими, що на них вхідні напруги або струми не можна ви-
разити через алгебраїчну суму напруг або струмів інших незалежних входів. 

Багатополюсник, у якого усі залежні входи мають спільний (базисний) ву-
зол, називають (n+1)-полюсником, а системи координат, що відповідають вибо-
ру таких незалежних входів, називають канонічними. Оскільки струми і напруги 
на входах багатополюсника характеризують його внутрішній стан, який 
визначає реакцію на зовнішню дію, то відповідний вибір сукупностей струмів 
та напруг на цих входах визначає вибір системи координат в n-вимірному 
просторі. 

Прикладом систем координат і відповідних до них канонічних систем 
рівнянь рівноваги є системи рівнянь контурних струмів та вузлових напруг 
(див. розд.2). 

Так, для кола, схема (модель) якого містить n незалежних контурів (усі дії 
– ідеальні джерела напруги, а реакції – контурні струми) така система коорди-
нат дає канонічну систему рівнянь контурних струмів: 

( )( ) ( )EIZ = ,                                                  (5.1) 
де ( )Z  – матриця опорів порядку n; ( )I , ( )E  – стовпці реакцій (контурних 

струмів) та дій (ЕРС незалежних джерел напруги) розміру n×1. 
Якщо схема кола містить n незалежних вузлів, а реакціями та діями є 

відповідно вузлові напруги та струми незалежних джерел струму, використо-
вують інший координатний базис (систему координат в n-вимірному просторі), 
тобто канонічну систему рівнянь вузлових напруг: 

( )( ) ( )взIUY = ,                                                   (5.2) 
де ( )Y  – матриця провідностей порядку n; ( ) ( )вз, IU  – стовпці вузлових 

напруг та струмів незалежних джерел струму розміру n×1. 
Будь-який багатополюсник з n незалежними входами можна розглядати як 

2n-полюсник незалежно від способу об’єднання входів у середині. 
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5.2 Системи рівнянь (моделі) прохідних чотириполюсників 
 

Чотириполюсник з двома незалежними входами (описується системою 
рівнянь рівноваги порядку 2=n ), що мають спільний вузол, називають 
прохідним (рис.5.2). 
 
 

Рисунок 5.2 – Подання багатополюсних компонент кола 
 прохідним чотириполюсником 
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 На рис.5.2 показаний (прийнятий у подальшому викладенні) так званий 
зустрічний напрям первинного 1i  та вторинного 2i  струмів. Загалом, використо-
вують варіанти прямої (додатні напрями 1i , 2i  обрано зліва направо) та зворот-
ної передачі (додатні напрями 1i , 2i  – справа наліво). 

Залежно від вибору пар дії та реакцій (з сукупності величин 1u , 1i , 2u , 2i ) 
чотириполюсник можна описати однією з систем диференціальних рівнянь: 
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Рівняння чотириполюсника (5.3) справедливі за будь-яких форм дії (си-
нусоїдна чи довільна) та виду кола (зокрема, лінійне чи нелінійне). Але відомо, 
що співвідношення, аналогічні рівнянням (5.3) стосовно функцій часу 1u , 1i , 2u , 

2i , можна встановити для комплексних амплітуд (діючих значень) синусоїдних 
дій та реакцій 1U , 1I , 2U , 2I  (див. розд.3) або для операторних зображень 
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)(1 pU , )(1 pI , )(2 pU , )(2 pI  довільних дій та реакцій (див. розд.8). Тому, не по-
рушуючи загальний підхід, можна аналізувати комплексну форму 
співвідношень (5.3), оскільки розгляд лінійного кола при синусоїдній дії має 
особливе значення у радіотехнічних пристроях СТЗІ. 

Коефіцієнти при напругах і струмах у рівняннях (5.3) називаються пара-
метрами чотириполюсника. 

Розмірність параметрів чотириполюсника у виразах (5.3) легко встанови-
ти за розмірностю відповідних дій та реакцій. Зазвичай зручним є вимірювання 
параметрів прохідного чотириполюсника в одному з наведених шести базисів, 
оскільки наприклад, основні компоненти (ОП, транзистори тощо) є вже готови-
ми виробами, а їх еквівалентні електричні схеми занадто складні. 

Так, наприклад, з першого рівняння (5.3а) у комплексному вигляді 
1212111 IUYUY =+                                                (5.4а) 

ясно, що 11 1 1/Y I U= , якщо 02 =U , тобто в разі короткого замикання виходу 2. 

Аналогічно можна знайти 22Y . Параметр 12Y  аналогічно знайти не можна, 
оскільки для цього слід виконати умову 01 =U  (див. формулу 5.4а), тобто за-
безпечити коротке замикання входу 1 і при цьому ж на вхід 1 подати струм 1I , 
який з джерела буде протікати лише шляхом короткого замикання і не буде 
відгалужуватися у чотириполюсник. Якщо забезпечити холостий хід на вході 1 

( 01 =I ), тоді   0212111 =+ UYUY ;  
11

12

2

1
Y
Y

U
U

−= .                           (5.4б) 

Якщо значення 11Y  вже обчислене, то можна визначити і 12Y . Але не-
прямі вимірювання (з використанням результатів оцінки інших параметрів) 
призводять до великих похибок і тому не рекомендовані. У той самий час пара-
метр 12H  у виразі (5.3в) може бути виміряним безпосередньо, оскільки система 
H-параметрів (5.3в) дозволяє оцінити кожен з параметрів за одне вимірювання. 

Так, комплексний вираз (5.3в) можна записати в розгорнутому вигляді: 





=+
=+

.
;

2222121

1212111

IUHIH
UUHIH

                                         (5.4в) 

Тоді 

01

1
11

2 =

=
UI

UH ;  
02

1
12

1=

=
IU

UH ;  
01

2
21

2 =

=
UI

IH ;  
02

2
22

1=

=
IU

IH .      (5.4г) 

З виразів (5.4г), які використовують для прямого вимірювання 
H-параметрів, ясно, що система (5.3в) є дуже зручною. Але, як показує досвід, 
для обчислень найкращим є базис канонічних рівнянь вузлових напруг. Тому 
важливою є можливість проводити вимірювання в одному з обраних базисів, а 
обчислення − в іншому. Зв’язок між параметрами систем рівнянь (5.3) наведено 
в табл.5.1 і 5.2. 
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Таблиця 5.1 – Формули зв’язку між визначниками рівнянь 
     прохідного чотириполюсника 
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Таблиця 5.2 – Формули зв’язку між коефіцієнтами систем рівнянь  

     чотириполюсника 
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 Закінчення табл. 5.2 
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Для кожної з наведених у табл.5.2 систем параметрів прохідного чотири-

полюсника можна побудувати еквівалентну схему, яка складається з ідеальних 
залежних джерел. Тобто один (той самий) чотириполюсник можна описати як 
однією з систем (5.3), так і множиною еквівалентних схем, деякі з яких зобра-
жено на рис.5.3. 

Так, системі рівнянь з Y-параметрами (5.3а) відповідає схема з двома за-
лежними джерелами типу ДСКН (рис.5.3, а). Якщо покласти 0221211 === YYY  
та пер21 YY = , виходить ідеальне джерело струму, кероване напругою 
(рис.1.14, г). Отже, матриця ( )Y  ідеального ДСКН має вигляд: 

( ) 







=

0
00

перY
Y . 

 Користуючись табл.5.2, можна записати його А-матрицю:  

( ) 







=

00
/10 перY

A . 

Аналогічно, системі рівнянь (5.4в) згідно з першим законом Кірхгофа 
можна співставити схему з двома залежними джерелами: ДНКН і ДСКС 
(рис.5.3, в). За умови 0221211 === HHH  та IHH =21 , виходить ідеальне дже-
рело струму, кероване струмом (див. рис.1.14, б). Його H-матриця має вигляд: 
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( ) 







=

0
00

IH
H , а перехід за табл.5.3 до А-матриці дає: ( ) 








=

IH
A

/10
00

. 

Якщо використати систему рівнянь з Z-параметрами (5.3б), виходить 
схема з двома джерелами напруги, керованими струмом (ДНКС, рис.5.3, в). За 
умови 0221211 === ZZZ  та пер21 ZZ = , виходить ідеальне ДНКС (див. 
рис.1.14, в), відповідні матриці якого записують у вигляді: 

( ) 







=

0
00

перZ
Z ;  ( ) 








=

0/1
00

перZ
A . 

 
 

Рисунок 5.3 – Канонічні еквівалентні 
схеми прохідних чотириполюсників 
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Систему рівнянь чотириполюсника з D-параметрами можна представити 

схемою (рис.5.3, г). При 0221211 === DDD  та UHD =21 , ця схема перетво-
рюється в ідеальне джерело напруги, кероване напругою ДНКН (див. 
рис.1.14, а), відповідні матриці якого мають вигляд: 

( ) 







=

0
00

UH
D ;  ( ) 








=

00
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A . 
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 До найпростіших активних лінійних чотириполюсників із залежними 
джерелами належать транзистори та електронні лампи, які працюють у 
лінійному режимі. Для транзисторів частіше використовують рівняння з H- та 
Y-параметрами. 
 

5.3 З’єднання чотириполюсників 
 

Певну форму запису рівнянь (5.3) застосовують, виходячи з конкретної 
постановки задачі. Так, синтезуючи кола, використовують Y- або Z-форми. Па-
раметри транзисторів надають в Y-, H- або Z-формах, оскільки в цих формах ці 
параметри зручніше визначати експериментально. 

Щоб знайти зв’язок між вхідними і вихідними величинами по-різному 
з’єднаних чотириполюсників, визначаючи параметри еквівалентного (складено-
го) чотириполюсника, використовують Z-, H-, D-, Y- і А-форми.  

При послідовному з’єднанні чотириполюсників А і В (рис.5.4, а) застосо-
вують Z-форму, при паралельному з’єднанні (рис.5.4, б) – Y-форму, при 
послідовно-паралельному (рис.5.4, в) – H-форму, при паралельно-послідовному 
(рис.5.4, г) – D-форму, при каскадному (рис.5.4, д) – А-форму. 
 
 

Рисунок 5.4 – З’єднання чотириполюсників: 
 а – послідовне; б – паралельне; 

 в – послідовно-паралельне; 
 г – паралельно-послідовне; д – каскадне 

B 
а 

A A 

B 
б 

A

B
в

A 

B 

д 
A В 

г 

 
Отже, форму запису рівнянь (5.3) вибирають, враховуючи зручність от-

римання відповідної матриці еквівалентного чотириполюсника. 
Так, при послідовному з’єднанні чотириполюсників А і В матриця 

( ) ( ) ( )BA ZZZ +=e , оскільки напруга на вході (виході) еквівалентного чотирипо-
люсника дорівнює сумі напруг на входах (виходах) чотириполюсників, які його 
складають, а струми відповідно на входах (виходах) послідовно з’єднаних 
чотириполюсників однакові.  

При паралельному з’єднанні чотириполюсників А і В матриця 
( ) ( ) ( )BA YYY +=e , оскільки струм на вході (виході) еквівалентного чотирипо-
люсника дорівнює сумі струмів на входах (виходах) чотириполюсників А і В, а 
напруги відповідно на входах (виходах) у них однакові. 
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Аналогічні висновки справедливі стосовно матриці ( ) ( ) ( )BA HHH +=e  
при послідовно-паралельному і матриці ( ) ( ) ( )BA DDD +=e  при паралельно-
послідовному з’єднанні чотириполюсників. 

При каскадному з’єднанні струм і напруга на виході чотириполюсника А 
дорівнюють вхідним струму і напрузі чотириполюсника В, тому 

( ) ( ) ( ) 







++
++

=×=
babababa

babababa
BA AAAAAAAA

AAAAAAAA
AAA

2222122121221121

2212121121121111
e . 

 Наведені правила визначення матриць еквівалентних чотириполюсників 
справедливі за будь-якої кількості чотириполюсників, що їх складають. Але, 
підсумовуючи матриці, слід дотримуватися умови регулярності з’єднання 
чотириполюсників – через обидва вхідних затискачі кожного чотириполюсника 
мають протікати однакові за величиною і протилежні за напрямом струми; те ж 
саме має бути щодо вихідних затискачів кожного чотириполюсника. При регу-
лярному з’єднанні матриця кожного з чотириполюсників має бути такою са-
мою, якою вона була перед з’єднанням. 
  

5.4 Характеристичні параметри чотириполюсників 
 
Характеристичними параметрами чотириполюсника називають його 

вхідні опори і передатні функції в режимі узгодження чотириполюсника з на-
вантаженням за повною потужністю. 

Для взаємного несиметричного1 чотириполюсника ( 2211 AA ≠ ) розгляда-
ють два характеристичні опори: 1cZ  і 2cZ . Опір 1cZ  – це вхідний опір з боку 
затискачів а, b, коли навантаження увімкнено до затискачів c, d і дорівнює 2cZ  
(рис.5.5, а). Скориставшись комплексною формою запису системи (5.3д) 
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                                           (5.5) 

можна записати: 

22221
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1 AZA
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IAIZA
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IAUA
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c +
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=

+
+

=
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== .      (5.6а) 

Опір 2cZ  – це вхідний опір з боку затискачів c, d, коли опір навантаження 
1cZ  увімкнено до затискачів а, b (рис.5.5, б). Аналогічно, записавши рівняння 

                                                           
1 Чотириполюсник називають взаємним (зворотним), якщо він задовольняє принципу 
взаємності (див. підрозд.2.8), тобто його передатний опір (провідність) інваріантний 
до зміни місць його входів ( 1221 YY = ). Для взаємного чотириполюсника 1=A . 
Пасивні лінійні та симетричні чотириполюсники завжди взаємні. 

Чотириполюсник називають симетричним, якщо зміна місць його входів не 
змінює струмів і напруг у зовнішньому колі. При цьому 2211 AA = . 
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(5.3ж) у комплексному вигляді та використавши формули зв’язку між ко-
ефіцієнтами А і В (табл.5.2), можна знайти: 

11121

12122

111121

112122

2

2
2 AZA

AZA
IAUA
IAUA

I
UZ

c

c
c +

+
=

+
+

== .                        (5.6б) 

Отже, характеристичним називається опір, який будучи навантаженням з 
одного входу чотириполюсника, встановлює його опір з іншого входу таким, 
що дорівнює характеристичному. Умова, за якої чотириполюсник навантажено 
відповідним характеристичним опором, називається умовою узгодженого на-
вантаження (увімкнення). 

Спільне розв’язання рівнянь (5.6а) і (5.6б) дає: 
)/()( 222112111 AAAAZ c = ; )/()( 112112222 AAAAZ c = .             (5.7а) 

  

Рисунок 5.5 – Визначення характеристичного опору: 
 а, б – несиметричний чотириполюсник;  в – симетричний 
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 A11= A22  Zc 

 
 Характеристичні опори можна виразити через параметри холостого ходу і 
короткого замикання. Так, скориставшись системою (5.5), можна записати: 

21

11

01

1
1х.х

2
A
A

I
UZ

I
==

=

;  
22

12

01

1
1к.з

2
A
A

I
UZ

U
==

=

. 

 Аналогічно, з системи В-параметрів виходить: 

21

22

02

2
2х.х

1
A
A

I
UZ

I
==

=

;  
11

12

02

2
2к.з

1
A
A

I
UZ

U
==

=

. 

 Тоді   к.з1х.х11 ZZZ c = ;  к.з2х.х22 ZZZ c = . 
Якщо чотириполюсник симетричний ( 2211 AA = ), тоді  

к.зх.х211221 / ZZAAZZZ ccc ==== ,                       (5.7б) 
 де cZ  дорівнює вхідному опору чотириполюсника, коли його навантаже-
но опором cZ  (рис.5.5, в). 
 За узгодженого увімкнення на стиках “генератор–чотириполюсник” і “чо-
тириполюсник–генератор” електрична енергія розсіюватиметься тільки у чоти-
риполюснику. Щоб врахувати ці втрати, вводять міру передачі енергії – харак-
теристичну (власну) сталу передачі, яка визначається у вигляді: 
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22

11ln
2
1

IU
IU

c =Γ ,                                                  (5.8) 

причому всі струми і напруги обчислюють в режимі узгодження. 
 Оскільки 11вх11 сZIZIU ==  і 22вх222 сZIZIU == , вираз (5.8) можна за-
писати інакше: 









=








=Γ

1

2

2

1

2

1

2

1 lnln
c

c

c

c
c Z

Z
U
U

Z
Z

I
I .                                    (5.9) 

Так само, як і характеристичний опір, характеристичну сталу передачі 
можна виразити через параметри чотириполюсника. Врахувавши, що в режимі 
узгодження 22н22 сZIZIU == , з другого рівняння (5.5) можна знайти: 

2222211 )( IAZAI с += . 
 Підставивши цей вираз до формули (5.9) та враховуючи співвідношення 
(5.7а), можна записати: 

( )22112112
22

11
22

1121

1222
21 lnln AAAA

A
AA

AA
AAAc +=




















+=Γ .          (5.10) 

 Якщо чотириполюсник симетричний ( ccc ZZZ == 21 ), формула (5.9) ма-
тиме вигляд: 

2

1

2

1 lnln
U
U

I
I

c ==Γ , 

або через А-параметри:   ( )211211ln AAAc +=Γ . 
Загалом характеристична стала є комплексною величиною: 

ccc jΒ+Α=Γ .                                              (5.11) 
 Представивши відношення комплексних діючих значень 21 /UU  у показ-
никовій формі, можна записати: 

)(lnln 21
2

1

2

1
2

1

uuj

j
j

U
U

eU
eU

u

u
ψ−ψ+=ψ

ψ
.                              (5.12) 

 З порівняння виразів (5.12) і (5.11) виходить, що 

2

1ln
U
U

c =Α ;  21 uuc ψ−ψ=Β . 

 Коефіцієнт cA  називається характеристичною сталою (коефіцієнтом) 
ослаблення, вимірюється в логарифмічних одиницях (Нп, Б, дБ). Він характе-
ризує міру змінювання амплітуд напруги і струму узгодженого чотириполюс-
ника при переході від його входу до виходу. 
 Коефіцієнт cΒ  називається характеристичною сталою (коефіцієнтом) 
фази, вимірюється в радіанах (град). Він дорівнює зсуву фаз між вхідною і 
вихідною напругами (струмами) узгодженого чотириполюсника. 
 Характеристична стала пов’язана з комплексним коефіцієнтом передачі за 
напругою узгодженого чотириполюсника. Очевидно, що 
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( )2

1
( ) ( ) cj

U U
UH H e e
U

ϕ ωω ω −Γ= = = , 

звідки c
j

U eH Γ−=ω ωϕ )()(ln ,  або     ccU jjH Β−Α−=ωϕ+ω )()(ln . 

 Тоді   
)(

1ln)(ln
ω

=ω−=Α
U

Uc H
H ;   )(ωϕ−=Βc . 

 Отже, при проходженні синусоїдного коливання через узгоджений чоти-
риполюсник, амплітуда коливання зменшується в cAe  разів, а початкова фаза − 
на кут cΒ . 
 Здобуті вище формули (5.7а), (5.7б), (5.10) дозволяють не тільки обчис-
лювати характеристичні параметри чотириполюсника через його А-параметри. 
За цими формулами можна встановити й обернені співвідношення. 
 Так, з виразу (5.10) виходить: 

22112112 AAAAe c +=Γ ; 21122211 AAAAe c −=Γ− . 
 Скориставшись відомими математичними формулами, можна записати: 

22112
ch AAee cc

c =
+

=Γ
Γ−Γ

;  21122
sh AAee cc

c =
−

=Γ
Γ−Γ

.      (5.13) 

 Далі, з формули (5.7а) виходить: 
221121 // AAZZ cc = ;  211221 / AAZZ cc = .                  (5.14) 

 Розв’язуючи спільно рівняння (5.13) і (5.14), неважко знайти А-параметри, 
підставивши які до системи (5.5), отримують рівняння передачі чотириполюс-
ника в характеристичних параметрах: 








=Γ+Γ

=Γ+Γ

.ch/sh1
;shch/

12122
21

1221221

IIZZU
ZZ

UIZZUZZ

cccc
cc

cccccc
 

 Для симетричного чотириполюсника ці рівняння мають вигляд:  





=Γ+Γ
=Γ+Γ

.chsh)/(
;shch

122

122

IIZU
UZIU

ccc

ccc                                (5.15) 

 Запис рівнянь чотириполюсника у формі (5.15) широко застосовують, 
описуючи кола з розподіленими параметрами (див. розд.9). 

 
5.5 Визначення передатних функцій складних кіл 
      з двополюсними елементами 

 
Розраховуючи параметри електричних кіл, визначають передатні функції 

кола переважно, розглядаючи його як чотириполюсник, до якого приєднується 
джерело синусоїдної напруги з параметрами E , iR  з одного боку і опір наван-
таження нZ  − з іншого (рис.5.6, а). Якщо пара вхідних та вихідних затискачів 
має один спільний вузол (позначено на рисунку пунктирною лінією), чотирипо-
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люсник є прохідним. Якщо чотириполюсник містить елементи ,R  ,L  C , він 
називається пасивним і позначається літерою «П». Якщо позначити вхідний ву-
зол літерою a, вихідний − b, а спільний вузол заземлити та застосувати для 
аналізу метод вузлових напруг, то вхідною величиною (дією) буде вузлова на-
пруга 0aU , вихідною (відгуком) – вузлова напруга 0bU  (у подальшому викла-
денні коротко позначатимуться aU , bU ). Згідно з принципом еквівалентного 
перетворення джерело з параметрами ,E  iR  можна замінити за умови незмінної 
напруги aU  джерелом струму з параметрами дж / iI E R= , iR  (рис.5.6, б). 
 
 

Рисунок 5.6 – Схеми чотириполюсника для визначення передатних функцій 
б 

b 

bU  
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П aU  E  

iR  
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Оскільки від нуля відрізняється тільки єдиний вузловий струм вузла a 
( II a = ), вузлова напруга k-го вузла визначається методом вузлових напруг: 

,IU
Y

ak
k ∆

∆
=       (5.16) 

де Y∆  − визначник матриці комплексних провідностей ( )Y  пасивного чо-
тириполюсника; ak∆  − алгебраїчне доповнення матриці ( )Y . 

Згідно з формулою (5.16) вузлові напруги aU  і bU  визначають так: 

IU
Y

аа
а ∆

∆
= ;  .IU

Y

аb
b ∆

∆
=     (5.17) 

Комплексний коефіцієнт передачі за напругою (дія − aU , відгук − bU ) 

( ) b
U

а

UH
U

ω =  з урахуванням виразу (5.17) дорівнюватиме: 

( ) ,аb
U

аа
H ω ∆

=
∆

      (5.18) 

причому в режимі холостого ходу до складу власної провідності bbY  вузла b 
входитимуть тільки комплексні провідності пасивного чотириполюсника, який 
увімкнено до цього вузла. Якщо враховувати вплив навантаження, до власної 
провідності bbY  вузла b слід додати провідність навантаження: 

н

1~
Z

YY bbbb += .      (5.19) 
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Вираз (5.19) враховують тільки для знаходження алгебраїчного доповнен-
ня аа∆ , до складу якого входить власна провідність вузла b. 
 Якщо при дії aU  відгуком буде струм у навантаженні нI , КПФ: 

нн

н н

/ ( )( ) b U аb

ааа а

U Z HIH
U U Z Z

ωω ∆
= = = =

∆
.   (5.20) 

Якщо дією вважати вхідний струм I , а відгуком − напругу aU , КПФ має 
значення вхідного опору і з урахуванням (5.17) дорівнюватиме: 

вх( ) ( ).а аа

Y

UH Z
I

ω ω∆
= = =

∆
    (5.21) 

Комплексний коефіцієнт передачі за струмом (дія − I , відгук − нI ) згідно 
з  формулою (5.17) становитиме: 

нн

н

/( ) .b аb
I

Y

U ZIH
I I Z

ω ∆
= = =

∆
    (5.22) 

Необхідно зауважити, що за наявності нZ , в алгебраїчні доповнення аа∆  
та Y∆  у формулах (5.20) – (5.22) входить провідність bbY~ , котра розраховується 
згідно з виразом (5.19). 
 Визначення передатних функцій за допомогою визначника і алгебраїчних 
доповнень матриці комплексних провідностей ( )Y  набуває сенсу за умови роз-
галуженого кола. Матриця ( )Y  складається за уніфікованими правилами. Го-
ловна діагональ у загальному випадку містить власні комплексні провідності: 

1/ ,kk kk kk kkY G j С j Lω ω= + +  
а над- та піддіагональні елементи складають взаємні провідності: 

( 1/ ).ks ks ks ksY G j С j Lω ω= − + +  
Отже, комплексну провідність можна визначити як поліном відносно ωj : 

,1)( 1

L
jСjGY −ω+ω+=     (5.23) 

де G, C, 
L
1  − додатні дійсні величини. 

Якщо матриця ( )Y  має другий порядок: 

( ) 







=

2221

1211

YY
YY

Y , 

тобто вхідний вузол чотириполюсника 1=a , вихідний 2=b , а загальний 
(третій) – заземлений, комплексний коефіцієнт передачі за напругою такої схе-
ми згідно з виразом (5.18) становитиме: 

1
2112 12 12 122

1
22111 22 22 22

( ) (1/ )( )
( ) (1/ )U

U Y G j C j LH
U Y G j C j L

ω ωω
ω ω

−

−
∆ − + +

= = = =
∆ + +

. 

Щоб позбавитись від’ємного степеня, слід помножити чисельник та зна-
менник на множник ωj : 
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2
12 12 12

2
22 22 22

( ) (1/ )( )
( ) (1/ )U

C j G j LH
C j G j L

ω ωω
ω ω

+ +
=

+ +
. 

Якщо позначити латинськими літерами зі змінними індексами ко-
ефіцієнти (дійсні додатні величини) при різних степенях ωj : для чисельника ia  

)0,2( =i , для знаменника jb  )0,2( =j , вираз для КПФ матиме вигляд: 
2

2 1 0
2

2 1 0

( )( )
( )U

a j a j aH
b j b j b

ω ωω
ω ω

+ +
=

+ +
.    (5.24) 

Чотириполюсник з КПФ (5.24) називається ланкою другого порядку. По-
рядок ланки визначається максимальним степенем аргументу ωj  полінома зна-
менника. Слід зауважити, що степінь полінома чисельника не може перевищу-
вати степінь полінома знаменника, отже деякі коефіцієнти ia  можуть бути 
нульовими. На відміну від чисельника всі коефіцієнти знаменника ненульові: 

0≠jb , причому степінь полінома знаменника в (5.24) дорівнюватиме двом за 
наявності у колі, як мінімум, двох реактивних опорів різного характеру, які 
відповідають доданкам 22С  і 221/ L . Збільшення кількості ємностей 
(індуктивностей) призводить до збільшення максимального степеня аргумента 
ωj , тобто до збільшення порядку ланки. 

 Для ланки n-го порядку 

1 0

1 0

( )( )
( )

m
m

U n
n

a j a j aH
b j b j b

ω ωω
ω ω

+ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
=

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
,    (5.25) 

причому mn ≥ . 
 Залежно від того, які з коефіцієнтів ia  дорівнюють нулю, модуль КПФ 

)(ωUH  по-різному залежить від частоти на різних ділянках частотного 
діапазону. 
 

5.6 Частотні характеристики ідеальних електричних фільтрів 
 

Чотириполюсник, для якого ділянки АЧХ суттєво відрізняються на різних 
ділянках частотного діапазону, називається електричним фільтром. 
Вважається, що фільтр «пропускає» коливання в діапазоні частот 21 ωω K , якщо 
значення АЧХ фільтра в цьому діапазоні мало відрізняються від константи, на-
приклад, від одиниці: 

1)( ≈ωUH .      (5.26) 
Смуга частот, для яких виконується умова (5.26), називається смугою про-

пускання, або смугою прозорості фільтра. Якщо для коливань з частотами в 
діапазоні 43 ωω K  АЧХ фільтра мало відрізняється від нуля 

0)( ≈ωUH ,      (5.27) 
кажуть, що фільтр не пропускає коливання з такими частотами, а смуга частот 

43 ωω K  називається смугою непрозорості, або смугою затримання (СЗ). 
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Смуга частот, розташована між смугою пропускання і смугою затриман-
ня, називається смугою переходу. 
 АЧХ ідеальних фільтрів не мають смуги переходу. Смуги пропускання та 
затримання розділяє гранична частота грω . В залежності від того, до якої час-
тини частотного діапазону належать смуги пропускання та затримання, фільтри 
поділяють на фільтри нижніх частот (ФНЧ), фільтри верхніх частот (ФВЧ), 
смугові фільтри (СФ), загороджувальні фільтри (ЗФ). 

Якщо фільтр «не пропускає» коливання не смуги частот, а тільки однієї 
частоти, він має назву режекторного фільтра (РФ), а ця частота називається час-
тотою режекції рω . 

АЧХ фільтрів вищезгаданих типів зображені на рис.5.7. 
 

 
 
 

Рисунок 5.7 – АЧХ ідеальних 
фільтрів: а – ФНЧ; б – ФВЧ; 

 в – СФ; г – ЗФ; д – РФ 
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ФНЧ має СП в межах гр0 ωK , а СЗ починається від грω  і прямує до 

нескінченності. Смуга пропускання ФВЧ: ∞Kгрω , смуга затримання: гр0 ωK . 
СФ «пропускає» коливання частот в діапазоні 2гр1гр ωω ÷  і має дві СЗ: від 

нуля до 1грω  та від 2грω  до нескінченності. ЗФ, навпаки, має дві СП: від нуля до 

1грω  та від 2грω  до нескінченності, а СЗ лежить в межах від 1грω  до 2грω . 

Режекторний фільтр (від латинського resectio – відтинання) «вирізає» ко-
ливання з частотою рω . 

АЧХ ідеальних фільтрів мають стрибки на граничних частотах, що 
фізично неможливо для реальних фільтрів. Але, збільшуючи порядок ланки, 
можна досягти досить різкого перепаду значень АЧХ поблизу частоти грω . 
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Схеми фільтрів високих порядків переважно реалізують, з’єднуючи каскадно 
(тобто один за одним) ланки не більш як другого порядку (рис.5.8). 

 
 

Рисунок 5.8 – Каскадне з’єднання чотириполюсників, які утворюють фільтр  
 

При цьому якщо порядок реальної ланки, наприклад ФНЧ, не перевищує 
двох, його АЧХ (рис.5.9) значно відрізняється від АЧХ ідеального ФНЧ 
(рис.5.7, а). 

Для нульової частоти 1)( 0 =ω =ωH , в смузі пропускання значення АЧХ 

перебувають в межах 1/ 2 ( ) 2H ω≤ ≤ . Частота, якій відповідає рівень 
1/ 2 0,707= , є граничною: гр( ) 1/ 2H ω = . У смузі затримання значення )(ωH  
не має перевищувати деякий заданий рівень ∆, якому відповідає частота ∆ω . 

Смуга частот від грω  до ∆ω  є смугою переходу (рис.5.9). Якщо АЧХ 
досягає максимуму (відносно одиниці) у смузі пропускання, крутість кривої 
зростає, що призводить до зменшення смуги переходу (рис.5.9, б). Зміна форми 
кривої АЧХ досягається варіацією коефіцієнтів iа , jb , що, в свою чергу, 
досягається зміною величин елементів, які складають коло.  
 
 
 
   

Рисунок 5.9 – АЧХ реального ФНЧ 
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5.7 Частотні характеристики фільтрів другого порядку 
       і схемна реалізація цих фільтрів 
 
Ланки другого порядку використовують як фільтри різних типів або 

включають до складу фільтрів вищих порядків. Виходячи з виразу (5.24), для 
ланки другого порядку в загальному випадку АЧХ визначається так: 

2
1

22
20

2
1

22
20

)()(

)()(
)(

ω+ω−

ω+ω−
=ω

bbb

aaa
HU .    (5.28) 

Аргумент КПФ (5.24), тобто ФЧХ, становить: 
)()()( 21 ωϕ−ωϕ=ωϕ ,    (5.29) 

де   
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;
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bb

barctg
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)(
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202
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1

2
202

20

1
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Частоту, при якій виконується умова 02
20 =ω− bb , позначають резω : 

рез 0 2/b bω = .      (5.30) 
Дійсні додатні значення частоти ω , за яких 0)( =ωUH , позначають minω , 

а дійсні додатні значення ω, за яких )(ωUH  досягає максимуму, − maxω . 
Ланка другого порядку є фільтром нижніх частот за умови:  

021 == аа .      (5.31) 
Тоді КПФ (5.24) має вигляд: 

0
2

2 1 0
( )

( ) ( )U
аH

b j b j b
ω

ω ω
=

+ +
.    (5.32) 

АЧХ ФНЧ визначається за формулою: 

2
1

22
20

0

)()(
)(

ω+ω−
=ω

bbb

аHU .     (5.33) 

Значення АЧХ на нульовій частоті та частоті резω  становитимуть:  

)(lim
00 ω=

→ω
HH ;  

0

0
0 b

aH = ;    (5.34) 

)( резрез ωUHH = ;  0 20 0
рез 0

1 рез 11 0 2/
b ba aH H

b bb b bω
= = = . 
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Подібно до резонансного контуру можна записати QHH 0рез = ,  

або     
d

HH 0
рез = ;      (5.35) 

20

11
bb

b
Q

d == ,           (5.36) 

де Q  − добротність ланки другого порядку; d – загасання ланки. 
На відміну від контурів для фільтрів значення d (Q ) мало відрізняється 

від одиниці.  
Оскільки АЧХ ФНЧ не має мінімуму, достатньо визначити тільки частоту 

максимуму maxω , прирівнюючи нулю похідну квадрата знаменника виразу 
(5.33) за 2ω :  

0)(2 2
12

2
20 =+ω−− bbbb ; 

2

2
12

max20 2b
bbb =ω− ;     (5.37) 

)
2

1(
02

2
1

2

02
max bb

b
b
b

−=ω . 

 З урахуванням співвідношення (5.30) вираз для maxω  матиме вигляд: 
2

max pез 1 0,5dω ω= − .     (5.38) 
Це значення збігається з отриманою вище в підрозд. 4.3 формулою для 

частоти максимуму напруги на ємності у послідовному резонансному контурі. 
 Формулу (5.37) з урахуванням виразу (5.36) можна переписати як 

2
0

2
max20 2

1 dbbb =ω− , тоді значення АЧХ на частоті maxω , виходячи з (5.33), ста-

новитиме: 
0 0

max max 2 4 2 2 2 4 2 2 2
0 1 max 0 1 рез

( )
0,25 0,25 (1 0,5 )

U
a aH H

b d b b d b d
ω

ω ω
= = =

+ + −
. 

Після підстановки (5.30) знаменник виразу для maxH , враховуючи форму-
лу (5.36), можна записати як 

2
0

224
0 25,01)5,01(25,0 ddbdddb −=−+ . 

Тоді    
2

0
2

0

0
max

25,0125,01 dd

H

ddb

aH
−

=
−

= , або  

pез
max 21 0,25

H
H

d
=

−
.     (5.39) 

Значення maxH  також збігається з екстремумом АЧХ послідовного резо-
нансного контуру за умови, що відгуком є напруга на ємності. 
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 При 2=d  ( 707,0=Q ) АЧХ має максимум 0max HH =  на нульовій час-
тоті ( 0max =ω , згідно з (5.38)), отже, крива монотонно спадає зі зростанням час-
тоти. Гранична частота грω , якій відповідає рівень 0707,0 H , збігається зі зна-

ченням резω . Виходячи з (5.35), значення АЧХ на частоті резω  становитиме: 

0 0
pез 0

2
0,707

2d

H HH H
d =

= = ≈ , 

тобто при 2=d , виконується рівність резгр ωω = . 

Щоб визначити грω  при інших значеннях d , слід прирівняти праву части-

ну виразу (5.33) для резгр ωω =  до значення 0 / 2H : гр 0(ω ) / 2UH H= . 

З урахуванням виразу 
22 0

00

b
аH

=  виходить рівняння: 

0 0
2 2 2

00 2 гр 0 1 гр 0
2(1 ω / ) ( ω / )

а а
bb b b b b

=
− +

. 

Тоді    2 2 2 2
гр рез гр рез(1 (ω /ω ) ) (ω /ω ) 2d− + = ,  звідки 

2 2 2 2
гр рез(ω /ω ) 1 0,5 (1 0,5 ) 1d d= − + − + .   (5.40) 

 При 2>d ( 707,0<Q ) частота maxω  згідно з виразом (5.38) стає уявною 
величиною, а згідно з (5.40) резгр ωω < . На рис.5.10, а зображена АЧХ ФНЧ при 

2>d  ( 2=d ), причому крива спадає зі зростанням частоти швидше, ніж у по-
передньому випадку. При 2<d  ( 707,0>Q ) згідно з формулами (5.38) та 
(5.40) виконується умова: max pез гpω ω ω< < . На рис.5.10, а показано також 
графік АЧХ фільтра для 1=d . 

За умови 2<<d АЧХ )(ωUH  фільтра має такий самий вигляд, як мо-
дуль КПФ )(ω

CUH  послідовного резонансного контуру. Відносні значення час-
тот та відповідні їм відносні рівні наведені в табл.5.3. 

 
Таблиця 5.3 − Значення відносних частот та рівнів АЧХ ФНЧ 
 

0 рез/d H H=  1 2  2  

гр резω /ω  27,1  1 64,0  

max рез/ω ω  707,0  0  − 
max 0/H H  15,1  1 − 

pез 0/ 1/H H d=  1 707,0  5,0  
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Отже, АЧХ ФНЧ другого порядку при 21 ≤≤ d  у смузі прозорості за ви-
значенням не менше рівня 0707,0 H , але й не перевищує значення 02H , тобто 
ці значення найприйнятніші для фільтрації коливань нижніх частот. 
 ФЧХ ФНЧ виходить з виразу (5.29). За умови (5.31) виконується рівність 

0)(1 =ωϕ , тоді 

1
pез2

0 2

1
pез2

0 2

,   ;

( )
,   .

barctg
b b

barctg
b b

ω ω ω
ω

ϕ ω ω π ω ω
ω

− < −= 
 − >
 −

   (5.41) 

На нульовій частоті 0)( 0 =ωϕ =ω , на резонансній частоті 

рез( ) / 2arctgϕ ω π= − ∞ = − . При ∞→ω  значення ФЧХ наближається до π− . 
Графік ФЧХ ФНЧ зображено на рис.5.10, б. 

При зменшенні (збільшенні) добротності крутість ФЧХ поблизу значення 
резω  відповідно зменшується (збільшується).  

 
 

Рисунок 5.10 – Частотні 
характеристики ФНЧ 
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Реалізувати ФНЧ можна за допомогою послідовного резонансного конту-

ру з низькою добротністю, якщо відгуком є напруга на ємності (рис.5.11, а). 
Вважаючи, що опір R  в схемі (рис.5.11) відповідає втратам в котушці ін-

дуктивності (тобто R  існує за наявності в схемі індуктивності), і тому не позна-
чаючи його у вигляді окремого елемента, одержимо схему (рис.5.11, б). 
Фільтри, які реалізують за допомогою тільки індуктивностей та ємностей, нази-
ваються реактивними. Як видно з рис.5.10, а, повільний спад АЧХ не дає 
можливості чітко розділити смуги пропускання та затримання. 

Щоб зменшити смугу переходу (рис.5.9), застосовують каскадне 
з’єднання ланок (рис.5.8). Такі схеми мають назву східчастих або ланцюгових. 
Східчаста схема ФНЧ зображена на рис.5.12. 
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Рисунок 5.11 – Схеми реального 
 та ідеального ФНЧ 

R  

C  

L  L

а б 

Якщо в цій схемі виділити 
симетричні ланки перерізами аа − , 
(при цьому розтинають опори по-
довжніх віток), вийде Т-подібна 
схема з половинними значеннями 
індуктивностей 2/L  (рис.5.13, а). З 
міркувань симетрії першої Т-
подібної ланки, індуктив- 

ність, увімкнена до вузла 1, також дорівнюватиме 2/L . Якщо зробити розтин за 
перерізами bb − , розділивши навпіл опори поперечних віток, вийде П-подібна 
схема з половинними значеннями ємностей 2/C , які при ланцюговому 
з’єднанні утворюють вихідну ємність С  (рис.5.13, б). Ємність, увімкнена до 
вузлів '22 −  (рис.5.12), з міркувань симетрії останньої П- подібної ланки стано-
витиме 2/C . 

 

Рисунок 5.12 – Східчаста схема ФНЧ 
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Рисунок 5.13 – Схеми Т-, П- та Г- подібних ланок ФНЧ 
б в а 
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Т-, П- подібні ланки з навантаженням утворюють кола третього порядку, 

які тут не розглядаються. Г- подібна ланка – це коло другого порядку, для якого 
за умови 2=d  гранична частота збігається з резонансною: 
рез гр 2/ LCω ω= = . За такою ж формулою визначається гранична частота Т-, П-

подібних схем. Схемам (рис.5.13) притаманна особливість: добуток опору 
подовжньої вітки та ємнісного опору є константою, яка не залежить від частоти. 
Тому такі фільтри мають назву фільтрів k-типу. 
 Тоді Г-подібний ФНЧ на відміну від рис.5.11,б матиме половинні значен-
ня індуктивності та ємності (рис.5.13, в), оскільки при 2=d  гранична частота 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 257

становить рез гр 2/ LCω ω= = . Так само визначають граничні частоти Т- і П- 

подібних схем. Такі ланки навантажують на опір н /R L C= , вважаючи його, за 
аналогією з контурами, характеристичним. АЧХ ланки з навантаженням 
суттєво відрізняється від кривих на рис.5.9, а, отриманих без урахування наван-
таження. 
 Фізично дію фільтрів (рис.5.13), можна пояснити тим, що на низьких час-
тотах індуктивності не становлять значного опору струму, який протікає від 
джерела, увімкненого до затискачів '11− , до навантаження, увімкненого до 
затискачів '22 − . На високих частотах вихідний струм зменшується завдяки ве-
ликому опору індуктивності. Оскільки на шляху струму до навантаження є 
вітка з малим ємнісним опором, туди відгалужується значна частина струму. 

КПФ фільтра верхніх частот можна отримати з виразу (5.24) за умови: 
001 == aa .      (5.42) 

Тоді    
2

2
2

0 2 1
( )U

aH
b b jb

ωω
ω ω

−
=

− +
.    (5.43) 

АЧХ ФВЧ описується виразом: 
2

2
2 2 2

0 2 1

ω(ω)
( ω ) ( ω)

U
aH

b b b
=

− +
.    (5.44) 

При ∞→ω  значення АЧХ становитиме: 
2 2lim ( ) /UH H a b

ω
ω∞

→∞
= = .    (5.45) 

На резонансній частоті, яка обчислюється з (5.30), значення АЧХ  

pез

2
0 202 2 2

pез
1 1 2 2 1

b bba a aH
b b b b b

ω ω

ω
ω

=

= = = . 

Враховуючи (5.36) та (5.45), резонансне значення АЧХ ФВЧ становитиме: 
pез /H H d∞= .     (5.46) 

Частоту maxω , на якій АЧХ ФВЧ досягає максимуму, можна знайти як 
частоту екстремуму оберненої функції 1/ ( )UH ω , взявши її похідну за 2ω : 

2
max pез / 1 0,5dω ω= − ,       (5.47) 

звідки видно, що max pезω ω> , а вираз для maxω  збігається з формулою для час-
тоти максимуму напруги на індуктивності в послідовному резонансному кон-
турі (див. пізрозд. 4.3). 
 Якщо підставити вираз (5.47) у формулу (5.44), можна здобути макси-
мальне значення АЧХ ФВЧ:  2

max / 1 0,25H H d d∞= − . 
З урахуванням (5.46) значення максимуму maxH  обчислюється за форму-

лою (5.39), що також збігається зі значенням модуля КПФ 
max

)(
ω=ω

ω
LUH  

послідовного резонансного контуру. 
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 Граничну частоту ФВЧ визначають, прирівнявши формулу (5.44) значен-
ню / 2H∞ . Тоді квадрат рівняння (5.44) становитиме: 

2 4 2
2 гр

2 2 2
0 2 гр 1 гр

ω
2( ω ) ( ω )

a H
b b b

∞=
− +

, 

або    
2 24

гр2 2
22 2 2 22 20 2 гр 1 2 гр

0,5
( / ) ω ( / ) ω

a a
b bb b b b

ω   
=   

    − + 

. 

Перетворення рівняння з урахуванням виразів (5.30) та (5.36) дозволяють 
отримати співвідношення: 

2 2 2 2
гр рез(ω /ω ) 0,5 1 (0,5 1) 1d d= − + − + . 

Відносні значення гр резω /ω  та max резω /ω , а також max /H H∞ , pез /H H∞  
для різних значень d  зведені до табл.5.4. Ці значення знайдені по графіках АЧХ 
ФВЧ (рис.5.14, а). Слід зауважити, що всі відносні значення частот у табл.5.4 є 
оберненими величинами відносно значень у табл.5.3. При 2<<d  АЧХ 
фільтра збігається з АЧХ послідовного контуру високої добротності )(ω

LUH . 

Як видно з рис.5.14, а, при 21 ≤≤ d  АЧХ ФВЧ за формою найприйнятніша 
для фільтрації коливань верхніх частот. 
 

Таблиця 5.4 − Значення відносних частот та рівнів АЧХ ФВЧ 
 

рез/d H H∞=  1 2  2 

гр резω /ω  0,786 1 1,552 

max pез/ω ω  1,41 ∞  − 

max /H H∞  1,15 1 − 

pез / 1/H H d∞ =  1 0,707 0,5 
 

Оскільки згідно з виразом (5.43) аргумент чисельника КПФ π=ωϕ )(1 , на 
підставі виразу (5.34) ФЧХ ФВЧ має вигляд: 

1
pез2

0 2

1
pез2

0 2

,   ;

( )
,   .

barctg
b b
barctg

b b

ωπ ω ω
ω

ϕ ω ω ω ω
ω

 − < −= 
 >
 −

   (5.48) 

Графік ФЧХ ФВЧ зображено на рис.5.14, б. Його крутість в точці з коор-
динатами ( )2/,1 π  буде збільшуватись при зменшенні d .  ФВЧ можна 
реалізувати з урахуванням (рис.5.15, а) або без урахування втрат (рис.5.15, б). 
Каскадне з’єднання реактивних ФВЧ показано на рис.5.16. 
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Рисунок 5.14 – Частотні 
характеристики ФВЧ 
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Щоб виділити симетричні Т-

подібні ланки за перерізами аа − , роз-
тинають опори подовжніх віток. Тоді 
ємності кожної нової ланки подвоюють-
ся, щоб при послідовному об’єднанні 
утворити вихідну ємність С . Утворюю-
чи П-подібні ланки за перерізами bb − , 
розтинають опори поперечних віток, 
індуктивності при цьому подвоюються. 

Рисунок 5.15 – Схеми реального 
 та ідеального ФВЧ 

а б 

R  C  
L  

C  
L

 

Із міркувань симетрії утворених Т- та П-ланок, подвоюється ємність, яку 
увімкнено до вузла 1, та індуктивність між вузлами '22 − . Схеми Т-, П- та Г-
подібних ланок зображено на рис.5.17. 

 

Рисунок 5.16 – Східчаста схема ФВЧ 
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Граничну частоту ланок визначають як резонансну частоту Г-подібної 

ланки, що справедливо при 2=d : гр рез 1/ 2 LCω ω= = .  
Такою ж вважається гранична частота грω  і для інших ланок. 
Розглянуті схеми (рис.5.17) також є фільтрами k-типу. Опір навантаження, 

як і для ФНЧ, становить: н /R L C= . 
 Ємність, яку увімкнено в коло на шляху від джерела (затискачі '11− ) до 
навантаження (затискачі '22 − ), має великий опір на низьких частотах, які 



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 260 

фільтр «не пропускає», а індуктивність – малий. Тому значна частина струму на 
низьких частотах буде відгалужуватись не до навантаження, а у вітку з 
індуктивним опором. На високих частотах умови протікання струму 
змінюються на протилежні. Якщо увімкнути навантаження, частотні характери-
стики ланок реактивних фільтрів погіршуються у порівнянні з вихідними ідеа-
льними характеристиками. 
 

Рисунок 5.17 – Схеми Т-, П- та Г- подібних ланок ФВЧ 
б в а 
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 Розглянемо смуговий фільтр. 

З виразу (5.24) отримаємо КПФ СФ другого порядку за умови: 
020 == aa ;     (5.49) 

1
2

2 1 0
( )

( )U
a jH

b j b j b
ωω

ω ω
=

+ +
.    (5.50) 

АЧХ СФ 
1
2 2 2

0 2 1

( )
( ) ( )

U
aH

b b b

ωω
ω ω

=
− +

    (5.51) 

має екстремум на частоті 
  max 0 2/b bω = ;  max резω ω= .   (5.52) 

Максимальне значення АЧХ становить: max max 1 1(ω ) /UH H a b= = . 
Якщо 11 bа = , максимальне значення АЧХ 1max =H . 

 Смуга пропускання обмежується частотами, на яких виконується рівність 
гр max( ) / 2UH Hω = . З урахуванням рівняння (5.52) виходить 

2 22 2
гр max гр max гр max гр

11
( ) ( )( )b b

bb
ω ω ω ω ω ω ω= − = − + . 

Вважаючи, що при 1>>d  виконуються співвідношення max гр Пω ω ω− = ∆ ; 

max гр max гр2 2ω ω ω ω+ ≈ = , вираз для грω  спрощується: 

грП
1

2
гр 2ωωω ∆≈

b
b ; 

01
П pез

2 0

2
bb d

b b
ω ω ωΠ = ∆ ≈ = .    (5.53) 
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Формула (5.53) збігається з формулою СП послідовного резонансного 
контуру високої добротності. Тобто СФ притаманні вибірні властивості тільки 
за умови 1<<d . Вираз (5.50) збігається з КПФ ( )

RUH ω  послідовного контуру. 
Графіки АЧХ СФ зображені на рис.5.18, а для різних значень загасання фільтра 

)2d(d d 1 < , де позначені також відповідні смуги пропускання )( 21 ωω Π<Π . 
 
 

Рисунок 5.18 – Частотні 
 характеристики СФ 
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Рівняння ФЧХ СФ, виходячи з формули (5.29), а також використовуючи 

вираз (5.49), можна записати так: 

1
pез2

0 2

1
pез2

0 2

, ;
2

( )
, .

2

barctg
b b

barctg
b b

π ω ω ω
ω

ϕ ω π ω ω ω
ω

 − < −= 
− + >
 −

 

Криву ФЧХ СФ показано на рис.5.18, б. 
Оскільки частотні характеристики смугового фільтра збігаються з частот-

ними характеристиками послідовного резонансного контуру, за умови, що 
відгуком є напруга на опорі R , реалізувати СФ можна схемою (рис.5.19, а). В 
цій схемі використовується явище резонансу в послідовному ідеальному 
контурі, утвореному з елементів L, C. Також можна побудувати СФ, використо-
вуючи резонанс у паралельному ідеальному контурі, але такі схеми (рис.5.19, б) 
не застосовують там, де треба забезпечити вузьку смугу переходу. Наприклад, 
для телефонного каналу, де смуга переходу становить 300 Гц. 

Для кращого розділення смуг пропускання і затримання, ланки ФНЧ та 
ФВЧ з’єднують каскадно. Якщо гранична частота ФВЧ гр1ω менша за граничну 
частоту ФНЧ гр2ω , каскадне з’єднання таких фільтрів (рис.5.19, в, г) утворює 
смуговий фільтр за умови ∞≈ HH0  зі смугою пропускання 

2 1гр грω ω ωΠ = − . На 
рис.5.20 площа під кривою АЧХ СФ позначена штрихуванням. 
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Рисунок 5.19 – Схеми СФ 
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Рисунок 5.20 – АЧХ ФНЧ, ФВЧ, CФ 
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На практиці з елементів 
схем (рис.5.19, в, г) утворюють 
їх модифікації, що містять 
ідеальні послідовні та паралельні 
контури (рис.5.21, а, б) з однако-
вими резонансними частотами 
порядку сотен кілогерц. Викори-
стання схем з контурами 
полегшує настроювання фільтрів 
на задані частоти.  

Суттєвим недоліком СФ k-
типу є те, що за умови 
рез / 1ωω Π >>  значення індуктив- 

ностей та ємностей можуть відрізнятись на кілька порядків. 
Якщо фільтр «вирізає» (не пропускає) коливання певної частоти, такий 

фільтр називається режекторним. До режекторних належать також фільтри 
нижніх та верхніх частот, в смузі затримання яких є частота, значення АЧХ для 
якої практично дорівнює нулю. КПФ (5.24) за умови  

01 =а       (5.54) 
матиме вигляд: 

2
2 0

2
2 1 0

( )( )
( )U
a j aH

b j b j b
ωω

ω ω
+

=
+ +

.    (5.55) 

АЧХ РФ становить: 
2

0 2

2 2 2
0 2 1

( )
( ) ( )

U

a a
H

b b b

ω
ω

ω ω

−
=

− +
.    (5.56) 

Екстремуми АЧХ (5.56) знаходять у такий спосіб. Частоту режекції по-
значають minω  і обчислюють за умови: 0)( =ωUH , тобто 02

min20 =ω− aa , звідки 

min 0 2/a aω = .      (5.57) 
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Рисунок 5.21 – Схеми реактивних CФ k-типу 
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Частоту maxω  знаходять з умови [ ] 0)(
2

2
=

ω
ω

d
Hd U : 

2
0

max pез 2
0

(1 0,5 )
(1 0,5 )

H d H
H H d

ω ω ∞

∞

− −
=

− −
. 

Якщо ввести позначення 0 /H H m∞ = , тоді 
2

max pез 2
1 0,5 1/

1 (1 0,5 ) /
d m

d m
ω ω − −

=
− −

.    (5.58) 

Підстановка співвідношення (5.58) у формулу (5.56) дозволяє знайти мак-
симальне значення АЧХ РФ: 

( )2 2
0

max max 2
1 1/ /

( )
1 0,25

m d mHH H
d d

ω
− +

= =
−

.    (5.59) 

 АЧХ  (5.44), має особливості для різних значень m : 
1. 1>m , тобто ∞> HH0 . Оскільки 0 0 0/H a b= ; 2 2/H a b∞ = , виконується 

співвідношення 0 0 2 2/ /a b a b> . Множення останнього виразу на дріб 0 2/b а , 
який, виходячи з реальних чисельних значень, перевищує одиницю, призводить 
до нерівності 0 2 0 2/ /a а b b> , що з урахуванням рівнянь (5.30) та (5.57) 
відповідає співвідношенню min pезω ω> . 

Для виразу (5.58) при 1>m , за умови ( )2 1 1/d m< − , виконується 
співвідношення max pезω ω< , тобто  

min pез maxω ω ω> > .     (5.60) 
АЧХ (рис.5.22, а) відповідає ФНЧ з режекцією (РФНЧ) на частоті minω .  
2. За умови 1<m , або ∞< HH0 , виконується співвідношення min pезω ω< . 

При ( )2 1 1/d m< −  з виразу (5.58) виходить, що max pезω ω> , тоді 

min pез maxω ω ω< < .     (5.61) 
Виходячи з виразу (5.44) при 1<m , максимальне значення АЧХ РФ 
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2 2 2 2
0

max 2 2
( 1) ( 1)

1 0,25 1 0,25
H m md H m mdH
dm dd d

∞− + − +
= =

− −
.  (5.62) 

АЧХ (рис.5.22, б) відповідає фільтру верхніх частот з режекцією (РФВЧ). 
 

 

Рисунок 5.22 – АЧХ режекторних 
фільтрів 
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3. 1=m , ∞= HH0 , min pезω ω= . Виходячи з формули (5.58), частота maxω  
стає при 1=m  уявною величиною, тобто АЧХ матиме один екстремум-мінімум, 
що відповідає характеристикам режекторного фільтра. Графік АЧХ РФ зобра-
жено на рис.5.22, в. 

РФНЧ може бути реалізований схемою (рис.5.23, а), для якої слушні 
співвідношення: 

( )CLL 21
max

1
+

=ω ; 
CL2

min
1

=ω ; 10 =H ; 
21

2
LL

LH
+

=∞ . 

 РФВЧ реалізується схемою (рис.5.23, б): 

2
min

1
LC

=ω ; max
1 2 1 2

1
/( )LC C C C

ω =
+

; 1=∞H ; 
21

1
0 CC

CH
+

= . 

РФ фільтр реалізується схемою (рис.5.23, в), для якої частота режекції 
визначається з формули min 1/ LCω = , R  − опір навантаження. 

Якщо знехтувати опором R , схеми (рис.5.23, а, б) перетворюються у так 
звані реактивні фільтри m - типу (рис.5.24).  
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Рисунок 5.23 – Схеми режекторних фільтрів 
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На рис.5.24, а показано схему 

ФНЧ, яка відрізняється від схеми 
(рис.5.11, б) тим, що подовжня вітка 
містить не всю індуктивність L , а 
тільки її частину )( 1 mLL = . На 
рис.5.24, б зображено ФВЧ, який, на 
відміну від схеми (рис.5.15, б), у 
подовжній вітці містить ємність не С , 
а 1 /С C m= . Звідси походить і назва 
фільтра m -типу. 

Рисунок 5.24 – Фільтри m -типу 
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 Звернімо увагу на те, що від схеми ФНЧ (рис.5.13, а, б) замінивши L  на 
C , C  на L , можна перейти до схеми ФВЧ (рис.5.17, а, б), причому перший 
утворений елемент, як і вихідний, повинен мати половинний чи подвійний опір. 
Схеми СФ (рис.5.21, а, б) заміною послідовного з’єднання індуктивності та 
ємності на відповідне паралельне та навпаки можна перетворити на схеми ЗФ 
(рис.5.25). 
 

Рисунок 5.25 – Схеми ЗФ k-типу 
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Слід зазначити, що ЗФ k-типу за умови рез з/ 2 1ω ω∆ >> , ( pез 1/ LCω = , 

з2 ω∆  − смуга затримання) притаманні такі ж недоліки, як і відповідним їм СФ. 
 ФЧХ режекторних фільтрів визначають з формули (5.29), враховуючи 
умову (5.54): 
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З урахуванням рівняння (5.60) вираз для ФЧХ РФНЧ становитиме: 
2

1 0 2 pез

2
1 0 2 рез min

2
1 0 2 min

[ /( )] , ;

( ) [ /( )] , ;
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ω ω ω ω

 − − ≤
= − + − < ≤


− >

  (5.63) 

Для РФВЧ з урахуванням співвідношення (5.46) ФЧХ матиме вигляд: 
2

1 0 2 min
2

1 0 2 min pез

2
1 0 2 pез

[ /( )] , ;

( ) [ /( )] , ;

[ /( )] , .

arctg b b b

arctg b b b

arctg b b b

ω ω ω ω

ϕ ω π ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

− − ≤
= + − < ≤


− >

  (5.64) 

 РФ, для якого рез minω ω= , має ФЧХ: 

1
pез2

0 2

1
рез2

0 2

, ;

( )
, .

barctg
b b

barctg
b b

ω ω ω
ω

ϕ ω ω ω ω
ω

− ≤ −= 
 >
 −

    (5.65) 

На рис.5.26 зображено графіки ФЧХ розглянутих фільтрів згідно з фор-
мулами (5.63) − (5.65). 

 
 

Рисунок 5.26 – ФЧХ фільтрів: 
 а – РФНЧ; б – РФВЧ; в – РФ 
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З графіків видно, що на відміну від фільтрів нижніх і верхніх частот 

(рис.5.10, б і рис.5.14, б), ФЧХ режекторних фільтрів мають на частоті minω  
стрибок на π . ФЧХ усіх розглянутих фільтрів другого порядку мають спадний 
характер. 
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5.8 Передатні функції схем з операційними підсилювачами 
 
Часто за допомогою ланки другого порядку не вдається задовольнити ви-

моги до АЧХ фільтра (див. рис.5.9). Тоді виникає необхідність у каскадному 
з’єднанні декількох ланок, які утворюють фільтр порядку 2>n . Це з’єднання 
може бути узгодженим або розв’язаним. Узгодження передбачає таке 
з’єднання, коли увімкнення наступної ланки (або навантаження) не змінює час-
тотних характеристик попередньої ланки. Узгодження повинне виконуватись як 
в смузі пропускання, так і в смузі затримання. При каскадному з’єднанні розг-
лянутих вище (підрозд. 5.7) ланок Г-, Т- або П-подібних реактивних фільтрів 
узгодження між ланками виконується автоматично, завдяки утворенню 
східчастої схеми. На жаль, цього не можна сказати про з’єднання останньої 
ланки з навантаженням н /R L C≅ , яке дозволяє виконати умови узгодження 
реактивного фільтра тільки на одній частоті у смузі пропускання. Наслідком 
цього є відмінність розглянутих частотних характеристик від реальних у бік 
погіршення. Такі ж наслідки виникають, якщо врахувати втрати в реальних 
елементах, котрі реалізують ідеальні індуктивності та ємності. 

Для побудови каскадно-розв’язаних фільтрів необхідно застосовувати 
ланки, які мають великий вхідний опір вхR  (щоб уникнути впливу на поперед-
ню ланку) і малий вихідний опір вихR . Ланки таких фільтрів, котрі, крім пасив-
них, містять ще й електронні елементи, розглянемо нижче. Формули для КПФ 
(5.18, 5.20 − 5.22) можна використовувати і для схем, які, крім двополюсних 
елементів, містять три-, чотириполюсні (транзистори, операційні підсилювачі 
та ін.), взагалі багатополюсні елементи, які працюють в лінійному режимі, тоб-
то в режимі малих сигналів. 

  

2 

12Y  

Рисунок 5.27 − Паралельне з’єднання 
двох чотириполюсників 

1U  2U  

1 

а b 

22Y  

32Y  

11Y  
21Y  

31Y  

с d 

Особливості складання 
матриці комплексних провідностей 
( )Y  доцільно розглянути на прикладі 
схеми (рис.5.27), утвореної 
внаслідок паралельного з’єднання 
двох чотириполюсників з комплекс-
ними провідностями, другий індекс 
у позначенні яких відповідає номеру 
чотириполюсника. 

Перший чотириполюсник з не-
залежними вузлами а, b має матри-
цю ( )1Y  комплексних провідностей, 
складену згідно з методом вузлових 
напруг: 
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Відповідно, для другого чотириполюсника з незалежними вузлами с, d 
матриця комплексних провідностей становить: 
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З’єднуючи чотириполюсники паралельно, можна отримати чотириполюс-
ник з незалежними вузлами 1 (а, с) та 2 (b, d), матриця комплексних 
провідностей якого дорівнює сумі матриць ( )1Y  та ( )2Y , тобто ( ) ( ) ( )21 YYY += : 

( ) .
322231212221

222122122111
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=

YYYYYY
YYYYYY

Y
 

Отже, якщо у чотириполюсниках з матрицями ( )′Y  і ( )″Y  (рис.5.28) 
виділити вузли p, q, r, то після їх об’єднання матриця ( )Y  новоутвореної схеми 
становитиме: 

( ) ( ) ( )″+′= YYY .      (5.66) 
 
 

Рисунок 5.28 – Схеми  
чотириполюсників 
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Якщо виділити вхідний вузол а і вихідний вузол b новоутвореної схеми 
(рис.5.28, б), її КПФ можна визначати згідно з формулами (5.18), (5.20) − (5.22). 
Якщо один з чотириполюсників (рис.5.28, а) є операційним підсилювачем, 
формули передатних функцій схеми (рис.5.28, б) з огляду на властивости ОП 
визначатимуться матрицями комплексних провідностей нижчого рангу.  

Операційний підсилювач – це мікросхема, що реалізує підсилювач з дуже 
великим коефіцієнтом підсилення µ ; він має дві пари вхідних затискачів та од-
ну – вихідних. Схеми з ОП використовують в колах автоматичного регулюван-
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ня, де вони виконують операції формування, диференціювання, інтегрування та 
інші, і тому отримали назву – операційні.  

Схемне зображення ОП показане на рис.5.29, а, де p – інвертувальний 
вхід, q – прямий (неінвертувальний) вхід, r – вихід. Всі напруги визначаються 
відносно заземленого вузла. ОП живиться від двох джерел постійної напруги 
( )EE −+ , , котрі на схемі не показані, як і елементи корекції. 

За своїми властивостями ОП – це джерело напруги E , кероване вхідними 
напругами pU  та qU , точніше їх різницею, звідси вихідна напруга становить: 

)( pqr UUEU −µ=−=  або )( qp UUE −µ= ,   (5.67) 

де µ  − коефіцієнт підсилення (для сучасних ОП 65 1010 ÷=µ ). Якщо 
0=qU , то pr UU µ−= , тому вхід p має назву інвертувального; при 0=pU  

qr UU µ= , тому вхід q − прямий (неінвертувальний). 
 

  

Рисунок 5.29 − Схемне зображення ОП та його еквівалентна схема 
а б 
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Якщо обидві вхідні напруги відмінні від нуля, вихідна напруга визна-

чається за формулою (5.67), а таке увімкнення ОП має назву диференційного 
або чотириполюсного. Вхідний опір вхR  ОП між вузлом p та заземленим вуз-
лом, а також між вузлом q та заземленим вузлом становить 126 1010 ÷ Ом, а 
вихідний опір вихR  між вузлом r та заземленим вузлом становить десятки омів, 
тобто джерело E  є майже ідеальним керованим джерелом напруги (рис.5.29, б). 

За такою еквівалентною схемою не можна скласти матрицю провідностей ( )″Y . 
Щоб отримати матрицю провідностей ОП, необхідно врахувати опір вихR , 
увімкнений послідовно з джерелом E  (рис.5.30, а). Для спрощення запису цей 
опір у подальшому позначено вихR R= . 

Перетворення керованого джерела напруги з параметрами E , R  в 
еквівалентне кероване джерело струму з параметрами /I E R= , 1/G R=  
(рис.5.30, б) дозволяє з урахуванням виразу (5.67) записати: )( qp UUGI −µ= . 
Струми rqp III ,, , які втікають у вузли p, q, r, можна визначити через вузлові 
напруги rqp UUU ,, : 
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Матрична форма цієї системи рівнянь має вигляд: 
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тобто матриця провідностей ОП буде такою: 
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     (5.68) 

Матриця комплексних провідностей ( )′Y  схеми (рис.5.28, а), що містить 
тільки двополюсні елементи і має m незалежних вузлів, записується у вигляді: 
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Рисунок 5.30 − Еквівалентні схеми ОП з керованими джерелами різних видів 
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До складу власних та взаємних комплексних провідностей входять 

провідності резисторів G та ємностей Cjω . Застосування ОП дозволяє без ви-
користання індуктивностей отримати передатні функції схем з такими ж 
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вибірними властивостями, як і у резонансних кіл. Схеми з ОП мають назву 
ARC-схем. З’єднуючи чотириполюсники паралельно (рис.5.28, а), з урахуван-
ням рівняння (5.67) можна записати матрицю ( )Y  схеми (рис.5.28, б): 

( )
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Комплексний коефіцієнт передачі за напругою згідно з виразом (5.18) 

( ) b ab
U

aaa

UH
U

ω ∆
= =

∆
.                                          (5.71) 

Матриця (5.70) відрізняється від матриці (5.69) тільки елементами r-го 
рядка, які визначаються параметрами ОП. Алгебраїчні доповнення, які входять 
у вираз (5.71), розкривають за елементами r-го рядка матриці (5.70): 

,)(

)()(

,,

,,1,1

rmabrmrrabrr

rqabrqrpabrprabrab

YGY

GYGYY

∆++∆++

+∆µ−+∆µ++∆=∆

K
 

де 1,rab∆  − подвійне алгебраїчне доповнення, яке одержують з матриці 
(5.70), викреслюючи рядки з номерами а, r та стовпці з номерами b, 1. 

Перетворення виразів 

;,,,,,

,,1,1,,,

abrrabrqabrpabrmabrmrrabrr

rqabrqrpabrprabrrrabrqabrpabab

GGGYY

YYYGGG

∆′+∆+∆µ−∆µ=∆++∆+

+∆+∆+∆+∆+∆µ−∆µ=∆

K
 

aarraarqaarpaaaa GGG ∆′+∆+∆µ−∆µ=∆ ,,, , 

 де ab∆′ , aa∆′  − алгебраїчні доповнення матриці ( )′Y , розкриті за елемента-
ми r-го рядка, дозволяє записати наступне: 

rrabrqabrpababab GG ,,, )( ∆+∆−∆µ+∆′=∆ ;  

rraarqaarpaaaaaa GG ,,, )( ∆+∆−∆µ+∆′=∆ . 

 З теорії визначників відомо: )(,,, qprabrqabrpab +∆=∆−∆ . 
Сумарне алгебраїчне доповнення )(, qprab +∆  можна здобути з матриці ( )Y  

(5.70), яка містить провідності тільки двополюсних елементів, викресливши ря-
дки з номерами a, r і стовпці з номерами b, p після утворення нового стовпця з 
номером q, провідності якого – це сума провідностей стовпців p та q. 
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З урахуванням перетворень можна записати: 
rrabqprababab GG ,)(, ∆+∆µ+∆′=∆ + ;    rraaqpraaaaaa GG ,)(, ∆+∆µ+∆′=∆ + . 

Комплексний коефіцієнт передачі за напругою схеми, яка містить один 
ОП, з урахуванням його параметрів µ,G  становитиме: 

, ( ) ,
,

, ( ) ,
( ) ab ab r p q ab rr

U G
aa aa r p q aa rr

G G
H

G Gµ
µ

ω
µ

+

+

′∆ + ∆ + ∆
=

′∆ + ∆ + ∆
. 

Якщо вихідний опір ОП 0→R , тобто ∞→G , то в останній формулі 
можна враховувати тільки параметр µ . Тоді  

,( ) lim ( )U U GG
H Hµ µω ω

→∞
= . 

Граничний перехід призводить до співвідношення: 
, ( ) ,

, ( ) ,
( ) ab r p q ab rr

U
aa r p q aa rr

H µ
µ

ω
µ

+

+

∆ + ∆
=

∆ + ∆
. 

Якщо прийняти до уваги, що перший доданок з множником µ  
( 65 1010 ÷=µ ) значно більший за другий, комплексний коефіцієнт передачі за 
напругою можна знайти як границю: 

, ( ) ,

, ( ) ,
( ) lim ( ) lim ab r p q ab rr

U U
aa r p q aa rr

H H
µ µ

µ
ω ω

µ
+

→∞ →∞ +

∆ + ∆
= =

∆ + ∆
. 

Остаточно КПФ для схеми з ОП (рис.5.29, а) матиме вигляд: 
, ( )

, ( )
( ) ab r p q

U
aa r p q

H ω +

+

∆
=
∆

.                                           (5.72) 

Якщо схема містить s підсилювачів (рис.5.31), її КПФ становитиме: 

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

, ( ), ( ), , ( )

, ( ), ( ), , ( )
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аb r p q r p q r p q
U

аа r p q r p q r p q
H ω + + +

+ + +

∆
=
∆

K

K

.                       (5.73) 

Тобто чим більшу кількість ОП містить схема, тим більше викреслюється 
рядків і підсумовується стовпців у вихідній матриці ( )Y  і тим менше залиша-
ється рядків і стовпців у підматриці, з якої визначаються алгебраїчні доповнен-
ня у формулі (5.73). 

 
      

Рисунок 5.31 − Структура схеми з s ОП (диференційне увімкнення) 
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Знак алгебраїчного доповнення чисельника визначається послідовністю 
викреслених рядків: a, 1r , 2r , sr  та послідовністю викреслених стовпців: b, 1p , 

2p , ... sp . Ці дві послідовності слід упорядкувати (індекси мають зростати або 
зменшуватись) перестановками тільки двох сусідніх індексів.  
 
      

Рисунок 5.32 − Структура схеми з s ОП (триполюсне увімкнення) 
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Отже, знак чисельника визначається співвідношенням: 

( ) 111 ε+σ− , 
 де 1σ  – сума індексів всіх елементів, що складають обидві послідовності; 

1ε  − кількість перестановок (інверсій) у двох послідовностях. 
Аналогічно визначається знак алгебраїчного доповнення знаменника: 

( ) 221 ε+σ− , де 2σ  − сума індексів у послідовностях ( )srrra ,,,, 21 K , 
( )spppa ,,,, 21 K , а 2ε  − кількість інверсій у цих послідовностях. 

Так, наприклад, кількість інверсій у послідовності ( )6,4,2,7  дорівнює 
трьом: після першої перестановки послідовність буде такою: ( )6,4,7,2 , після 
другої − ( )6,7,4,2 , після третьої − ( )7,6,4,2 , тобто 3=ε . 

Якщо прямі входи iq  підсилювачів заземлено (рис.5.32), увімкнення ОП 
називається триполюсним. Комплексний коефіцієнт передачі за напругою схе-
ми (рис.5.32) здобувають з виразу (5.73), не враховуючи індексів iq : 

( ) 1 1 2 2

1 1 2 2

, , ,

, , ,

s s

s s

ab r p r p r p
U

aa r p r p r p
H ω

∆
=
∆

K

K

.    (5.74) 

Знаки алгебраїчних доповнень виразу (5.74) визначають так само, як і для 
рівняння (5.73). Щоб збільшити вхідний опір схем (рис.5.31, 5.32), вузол а 
з’єднують з виходом будь-якого ОП. Такі схеми дозволяють утворити каскадно-
розв’язані реалізації фільтрів.  

Якщо схема містить ОП у чотириполюсному увімкненні, це враховується 
індексами ( )iii qpr +  в алгебраїчному доповненні КПФ; якщо схема містить ОП 
у триполюсному увімкненні, в алгебраїчному доповненні залишаються індекси 

jj pr . Розглянемо декілька схем з ОП, які реалізують ланки ARC -фільтрів. 

 



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 274 

Приклад 5.1. Визначити коефіцієнт передачі за напругою схеми (рис.5.33). 
Розв’язання. Визначимо кількість незалежних вузлів – чотири. Вхідний вузол 

1=а , вихідний 4=b , інвертувальний вхід ОП 3=p , вихід ОП 4=r .Тоді ком-
плексний коефіцієнт передачі становитиме: 

,4

,1
( ) аb rp

U
аa rp

UH
U

ω
∆

= =
∆

;  14,43

11,43
( )UH ω

∆
=
∆

. 

Щоб визначити алгебраїчні доповнення, складемо матрицю комплексних 
провідностей ( )Y , яка містить тільки двополюсні елементи: 

( ) .

0
0

00

2222

2233

2313211

11
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3

2

1

4321



















ω+ω−−
ω−ω+−

−−ω+++−
−

=
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CjCjGG

GGCjGGGG
GG

Y
 

 
      

Рисунок 5.33 − Схема кола у прикладі 5.1 
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Визначимо чисельник КПФ. Після викреслення рядків з номерами 1, 4 і 

стовпців з номерами 4, 3 залишаються рядки з номерами 2, 3 і стовпці з номерами 1, 
2, котрі утворюють підматрицю ( )aY : 

( ) .
0 3

13211

3

2

21









−

ω+++−
=

G
CjGGGG

Y a
     

Отже, 3143,14
11)1( GGε+σ−=∆ . 

Сума індексів 1234411 =+++=σ . Обидві послідовності, які складають но-
мери викреслених строк (1, 4) і стовпців (4, 3), упорядковані, але перша має спадаю-
чий характер, а друга − зростаючий. Виконавши одну перестановку, другу 
послідовність робимо спадаючою: (3, 4), тобто 11 =ε . 

Остаточно матимемо: 3131
13

43,14 )1( GGGG −=−=∆ . 
Знаменник КПФ визначимо з підматриці ( )bY : 
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( ) ;
23

21321

3

2

42









ω−−

−ω+++
=

CjG
GCjGGG

Y b
 

( )( )[ ]322132143,11
22)1( GGCjCjGGG −ω−ω+++−=∆ ε+σ . 

Послідовність викреслених строк: (1, 4); стовпців: (1, 3). 
Враховуючи, що 0,93141 22 =ε=+++=σ , матимемо: 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ;

)1(

32321221
2

32321221
29

43,11

GGGGGCjCCj

GGGGGCjCCj

+++ω+ω=

=−++ω−ω−−=∆
 

( ) ( )
1 3

2
1 2 2 1 2 3 2 3

( )U
G GH

j C C j C G G G G G
ω

ω ω
= −

+ + + +
. 

Від’ємний знак перед дробом – наслідок того, що вхідна дія подається на 
інвертувальний вхід. Коефіцієнти КПФ дорівнюють відповідно: 31GGa0 = , 

21CCb2 = , ( )3211 GGGCb ++= 2 , 320 GGb = , тобто розглянута схема є ФНЧ. 

Приклад 5.2. Визначити коефіцієнт передачі за напругою схеми ОП (рис.5.34). 
 
      

Рисунок 5.34 − Схема кола у прикладі 5.2 
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Розв’язання. Запишемо формулу КПФ: 

17,72,34,567

11,72,34,561

U( ) a
U

b
H

U
ω

∆ ∆
= = =

∆ ∆
.                               (5.75) 

Складемо матрицю провідностей двополюсних елементів: 
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Щоб визначити чисельник a∆  виразу (5.75), необхідно викреслити рядки з но-
мерами 1, 7, 3, 5 (в результаті залишаться рядки з номерами 2, 4, 6) та стовпці з номе-
рами 7, 2, 4, 6 (залишаться стовпці з номерами 1, 3, 5): 

( ) .
00

0
0
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−ω−
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=
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GCj

GG
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Отже,  ( ) ( )512

111 GGCja ω−−=∆ ε+σ , де 35642753711 =+++++++=σ . 
Послідовність ( )5,3,7,1  упорядковується двома перестановками, а 

послідовність ( )6,4,2,7  − трьома, тобто 5321 =+=ε .  

Тоді   ( ) 11 535 =− + ;  1512 ajGGCja ω−=ω−=∆ . 
Визначаючи знаменник, виключають рядки з номерами 1, 7, 3, 5 (залишають – 

2, 4, 6), як і для a∆ . Номери викреслених стовпців − 1, 2, 4, 6 (залишаться стовпці з 
номерами: 3, 5, 7): 

( ) .
0

0
0

65

42
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6
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2
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−ω−

ω−−−
=

GG
GCj

CjGG
Y b

 

 

Отже, ( ) ( )[ ]521
2

522643
221 GСCjGGCjGGGb ω−ω−−−=∆ ε+σ , де 
29642153712 =+++++++=σ ; 22 =ε . 

Остаточно матимемо: 

( ) ( ) 012
2

643522521
2 bbjbjGGGGGCjGСCjb +ω+ω=+ω+ω=∆ . 

Отже, схема (рис.5.34) реалізує СФ з КПФ: 

( )
2 1 5

2
1 2 5 2 2 5 3 4 6

( )U
j C G GH

j C C G j C G G G G G
ωω

ω ω
= −

+ +
. 
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Приклад 5.3. Визначити коефіцієнт передачі за напругою схеми (рис.5.35), яка 
містить ОП у чотири- і триполюсному увімкненні. 

 
 

Рисунок 5.35 − Схема кола у прикладі 5.3 
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Розв’язання. Комплексний коефіцієнт передачі за напругою за умови, що 1=а , 

8=b , 81 =r , 21 =p , 31 =q , 42 =r , 52 =p , 63 =r , 73 =p , становитиме: 

( )

( )

18,8 2 3 ,45,678

1 11,8 2 3 ,45,67
( ) a

U
b

UH
U

ω +

+

∆ ∆
= = =

∆ ∆
. 

Складемо матрицю комплексних провідностей схеми (рис.5.35): 

( )

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 2

2 1 3 1 3

3 2 2 4 4

4 1 1 1 1

5 1 5 1 5
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0 - 0 0 0 0
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G G G G j C j C
j C G j C G
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ω ω
ω ω

ω ω
ω ω

− 
 + − 
 + −
 + − =  − + −
 

− + + − 
 − + −
  − + 

 

На відміну від розглянутих прикладів 5.1, 5.2, де рядки і стовпці тільки викрес-
люються, в цьому випадку треба утворити стовпець, підсумовуючи провідності у сто-
впцях з номерами 2, 3. Новоутворений стовпець має номер 3, а стовпець з номером 2 
зникає, тобто послідовність викреслених рядків алгебраїчного доповнення a∆  стано-
витиме: ( )6,4,8,1 , залишаються рядки з номерами 2, 3, 5, 7, а послідовність викрес-
лених стовпців − ( )7,5,2,8 , тобто залишаються стовпці з номерами 1, 3+, 4, 6. 

Сума індексів 41752864811 =+++++++=σ . Послідовність викреслених 
рядків упорядковується двома перестановками, а послідовність викреслених стовпців 
– трьома: 51 =ε .  
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Тоді ( ) 11 11 =− ε+σ , а підматриця чисельника становитиме: 
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Позначка «3+» вказує стовпець, провідності якого визначаються як сума 
провідностей: i3i2 YY + .  

З підматриці ( )aY  визначимо алгебраїчне доповнення чисельника a∆ : 

( )( ) ( ) 2
2

21
2 ajCCjGGG 312a ω=ω+=∆ . 

Алгебраїчне доповнення знаменника b∆  утворюється тими ж рядками, що і 

a∆ . Послідовність викреслених стовпців упорядкована ( )7,5,2,1 , після викреслю-
вання залишаються стовпці з номерами ( )8,6,4,3+ . Сума індексів 2 34σ = , кількість 

інверсій 22 =ε ; знак доповнення визначається виразом ( ) 11 22 =− ε+σ . 
Алгебраїчне доповнення знаменника b∆  визначається з підматриці ( )bY : 

( ) ;
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( ) ( ) ( ) ( )426513164142321
2 GGGGGGGGGCjGGGCCjb +++ω++ω=∆ ; 

( ) ( ) 012
2 bbjbjb +ω+ω=∆ . 

Отже, розглянута схема є ланкою другого порядку ФВЧ з КПФ: 

( )

2
1 2 2 1 3

2
1 2 3 2 4 1 4 6 1 3 1 5 6 2 4

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

U
j C C G G GH

j C C G G G j C G G G G G G G G G
ωω

ω ω
+

= −
+ + + + +

. 

 
5.9 Запитання та завдання для самоперевірки 
      і контролю засвоєння знань 
 
1. Які схеми називають багатополюсником, чотириполюсником? 
2. Записати шість форм рівнянь чотириполюсника. Пояснити, в яких випадках 

кожна з форм запису має переваги перед іншими. 
3. Які чотириполюсники називають прохідними, активними, симетричними? 
4. Як експериментально визначити параметри чотириполюсника? 
5. Як, знаючи коефіцієнти однієї системи параметрів, визначити коефіцієнти 

іншої? 
6. Яке з’єднання чотириполюсників називають регулярним? 
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7. Довести, що матриця ( )Y  біполярного транзистора зі спільним емітером 

(рис.5.36) має вигляд: ( ) 
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Y .  Знайти матриці ( )A  та ( )H . 
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Рисунок 5.36 – Транзистор n-p-n типу: а – схема із спільним емітером;  
б – схема заміщення в області нижніх частот 

a б  U2 

 I1  I2  YперU1 

 U1  Rбе 
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8. Обчислити A-параметри T-подібного чотириполюсника, поперечну вітку 

якого утворює ємность С, а кожну з подовжніх віток – індуктивність L. Дано: 
Ом20=CX , Ом10=LX . 

Відповідь: 12211 −== AA ; 012 =A ; См1,021 jA −= . 
9. Знайти коефіцієнт передачі за напругою при холостому ході та коефіцієнт пе-

редачі за струмом при короткому замиканні для П-подібного чотириполюсника, по-
довжня вітка якого утворена індуктивністю L, а кожна з поперечних віток – ємністю С. 

Відповідь: 21/(1 )LCω− . 
10.  Несиметричний чотириполюсник навантажений опором 2Z . Користуючись 

Z-параметрами, довести, що комплексні коефіцієнти передачі за струмом та напругою 
становлять, відповідно: 

222

21
ZZ

ZH I +
−= ;  

21121122211

221
ZZZZZZ

ZZHU +−
−= . 

11.  Досліди холостого ходу і короткого замикання для симетричного чотири-
полюсника дали такі результати: В10х.х =U ; А477,0х.х =I ; Вт2х.х =P  ( 0х.х >ϕ ); 

В10к.з =U ; А5,0к.з =I ; Вт3к.з =P  ( 0к.з >ϕ ). Обчислити його характеристичні па-
раметри. 

Відповідь: Ом47,20
03,59j

c eZ = ; Нп46,1=cA ; рад63,0=cB . 
12.  Резистивний Г-подібний чотириполюсник з елементами Ом16001 =Z  (по-

довжня вітка), Ом9002 =Z  (поперечна вітка) увімкнено узгоджено з генератором і 
навантаженням. Знайти внутрішній опір генератора та опір навантаження. 

Відповідь: Ом1600г =Z ; Ом720н =Z . 
13. Пояснити поняття: електричний фільтр, смуга пропускання (затримання, пе-

реходу). 
14. Навести класифікацію фільтрів за частотними властивостями. 
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15. Які фільтри називають реактивними? Навести схеми найпростіших реактив-
них ланок ФНЧ (ФВЧ). Пояснити їх дію з фізичних міркувань. 

16.  З якою метою застосовують каскадне з’єднання ланок фільтра? Яка схема 
фільтра називається східчастою?  

17. Записати формулу для КПФ ланки другого порядку. Які значення прийма-
тимуть коефіцієнти чисельника аі для передатних функцій ФНЧ, ФВЧ, СФ, РФ? 

18. Як реалізують СФ за допомогою резонансних контурів різних типів? Навес-
ти приклади схем. 

19. Накреслити схеми реактивних k-фільтрів, m-фільтрів. Порівняти їх частотні 
властивості. 

20. Розрахувати ФНЧ k-типу з граничною частотою 1000 Гц і характеристичним 
опором 100 Ом. 

Відповідь: L = 31,8 мГн; C = 3,18 мкФ. 
21. Т-подібний ФНЧ складається з двох індуктивностей по 0,1 мГн і ємності 2 

мкФ. Визначити частоту зрізу зf  (граничну частоту). Побудувати графік характерис-
тичного опору )( fZT , якщо відомо, що для ФНЧ k-типу добуток опору подовжньої 

вітки та ємнісного опору дорівнює константі 2k . 

Вказівка. Скористатись формулою ( )2/1)( зT fjfkfZ += . 

Відповідь: 915,15=зf  кГц; ( ) 102 102110 −⋅π−= fZT  Ом. 
22.  Два Г-подібних ФВЧ, кожен з яких складається з ємності 1 мкФ та індукти-

вності 10 мГн, утворюють П-подібний фільтр. Розрахувати частоту зрізу зf  (гранич-
ну частоту) і характеристичний опір при зf2  та зf5,0 . 

Вказівка. Скористатись формулою 2
П з( ) / 1 ( / )Z f k f jf= + . 

Відповідь: з 1592f =  Гц; 115,47 Ом; − j57,74 Ом. 
23.  Дати визначення ідеального ОП. Навести параметри реального ОП. 
24.  Чим відрізняються диференційне та триполюсне увімкнення ОП? 
25.  Завдяки яким властивостям ОП, для розрахунку коефіцієнта передачі за на-

пругою можна використовувати приблизну формулу (5.72)? 
26.  Пояснити, як складається формула для розрахунку коефіцієнта передачі за 

напругою у випадку каскадного з’єднання схем з ОП. 
 
      

Рисунок 5.37 − Схема активного RC-фільтра

bU  aU  
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27. Знайти комплексний коефіці-
єнт передачі за напругою активного 
RC-фільтра (рис.5.37), АЧХ і ФЧХ. 
Дано: 3=C нФ, 431 =R кОм, 

912 =R кОм. 
Відповідь: 

4
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1 2,73 10UH
j

ω
ω −= −

+ ⋅ ⋅
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6 КЛАСИЧНИЙ МЕТОД АНАЛІЗУ ПЕРЕХIДНИХ ПРОЦЕСІВ 
 
 6.1 Основнi поняття та означення 
 
 У розділах 1−3 розглянуто усталенi (стацiонарнi) процеси в лiнiйних 
електричних колах. Стацiонарний режим (процес) характеризується тим, що 
струми i напруги або незмiннi у часi (кола постiйного струму), або є 
перiодичними функцiями часу (кола змiнного струму). 

Реальнi електричнi процеси завжди вiдрiзняються вiд стацiонарних, тому 
що будь-яка неперiодична змiна типу дiї, параметрiв кола або структури схеми 
викликає порушення стацiонарностi режиму. 

Перехiдним зветься процес, який виникає в електричному колi під час 
переходу вiд одного усталеного режиму до iншого. Перехiднi процеси 
виникають за певних умов, наприклад, при комутацiї. 

Комутацiя − це змiна параметрiв або схеми кола, ввімкнення або 
вимкнення джерела електричної енергiї, зміна напруги на вході кола. Якщо 
коло мiстить тiльки активнi опори, то комутацiя "миттєво" викликає вiдповiднi 
змiни струмiв i напруг у вiтках. За наявностi реактивних елементiв комутацiя 
супроводжується появою перехiдних процесiв. Теоретично тривалiсть 
перехiдного процесу нескiнченна, а практично залежить від параметрів кола і 
вимірюється для низькочастотних кіл мiлiсекундами або мiкросекундами. 
Застосовуючи спеціальні схеми і підбираючи параметри кола, можна 
прискорити чи уповільнити перехідний процес. 

Отже, умовами виникнення перехiдних процесiв є: 1) комутацiя; 2) 
наявнiсть у колi реактивних елементiв. 

Перехідні процеси в деяких електричних колах пристроїв зв’язку, 
автоматики, імпульсної та телевізійної техніки є робочими процесами при 
нормальній експлуатації цих пристроїв. Іноді перехідні процеси 
супроводжуються небажаними явищами: на певних ділянках кола виникають 
перенапруги і так звані надструми. 

Тому розрахунок і дослідження перехідних процесів є важливою 
інженерною задачею. 
 

6.1.1 Закони комутацiї i початковi умови 
 

Виникнення перехiдних процесiв пов'язано з особливостями змiнювання 
енергiї електромагнiтного поля у реактивних елементах. З фiзичних мiркувань 
зрозумiло, що енергiя поля в iндуктивностях 2/2

LL Liw =  та ємностях 
2/2

CC Cuw =  не може змiнюватися миттєво: енергiя може змiнюватися 
безперервно, тому що інакше потужнiсть /p dw dt= , яка дорiвнює похiднiй 
енергiї за часом, досягала б нескiнченного значення, що фiзично неможливо. 

Це твердження виражає принцип неперервностi у часi сумарного 
магнiтного потокозчеплення iндуктивностi Ψ  i сумарного електричного заряду 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 283

ємностi q. Якщо момент комутацiї розглядати як початок вiдлiку часу 00 =t , то 
момент безпосередньо перед комутацiєю позначається 0−=t , а момент пiсля 
комутацiї 0+=t . Враховуючи цi позначення, можна записати: 

∑ ∑ +=−
i i

ii qq )0()0( ;  ∑ ∑ +Ψ=−Ψ
i i

ii )0()0( . 

Оскiльки LiΨ= , Q Cu= , то ( 0) ( 0)i L i L
i i

L i L i− = +∑ ∑ ; ( 0) ( 0)i C i C
i i

C u C u− = +∑ ∑ . 

З цих рiвнянь, вважаючи сумарні значення L i C незмiнними, отримують 
так званi закони комутацiї: 

)0()0( +=− LL ii  − перший закон комутацiї; 
)0()0( +=− CC uu  − другий закон комутацiї. 

Отже, у початковий момент пiсля комутацiї струм в iндуктивностi 
(напруга на ємностi) залишається саме таким, яким вiн був безпосередньо перед 
комутацiєю, а потiм плавно змiнюється. При цьому слiд пам'ятати, що в колах з 
ідеальними елементами стрибкоподiбно можуть змiнюватися: 1) струми в 
опорах та ємностях; 2) напруги на опорах та iндуктивностях. 

Значення струму в iндуктивностi та напруги на ємностi до моменту 
комутацiї звуться початковими умовами. Оскільки початок перехідного 
процесу звичайно вважають таким, що збігається з початком відліку часу, то 
початкові умови для струму в індуктивності та напруги на ємності k-ї вітки 
позначають )0(−kLi , )0(−kCu . 

Розрізнюють нульові та ненульові початкові умови. Якщо первинний 
запас енергії у всіх реактивних елементах кола дорівнює нулю, початкові умови 
називаються нульовими. Якщо хоча б в одному накопичувальному елементі 
первинний запас енергії ненульовий, початкові умови називають ненульовими. 
Наприклад, кола (рис.6.1 і 6.2, а) мають нульові початкові умови, а коло 
(рис.6.2, б) – ненульові.  

За нульових початкових умов, коли 0)0( =−Li , 0)0( =−Cu , iндуктивнiсть у 
початковий момент часу пiсля комутацiї еквiвалентна розриву кола, а ємнiсть − 
короткому замиканню. У випадку ненульових початкових умов, тобто коли 

0)0( ≠−Li , 0)0( ≠−Cu , iндуктивнiсть в перший момент пiсля комутацiї 
еквiвалентна джерелу струму )0(−Li , а ємнiсть − джерелу ЕРС )0(−Cu . 

Початковими значеннями називають значення всіх електричних величин 
та їх похідних безпосередньо після комутації, тобто в момент часу 0+=t . 
Використовують поняття незалежних початкових значень: )0(+Li , )0(+Cu . 
Аналізуючи перехiдні процеси у розгалужених колах, поряд з незалежними 
використовують так званi залежнi початковi значення, а саме: значення всiх 
струмiв i напруг, крiм Li , Cu , а також їх похiдних при 0+=t . Залежні початкові 
значення обчислюють за незалежними, виходячи з законiв Кiрхгофа. 

При розрахунку перехідних процесів в електричних колах початкові 
значення мають бути відомими – заданими або додатково знайденими з 
урахуванням законів комутації. 
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6.1.2 Вимушений i вiльний режими 
 

Аналiз електричних процесiв в ЛЕК, як вiдомо, базується на розв'язаннi 
рiвнянь Кiрхгофа для миттєвих значень напруг i струмiв в елементах кола. 
Оскільки дані миттєві значення пов’язані диференціальними залежностями, 
рівняння, які описують перехідні процеси, є диференціальними. 

У ЛЕК з постійними зосередженими параметрами процеси описують 
лiнiйним неоднорiдним диференцiальним рiвнянням з постiйними 
коефiцiєнтами, методику складання якого можна розглянути на прикладі кола 
(рис.6.1) з нульовими початковими умовами, де треба знайти струм в 
iндуктивностi. 

З урахуванням диференцiального 
спiввiдношення (1.16) мiж напругою i 
струмом в елементі L система рiвнянь за 
законами Кірхгофа матиме вигляд: 
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Рисунок 6.1 – Електричне коло з 
нульовими початковими умовами 
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Розв'язуючи систему методом пiдстановки, можна пiдставити значення 

)(1 ti  з першого рiвняння до другого: 

22112 )()()()( RtiRtiRtite L ++= ;  
21

1
2

)()()(
RR

Rtiteti L
+

−
= , 

а далi вираз для струму )(2 ti  − до третього рiвняння: 

21

21

21

2 )()()(0
RR

RRti
RR
Rte

dt
tdiL L

L
+

+
+

−= . 

В результатi виходить диференцiальне рiвняння вiдносно струму )(tiL : 

121

21 )()()(
R

teti
dt

tdi
RR

RRL L
L =+

+ .                                    (6.1) 

У загальному виглядi процеси в ЛЕК описуються лiнiйним 
диференцiальним рiвнянням n-го порядку: 

)()()(...)()(
011

1

1 tftyb
dt

tdyb
dt

tydb
dt

tydb n

n

nn

n

n =++++ −

−

− ,             (6.2) 

де )(ty  − шукана функція (струм, напруга) – відгук кола на вхідну дію; 

)()(...)()()( 011

1

1 txa
dt

tdxa
dt

txda
dt

txdatf m

m

mm

m

m ++++= −

−

−  – відома функція, яка 

залежить від дії )(tx ; maaa ...,,, 10 ; nbbb ...,,, 10  − постiйнi коефiцiєнти. 
Важливо зазначити, що вигляд лівої частини рівняння (6.2) не залежить 

від того, для якої змінної воно складається, а залежить тільки від схеми кола і 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 285

параметрів його елементів. У цьому легко переконатися, записавши рівняння 
(6.1) відносно напруги на індуктивності та врахувавши зв’язок )(tiL  та )(tuL : 

1021

21 )()(1)(
R
tedttu

L
tu

RR
RR t

LL =+
+

∫ . 

 Якщо продиференціювати останнє рівняння за часом та помножити його 
на L , виходить вираз: 

dt
tde

R
Ltu

dt
tdu

RR
RRL L

L )()()(

121

21 =+
+ ,                                (6.3) 

який відрізняється від рівняння (6.1) тільки правою частиною. 
Стосовно ж до (6.1), 

)()( tetx = ; )()( tity L= ; 1=n ; 10 =b ; 
21

21
1 RR

RRLb +
= ; 

1

)()(
R
tetf = ; 

1
0

1
R

a = . 

У математицi існують рiзнi способи розв'язання рiвняння (6.2).  
Згiдно з класичним методом розв'язок (6.2) слiд шукати у виглядi суми 

двох функцiй – загального розв’язку однорідного рівняння і частинного 
розв’язку неоднорідного рівняння: 

)()()( вмвл tytyty += ,                                             (6.4) 
де )(вл ty  − загальний розв'язок рівняння (6.2) без правої частини, який 

характеризує електричнi явища за вiдсутнiстю зовнiшньої дiї; )(вм ty  − 
частинний розв'язок (6.2) з правою частиною. 

Відомо, що задача визначення частинного розв’язку диференціального 
рівняння при заданій початковій умові має назву задачі Коші1. 

Класичний метод аналізу перехідних процесів в електричних колах 
полягає у складанні диференціального рівняння, що описує стан кола, 
розв’язанні цього рівняння і фізичному трактуванні розв’язку. Перевагою 
класичного методу є відносна простота, якщо порядок кола не перевищує двох. 

У колі з реактивними елементами енергія джерела частково розсіюється 
на опорах, а частково накопичується в реактивних елементах. Процеси, які 
існують у колі за рахунок цього запасу енергії після відімкнення джерела, 
називають вільними. Тобто, якщо дія 0)( =tx , коло перебуває у вiльному 
режимі. Функцiї, що визначаються за загальним розв'язком, звуться вiльними 
складовими (струмiв, напруг тощо). Характер вільного процесу визначається 
схемою кола і параметрами його елементів. 

Функція )(вм ty  характеризує вимушений режим, обумовлений зовнiшнiм 
джерелом. Характер змінювання електричних величин у колі у вимушеному 
                                                      
1 Коші Огюстен Луі, Cauchy (1789−1857) – французький математик, член Паризької 
АН (1816) і Петербурзької АН (1831). Автор більше 800 праць з арифметики і теорії 
чисел; алгебри, математичного аналізу, диференціальних рівнянь, тригонометрії, 
теоретичної та небесної механіки, математичної фізики, теорії пружності, оптики 
тощо. Коші належать терміни «модуль» комплексного числа, «спряжені» комплексні 
числа та ін. 
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режимі визначається не тільки схемою і параметрами кола, але й законом 
змінювання дії. Якщо дія )(tx  − постiйна функцiя або перiодична за часом, то 
вимушений струм (напруга) буде одночасно i усталеним. 

Iснує унiверсальний метод визначення вiльної складової, згiдно з яким 
оператор диференцiювання в однорідному для (6.2) рівнянні 

0)()(...)()(
011

1

1 =++++ −

−

− tyb
dt

tdyb
dt

tydb
dt

tydb n

n

nn

n

n                 (6.5) 

замiнюють алгебраїчним оператором p: 
n

n

n
p

dt
tyd
=

)( ;   1
1

1 )( −
−

−
= n

n

n
p

dt
tyd   ...  2

2

2 )( p
dt

tyd
= ;   p

dt
tdy
=

)( ;   1)( =ty . 

Тоді вираз (6.5) перетворюється у характеристичне рiвняння кола: 
0... 01

1
1 =++++ −
− bpbpbpb n

n
n

n .                                (6.6) 
Степiнь характеристичного полiнома – лівої частини виразу (6.6) – 

визначається порядком диференцiального рiвняння (6.2) i зветься порядком 
кола. 

Примітка. Диференціальне рівняння кола можна отримати, не складаючи 
вихідної системи рівнянь Кірхгофа. Достатньо визначити комплексну передатну 
функцію (КПФ) кола ( )H ω . 

Щоб довести це твердження, доцільно скористатись комплексними миттєвими 
значеннями дії та відгуку. Якщо дія 

tj
meXtx ω=)( , 

то для лінійного кола відгук змінюється з такою самою частотою, але має іншу 
комплексну амплітуду 

( ) ( ) j t
my t H X e ωω= . 

 Функція )(ty  є частинним розв’язком рівняння (6.2). Підстановка )(tx  і )(ty  
до (6.2) призводить до тотожності: 

1
1 1 0( ) [ ( ) ( ) ]j t n n

m n nH X e b j b j b j bωω ω ω ω−
−+ + + + =K  

])()([ 01
1

1 ajajajaeX m
m

m
m

tj
m +ω++ω+ω= −

−
ω K .                 (6.7) 

 Множник nj )( ω  здобутий внаслідок n-кратного диференціювання tje ω . Після 

скорочення на tje ω  та mX  з виразу (6.7) виходить, що 
1

1 1 0
1

1 1 0

( ) ( )( )
( ) ( )

m m
m m

n n
n n

a j a j a j aH
b j b j b j b

ω ω ωω
ω ω ω

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
K

K
.                       (6.8) 

Порівнюючи формули (6.2) і (6.8), неважко помітити, що коефіцієнти ka  і kb  

відповідно однакові, ωj  − символ першої похідної, а kj )( ω  − символ k-ї похідної. 

Добуток k
k jb )( ω  відповідає члену k

k

k dt
tydb )(

 диференціального рівняння, а k
k ja )( ω  
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− k

k

k dt
txda )(

. Отже, за знаменником дробу (6.8) можна скласти ліву частину рівняння 

(6.2), а за чисельником (6.8) – праву. 
Використання КПФ кола для складання підсумкового рівняння дещо спрощує 

класичний метод аналізу, оскільки зведення системи рівнянь до одного рівняння – 
задача досить громіздка, простіше визначити КПФ. 

Знаменник виразу (6.8) після заміни kj )( ω  на kp  утворює характеристичний 
поліном. Якщо цей поліном прирівняти до нуля, виходить характеристичне рівняння. 

Як зазначено вище, вигляд лівої частини рівняння (6.2) не залежить від того, 
для якої змінної воно складається. Тому для здобуття рівняння кола можна 
скористатись комплексною функцією (КФ) будь-якого виду, зокрема КВФ – 
комплексною вхідною функцією – вх ( )Z ω  чи вх ( )Y ω , а для складання 
характеристичного рівняння застосувати такий спосіб: а) записати формулу вхідного 
опору або провідності кола в комплексній формі; б) у формулі )(вх ωjZ  чи )(вх ωjY  
замінити множник ωj  на p ; в) отриманий вираз прирівняти до нуля: 0)(вх =pZ , 

0)(вх =pY . 
 Характеристичне рівняння можна отримати, прирівнюючи до нуля вхідний опір 

)(вх pZ  відносно будь-якої вітки кола. У тих випадках, коли розгалужене коло має 
єдиний накопичувач енергії, зручніше розглядати формулу вхідного опору відносно 
вітки з накопичувачем енергії. Якщо у схемі є джерело струму, для здобуття 
характеристичного рівняння рекомендуються виконати одну з двох дій: розрахувати 
опір )(вх pZ  не відносно вітки з джерелом (вважаючи її розімкненою), а відносно 
будь-якої іншої вітки кола; або розрахувати провідність відносно вітки з джерелом і 
прирівняти її до нуля: 0)(вх =pY . 
 Як скласти диференціальне та характеристичне рівняння кола за допомогою 
КПФ і )(вх pZ , розглянуто у прикладі 6.2.  

Вигляд вільної складової визначається характером коренiв 
характеристичного рiвняння kp  (k =1,2,..., n). 

Корені kp  рівняння (6.6) можуть бути дійсними, комплексними, простими 
і кратними. Оскільки в ЛЕК параметри елементів додатні, а коефіцієнти 
рівняння (6.6) визначаються схемою кола і параметрами її елементів, то 0>ib . 
Тому корені kp  − від’ємні дійсні або комплексні-спряжені, які мають від’ємну 
дійсну частину ( 0Re <kp ). 

Якщо серед коренів характеристичного рівняння немає кратних, тоді  

∑
=

=
n

k

tp
k

keAty
1

вл )( ,                                           (6.9) 

де kA  − сталi iнтегрування. 
Якщо є комплексно-спряжені корені, наприклад kkkk jp вл1, ω±δ−=+ , то 

вираз tp
k

tp
k

kk eAeA 1
1

+
++  перетворюється у 
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=ω+ω=+ δ−ω−
+

ωδ− )sincos()( влвл1
влвл tNtMeeAeAe kk

ttj
k

tj
k

t kkkk  

)sin( вл ψ+ω= δ− tAe k
tk ,                                  (6.10) 

 де А, ψ  − сталі інтегрування.  
Якщо серед n коренів kp  l коренів є кратними дійсному кореню, 

наприклад 1p , то 

∑
+=

− ++++=
n

lk

tp
k

tpl
l

keAetAtAAty
1

1
21вл

1)()( K .                     (6.11) 

Якщо є m-кратні спряжені комплексні корені, тоді 

∑∑
+==

−δ− +ω+ω=
n

mk

tp
kii

m

i

it keAtNtMtety
1

1вл1вл
1

1
вл )sincos()( 1 .      (6.12) 

З огляду на те, що в ЛЕК корені або їх дійсна частина є від’ємними, 
0)(lim вл =

∞→
ty

t
. 

Оскільки вільні процеси в ЛЕК загасають, розв’язок диференціального 
рівняння )(ty  з часом прямує до )(вм ty : 

)()(lim вм tyty
t

=
∞→

.                                            (6.13) 

Теоретично перехідний процес продовжується нескінченно і вимушена 
складова )(вм ty  є розв’язком рівняння для ∞→t . Ця обставина дозволяє у 
випадку постійної або синусоїдної дії визначати )(вм ty  методами теорії кіл, 
викладеними вище у розд.2 і 3. 

Кількість сталих інтегрування kA  у розв’язку рівняння кола збігається з 
його порядком n. Щоб визначити n сталих kA , необхідно n рівнянь і n 
початкових умов. Необхідну кількість рівнянь можна отримати 1−n  кратним 
диференціюванням розв’язку (6.4). Початкові значення знаходять, розглядаючи 
вихідну систему рівнянь Кірхгофа при 0+=t , в якій незалежні початкові 
значення відомі з законів комутації. 

Нехай розв’язок рівняння кола порядку n має вигляд: 

)()( вм
1

tyeAty
n

k

tp
k

k += ∑
=

.                                           (6.14) 

Якщо продиференціювати (6.14) послідовно 1−n  разів, вийде система: 

).()(
.........................................

);()(

);()(

)1(
вм

1

1)1(

вм
1

2

вм
1

tyeApty

tyeApty

tyeApty

nn

k

tp
k

n
k

n

n

k

tp
kk

n

k

tp
kk

k

k

k

−

=

−−

=

=

+=

′′+=′′

′+=′

∑

∑

∑

                                 (6.15) 

 Для 0+=t  співвідношення (6.14) і (6.15) призводять до системи рівнянь 
відносно kA : 
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 Знаючи початкові значення, тобто ліві частини рівнянь (6.16), знаходять 
kA . Наприклад, для кола першого порядку 

1 вм( 0) ( 0)y A y+ = + + , звiдки )0()0( вм1 +−+= yyA . 
Отже, аналіз перехiдних процесiв класичним методом складається з етапів: 
1. Визначення початкових умов )0(−kLi , )0(−kCu . 
2. Визначення незалежних початкових значень )0(+Li , )0(+Cu , 

використовуючи закони комутації. 
3. Складання системи рівнянь за законами Кірхгофа для моменту часу 

0+=t , отримання диференціального рівняння кола відносно шуканої змінної. 
4. Визначення характеристичного рівняння (6.6) і його коренів, 

розрахунок вільного режиму за формулами (6.9) − (6.12). 
5. Розрахунок вимушеного режиму. 
6. Визначення залежних початкових значень. 
7. Розрахунок сталих інтегрування, виходячи зі співвідношень (6.16). 
8. Підсумовування вільних та вимушених складових за формулою (6.4). 
Слiд пам'ятати, що фiзично iснують тiльки повнi струми (напруги), якi 

дорiвнюють сумi вимушеної та вiльної складових. Саме їх можна вимiрювати 
або спостерiгати за допомогою приладiв (осцилографа, вольтметра тощо). 
Щодо них слушнi закони комутацiї. Вимушена та вiльна складовi є 
розрахунковими величинами, сума яких дає реальнi (фiзичнi) струми i напруги. 

Приклад 6.1. Скласти диференціальне рівняння для кола з нульовим 
(рис.6.2, а) і ненульовим (рис.6.2, б) первинним запасом енергії. 
 
 

Рисунок 6.2 – Електричні кола: а – з нульовими; 
б – з ненульовими початковими умовами 
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Розв’язання. Рівняння, що описують процеси в колі, складаються для режиму 
після комутації. Складемо для схеми (рис.6.2, а) систему рівнянь за методом 
Кірхгофа, наприклад для вузла 1 та контурів 1K  і 2K : 














=++
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                          (6.17) 

 Щоб розв’язати систему (6.17), зведемо її до рівняння відносно якої-небудь 
однієї змінної, наприклад струму )(1 ti . Для цього продиференціюємо друге рівняння 
системи (6.17): 

dt
tdeti

Cdt
tidL

dt
tdiR )()(1)()(

32
1

2
1

1 =++ .                            (6.18) 

 Далі знайдемо з першого рівняння системи (6.17) 
)()()( 213 tititi −= ,                                              (6.19) 

а з третього –  

)()()()( 1
2

11

22
2 ti

R
R

dt
tdi

R
L

R
teti −−= .                                 (6.20) 

 Підставивши (6.20) до (6.19), а далі вираз для )(3 ti  до (6.18), здобудемо 
підсумкове рівняння для струму )(1 ti : 
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+ .        (6.21) 

 Оскільки порядок рівняння (6.21) другий, коло (рис.6.2, а) є колом другого 
порядку.  

Якщо первинний запас енергії кола ненульовий (рис.6.2, б), після комутації 
схема виглядатиме так само, як і для кола з нульовими початковими умовами, а 
система рівнянь за законами Кірхгофа 
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                           (6.22) 

буде аналогічною системі (6.17). Системи (6.17) і (6.22) відрізняються лише нижньою 
межею інтеграла у другому рівнянні, який можна записати у вигляді: 

0

3 3 3 0 3
0 0

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
t t t

Ci t dt i t dt i t dt U i t dt
C C C C−∞ −∞

= + = +∫ ∫ ∫ ∫ , 

 де 0CU  − початкова напруга на ємності в момент комутації. 
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Оскільки 0CU  − постійна величина, її похідна за часом дорівнює нулю. Тому 
перетворення системи (6.22), подібні перетворенням системи (6.17), призводять до 
рівняння (6.21). 

Приклад 6.2. Скласти диференціальне та характеристичне рівняння для кола 
(рис.6.1), вважаючи відгуком напругу на індуктивності. 

Розв’язання. Використовуючи формулу для КПФ 
1 2 2 2

1 вх 1 2 2 1 2 1 2

ω /( ω ) ω(ω)
ω /( ω ) ω ( )

RLLU I Z R j L R j L R j LH
E I Z R R j L R j L j L R R R R

+
= = = =

+ + + +
,        (6.23) 

за знаменником виразу (6.23) запишемо ліву, а за чисельником (6.23) – праву частину 
диференціального рівняння кола відносно напруги )(tuL : 

dt
tdeLRtuRR

dt
tduRRL L

L )()()()( 22121 =++ . 

Поділивши останнє рівняння на 21RR , отримуємо вираз (6.3). 
Щоб здобути характеристичне рівняння, замінимо у лівій частині 

диференціального рівняння (6.3) оператор диференціювання на оператор p : 

01
21

21 =+
+ p
RR

RRL .                                              (6.24) 

 Знайдемо характеристичне рівняння в іншій спосіб – прирівнявши до нуля 
вхідний опір кола вх ( )Z ω  відносно затискачів джерела: 

0
2

2
1 =

ω+
ω

+
LjR

LjRR ; 01
21

21 =+
+

ω
RR

RRLj . 

 Після заміни ωj  на p , отримуємо вираз (6.24). 
Приклад 6.3. Знайти струм )(2 ti  електричного кола (рис.6.3, а). 
 

 

Рисунок 6.3 – Схеми електричних кіл до прикладів 6.3 і 6.4 
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Розв’язання. Запишемо систему рівнянь Кірхгофа: 
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                                         (6.25) 

та зведемо її до одного рівняння відносно струму )(2 ti : 
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)(1)()(
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 Складемо характеристичне рівняння та знайдемо його корінь: 
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21

21 =
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+
CRR
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CRR
RRp

21
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1

+
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 Розв’язок рівняння (6.26) згідно з класичним методом має вигляд: 
)()( вм212

1 tieAti tp += ,                                        (6.27) 
 де вимушена складова струму )(вм2 ti  може бути записана конкретно, якщо 
буде заданий закон змінювання вхідної дії. Визначення вимушеної складової відгуку 
в режимі постійної та синусоїдної дії розглянуто в прикладі 6.4 та підрозд. 6.2, 6.4. 
 Знайдемо сталу інтегрування з рівняння (6.27), підставивши 0+=t : 

)0()0( вм212 ++=+ iAi .                                       (6.28) 
 Початкове значення струму )0(2 +i  визначимо з третього рівняння системи 
(6.25) при 0+=t : 0)0()0( 22 =+−+ iRuC . 

Оскільки початкові умови нульові, то 0)0( =−Cu . За другим законом комутації 
)0()0( −=+ CC uu . Отже, 0)0(2 =+i  і з виразу (6.28) знаходимо: 

)0(вм21 +−= iA ; )()0()( вм2вм22
1 tieiti tp ++−= . 

Приклад 6.4. Коло з параметрами 12=E В, 1031 == RR  Ом, 32 =R  Ом, 
2=L мГн (рис.6.3, б) увімкнено до джерела постійної ЕРС. Визначити струм )(3 ti .  
Розв’язання.  
1. Коло має ненульові початкові умови. За законами Кірхгофа складемо систему 

рівнянь для миттєвих значень напруг та струмів для моменту часу 0+=t : 
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 Розв’язуючи цю систему відносно струму )(3 ti , знаходимо диференціальне 
рівняння: 

2312313
3

31 )]()[()()( ERRRRRRti
dt

tdiRRL =++++ ,                 (6.30) 

з якого визначаємо характеристичне рівняння: 
0)()( 23123131 =++++ RRRRRRpRRL . 

 Корінь характеристичного рівняння становить: 
1 3 2 1 3 2

1
1 3

4000
( )

R R R R R Rp
L R R
+ +

= − = −
+

с -1.                          (6.31) 

Примітка. Зазначимо, що іноді задачу аналізу перехідного процесу у колі 
першого порядку розв’язують, виключаючи етап складання диференціального 
рівняння. При цьому корінь характеристичного рівняння знаходять за допомогою 
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сталої часу 1/1 p−=τ  (див. підрозд.6.2). Оскільки характеристичне рівняння кола (як 
ліва частина диференціального) не залежить від зовнішньої дії, сталу часу можна 
визначати, розглядаючи вільний процес у колі. При цьому вважають, що джерела 
напруги розімкнено, джерела струму – замкнено, а в реактивному елементі 
накопичено деякий запас енергії. Накопичувальний елемент розглядають як джерело 
енергії, а іншу частину кола – як його навантаження. 

Для кола R, C (див. п.6.2.1) стала часу CRC e=τ , для кола R, L (див. п.6.2.3) 
стала часу e/ RLL =τ , де eR  – еквівалентний опір кола відносно затискачів 
накопичувального елемента. 

Оскільки джерелом вільних процесів у схемі є індуктивність, знайдемо 
значення еквівалентного опору відносно затискачів індуктивності: 

1 3
e 2

1 3

R RR R
R R

= +
+

;     
)(

1

31

231231e
1 RRL

RRRRRR
L
Rp

+
++

−=−=
τ

−= . 

 Як бачимо, отриманий результат збігається з виразом (6.31). 
 Розв’язок рівняння (6.30) шукаємо у вигляді: 

)()( вм313
1 tieAti tp += .                                           (6.32) 

 2. Щоб знайти вимушену складову, розглянемо момент часу ∞→t . В 
усталеному режимі постійного струму опір індуктивності дорівнює нулю. За 
еквівалентною схемою (рис.6.4, а) знаходимо шуканий струм )()( 3вм3 ∞= iti , 
користуючись законом Ома та формулою розподілу струмів у паралельних вітках: 

.А225,0
13)13/3010(

312
))](/([

)()(
3232321

2

32

2
13 =

⋅+
⋅

=
+++

=
+

∞=∞
RRRRRRR

ER
RR

Rii  

 
 

Рисунок 6.4 – Еквівалентні схеми кола (рис.6.3, б) для моментів часу: 
а – t → ∞; б – t = +0

а б 

)(1 ∞i  

)(3 ∞i

3RE  

1R  

)(2 ∞i

2R

)0(1 +i  

)0(3 +i

3RE

1R  

)0(2 +i  

2R

 
3. Щоб визначити сталу 1A , розглянемо рівняння (6.32) при 0+=t : 

)0()0( вм313 ++=+ iAi , звідки 
)0()0( вм331 +−+= iiA .                                        (6.33) 

 Оскільки шуканий струм )(3 ti  не є струмом в індуктивному елементі, до нього 
не можна безпосередньо застосувати закон комутації. У цьому випадку )0(3 +i  є 
залежним початковим значенням, яке можна знайти двома способами: 
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а) для моменту 0+=t , підставивши перше рівняння системи (6.29) до другого, 
матимемо: 

EiRiiR =+++++ )0()]0()0([ 33321 ,   звідки 
31

21
3

)0()0(
RR

iREi
+

+−
=+ . 

 Струм )0(2 +i  визначаємо з першого закона комутації як струм в індуктивності: 

923,0
310

12)0()0(
21

22 =
+

=
+

=−=+
RR

Eii А,   

тоді  139,0
1010

923,01012)0(3 =
+
⋅−

=+i  А; 

 
 

б) складемо схему кола для моменту 0+=t  (рис.6.4, б), враховуючи, що за 
ненульових початкових умов індуктивність еквівалентна джерелу струму )0(2 +i . 
Оскільки в цій схемі є два джерела, скористуємось методом накладання: 

139,0462,06,0)0()0()0()0(
31

1
2

31
б3а33 =−=

+
+−

+
=+−+=+

RR
Ri

RR
Eiii А. 

 Отже, з формули (6.33) 086,0225,0139,01 −=−=A А, а кінцевий вираз для 

струму матиме вигляд: 225,0086,0)( 4000
3 +−= − teti  А. 

Приклад 6.5. До електричного кола, яке утворюють послідовно з’єднані 
елементи 40=L  мГн, R  та C  (рис.6.5, а), прикладено постійну напругу 120=U  В. 
Конденсатор замкнено. Розімкненням контакту конденсатор вводиться у коло. Знайти 
напругу на обкладинках конденсатора та струм у двох випадках: 1) 100=R  Ом, 

25=C  мкФ; 2) 80=R  Ом, 5=C  мкФ. Накреслити криву )(tuC . 
Розв’язання. Розв’яжемо задачу, виключаючи етап складання диференціального 

рівняння. Напругу на конденсаторі знайдемо у вигляді суми вимушеного та вільного 
значень: )()()( вмвл tututu CCC += . 

 
 

Рисунок 6.5 – До прикладу 6.5: а – схема; б – графіки часової залежності 
напруги на ємності 
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Вимушена складова напруги в усталеному режимі 120)(вм =tuC  В, оскільки 
після розмикання ключа по закінченні перехідного процесу конденсатор буде 
заряджений до рівня прикладеної до кола постійної напруги. 

Щоб визначити вільну складову, прирівняємо до нуля вхідний опір кола 
вх ( )Z ω , замінивши ωj  на p : 

0/1 =++ pCpLR ; 012 =++ pRCLCp .                       (6.34) 
Характеристичне рівняння (6.34) має два корені: 

LCL
R

L
Rp 1

22

2

2,1 −





±−= .                                    (6.35) 

Для кожного з двох заданих випадків обчислимо корені 2,1p , а також вільну 
складову шуканої напруги. 
 1. За формулою (6.35) знаходимо: 20001 −=p  с-1, 5002 −=p  с-1. Для різних 
дійсних коренів характеристичного рівняння вільна складова має вигляд (6.9): 

tptp
C eAeAtu 21

21вл )( += , 
 де 1A , 2A  – сталі інтегрування. 
 Підсумовуючи вільну та вимушену складові, матимемо: 

)()( вм21
21 tueAeAtu C
tptp

C ++= . 
 Щоб розрахувати 1A , 2A , скористаємось формулами (6.15), (6.16): 





+=+′
++=+

.)0(
;120)0(

2211

21

ApApu
AAu

C

C                                        (6.36) 

 Згідно з законом комутації за нульових початкових умов 0)0()0( =+=− CC uu . 
Щоб знайти значення похідної )0(+′Cu , запишемо диференціальне співвідношення 
між напругою і струмом в ємності: 

C
i

dt
du CC )0()0( +

=
+

. 

 Оскільки в момент 0+=t  за нульових початкових умов ємність еквівалентна 
короткому замиканню, а індуктивність була замкнена в усталеному режимі до 
комутації, струм RUiC /)0( =+ . 
 Тоді система (6.36) матиме вигляд: 







+=

++=

;

;1200

2211

21

ApAp
RC
U

AA
 





+=
−−=

.48000
;120

2211

12

ApAp
AA

 

 Розв’язуючи цю систему, знаходимо 81 =A В, 1282 −=A В.  

Отже,  tt
C eetu 5002000 1288120)( −− −+=  В (рис.6.5, б, крива 1); 

ttC
C ee

dt
tduCti 5002000 6,14,0)()( −− +−==  А. 

2. За формулою (6.35) 20001000вл2,1 jjp ±−=ω±δ−=  с-1. Для комплексно-
спряжених коренів характеристичного рівняння вільна складова має вигляд (6.10): 
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)sin()( влвл ψ+ω= δ− tAetu t
C , 

 де A , ψ  – сталі інтегрування. 
 Підсумовуючи вільну та вимушену складові, матимемо: 

)()sin()( вмвл tutAetu C
t

C +ψ+ω= δ− . 
Складемо систему рівнянь аналогічно системі (6.36): 







ψω+ψδ−=

+ψ=

.cossin

;120sin0

влAA
RC
U

A
 

 Виразимо з першого рівняння 120 / sinA ψ= −  та підставимо до другого: 
ψω−δ=⋅ ctg120120103 вл

5 , звідки 053)4/3(arcctg −=−=ψ ; 150=A  В. 
 Запишемо кінцевий вираз напруги на конденсаторі: 

)532000sin(150120)( 01000 −+= − tetu t
C  В (рис.6.5, б, крива 2). 

 Зазначимо, що вільну складову можна знайти, використовуючи функцію 
косинус:  )cos()( 1вл1вл ψ+ω= δ− teAtu t

C . 
 Розраховуючи аналогічно сталі інтегрування 1A , 1ψ , отримаємо: 

)372000cos(150120)( 01000 +−= − tetu t
C  В. 

 Диференціюючи )(tuC  і помножуючи на С, визначаємо струм; 

=+++⋅= −− )]372000sin(2000)372000cos(1000[1075,0)( 0010003 tteti t
C  

)642000sin(68,1)5,0arctg372000sin(575,0 0100001000 +=++= −− tete tt  А. 
 

6.2 Перехідні процеси в колах R, C та R, L 
 

6.2.1 Вiльний режим у колi R, C 
 
Нехай коло R, C (рис.6.6, а) має ненульові початкові умови: EuC =− )0( .  
 

 

Рисунок 6.6 – Схеми електричних кіл: а – R, C; б – R, L 
а б 
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Напруги на ємностi )(вл tuС  та опорi 
dt

tdu
RCtRitu C

R
)(

)()( вл
влвл ==  

задовольняють другому закону Кiрхгофа, згiдно з яким 
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0)()( влвл =+ tutu CR , або 0)(
)(

вл
вл =+ tu

dt
tdu

RC C
C .            (6.37) 

Диференцiальному рiвнянню (6.37) вiдповiдає характеристичне 
01=+pCR . 

Це рiвняння має єдиний корiнь 1 1/p RC= − , який є дiйсним вiд'ємним 
числом. Iнакше, τ−= /11p , де стала RC=τ  має вимiрнiсть часу: [τ] = [RC] = 
Ом×Ф = Ом×А×с/В = с. Вона зветься сталою часу кола. 

Отже, загальний розв'язок рiвняння (6.37) такий: 
1 /

вл 1 1( ) p t t
Cu t A e A e τ−= = .                                           (6.38) 

Стала 1A  розраховується з початкових умов з використанням закону 
комутацiї. При 0+=t  за формулою (6.38) 1

0
1)0( AeAuC ==+ ; згiдно з законом 

комутацiї за ненульових початкових умов Euu CC =−=+ )0()0( . Тобто EA =1 , i 
вираз (6.38) приймає вигляд:  /

вл ( ) t
Cu t Ee τ−= . 

Струм у колi та напругу на опорi можна знайти за законом Ома: 
/вл

вл
( )( ) tCdu t Ei t C e

dt R
τ−= = − ; /

вл вл( ) ( ) t
Ru t Ri t Ee τ−= = − ,  де RC=τ . 

Вiдповiднi графiки зображено на рис.6.7, а. З рисунку видно, що згiдно з 
другим законом Кiрхгофа в будь-який момент часу алгебраїчна сума напруг у 
колi дорiвнює нулю.  

З’ясувати змiст сталої часу можна, поклавши τ=t . Тоді 
eEuu RC /)()( =τ−=τ ; ( ) /( )i E R eτ = − ⋅ . Отже, стала часу τ дорівнює часовому 

інтервалу, за який напруга або струм в колi R, C зменшуються за абсолютною 
величиною у вільному режимi в e = 2,718 рази (37% від початкового значення). 

Інакше, стала часу електричного кола – величина, що характеризує 
електричне коло з одним iнерцiйним елементом (iндуктивнiстю чи ємнiстю) i 
дорiвнює довжинi пiддотичної до кривої вiльної складової перехiдного струму 

(рис.6.7, а). Дiйсно, /вл вл( ) ( )tC Cdu t u tE e
dt

τ

τ τ
−= − = − . Графiк функцiї EtuC /)(вл  

для різних значень τ  наведено на рис.6.7, б, а числовi значення – у табл.6.1. 
Iз знайденого розв’язку виходить, що процес зменшення напруги та 

струму продовжується нескiнченно, i лише при ∞→t  коло переходить до 
режиму спокою, коли вся енергiя 2/2CE , накопичена у ємностi, буде видiлена 
в опорi R у виглядi теплової енергiї. 

 
Таблиця 6.1 – Числові значення функції )(вл tuC  

τ/t  1 2 2,3 3 4,6 
EtuC /)(вл  0,368 0,136 0,1 0,05 0,01 
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В інженерній діяльності користуються різними критеріями практичної 
тривалості перехідного процесу перt . Наприклад, в техніці сильних струмів 
приймают τ= )6...5(перt , у слабкострумових колах вiльнi процеси вважають 
закiнченими, коли EtuC 01,0)( < , тобто тривалiсть перехiдного процесу 
становить τ= 6,4перt . 

 
 

Рисунок 6.7 – Графіки часових залежностей струму і напруг кола R, C  
у вільному режимі 
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6.2.2 Увiмкнення джерела постiйної напруги до кола R, C 

 
У колі R, C, яке зображено на рис.6.6, а, увiмкненню джерела E вiдповiдає 

зміна положення перемикача S: 2→1. При цьому існують нульовi початковi 
умови: 0)0( =−Cu . Згiдно з другим законом Кiрхгофа: 

EtutRi C =+ )()( ;  Etu
dt

tduRC C
C =+ )()( .                (6.39) 

За класичним методом розв’язок диференцiального рiвняння (6.39) 
представляють у виглядi: )()()( вмвл tututu CCC += . 

Характеристичне рiвняння 01=+pRC  має корінь τ−=−= /1/11 RCp . 
Загальний розв’язок рівняння (6.39) збiгається з (6.38). Оскiльки при t→∞ 
конденсатор заряджається до рiвня E, то вимушена складова EuC =вм . Тодi 

/
1( ) t

Cu t A e Eτ−= + .                                             (6.40) 
Сталу інтегрування 1A  знаходять із системи рiвнянь: 
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+=+
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Згiдно з законом комутацiї )0()0( +=− CC uu . Тодi 01 =+ EA , EA −=1 . 
Отже, за нульових початкових умов можна записати: 

/ /( ) (1 )t t
Cu t Ee E E eτ τ− −= − + = − ; /( )( ) tC

C
du t Ei t C e

dt R
τ−= = ; /( ) ( ) t

Ru t Ri t Ee τ−= = . 

 Графіки отриманих залежностей зображені на рис.6.8, а. Слід звернути 
увагу на те, що в момент комутації струм кола, а отже, і напруга )(tuR  
зростають стрибкоподібно. 
 
  

Рисунок 6.8 – Графіки часових залежностей: а –  напруг кола R, C; 
б – вільних складових струму і напруг кола R, L 
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6.2.3 Вiльний режим у колi R, L 
Вiльний режим у колi R, L виникає за рахунок енергії, накопиченої в 

магнітному полі індуктивності. Схема (рис.6.6, б) має ненульові початкові 
умови: 0)0( IiL =− . Тому при замиканні перемикача у вітці R, L виникає вільний 
процес. 

Згiдно з другим законом Кiрхгофа: 

0)()( влвл =+ tutu LR ;  0)()( вл
вл =+

dt
tdiLtRi .                   (6.41) 

Рiвняння (6.41) аналогiчне i дуальне до (6.37) вiдносно шуканої змiнної. 
Вiдповiдне характеристичне рiвняння 0=+ RpL  має єдиний корiнь 

τ−=−= /1/1 LRp  ( RL /=τ ), який є дiйсним вiд'ємним числом. Тому загальний 
розв’язок рівняння (6.41) матиме вигляд: 

1 /
вл 1 1( ) p t ti t A e A e τ−= = .                                           (6.42) 

Значення сталої 1A  отримують з початкових умов i рiвняння (6.42): 
1)0( Ai =+ , 0)0( Ii =− , отже 01 IA = . Тоді 
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/
вл 0( ) ti t I e τ−= ; /

вл вл 0( ) ( ) t
Ru t Ri t RI e τ−= = ; /вл

вл 0
( )( ) t

L
di tu t L RI e

dt
τ−= = − . 

Стала часу τ має той самий змiст, що й у колi RC . Тривалiсть вiльного 
процесу перt  тим бiльше, чим бiльше iндуктивнiсть L i менше опiр R (рис.6.8, б). 
 

6.2.4 Увiмкнення джерела постiйної напруги до кола R, L 
Схема аналiзованого кола зображена на рис.6.9, а. Початковi умови 

нульовi: 0)0( =−Li . Згiдно з другим законом Кiрхгофа пiсля переведення 
перемикача до положення ”2” алгебраїчна сума напруг на елементах кола 
дорiвнюватиме E: 

EtRi
dt

tdiL =+ )()( .                                             (6.43) 
 

 

Рисунок 6.9 – Увімкнення джерела постійної напруги до кола R, L: 
а – схема; б – графіки струму і напруг 
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За класичним методом розв’язок (6.43) має вигляд: )()()( вмвл tititi += . 
Характеристичне рiвняння 0=+ RLp  має корінь τ−=−= /1/1 LRp . Тому 

вiльна складова збiгається з виразом (6.42). Оскiльки при t→∞ струм у колi 
становить REti /)( =  (для постiйного струму iндуктивнiсть еквiвалентна 
короткому замиканню), то вимушена складова REtiL /)(вм = . 

Тодi REeAti tp /)( 1
1 += . Визначивши сталу 1A : 

REAiL /)0( 1 +=+ ;  0)0( =−Li ;  REA /1 −= , 
можна записати:  

/ /( ) (1 )t tE E Ei t e e
R R R

τ τ− −= − + = − ; 

/( ) ( ) (1 )t
Ru t Ri t E e τ−= = − ; / /( )( ) t t

L
di t LEu t L e Ee
dt R

τ τ

τ
− −= = = . 
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Вiдповiднi графiки зображені на рис.6.9, б.  
Порiвняння розв’язків для кіл R, C i R, L показує, що за нульових 

початкових умов i ступінчастої дiї струм у колi R, L i напруга на ємностi у колi 
R, C змiнюються за однаковим законом. Струм )(tiL , поступово зростаючи вiд 
нуля при 0=t , асимптотично наближається до значення REI /= . Напруга на 
індуктивності )(tuL  в момент комутації змінюється стрибком. У колi при t→ ∞ 
встановлюється режим постiйного струму: REi /)( =∞ , 0)( =∞Lu , EuR =∞)( . 
Тривалiсть перехiдного процесу практично оцiнюється за тими ж критерiями, 
що й у колi R, C. 

 
6.3 Перехідні процеси у колі R, L, C 

 
З особливостями перехідних процесів у колі R, L, C доцільно 

ознайомитись, розглянувши послідовне з’єднання елементів (рис.6.10, а) і 
припустивши, що у попереднiй момент до короткого замикання кола 
електромагнiтна енергiя зосереджена в ємностi, а струм в iндуктивностi 
дорiвнює нулю:  EuC =− )0( , 0)0( =−Li . 

Щоб проаналiзувати вільний режим, складають рiвняння 

0)()()( вл
влвл =++

dt
tdiLtRituC  

і розв’язують його відносно будь-якої напруги або струму кола, наприклад, 
відносно напруги на ємності, скориставшись співвідношенням (6.10). 
 
 

Рисунок 6.10 – Схеми кола R, L, C в режимах: а – вільних; 
 б – вимушених коливань 

а б 

E  

1 2 )(ti  

C  

RS 
L  

1 

2 
)(ti  

C  

RS 

L  

E

 
У результаті виходить диференцiальне рiвняння другого порядку: 

0
)()()( влвл

2
вл

2
=++

LC
tu

dt
tdu

L
R

dt
tdu CCC ,                              (6.44) 

або   0)(
)(

2
)(

вл
2
рез

вл
2
вл

2
=ω+δ+ tu

dt
tdu

dt
tdu

C
CC , 

де рез 1/ LCω = ; / 2R Lδ =  − коефiцiєнт загасання. 
Диференціальному рiвнянню (6.44) вiдповiдає характеристичне рiвняння 



                                        Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 302

02 2
рез

2 =ω+δ+ pp ,                                            (6.45) 

яке має два коренi 2 2
1,2 рез влω ωp jδ δ δ= − ± − = − ± , 

де резω  − кутова частота незагасаючих коливань (резонансна частота); 
     влω  − кутова частота вiльних загасаючих коливань. 
На відміну від кіл першого порядку в послідовному колі R, L, C характер 

перехідного процесу може бути різним. Залежно вiд значення параметрiв кола 
можливi три основні режими (рис.6.11): 
 
 

Рисунок 6.11 – Розташування коренів характеристичного рівняння на 
комплексній площині 
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1) коренi 2,1p  − дiйснi рiзнi (рис.6.11, а). Тоді резω>δ , ρ> 2R  ( /L Cρ =  

− характеристичний опір), добротність 5,0<Q  (аперiодичний вільний режим); 
2) коренi 2,1p  − дiйснi рiвнi (кратнi). При цьому резω=δ , δ−== 21 pp  

(рис.6.11, б), ρ= 2R , 5,0=Q  (критичний режим); 
3) коренi 2,1p  − комплексно-спряженi (рис.6.11, в). При цьому резω<δ , 
ρ< 2R , 5,0>Q  (коливальний режим). 
Отже, характер вiльних процесів у контурi залежить вiд вигляду коренiв 

характеристичного рiвняння. 
 

6.3.1 Аперiодичний режим 
Якщо коренi 2,1p  − рiзнi (варiант 1 i 3 ), тобто не утворюють кратного 

кореня, то згідно з виразом (6.9) загальний розв’язок (6.44) записується так: 
tptp

C eAeAtu 21
21вл )( += .                                         (6.46) 

Щоб визначити струм у колi, використовують спiввiдношення (6.10): 
tptpC epCAepCA

dt
tdu

Cti 21
2211

вл
вл

)(
)( +== .                        (6.47) 

Для визначення 1A  та 2A  пiдставляють +0 у вирази (6.46), (6.47): 
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+=+
+=+

.)0(
;)0(

2211вл

21вл
pCApCAi

AAuC                                       (6.48) 

Враховуючи початкові умови EuC =− )0( , 0)0()0( =−=− Lii , а також 
закони комутацiї, можна записати: 





+=
+=

;0
;

2211

21

pCApCA
AAE

  




=−+
−=

.0)(
;

2111

12

pAEpA
AEA

 

З цiєї системи виходить: 1 2 1 2/( )A Ep p p= − − ; 2 1 1 2/( )A Ep p p= − . 
Пiдстановка значень 1A  i 2A  у співвідношення (6.46) і (6.47) призводить до 
виразів: 

tptp
C e

pp
Epe

pp
Eptu 21

12

1

12

2
вл )(

−
−

−
= ;                                  (6.49) 

( )tptp ee
pp
pCEpti 21

12

21
вл )( −

−
= . 

Оскiльки 
LC

pp 12
рез21 =ω= , то   ( )tptp ee

ppL
Eti 21

)(
)(

12
вл −

−
= ;            (6.50) 

( )1 2вл
вл 1 2

2 1

( )( ) p t p t
L

di t Eu t L p e p e
dt p p

= = −
−

.                              (6.51) 

Як видно з графiків (рис.6.12, а-в), побудованих згiдно з виразами 
(6.49) − (6.51), перехідні процеси мають аперіодичний характер. Графiки 
побудовано для випадку, коли обидва коренi вiд'ємнi, а другий корiнь 2p  за 
абсолютною величиною бiльший першого. 

Напруга на ємності монотонно зменшується, починаючи з початкового 
значення E. При 0=t  дотична до )(tuC  паралельна осі абсцис, оскільки 

)0()0( +′=+ CuCi . Струм )(ti  буде максимальним при 
1

2

21
1 ln1

p
p

pp
t

−
= , тобто в 

точці перегину кривої )(tuC , в подальшому струм прямує до нуля. 
Оскільки при 0+=t  струм кола дорівнює нулю, а отже, 0)( =tuR , напруги 

на ємності та індуктивності однакові за величиною, але протилежні за знаком. 
Напруга на індуктивності дорівнює нулю, коли струм досягає максимуму. В 
момент часу 12 2tt = , коли крива струму має точку перегину, напруга на 
індуктивності досягає максимального значення, а далі зменшується до нуля. 

Під час розрядження ємності енергія електричного поля в моменти часу 
1tt <  частково перетворюється в тепло в опорі, а частково переходить у 

магнітне поле індуктивності. При 1tt >  енергія електричного і магнітного полей 
перетворюється в теплову (оскільки при 1tt <  струм кола зростає за модулем, 
що відповідає збільшенню запаса енергії магнітного струму, а при 1tt >  струм, і 
відповідно, запас енергії зменшується). 
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Рисунок 6.12 – Графіки струмів і напруг у колі R, L, C  
а, б, в – аперіодичний режим, г – критичний режим 

 
 6.3.2 Критичний (граничний аперiодичний) режим 

На межі мiж коливальним i аперiодичним режимами існує критичний 
вільний режим. Вiн вiдповiдає кратним кореням характеристичного рiвняння, 
коли ρ= 2R , 5,0=Q , δ−== 21 pp . У цьому режимi резω→δ , частота вiльних 

коливань 02
рез

2
вл →ω−δ=ω , а перiод вiльних коливань ∞→влT . 

Загальний розв’язок рiвняння (6.44) для кратних коренiв має вигляд 
(6.11): 

t
C etAAtu δ−+= )()( 21вл .                                        (6.52) 

Сталi 1A  і 2A  визначають з початкових умов. Якщо пiдставити значення 
0+=t  до виразу (6.52), тодi 1вл )0( AuC =+ . Друге рiвняння отримують із 

співвідношення: 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 305

1 2 2
( )( ) ( ) ( )t t tC

L C
du ti t i t C C A e A e A t e

dt
δ δ δδ δ− − −= = = − + − ;  )()0( 21 AACiL +δ−=+ . 

Оскiльки Euu CC =−=+ )0()0( , 0)0()0( =−=+ LL ii , то 





+δ−=
=

;0
;

21

1

AA
AE

 EAA δ=δ= 12 . 

Тодi    t
C etEtu δ−δ+= )1()(вл ;     (6.53) 

2 2
вл ( ) ( )t t t ti t C Ee Ee Et e CE teδ δ δ δδ δ δ δ− − − −= − + − = − . 

З огляду на те, що у критичному режимi 2 2
рез 1/ LCδ ω= = ,  

tte
L
Eti δ−−=)(вл ;                                             (6.54) 

вл
вл

( )( ) ( ) ( 1)t t t
L

di tu t L E e te Ee t
dt

δ δ δδ δ− − −= = − − = − .                (6.55) 

Кривi змiнювання напруги на ємностi та iндуктивностi і струму у колi, 
знайдені за формулами (6.53) − (6.55), зображено на рис.6.12, г. Цi залежностi 
аналогiчнi кривим (рис.6.12, а-в). Струм буде максимальним за абсолютною 
величиною при δ= /1maxt . Аналізуючи графiки, можна стверджувати, що 
власнi процеси у даному випадку також мають аперiодичний характер. Тобто 
умова δ=ωрез  є граничною умовою iснування аперiодичного процесу в 
контурi. 

 
6.3.3 Коливальний режим у колі R, L, C 

 
Якщо )2(рез ρ<ω<δ R , то коренi характеристичного рiвняння (6.45) 

утворюють пару комплексно-спряжених чисел вл1 ω+δ−= jp ; вл2 ω−δ−= jp  
(рис.6.11, в). Тоді справедливий розв’язок (6.10) або аналогічний запис з 
використанням функції косинус: 

)cos()( влвл ψ+ω= δ− tAetu t
C . 

Струм у колi визначається спiввiдношенням: 

)sin()cos()()()( влвлвлвл ψ+ωω−ψ+ωδ−=== δ−δ− tCAeteCA
dt

tduCtiti ttC
C . 

Підставивши значення +0 в отримані вирази і враховуючи початкові 
умови EuC =− )0( ; 0)0()0( =−=− Lii , а також закони комутацiї, аналогічно 
рівнянням (6.48), записують систему для визначення сталих A  та ψ :  





ψω+ψδ=
ψ=

,sincos0
;cos

влAA
AE

 

звідки виходить: 

вл
tg

ω
δ

−=ψ ;  рез2 2 2
вл

вл
1 tg 1 /

cos
EA E E E

ω
ψ δ ω

ψ ω
= = + = + = , 
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де 22
влрез δ+ω=ω ; 

вл
arctg)(

ω
δ

=ψ− . 

 Підстановка значень A  та ψ  у вираз для напруги на ємності дає: 

)cos()( вл
вл

рез
вл ψ−ω

ω

ω
= δ− te

E
tu t

C .                                  (6.56) 

 Аналогічно, підставляючи A  та ψ  до виразу для струму та 
використовуючи формулу 

)90cos()sin(cossin 0 γ−−=γ+=+ xrxrxbxa ; 22 bar += ; 
a
barctg=γ , 

можна записати: 

te
L

Eti t
вл

вл
вл sin)( ω

ω
−= δ− .                                    (6.57) 

 Напругу на індуктивності визначають диференціюванням виразу (6.57): 

( )=ωω+ωδ−
ω

−== δ−δ− teteE
dt

tdiLtu tt
L влвлвл

вл

вл
вл cossin)()(  

( ) )cos(cossin вл
22

вл
вл

влвлвл
вл

ψ+ωδ+ω
ω

−=ωω−ωδ
ω

= δ−δ− teEtteE tt ; 

)cos()( вл
вл

рез
вл ψ+ω

ω

ω
−= δ− te

E
tu t

L .                                  (6.58) 

Кривi, побудованi за формулами (6.56) − (6.58), зображено на рис.6.13. 
Аналiз цих графiків показує наступне: 

1. Оскiльки процес відбувається за рахунок власної енергiї кола, вiн ви-
кликає вiльнi коливання, які були б синусоїдними, якби амплiтуда була 
постiйною за часом. В даному випадку амплiтуда зменшується за 
експоненцiйним законом, тому цi коливання звуться загасаючими. Перiод 
загасаючих коливань вл вл2 /T π ω= , де влω  − частота вiльних коливань. 

2. Вiдповiдно, такий розряд ємностi зветься коливальним. Для добротного 
кола значення кута ψ  наближається до 0°, тому розряд починається майже з 
величини E (хоча невеличкий зсув відносно осі ординат таки є). Напруга на 
ємностi зменшується i змiнює знак, тобто вiдбувається перезарядження ємностi. 
Розряд ємностi супроводжується втратою енергiї, яка переходить до 
iндуктивностi. Отже, з енергетичної точки зору, процес власних коливань в 
контурi можна розглядати як результат неперервного перерозподiлу енергiї мiж 
L i C, мiж електричним i магнiтним полями. 

3. Графiк )(вл tuR  збiгається з графiком )(вл ti  з точнiстю до постiйного 
коефiцiєнта. У будь-який момент часу сума напруг у вільному режимi дорiвнює 
нулю: 0)()()( влвлвл =++ tututu CRL . 

Деякий зсув мiж синусоїдами )(вл tuL  та )(вл tuC  непомiтний, тому що 
коло в коливальному режимі має високу добротнiсть. 
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Рисунок 6.13 – Графіки струму і напруг у колі R, L, C  
в режимі вільних коливань 
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4. Якщо ρ<< 2R , коливання існують довго, i коло є послiдовним 

коливальним контуром. Швидкiсть загасання вiльних коливань 
характеризується коефiцiєнтом δ, тому вiн зветься коефiцiєнтом загасання. 
Чим менше значення δ, тим довше тривають коливання. 

Швидкiсть загасання вільних процесів характеризується також 
логарифмiчним декрементом загасання θ , який визначається як натуральний 
логарифм вiдношення амплiтуд напруг )(вл tuC , )(вл tuL  або струму )(вл ti  у 
моменти часу 1t  i вл1 Tt + . 

Щоб пояснити зміст величини θ , слід записати вираз (6.57) у виглядi: 
ttIteIti m

t
влвл0вл sin)(sin)( ω=ω= δ− . 

Тодi зрозуміло, що 

вл)(
0

0

вл1

1 вл
вл1

1
lnln

)(
)(ln Te

eI
eI

TtI
tI T

Tt

t

m

m δ===
+

=θ δ
+δ−

δ−
. 

Величини δ, влω , θ  визначаються параметрами кола: 
2

рез

2

рез
рез2

рез

2

рез
22

резвл 2
11

2
11 








−ω=











ω
−ω=

ω
δ

−ω=δ−ω=ω
QL

R ; 
R

L
Q резω
= . 

Якщо добротнiсть Q >>1, резвл ω→ω . Тодi  

d
QL

R
L

RT π=
π

=
ω
π

=
ω
π

=δ=θ
резвл

вл
2

2
, 

де d − загасання. Наприклад, при добротностi Q = 40, d = 0,025; θ= 0,08. 
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Коефіцієнт загасання контуру δ  пов’язаний з його добротністю Q та 

загасанням d:   d
QL

R
L

R
рез

рез

рез

рез

2
1

222
ω=

ω
=

ω

ω
==δ . 

5. При δ= /1t  ордината обвідної (крива, яка характеризує змiнювання 
амплiтуди коливань за часом, зветься обвідною) teI δ−

0  у e = 2,718 рази менша, 
нiж початкове значення 0I . Тому величину δ/1  можна вважати сталою часу 
коливального контуру: RL /2/1 =δ=τ . Крiм того, 

Презрез

рез

2
2222
ω∆

=
ω

=
ω

ω
==τ

Q
R
L

R
L . 

З останнього виразу можна зробити важливі висновки: 
а) 22 П =ω∆⋅τ . Аналогічно, для кола першого порядку 1П =⋅τ ω . Отже, 

стала часу жорстко пов'язана з шириною смуги пропускання (СП). Якщо 
добротнiсть Q велика (СП − вузька), коливання тривають довго, i навпаки, якщо 
Q низька (СП − широка), коливання швидко загасають; 

б) оскільки рез / 2Q ω τ= , можна експериментально визначати добротність 
контуру за обвідною загасаючих коливань. 

 
6.3.4 Увiмкнення джерела постiйної напруги до кола R, L, C  

 
Схема кола R, L, C, до якого вмикається джерело E, зображена на 

рис.6.10, б. Диференцiальне рiвняння для даної схеми відрізняється від (6.44) 
тим, що є неоднорідним (тобто правою частиною): 

LC
E

LC
tu

dt
tdu

L
R

dt
tdu CCC =++

)()()(
2

2
.                              (6.59) 

За класичним методом розв'язок рівняння (6.59) шукають у вигляді: 
)()()( вмвл tututu CCC += . 

Вираз для вiльної складової )(вл tuC  збiгається з формулою (6.46), а 

вимушена складова )(вм tuC  дорiвнює E:   EeAeAtu tptp
C ++= 21

21)( . 
Вираз для струму можна знайти за формулою: 

tptpC
C epCAepCA

dt
tduCti 21

2211
)()( +== . 

Якщо скласти систему рiвнянь для моменту часу 0+=t : 





+=+
++=+

,)0(
;)0(

2211

21

pCApCAi
EAAu

C

C  

та врахувати нульовi початковi умови, тодi 





+=
++=

;0
;0

2211

21

pCApCA
EAA

 
21

2
1 pp

pEA
−

= ; 
21

1
2 pp

pEA
−

−= . 

Визначивши значення сталих 1A  і 2A , можна записати: 
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Ee
pp

pEe
pp

pEtu tptp
C +

−
−

−
= 21

21

1

21

2)( ;                      (6.60) 

)()()( 21

21

21 tptpC
C ee

pp
pEpC

dt
tduCti −

−
== . 

Оскiльки 1 2 1/p p LC= , то 

)(
)(

)( 21

21

tptp
C ee

ppL
Eti −
−

= ;                                    (6.61) 

tptpL
L e

pp
pEe

pp
pE

dt
diLtu 21

21

2

21

1)(
−

−
−

== .                       (6.62) 

Порiвняння виразів (6.60) − (6.62) і (6.49) − (6.51) призводить до висновку: 
1) коефiцiєнти 1A  і 2A  змiнюють знак;  
2) виникає вимушена складова: EtuC =)(вм , 0)(вм =tuL , 0)(вм =ti . 
Отже, при увiмкненнi джерела постійної напруги E можна скористатись 

виразами, якi було отримано для вільного режиму, але змiнити знак вiльної 
складової на протилежний i додати вимушену складову. 

Так, для критичного режиму з формул (6.53) – (6.55) виходить: 
t

C etEEtu δ−δ+−= )1()( ;                                       (6.63) 
tte

L
Eti δ−=)( ;                                                (6.64) 

)1()( tEetu t
L δ−= δ− .                                          (6.65) 

 Згiдно з формулами (6.60) − (6.62) на рис.6.14, а побудовано кривi для 
аперiодичного режиму ( ρ> 2R ; 02,1 <p ), а згідно з виразами (6.63) − (6.65) на 
рис.6.14 б – для граничного аперiодичного режиму ( ρ= 2R ; δ−== 21 pp ). Для 
обох режимів напруга на ємності плавно зростає від нуля до значення E. 
Аналогічно вільному режиму, струм досягає максимуму при 

1

2

21
1 ln1

p
p

pp
tt

−
== , а напруга на індуктивності – при 12 2tt = . 

Аналогiчно, змiнюючи знак вiльної складової та додаючи вимушену 
складову, з формул (6.56) − (6.58) можна здобути вирази для напруг на ємностi 
та iндуктивностi і струму у колi для коливального режиму: 

)cos()( вл
вл

рез ψ−ω
ω

ω
−= δ− te

E
Etu t

C ;                                (6.66) 

te
L

Eti t
вл

вл
sin)( ω

ω
= δ− ;                                       (6.67) 

)cos()( вл
вл

рез ψ+ω
ω

ω
= δ− te

E
tu t

L .                                  (6.68) 
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Рисунок 6.14 – Графіки струмів і напруг у колі R, L, C  
при увімкненні до джерела постійної напруги: 

 а – аперіодичний режим; б – критичний режим 

а б 

t t 
0 0 

E

)(tuL

)(tuC  
)(ti  

)(
),(

ti
tu

 
)(
),(

ti
tu

)(ti
)(tuC

)(tuL

E  

2t1t  

 
Вiдповiднi графiки зображено на рис.6.15. Аналiз графіків показує: 
1) у будь-який момент часу сума напруг на елементах кола дорiвнює E; 
2)  коливання є загасаючими, стала часу визначається аналогiчно 

вільному режиму: RL /2/1 =δ=τ ; 
3) якщо значення сталої часу велике, коливання загасають повiльно. Тому 

через iнтервал часу 2/влT  після моменту комутації напруга на ємностi EuC 2≅ , 
тобто можливе явище перенапруги. Це явище практично використовується тоді, 
коли необхідно отримати напругу, яка майже у два рази перевищує напругу 
джерела енергії (в імпульсній техніці, радіопередавальних пристроях тощо). 
 
 

Рисунок 6.15 – Графіки струму і напруг у колі R, L, C  
при увімкненні джерела постійної напруги 

(коливальний режим)

t 
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6.4 Перехідні процеси у колах R, C; R, L; R, L, C  при синусоїдній дії 
 

6.4.1 Увiмкнення джерела синусоїдної дiї до кола R, C 
 
При увімкненні синусоїдної дії перехідні процеси значною мірою 

залежать від фази напруги (струму) джерела в момент комутації. 
Нехай коло R, C (рис.6.16, а) вмикається до джерела синусоїдної напруги 

)cos()( Em tEte ψ+ω=  за нульових початкових умов: 0)0( =−Cu . 
Якщо необхідно визначити закон змінювання напруги на ємності, можна 

скористатись рівнянням (6.39), яке в даному випадку матиме вигляд:  

)cos()()(
EmC

C tEtu
dt

tduRC ψ+ω=+ .                               (6.69) 

Диференціальному рівнянню (6.69) відповідає характеристичне: 
01=+RCp . 

 
 

Рисунок 6.16 – Кола, які вмикаються до джерела синусоїдної напруги 
в а б 

L  )(te  
R

C  
)(te  

R

L  
C  

)(te  
R

 
За класичним методом розв’язок рівняння (6.69) можна знайти, як 

)()()( вмвл tututu CCC += , 

де /
вл ( ) t

Cu t Ae τ−= , /1/11 −=−= RCp τ . 
Оскiльки дiя є синусоїдною, вимушена складова визначається методом 

комплексних амплiтуд: 
( )

2( 1/ ) 1 1 ( )

Ej arctg
m m m

m Cm
E eE EU I Z

R j C j C j

ψ ωτ

ω ω ωτ ωτ

−
= = = =

+ + +
. 

Перехід вiд комплексної амплiтуди до миттєвого значення дає: 
вм ( ) cos(ω )

СC mC Uu t U t ψ= + , 

де 2/ 1 (ω )mC mU E τ= + ; arctg
СU Eψ ψ ωτ= − . 

Отже,  /( ) cos( )
С

t
С mC Uu t Ae U tτ ω ψ−= + + . 

Стала A обчислюється з початкових умов і закону комутації: 





=−
ψ+=+

;0)0(
;cos)0(

C

UmCC

u
UAu

С  
СUmCUA ψ+= cos0 ; 

СUmCUA ψ−= cos . 

Визначивши A, можна записати кінцевий вираз для шуканої напруги: 
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/( ) cos cos( )
С

t
С mC U mC U Cu t U e U tτψ ω ψ−= − + + .                      (6.70) 

Отже, напруга на ємностi дорівнює сумі двох складових. Залежно вiд 
величини 

СUψ  спостерігаються два характерних випадки. 
1. Нехай в момент увiмкнення джерела миттєве значення вимушеної 

складової дорiвнює нулю. Це можливо, якщо 2/π±=ψ
СU . Тодi 0cos =ψ

СU , 
0)(вл =tuC  і перехiдних процесiв не виникає. 

2. У загальному випадку, коли 2/π≠ψ
CU ; 0cos ≠ψ

CU , напруга на 
ємностi, як це видно з (6.70), може суттєво вiдрiзнятися вiд напруги вимушених 
коливань )(вм tuC . Найхарактернішим у цьому сенсі є перехiдний процес, який 
спостерiгається при π=ψ ,0

СU  (рис.6.17, а).  
У нульовий момент часу сума напруг 0)()( вмвл =+ tutu CC . Потiм виникає 

перехiдний процес, який закiнчується через 4,6τ. При τ> 6,4t  вiльна складова 
практично дорiвнює нулю i графiк )(tuC  збігається з кривою )(вм tuC . Пiсля 
замикання ключа через промiжок часу вл / 2T , напруга mCC Utu >)( . Отже, 
максимум напруги на ємностi може перевищувати амплiтуду вимушеної 
складової майже удвічі (особливо, якщо стала часу велика). 

 
    

Рисунок 6.17 – Графіки струмів і напруг при увімкненні до джерела 
синусоїдної напруги кіл: а – R, C; б – R, L 

а б 

t t 
0 0 

)(ti)(tuC  

mCU  mI
)(вм tuC  

)(tuC  

)(вл tuC  

2
ω

T πτ >> =

)(ti  

)(вл ti  

)(вм ti

0=ψ CU π=ψвм

 
6.4.2 Увiмкнення джерела синусоїдної дiї до кола R, L 

 
Нехай коло R, L (рис.6.16, б) вмикається до джерела синусоїдної дiї 

)cos()( Em tEte ψ+ω=  за нульових початкових умов. Якщо треба знайти струм 
у колі, можна скористатись рівнянням (6.43): 

)cos()()(
Em tEtRi

dt
tdiL ψ+ω=+ . 

Розв’язок цього рівняння: /
вл вм вм( ) ( ) ( ) ( )ti t i t i t Ae i tτ−= + = + . 
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Оскільки дія змінюється за синусоїдним законом, вимушену складову 
струму знаходять методом комплексних амплiтуд: 

вм
22 )(

ψ
ϕ

ψψ
=

ω+
=

ω+
== j

mj

j
m

j
mm

m eI
eLR

eE
LjR

eE
Z

EI
EE

, 

де 2/ 1 (ω )m mI E R τ= + ;   ωτ−ψ=ϕ−ψ=ψ arctgвм EE ; RL /=τ . 

Тодi   /
вм( ) cos( )t

mi t Ae I tτ ω ψ−= + + . 
Сталу A визначають з початкових умов і закону комутації: 

вмcos)0( ψ+=+ mL IAi ; 0)0( =−Li ;  вмcosψ−= mIA . 
 Отже, кінцевий вираз для струму у колі буде такий: 

/
вм вм( ) cos cos( )t

m mi t I e I tτψ ω ψ−= − + + .                         (6.71) 
Аналогiчно режиму кола R, C (див. п. 6.4.1), залежно від початкової фази 

вимушеної складової струму можливі два характерні випадки. 
1. Вiдсутнiсть перехiдного процесу, коли вм / 2ψ π= ± . При цьому у 

початковий момент часу вимушена складова струму дорiвнює нулю, вiльний 
струм вiдсутнiй, i у колi вiдразу встановлюється стацiонарний стан. 

2. У загальному випадку вимушена складова струму у початковий момент 
вiдрiзняється вiд нуля, i у колi спостерiгається перехiдний процес (рис.6.17, б). 
З рисунка видно, що у початковий момент часу перехiдний струм помiтно 
вiдрiзняється за формою вiд вимушеного струму )(вм ti , причому у деяких 
точках його перебiльшує. 

Максимально можливi значення струму у колi, як це виходить з формули 
(6.71), спостерiгаються, коли вимушена складова у момент часу 0+=t  досягає 
максимуму, тобто при ϕ=ψE , або π±=ϕ−ψ=ψ ,0вм E . Якщо стала часу 
велика, то на iнтервалi, де τ<<t , максимуми струму наближаються до mI2 . 

 
6.4.3 Увiмкнення джерела синусоїдної дiї до кола R, L, C 

 
Нехай послідовне коло R, L, C (рис.6.16, в) вмикається до джерела 

синусоїдної дiї tEte m ω= cos)(  за нульових початкових умов. 
Оскільки пiсля комутацiї утворюється коло (див. п.6.3.4), можна 

скористатись рівнянням (6.59), врахувавши вид вхідної дії )(te : 

t
LC
E

LC
tu

dt
tdu

L
R

dt
tud mCCC ω=++ cos)()()(

2

2
.                        (6.72) 

Розв'язок рівняння (6.72) має вигляд: )()()( вмвл tututu CCC += . Вільна 
складова залежить вiд характеру коренiв 2,1p  характеристичного рівняння 
(6.45). З точки зору забезпечення вибірних властивостей кіл найважливішим є 
випадок комплексно-спряжених коренiв, що вiдповiдає високому значенню 
добротностi ( 1>>Q ), а отже, явищу резонанса. Тодi 

)cos()( влвл U
t

С tAetu ψ+ω= δ− ; )()cos()( вмвл tutAetu СU
t

С +ψ+ω= δ− . 
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Вимушена складова напруги визначається комплексним методом: 
/ 2 ( )

2
2 2ω ω

X Xj jarctg j arctgm m R R
mCmC

E eE jU e U e
R jX C C R X

ππ− − − + = − = = +   +
, 

де 2 2/ωmC mU E C R X= + ; ω 1/ωX L C= − . 
Якщо початкову фазу )(вм tuC  позначити / 2 arctg( / )

СU X Rψ π= − − , вираз 
для миттєвого значення вимушеної складової матиме вигляд: 

{ } )cos(Re)( )(
вм С

СU
UmC

tj
mCC tUeUtu ψ+ω==

ψ+ω . 
Отже, напруга на ємностi визначається за формулою: 

)cos()cos()( вл СUmCU
t

С tUtAetu ψ+ω+ψ+ω= δ− .              (6.73) 
Оскільки при 1>>Q  виконується умова резвл ω→ω  (див. п. 6.3.3), вираз 

(6.73) матиме вигляд: 
)cos()cos()( рез СUmCU

t
С tUtAetu ψ+ω+ψ+ω= δ− .                (6.74) 

 Щоб знайти сталі A  і Uψ , доцільно використати вираз для струму, 
врахувавши, що за умови 1>>Q  загасання резω<<δ , а отже, вважати при 

диференціюванні множник te δ−  незмінним за період коливання резT : 

)sin()sin()()( резрез СUmCU
tС

С tCUtCAe
dt

tuCti ψ+ωω−ψ+ωω−== δ− .    (6.75) 

 У результаті підстановки значення 0+=t  до виразів (6.74), (6.75) 
виходить система рівнянь: 





ψω−ψω−=+
ψ+ψ=+

,sinsin)0(
;coscos)0(

рез C

C

UmCUC

UmCUC

CUCAi
UAu

 

яка з огляду на закони комутації за нульових початкових умов матиме вигляд: 





ψω−=ψω
ψ−=ψ

.sinsin
;coscos

рез C

C

UmCU

UmCU

UA
UA

                                 (6.76) 

 Поділивши друге рівняння системи (6.76) на перше, можна записати: 
CUU ψω=ψω tgtgрез ; резtg ( / )tg

CU Uψ ω ω ψ= . 
 За умови 1>>Q  відношення 1/ рез ≈ωω , тоді  

CUU ψ=ψ tgtg ; 
CUU ψ=ψ .                                    (6.77) 

 За умови (6.77) з першого рівняння системи (6.76) виходить: 
mCUA −= .                                                    (6.78) 

З урахуванням умов (6.77), (6.78) вираз (6.74) матиме вигляд: 
)cos()cos()( рез СС UmCU

t
mCС tUteUtu ψ+ω+ψ+ω−= δ− .              (6.79) 

Отже, )(tuC  є сумою двох коливань з рiзними частотами. Аналiзуючи 
формулу (6.79), можна зробити висновок, що характер перехiдних процесiв 
залежить вiд спiввiдношення мiж частотою коливань зовнiшньої дiї ω  i 
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резонансною частотою резω . Можливі три випадки: 1) 0=ω∆ , 0≠δ ; 2) 0≠ω∆ , 
0=δ ; 3) 0≠ω∆ , 0≠δ , де резω−ω=ω∆  − абсолютна розстройка.  

1. При 0=ω∆ , резω=ω  вираз (6.79) перетворюється так: 

).cos()1(

)cos()cos()(

рез

резрез

С

СС

U
t

mC

UmCU
t

mCС

teU

tUteUtu

ψ+ω−=

=ψ+ω+ψ+ω−=
δ−

δ−

 

Оскiльки при резω=ω  у колi виникає явище резонансу, слушнi 
спiввiдношення: 0=X ; RZ = ; / 2

СUψ π= − ; /mC m mU E R E Qρ= = . Тодi 

рез рез( ) (1 )cos(ω ) ( )sinω
2

t
С m mCu t E Q e t u t tδ π−= − − = ,           (6.80) 

де )1()( t
mmС eQEtu δ−−=  − рiвняння обвідної. 

У даному випадку амплiтуда коливань напруги на ємностi контуру 
зростає у часі за експоненцiйним законом, наближаючись до значення QEm . 

Щоб знайти швидкiсть зростання амплiтуди коливань, необхідно 
розрахувати похiдну ( ) / t

mC mdu t dt E Q e δδ −=  у початковий момент часу: 

22
резрез

0

ω
=

ω
=δ=

=

mm
m

t

mC E
Q

QE
QE

dt
du . 

Отже, швидкiсть зростання обвідної не залежить вiд значення 
добротностi. Тому у контурi з вищою добротнiстю ( 12 QQ > ) для встановлення 
стацiонарного режиму потрiбен бiльший час ( 1уст2уст tt > , рис.6.18, а). 
Осцилограма напруги на ємностi при увімкненні синусоїдної напруги в момент 

0=t  та при вимкненнi в момент itt =  (що еквівалентно дії прямокутного 
радіоімпульса тривалістю it ) зображена на рис.6.18, б. 

2. Якщо частота зовнiшнiх коливань ω  не збігається з резонансною 
частотою і контур не має втрат ( 0=δ ), напруга на ємностi, як це виходить з 
виразу (6.79), є сукупнiстю двох гармонiчних коливань, котрі мають близькi 
частоти i приблизно однаковi амплiтуди. Тоді 

=ψ+ω+ψ+ω−= )cos()cos()( рез CC UmCUmCС tUtUtu  









ψ+

ω+ω







 ω−ω
=

CUmC ttU
2

sin
2

sin2 резрез .                        (6.81) 

У результатi пiдсумовування вiльної i вимушеної складових виникають 
так званi биття (рис.6.19). З рiвняння (6.81) виходить, що обвідна )(tumC  
повiльно змiнюється у часі за законом: 

tUtu mCmC 2
sin2)( рез ω−ω

= , 

а частота коливань дорiвнює рез( ) / 2ω ω ω+ ≅ . 
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Рисунок 6.18 – Увімкнення синусоїдної дії до кола R, L, C: 
а – графіки обвідної; б – часова діаграма напруги на ємності 

при дії прямокутного радіоімпульсу 

а б 

t 

t 
0 

0 

)(tumC  

1QEm  

)(tuC

2QEm  

12 QQ >  

2устt  1устt  

29,0 QEm

QEm

рез/2 ωπ
it  

 
 

Рисунок 6.19 – Графік напруги на ємності за умови ω ≠ ωрез, δ → 0 

t 
0 

)(tuC  

mCU2  
бT)(tumC

 

Биття матимуть подвоєну амплiтуду, оскiльки у випадку однакових фаз 
векторiв влCU  i вмCU , цi вектори спрямованi однаково, i тому їх амплiтуди 
пiдсумовуються. Перiод биттiв розглядають як величину, що у два рази менша 
перiоду синусоїди, тобто б рез2 /T π ω ω= − . 

3. У реальному контурi (коли 0≠δ ) величина вiльної складової )(вл tuC  
зменшується за експоненцiйним законом. Внаслiдок цього при 0≠ω∆  i 0≠δ  в 
результаті підсумовування двох коливань )(вм tuC  і )(вл tuC  з близькими 
частотами також виникають биття, але обвідна перехiдного процесу матиме 
складніший вигляд (рис.6.20), ніж у попередньому випадку (рис.6.19).  

Щоб пояснити форму обвідної, слiд розглянути векторну дiаграму напруг 
(рис.6.21, а, б). Вектори вмmCU  і влmCU  обертаються в комплексній площині 
проти годинникової стрілки з різними кутовими швидкостями ω  і резω  
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відповідно (нехай ω>ωрез ). При 0=t , як виходить з формули (6.79), ці вектори 
перебувають у протифазі (рис.6.21, а). 

 
 

ωπ /2

Рисунок 6.20 – Графік напруги на ємності в колі R, L, C за умови 
ω ≠ ωрез, δ ≠ 0 при дії прямокутного радіоімпульсу 

t 
0 

)(tuC  
mQE  

0,0 ≠δ=ω∆
0,0 ≠δ≠ω∆

рез/2 ωπ  

  

Якщо обертати систему координат із швидкістю ω  за годинниковою 
стрілкою, то вектор вмmCU  буде нерухомим, а вектор влmCU  − обертатиметься 
із швидкістю ω−ωрез . Вектор результуючого коливання mCU  дорівнює 
геометричній сумі векторів вмmCU  і влmCU  (рис.6.21, б). Його кінець описує на 
площині загасаючу спіраль (якщо 0=δ , то – коло радіуса влmCU ), а сам він 
хитається, змінюючись як за величиною, так і за початковою фазою (а отже, і за 
частотою). Проекція вектора mCU  на вісь ординат відтворює закон змінювання 
обвідної )(tumC  за часом (рис.6.21, в). 
 
 

Рисунок 6.21 – Процес формування  
обвідної напруги на ємності  при ω ≠ ωрез, δ ≠ 0:
а, б – векторна діаграма; в – залежність umC(t)  
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6.5 Запитання та завдання для самоперевірки 
      і контролю засвоєння знань 
 
1. За яких умов у колі виникають перехідні процеси? 
2. Сформулювати закони комутації. Зобразити схеми заміщення індуктивності 

та ємності за нульових початкових умов. 
3. Пояснити фізичний сенс сталої часу для R, L і R, C кіл. Як залежить стала 

часу від величини R для кожного з цих кіл? 
4. Як визначити порядок кола? Чи залежить вигляд характеристичного 

рівняння від функції, яка діє на вході кола? 
5. Які існують способи складання характеристичного рівняння? 
6. Який зв'язок існує між КПФ і диференціальним рівнянням кола? 
7. У чому полягає класичний метод аналізу перехідних процесів? Пояснити 

поняття вільної та вимушеної складових струму (напруги). 
8. Під час дії джерела постійної напруги 120)( == Ete В у колі (рис.6.3, а) 

після замикання перемикача встановився усталений режим. Визначити напругу на 
конденсаторі через 1,01 =t с після розмикання перемикача, якщо 2=C мкФ, 

5021 == RR кОм. 
Відповідь: 23)( 1 =tuC В. 
9. Опір 50=R Ом та незаряджена ємність 5=C мкФ, які з’єднані послідовно, 

увімкнено при 0=t  до джерела ЕРС 20=E В. Знайти струм у колі. 
Відповідь: teti 40004,0)( −= А. 
10.  Послідовно з’єднані індуктивність 1=L  мГн і опір 100=R  Ом вмикають 

при 0=t  до джерела синусоїдної напруги )4/10cos(20)( 5 π+= tte В. Знайти напругу 
)(tuL  та побудувати графік.  

Відповідь: )2/10cos(1,141,14)( 5100000 π++= − tetu t
L В. 

11.  Чи може частота коливального розряду ємності в контурі R, L, C 
дорівнювати або перевищувати резонансну частоту цього контуру? 

12.  Обчислити частоту незагасаючих резω  та вільних влω  коливань 
послідовного контуру з параметрами 25=L мГн, 25=C нФ, 4=R кОм. 

Відповідь: 40000рез =ω рад/с; 69382вл =ω рад/с. 
13.  Скільки потрібно періодів коливань, щоб у послідовному резонансному 

контурі з логарифмічним декрементом загасання 02,0=θ  амплітуда струму 
зменшилася до одного відсотка свого початкового значення? 

Відповідь: 230,3. 
14.  Джерело синусоїдної напруги )100sin(100)( Ette ψ+=  В увімкнено до 

електричного кола (рис.6.22, а) з параметрами: 4,0=L  Гн, 33,83=C  мкФ, 
3021 == RR  Ом. У момент проходження струму через додатний максимум 

замикається ключ. Визначити струм в індуктивності та напругу на ємності. 
Відповідь: t

L eti 75)( −= А; t
C ettu 4000 38)23100sin(97)( −++=  В. 

15.  В електричному колі (рис.6.22, б) діє джерело напруги 
)1000sin(200)( Ette ψ+=  В. У момент 0=t , коли напруга джерела, збільшуючись, 
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досягає додатного значення, що дорівнює діючому, розмикається перемикач. Знайти 
( )Li t , ( )Cu t , якщо: 50=L мГн, 20=C мкФ, 5021 == RR Ом. 

Відповідь: teti t
L 1000sin82,241,1)( 1000 +−= −  А; t

C etu 10007,70)( −=  В. 
 
 

)(tuC

Рисунок 6.22 – Схеми електричних кіл 

а б 

C  
2R)(te  

1R  2R

)(te  
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)(tiL

L  

C  

)(tuC )(tiL
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16. В схемі (рис.6.3, б) ключ перенесено до індуктивної вітки. Дано: 30=E В, 

101 =R  Ом, 52 =R  Ом, 303 =R  Ом, 2=L  мГн. Знайти після замикання ключа: 
початкове значення струму )(3 ti , вільну і вимушену складові. 

Відповідь: 75,0)0(3 =+i  А; teti 6250
3вл 45,0)( −=  А; 3,0)(вм3 =ti  А. 

17.  Коло (рис.6.23, а) вмикається до джерела постійної напруги 30=E В. 
Знайти вирази для всіх струмів і напруги на ємності, якщо 1=L  Гн, 16=C  мкФ, 

1001 =R  Ом. З’ясувати граничне значення опору, за якого перехідний процес у колі 
має коливальний характер. 

Відповідь: tt
C eetu 500125 401030)( −− −+= В; tt eeti 500125

1 32,002,0)( −− +−= А; 
tt eeti 500125

2 4,01,0)( −− +−= А; tt eeti 500125
3 08,008,0)( −− −= А; 125гр =R  Ом. 

18.  До кола (рис.6.23, б) вмикається джерело постійної напруги 48=E  В. 
Знайти закон змінювання струму )(2 ti  та зобразити його графічно. Параметри кола: 

1001 =L  мГн, 1601 =R  Ом, 362 =L  мГн, 902 =R  Ом. 

Відповідь: tt eeti 40001000
2 1,04,03,0)( −− +−= А. 

 
 

Рисунок 6.23 – Схеми електричних кіл 
а б 
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• Перехідна характеристика кола 
• Імпульсна характеристика кола 
• Часові характеристики типових кіл R, L; R, C; R, L, C 
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7 ЧАСОВІ ХАРАКТЕРИСТИКИ КІЛ 
 

Класичний метод застосовують для аналізу перехідних процесів у колах 
без джерел (вільні процеси) або за наявності джерел, які дозволяють визначати 
вимушений (усталений) режим кола. Перелік таких джерел вельми обмежений. 
Крім джерел постійної і синусоїдної напруг і струмів (див. розд. 6), усталений 
режим можна розраховувати для джерел, у яких миттєві значення ЕРС (зада-
вальних струмів) змінюються за експоненційним законом. Цим пояснюється 
обмежене використання класичного методу в пристроях CТЗІ для аналізу про-
ходження через кола сигналів, які є складними функціями часу. Однак це не 
зменшує значення класичного методу, оскільки його подальшим розвитком є 
часовий метод аналізу перехідних процесів. 

Часовий метод грунтується на принципі накладання і дозволяє розрахову-
вати перехідні процеси для ЛЕК з вхідними джерелами коливань довільної 
форми та відгуки на дію складних сигналів. Для цього миттєве значення ЕРС 
(задавального струму) джерела або вхідного сигналу подається як сума так зва-
них типових дій, для яких є чинним класичний метод аналізу. Згідно з принци-
пом накладання відгук кола (вихідні напруга чи струм) визначається 
підсумовуванням відгуків на кожну з вибраних типових дій. Якщо тривалість 
типових дій стає нескінченно малою, сума переходить в інтеграл.  

Прикладом типової дії є «ступінчаста дія», що формується постійним 
джерелом, яке вмикається в різні моменти часу. Апроксимація миттєвого зна-
чення напруги або струму вхідного джерела, умовно позначеного )(вх ts , за до-
помогою ступінчастих дій )(вх tsk∆  показана на рис.7.1, а. Рис.7.1, б ілюструє 
підвищення якості апроксимації із зменшенням рівня типових дій та 
збільшенням їх кількості (порівняно з рис.7.1, а кількість «сходинок» зросла 
більше, ніж у три рази). Перевагою ступінчастих дій є простота визначення 
відгуків ЛЕК на них класичним методом. 

Математичний апарат часового методу аналізу грунтується на 
аналітичному описі типових дій та часових характеристик кола – перехідної та 
імпульсної, які є відгуками ЛЕК на ці дії. 

 
7.1 Перехідна характеристика кола 
 
Перехідна характеристика ЛЕК пов’язана із ступінчастою типовою дією 

(рис.7.1), для аналітичного опису якої застосовується одинична функція, що на-
зивають також функцією Хевісайда1, або функцією увімкнення. 

                                           
1 Хевісайд Олівер, Oliver Heaviside (1850–1925) – англійський інженер і фізик, член 
Лондонської королівської спілки. Основні праці, що належать до теорії електрики та 
електротехніки, опубліковані у тритомній монографії «Електромагнітна теорія» 
(1893–1912). У 1902 р. одночасно з А. Е. Кеннелі вказав на існування іонизованого 
шару атмосфери (іоносфери), який відбиває електромагнітні хвилі. Припустив, що 
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Рисунок 7.1 – Апроксимація миттєвого значення параметра вхідного джерела 
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Одинична функція позначається )(1 t  або )(tσ  і аналітично описується 

(рис.7.2) одним з двох способів: 
1)  ),(lim)(1

0
ttFt

t
∆=

→∆
, де ),( ttF ∆  – спеціальні функції часу і параметра 

t∆ , прикладами яких є (рис.7.2, а, б), 
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цей шар спільно з поверхнєю Землі дозволяє електромагнітним хвилям огинати земну 
кулю. Подальші фундаментальні дослідження іоносфери виконав Е. Еплтон (Но-
белівська премія з фізики, 1947). Хевісайд є одним з творців операторного методу 
аналізу, який широко застосовується у математичній фізиці й електрорадіотехніці 
(див. розд. 8). 
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2)  
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t  (рис.7.2, в). 

Одинична функція, зсунута за часом на 0t , записується у вигляді )(1 0tt −  і 
умовно позначається, як показано на рис.7.2 г. 

 
  

Рисунок 7.2 – До аналітичного запису одиничної функції 
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Стрибкоподібний характер змінювання одиничної функції при 0=t  

)1)0(1;0)0(1( =+=−  та її рівність одиниці при 0>t  дозволяють трактувати )(1 t  
стосовно перехідних процесів як поєднання одиничного постійного джерела 
(напруги або струму) та комутатора (ділянки, позначені на рис.7.3 пунктиром). 

Перехідна характеристика чисельно дорівнює відгуку пасивного (без 
внутрішніх джерел) ЛЕК на дію джерела типу одиничної функції за нульових 
початкових умов 0)0( =−Cu ; 0)0( =−Li  для всіх ємностей та індуктивностей.  

Перехідну характеристику позначають )(tg  і визначають її розмірність як 
відношення розмірностей відгуку і дії. Тому )(tg  може бути безрозмірною, ма-
ти розмірність провідності або опору.  

Перехідна характеристика фізично відповідає перехідному процесу для 
вихідного струму )(вих ti  або напруги )(вих tu  при увімкненні постійного оди-
ничного джерела до входу пасивної ЛЕК (рис.7.3) з розрядженими ємностями 
та індуктивностями без струму. 
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Рисунок 7.3 – Фізичне трактування одиничної функції  
та перехідної характеристики кола 
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Якщо дія – напруга (рис.7.3, а), то перехідна характеристика безрозмірна, 

коли відгук – напруга )(вих tu , та має розмірність провідності (См), коли відгук 
– струм )(вих ti . При цьому перехідні характеристики описуються виразами: 

Etutgu /)()( вих= ;                                              (7.3) 
Etitgi /)()( вих= .                                               (7.4) 

Якщо дією є струм (рис.7.3, б), перехідні характеристики: 

джвих /)()( Ititgi = ;                                             (7.5) 

джвих /)()( Itutgu = .                                            (7.6) 
Очевидно, що характеристика (7.5) безрозмірна, а функція (7.6) має 

розмірність опору (Ом). 
Вирази (7.3) – (7.6) дозволяють використовувати для визначення пе-

рехідних характеристик отримані класичним методом розв'язки, якщо до кола 
за нульових початкових умов вмикаються постійні джерела (див. розд. 6). 

Щоб експериментально визначити перехідну характеристику, до входу 
кола вмикають генератор прямокутних імпульсів тривалістю iτ , яка значно 
перевищує практичну тривалість перехідного процесу в даному колі (для кіл 
першого порядку τ=>>τ 6,4перi t ). На екрані осцилографа, увімкненого до ви-
ходу кола, спостерігається осцилограма, пропорційна )(tg . 

Перехідні характеристики мають розмірності, однакові з КПФ кола ( )H ω . 
Крім того, для )(tg  та ( )H ω  справедливі рівності граничних значень: 

( ) (0)g H∞ = ;                                                  (7.7) 
( 0) ( )g H+ = ∞ .                                                 (7.8) 

Рівність (7.7) безпосередньо виходить з диференціального рівняння кола 
(6.2) при ∞→t  для )(1)( ttx = , )()( tgty = :  

00 )( agb =∞ , звідки 0 0( ) /g a b∞ = , 
і виразу (6.8) для КПФ кола при 0=ω  

0 0(0) /H a b= . 
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З фізичної точки зору, слушність співвідношення (7.7) пояснюється одна-
ковою поведінкою реактивних (накопичувальних) елементів кола CL,  в ре-
жимі синусоїдної дії з частотою 0=ω  та в усталеному режимі ( ∞→t ) при дії 
постійного джерела. В обох режимах ємності заряджені до постійної напруги 
(розімкнені), а через індуктивності проходить постійний струм (замкнені). 

Аналогічно можна обгрунтувати співвідношення (7.8). При дії сину-
соїдного джерела з частотою ∞→ω  в момент часу 0+=t  при перехідному 
процесі у колі з нульовими початковими умовами ємності замкнені, а 
індуктивності розімкнені. Можна показати (виконати самостійно), що 
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Приклад 7.1. Знайти перехідні характеристики кола (рис.7.4, а), вважаючи дією 
напругу джерела, а відгуками – струми )(1 ti , )(2 ti , )(tiC  та напругу )(tuC . Побуду-
вати графіки перехідних характеристик. 

 
 

Рисунок 7.4 – До прикладу 7.1: а – схема кола; б – режим кола для t = +0 

а б 
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Розв’язання. У прикладі 6.3 розглянуті перехідні процеси для аналогічної схеми 

(рис.6.3, а). Скористуємось знайденим там коренем характеристичного рівняння, 
спільного для всіх процесів даного кола, 1 1 2 1 2( ) /p R R R R C= − + , якому відповідає 
однакова для всіх процесів стала часу кола 

1 1 2 1 21/ /( )p R R C R Rτ = − = + .                                             (7.9) 
Виходячи з фізичного значення перехідних характеристик, проаналізуємо 

перехідний режим кола при увімкненні його до джерела постійної напруги (рис.7.4, а) 
за нульової початкової умови 0)0( =−Cu . Струми кола і напруги на ємності згідно з 
класичним методом запишемо у вигляді: 

/
вм( ) ( )t

ii t A e i tτ−= + ;  /
вм( ) ( )

C
t

C u Cu t A e u tτ−= + ,                   (7.10) 
де стала часу кола τ  визначається за формулою (7.9). 
Вимушені складові, які входять до розв’язку (7.10), знаходимо, розглядаючи 

усталений режим з постійним джерелом Е: 
1вм 2вм 1 2 Cвм Cвм 2 1 2/( ); 0; /( ).i i E R R i u ER R R= = + = = +

 Щоб знайти сталі інтегрування 
Cui AA ,  у рівняннях (7.10), визначимо по-

чаткові значення струмів і напруг на ємності за еквівалентною схемою кола для 
0+=t  (рис.7.4, б): 1 C 1 2 C C( 0) ( 0) / ; ( 0) 0; ( 0) ( 0) 0.i i E R i u u+ = + = + = + = − =  
Сталі інтегрування знайдемо, підставивши до рівняння (7.10) вимушені та 

початкові значення струмів і напруги на ємності для моменту часу 0+=t : 
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( )211
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211
вм111 )0(

RRR
ER

RR
E

R
EiiAi +

=
+

−=−+= ;  
21

вм222 )0(
RR

EiiAi +
−=−+= ; 

вм 1( 0) /
Ci C CA i i E R= + − = ;   Cвм 2 1 2( 0) /( )

Cu CA u u ER R R= + − = − + . 
Складемо кінцеві вирази для шуканих миттєвих значень: 

/ /2
1 1 1вм

1 1 2 1 2
( ) ( )

( )
t t

i
ER Ei t A e i t e

R R R R R
τ τ− −= + = +

+ +
;                (7.11) 

/ / /
2 2 2вм

1 2 1 2 1 2
( ) ( ) (1 )t t t

i
E E Ei t A e i t e e

R R R R R R
τ τ τ− − −= + = − + = −

+ + +
;       (7.12) 

/ /
Cвм 1( ) ( ) /

C
t t

C ii t A e i t Ee Rτ τ− −= + = ;                                         (7.13) 

/ / /2 2 2
Cвм

1 2 1 2 1 2
( ) ( ) (1 )

C
t t t

C u
ER ER ERu t A e u t e e

R R R R R R
τ τ τ− − −= + = − + = −

+ + +
.  (7.14) 

Побудуємо графіки миттєвих значень струмів )(1 ti , )(2 ti , )(tiC  (рис.7.5, а) і 
напруги )(tuC  (рис.7.5, б). 

За визначенням, перехідні характеристики чисельно дорівнюють виразам 
(7.11) – (7.14) при 1=E . Для того, щоб при 0<t  забезпечити рівність 0)( =tg , 
прийнято, записуючи перехідні характеристики, використовувати множник )(1 t : 

/2
1

1 1 2 1 2

1( ) 1( )
( )

t
i

Rg t e t
R R R R R

τ− 
= + ⋅ + + 

;    /
2

1 2

1( ) (1 ) 1( )t
ig t e t

R R
τ− 

= − ⋅ + 
;  

/
1( ) / 1( )

C
t

ig t e R tτ− = ⋅  ;  /
2 1 2( ) (1 ) /( ) 1( )

C
t

ug t R e R R tτ− = − + ⋅  . 

Перехідні характеристики )(1 tgi , )(2 tgi , )(tg
Ci  мають розмірність провідності 

(См), а перехідна характеристика )(tg
Сu  безрозмірна (рис.7.5, в, г). 

Приклад 7.2. Перевірити граничні співвідношення (7.7) і (7.8) для перехідної 
характеристики )(1 tgi  і КПФ 1( )iH ω  у колі (рис.7.4, а). 

Розв’язання. Використовуючи знайдений у прикладі 7.1 вираз для перехідної 
характеристики )(1 tgi , запишемо її граничні значення для 0+=t  і ∞→t :  

1 1( 0) 1/ig R+ = ;   1 1 2( ) 1/( )ig R R∞ = + . 
Визначимо у загальному вигляді КПФ 1( )iH ω , яка є комплексною вхідною 

провідністю даного кола, і подамо її у стандартній формі (6.8): 
1 2

1
2 1 2 1 21

2

1 1( ) ./
1/

i
I R j CH R j CE R R j C R RR

R j C

ωω ω ω
ω

+
= = =

+ ++
+

              

 (7.15) 

Знайдемо граничні значення КПФ, використовуючи вираз (7.15): 
1 11 2 1(0) 1/( ); ( ) 1/i iH R R H R= + ∞ = . 

Перевіримо слушність граничних співвідношень: 
1 11 1 2 0 0 1 1 1 1( ) (0) 1/( ) / ; ( 0) ( ) 1/ / ,i ii ig H R R b a g H R b a∞ = = + = + = ∞ = =

 де 0 1 2 1 1 2 0 1 2, , 1,a R R a R R C b b R C= + = = =  – відповідні коефіцієнти при ωj  у 
знаменнику і чисельнику стандартних форм запису КПФ (6.8) і (7.15). 
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Рисунок 7.5 – Графіки до прикладу 7.1: а, б – перехідні процеси при увімкненні 
джерела e(t) = E; в, г – перехідні характеристики 
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Приклад 7.3. Визначити перехідну характеристику кола, призначеного для ек-
ранування елементів А і В (див. приклад 3.9, рис.3.30, б), вважаючи дією напругу 

)(вх tu , а відгуком – напругу ( )bu t . Параметри кола взяти з прикладу 3.9. 
Розв’язання. Поклавши )(1)(вх ttu =  (рис.7.6, а), розрахуємо режими кола, які 

характеризують шукану перехідну характеристику.  
Перехідну характеристику знайдемо класичним методом у вигляді: 

[ ]вл вм( ) ( ) 1( )g t g t g t= + ⋅ , 
де вл ( )g t , вмg  − відповідно вільні та вимушені складові розв’язку. 
Вимушену складову розв’язку знайдемо, розглядаючи усталений режим 

( ∞→t ) при постійній одиничній напрузі на вході (рис.7.6, б): вм ( ) 0bg u= ∞ = . 
Щоб знайти характеристичне рівняння кола прирівняємо до нуля вхідний опір 

кола вх ( )Z ω , замінивши ωj  на p (див. п.6.1.2): 

з 2 2 з з
вх

1 з 2 1 2 з

( 1/ )1 1( )
1/ ( ) 1

b b

b b

R R pC pC R R RZ p
pC R R pC pC pC R R

+ +
= + = + =

+ + + +
 

2
1 2 з 2 з 1 з

2
1 2 з 1

[ ( ) ] 1 0
( )

b b

b

C C R R p C R R C R p
p C C R R pC

+ + + +
= =

+ +
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Рисунок 7.6 – До прикладу 7.3: 
 а – схема кола; б – режим кола при 

t→∞; в – режим кола при t = +0 
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 Прирівнюючи нулю чисельник вх ( )Z p , отримаємо характеристичне рівняння: 

2 2 з 1 з

1 2 з 1 2 з

( ) 1 0b

b b

C R R C Rp p
C C R R C C R R
+ +

+ + = , 

яке має два корені:  
2

1,2 / 2 / 4p a a b= − ± − , 
де 2 з 1 з 1 2 з( ( ) ) /b ba C R R C R C C R R= + + ; 1 2 з1/ bb C C R R= . 
Обчислимо значення коренів для заданих параметрів кола: 10

1 1,67 10p = − ⋅  с-1, 
7

2 9,96 10p = − ⋅  с-1. Для різних дійсних коренів характеристичного рівняння вільна 

складова має вигляд (6.9): 1 2
вл 1 2( ) p t p tg t A e A e= + , де 1A , 2A  – сталі інтегрування. 

 Щоб розрахувати 1A , 2A , скористаємось формулами (6.15), (6.16) і запишемо 
значення перехідної характеристики та її похідної в момент 0+=t : 

1 2

1 1 2 2

( 0) ;
( 0) .
g A A

g p A p A
+ = +

 ′ + = +
                                            (7.16) 

 Вираз похідної ( )g t′  знайдемо з рівняння Кірхгофа для схеми (рис.7.6, а). 

вх 1 2( ) ( ) ( ) ( )b C Cu t u t u t u t= − − ;  1 2вх[ ( )] ( ) ( )[ ( )] ( )b C Cd u t du t du td g t du t
dt dt dt dt dt

== = − − . 

 Врахувавши диференціальне співвідношення між напругою і струмом в 

ємності: 
( ) ( )C Cdu t i t

dt C
= , отримаємо: 1 2

1 2

( ) ( )[ ( )] 0 C Ci t i td g t
dt C C

= − − . 

Щоб визначити початкові значення перехідної характеристики та її похідної, 
розглянемо режим кола для 0+=t  (рис.7.6, в): ( 0) ( 0) 1bg u+ = + = ; 

з з з з

1 з 2 з з 1 з 2

[ ( 0)] 1 1 1b b b

b b b b b

R R R R R R Rd g
dt C R R C R R R R C R R C R

+ + ++
= − ⋅ − ⋅ ⋅ = − −

+
. 

 Тоді система (7.16) матиме вигляд: 
1 2

з 1 з 2 1 1 2 2

1 ;
( ) / 1/ .b b b

A A
R R C R R C R p A p A

= +
− + − = +
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 Розв’язуючи цю систему, знаходимо: 
з 1 з 2 2

1
1 2

( ) / 1/b b bR R C R R C R pA
p p

− + − −
=

−
; 1 з 1 з 2

2
1 2

( ) / 1/b b bp R R C R R C RA
p p

+ + +
=

−
; 

Отже, 1 1,006A = , 3
2 6 10A −= − ⋅ , 

10 71,67 10 9,96 10( ) 1,006 0,006t tg t e e− ⋅ − ⋅= − . 
Графік перехідної характеристики побудовано на рис.7.7,а. Аналіз графіку по-

казує, що форма кривої обумовлена тільки впливом складової 1
1

p tA e . Це пов’язано зі 
співвідношенням між опором елемента В та опором заземлення: з bR R<< . Якщо зна-
чення цих опорів будуть сумірні, форма та швидкість зменшення кривої ( )g t  зміню-
ватимуться. Як приклад, на рис.7.7,б показаний графік за умови з 1000ОмbR R= = . 

 

Рисунок 7.7 – Графіки перехідних характеристик у прикладі 7.3 
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7.2 Імпульсна характеристика кола 
 
Для імпульсної характеристики типовою дією є дельта-функція )(tδ  

(функція Дірака2, або одиничний імпульс).  
Спрощено )(tδ  можно записати так: 

∫∫
+

−

∞

∞−
=δ=δ





=∞
≠

=δ
0

0
.1)()(

;0при
;0при0

)( dttdtt
t
t

t                      (7.17) 

Про дельта-функцію, враховуючи запис (7.17), є жартівливе висловлю-
вання – «до нуля її ще немає, а після нуля її вже немає». Рівність площі дельта-
функції одиниці обумовила ще одну з її назв – одиничний імпульс.  

Дельта-функцію, подібно одиничній функції, можна подати аналітично як 

                                           
2 Дірак Поль Адрієн Моріс, Dirac (1902–1984) – англійський фізик, член 
Лондонської королівської спілки. Очолював кафедру в Кембріджському університеті, 
яку у свій час займав І. Ньютон. Один із засновників квантової механіки. Сформулю-
вав закони статичної механіки системи електронів. Побудував релятивістську теорію 
руху електронів, застосував у квантовій механіці теорію відносності. Лауреат 
Нобелівської премії (1933) спільно з Шредингером за створення нових, плідних 
варіантів квантової теорії. Увів у математичну фізику названі його ім’ям: функцію 

)(tδ , рівняння (Дірака-Лоренца), матриці. 
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границю спеціальних функцій ),( ttФ ∆  часу і параметра t∆ , які мають одиничну 
площу: 

),(lim)(
0

ttФt
t

∆=δ
→∆

;   ∫
∞

∞−
=∆ 1),( dtttФ .                              (7.18) 

Прикладами таких функций є (рис.7.8, а, б): 





∆>
∆<∆

=∆
;2/при0
;2/при/1

),(1 tt
ttt

ttФ                                                    (7.19) 

.
)(

),( 222 tt
tttФ
∆+π

∆
=∆                                                          (7.20) 

змінної x, при якому дельта-функція прямує до нескінченності. 
 

Рисунок 7.8 – До визначення поняття дельта-функції: 
 а, б – приклади функцій, що прямують до дельта-функції; 

 в, г – умовне графічне зображення дельта-функції 

0 t∆

0t

 а t  

),(1 ttФ ∆  

 б t

),(2 ttФ ∆

 в 0 t

)(tδ  

 г 0 t

)( 0tt −δ

t∆/1 ( )t∆π/1
( )t∆π2/1

0 t∆2

 
 

Графічно дельта-функція зображається по-різному, наприклад, як показа-
но на рис.7.8, в. На рис.7.8, г дельта-функція )( 0tt −δ  зсунута за часом на 0t .  

Із формули (7.18) виходить так звана фільтрувальна властивість )(tδ : 

( ) ( ) (0); ( ) ( ) ( )y x x dx y y x x t dx y tδ δ
∞ ∞

−∞ −∞
= − =∫ ∫ ,                      (7.21) 

тобто дельта-функція як співмножник функції )(xy  визначає інтеграл як 
величину )(xy  для того значення змінної х, за якого дельта-функція прямує до 
нескінченності.  

Дельта-функція )(tδ  належить до класу узагальнених функцій, які 
дорівнюють нулю поза деякої обмеженої області змінної та мають неперервні 
похідні усіх порядків. У нестрогій формі ці функції спочатку були застосовані у 
фізиці (Дірак). Вперше строгі обгрунтування узагальнених функцій зробив 
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С.Л. Соболєв3. 
Порівняння, відповідно, виразів (7.1) з (7.19), (7.2) з (7.20) і графіків 

),(1 ttF ∆  і ),(1 ttФ ∆ , ),(2 ttF ∆  і ),(2 ttФ ∆  показує, що: 
[ ]

t
ttFttФ

∂
∆∂

=∆
),(),( 1

1 ;  [ ]
t

ttFttФ
∂
∆∂

=∆
),(),( 2

2 . 

Тому аналогічно пов’язані дельта-функція та одинична функція:  
[ ] )(1)(1)( t
dt

tdt ′==δ ,                                          (7.22) 

звідки виходить, що 

∫
∞−

δ=
t

dxxt )()(1 .                                                (7.23) 

Вельми важливе співвідношення (7.22) можна обгрунтувати інакше, якщо 
подати прямокутний імпульс ),(1 ttФ ∆  (рис.7.8, а) за допомогою двох одинич-
них функцій (рис.7.9) та зробити граничний перехід до )(tδ : 

[ ];)(1)2/(1)2/(1)2/(1)2/(1),(1 t
t

t
tttt

t
tt

t
ttttФ

∆
∆

=
∆

∆−−∆+
=

∆
∆−

−
∆
∆+

=∆    (7.24) 

[ ] [ ] ).(1)(1)(1lim),(lim)(
010

t
dt

td
t
tttФt

tt
′==









∆
∆

=∆=δ
→∆→∆

 

Імпульсна характеристика пасивного ЛЕК чисельно дорівнює відгуку на 
дію джерела типу дельта-функції за нульових початкових умов. Імпульсну ха-
рактеристику позначають )(th . 

Нескінченна потужність функції 0при)( =δ tt  призводить до порушення 
законів комутації. Пов’язано це з тим, що у момент часу t = 0 внаслідок дії 
дельта-функції через незаряджені ємності ( 0)0( =−Cu ) протікатимуть струми, а 
до розімкнених індуктивностей ( 0)0( =−Li ) прикладатимуться напруги, про-
порційні )(tδ . В результаті початкові значення у колі стануть ненульовими: 

0)(1)0(
0

0
≠=δ=+ ∫

+

− C
k

dttk
C

u C
C

i
iC ;  0)(1)0(

0

0
≠=δ=+ ∫

+

− L
k

dttk
L

i L
L

u
uL , 

де )cB(),cA( ⋅⋅
LC ui kk  – розмірні коефіцієнти відповідно для струмів у 

ємностях і напруг на індуктивностях у момент часу t = 0. 
Вимушені складові відгуків кіл при дії дельта-функції дорівнюють нулю, 

оскільки 0)( =δ t  при 0 ≠t . 

                                           
3 Соболєв Сергій Львович (1908–1989) – видатний математик, академік. Народився 
у Петербурзі. З 1957 р. – директор інституту математики Сибірського відділення АН 
СРСР. Основні праці належать до динаміки твердого тіла і математичної фізики. 
Вперше (1936) строго визначив узагальнені функції, за допомогою яких розглянув де-
які крайові задачі для рівнянь з частинними похідними. Зробив внесок у розвиток об-
числювальної математики та впровадження електронно-обчислювальної техніки. 
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Отже, імпульсні характеристики 
фізично відповідають вільним процесам 
у колі (рис.7.10) за рахунок запасу енер-
гії, яку ємності та індуктивності миттєво 
накопичують від вхідного джерела на-
пруги (рис.7.10, а) або струму 
(рис.7.10, б) типу дельта-функції.  

Щоб експериментально визначити 
імпульсні характеристики, до входу кіл 
вмикають генератори імпульсів з трива- 

Рисунок 7.9 – Подання ),(1 ttФ ∆  
 двома одиничними функціями  

0 

2
t∆

 
t  

),(1 ttФ ∆  t∆/1
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t∆
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t
tt

∆
∆+ )2/(1

t
tt

∆
∆−

−
)2/(1

 

 
лістю iτ  значно меншою, ніж часові параметри кіл (у колах першого порядку 

τ<<τi ; у коливальних колах другого порядку вмвм 2 ωπ=<<τ /Ti ). За допомо-
гою осцилографа на виході кола досліджують вільні процеси, пропорційні )(th . 

 
 

Рисунок 7.10 – Фізичне трактування імпульсної характеристики 
як вільного процесу у колі 
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Розмірність і методика розрахунку імпульсної характеристики обумовлені 

її зв’язком з перехідною характеристикою. Щоб встановити цей зв’язок, вико-
ристовують подання ),(1 ttФ ∆  за допомогою двох одиничних функцій (7.24) та 
принцип накладання. 

Якщо увімкнути до входу кола джерело з миттєвим значенням ),(1 ttФ ∆ , 
відгук кола можна описати приблизним виразом для імпульсної характеристики 

),(~ tth ∆ , який записують на підставі принципу накладання за допомогою пе-
рехідної характеристики цього кола у вигляді: 

[ ]
t
tg

t
ttgttgtth

∆
∆

=
∆

∆−−∆+
=∆

)()2/()2/(),(~ .                      (7.25) 

Імпульсна характеристика є границею виразу (7.25): 

[ ] [ ] ).()()(lim),(~lim)(
00

tg
dt

tgd
t
tgtthth

tt
′==









∆
∆

=∆=
→∆→∆

               (7.26) 

Співвідношення (7.26) показує, що імпульсна характеристика кола є 
похідною перехідної характеристики, а розмірність імпульсної характеристи-
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ки дорівнює розмірності перехідної характеристики, поділеної на секунду. То-
му розмірностями )(th  можуть бути 1/c, Ом/c, Cм/c.  

З виразу (7.26) виходить також зв’язок перехідної характеристики з 
імпульсною характеристикою: 

∫
∞−

=
t

dxxhtg )()( .                                          (7.27) 

Формально, на підставі принципу накладання вирази (7.26) і (7.27) вихо-
дять з аналогічних співвідношень (7.22) і (7.23) для )(tδ  та )(1 t . 

Співвідношення (7.26) широко застосовують для визначення імпульсної 
характеристики, коли перехідна характеристика вже знайдена класичним мето-
дом. При цьому, щоб уникнути помилок, необхідно записувати перехідну ха-
рактеристику у вигляді (див. приклад 7.1): 

)t(1)()( анал ⋅= tgtg ,                                       (7.28) 
де )(анал tg  – аналітичний вираз ( )g t  при 0>t  (у прикладі 7.1 аналітичні 

вирази для )(
1

tgi , )(
2

tgi , )(tg
Ci , )(tg

Cu  взяті у квадратні дужки). 
Враховуючи співвідношення (7.28), результат диференціювання пе-

рехідної характеристики становитиме: 
[ ] [ ]

).()0()(1)(

)()()(1)()(1)()()(

аналанал

аналанал
анал

tgttg

ttgttg
dt

ttgd
dt

tgdth

δ⋅++⋅′=

=δ⋅+⋅′=
⋅

==
       

(7.29)
 

Якщо 0)0(анал =+g , то імпульсна характеристика не містить дельто-
подібного доданку. 

Приклад 7.4. Визначити та побудувати імпульсні характеристики кола 
(рис.7.4), вважаючи дією ( )e t , а відгуками – )(1 ti , )(2 ti , )(tiC  та )(tuC .  

Розв’язання. Скористаємось знайденими у прикладі 7.1 перехідними характери-
стиками даного кола )(

1
tgi , )(

2
tgi , )(tg

Ci , )(tg
Cu  та виразами (7.28) і (7.29): 

/ /
2 2

1
1 1 2 1 2 1 1 2 1
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i
d R e R eh t t t t
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( )
/ /2 2

1 2 1 2
( ) (1 ) 1( ) 1( )
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t t
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d R Rh t e t e t
dt R R R R

τ τ

τ
− − 

= − ⋅ = ⋅ + + 
.        (7.33) 
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Імпульсні характеристики )(1 thi , )(2 thi , )(th
Ci  мають розмірності См/c, а ха-

рактеристика )(th
Cu  – 1/c. Побудуємо графіки імпульсних характеристик (рис.7.11). 
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Рисунок 7.11 – Графіки імпульсних характеристик у прикладі 7.4 
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7.3 Часові характеристики типових кіл R, L; R, C; R, L, C 
 
Кола першого порядку (R, L; R, C) застосовують як міжкаскадні розділові 

кола, диференціювальні та інтегрувальні ланки, прості фільтри та ін. 
До типових кіл R, L; R, C також належать кола, які є подільниками напру-

ги (рис.7.12, а, б і 7.13, а, б) або струму (рис.7.12, в, г і 7.13, в, г). Діями та 
відгуками у подільників напруги є напруги, а у подільників струму – струми. 
Умовно такі кола поділяють на дві групи (рис.7.12 і 7.13), до кожної з яких вхо-
дять кола з однотипними часовими і частотними характеристиками. Одно-
типність характеристик пояснюється дуальністю кіл кожної групи. 

Типовими колами R, L, C вважають також одиночні послідовний і пара-
лельний резонансні контури. 

 
7.3.1 Характеристики кіл R, L; R, C першої групи 

 
У перехідних характеристик кіл першої групи (рис.7.12) вимушене і по-

чаткове значення дорівнюють відповідно: 0)0(;1 11вм =+= gg . 
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Рисунок 7.12 – Схеми кіл  
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При цьому сталу інтегрування і загальний вираз для перехідних характе-

ристик кіл першої групи визначають за формулами: 
;1)0( 1вм11 −=−+= ggA  

[ ] ( ) ( ) ( )/ /
1 вл1 вм1 1( ) ( ) 1 ( 1) 1 (1 ) 1 ,t tg t g t g t A e t e tτ τ− −= + ⋅ = + ⋅ = − ⋅          (7.34) 

де τ  − сталі часу кіл, які становлять RCC =τ  для кіл R, C (рис.7.12, а, в) і 
RLL /=τ  – для кіл R, L (рис.7.12, б, г). 

Імпульсні характеристики кіл першої групи як результат дифе-
ренціювання виразу (7.34) отримують у вигляді:  

[ ] ( ) ( )
/

/1
1

( ) [(1 ) 1 ] 1( ) 1
t

td g t d e t
h t e t

dt dt

τ
τ

τ

−
−− ⋅

= = = ⋅ .                  (7.35) 

 
 

Рисунок 7.13 – Схеми кіл 
 R, C; R, L другої групи  в  г 
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Перехідні характеристики (7.34) безрозмірні, а імпульсні (7.35) – мають 

розмірність 1/с. Імпульсні характеристики (7.34) не містять дельтоподібного 
доданку, оскільки 0)0(1анал =+g . 

Графіки часових характеристик кіл першої групи показані на рис.7.14. 
Щоб встановити зв’язок часових і частотних характеристик, оцінити 

можливості застосування досліджуваних кіл, доцільно розглянути їхні КПФ.  
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Рисунок 7.14 – Графіки часових характеристик кіл R, C; R, L першої групи 
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Для кіл першої групи з елементами R, C (рис.7.12, а, в), КПФ становлять: 

вихвих
1

вхвх

1/ 1 1( )
1/ 1 1RC

C

U I j CH
U I R j C j CR j

ωω
ω ω ωτ

= = = = =
+ + +

, 

а для кіл з елементів R, L (рис.7.12, б, г): 
вихвих

1
вхвх

1 1( )
1 ( / ) 1RL

L

U I RH
U I R j L j L R j

ω
ω ω ωτ

= = = = =
+ + +

. 

Оскільки вирази для 1 ( )RCH ω  і 1 ( )RLH ω  однотипні, для КПФ, АЧХ і ФЧХ 
кіл першої групи можна застосувати однакові формули: 

1( )( )
1 12

1 1( ) ( ) ,
1 1 ( )

jjarctgH e H e
j

ϕ ωωτω ω
ωτ ωτ

−= = =
+ +

 

де 
21

)(1

1)(
ωτ+

=ωH  − АЧХ; ωτ−=ωϕ arctg)(1  − ФЧХ; τ – сталі часу, які 

дорівнюють Lτ  для кіл R, L та Cτ  для кіл R, C. 
Графіки АЧХ і ФЧХ даних кіл зображені на рис.7.15. 
Гранична частота СП АЧХ є коренем рівняння  

707,0
2

1

)(1

1)(
2

гр
гр1 ≈=

τω+
=ωH , 

звідки 

ωΠ=
τ

=ω 1гр
1 ;    11 =Πτ ω ,                                    (7.36) 

де ωΠ1  – СП АЧХ (рис.7.15, а), яка відповідає діапазону частот гр0 ω≤ω≤ . 
Крім слушності співвідношень (7.7) і (7.8) між граничними значеннями 

)(1 tg  і 1( )H ω :  
1)0()( 11 ==∞ jHg ; 0)()0( 11 =∞=+ jHg , 

між частотними і часовими характеристиками розглядуваних кіл існує фунда-
ментальний зв’язок, який виходить з формули (7.36): чим менша стала часу ко-
ла, тим ширша смуга пропускання і навпаки. 
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Рисунок 7.15 – Графіки частотних характеристик кіл R, C; R, L  
першої групи: а – АЧХ; б – ФЧХ  
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Особливості часових і частотних характеристик кіл R, C; R, L першої гру-

пи обумовлюють області їх практичного застосування. 
Якщо стала часу значно менше часових параметрів дії (наприклад, трива-

лості вхідного сигналу), для частотних характеристик це відповідає діапазону 
частот τ=<<ω ω /11П  ( 1<<ωτ ). Тоді вхідні та вихідні коливання мають близькі 
амплітуди 1)(1 ≈ωH  та початкові фази 0)(1 ≈ωϕ , і тому відгук і дія збігаються, 
наприклад, при 0→τ : 

)(1)(1 ttg → ; )()(1 tth δ→ . 
Цей режим відповідає неспотвореній передачі сигналу.  
Коли τ=>>ω ω /11П  ( 1>>ωτ ), що відповідає більшому (порівняно з часо-

вими параметрами дії) значенню сталої часу, АЧХ ω≈ω /1)(1H , ФЧХ 
2/)(1 π−≈ωϕ . При цьому відбувається інтегрування вхідних коливань з 

точністю до коефіцієнта τ/1 . Тому кола R, C; R, L першої групи за умови 
1>>ωτ  називають інтегрувальними.  
Виконання операції інтегрування підтверджується розглядом приблизних 

значень перехідної (7.34) та імпульсної (7.35) характеристик при порівняно ве-
ликому значенні τ . Розкладаючи в ряд Тейлора ці характеристики поблизу 

0+=t  і нехтуючи малими величинами вищого порядку, можна записати: 
2

/
1

0

1( ) (1 )1( ) 0,5 ... 1( ) 1( ) 1( )
t

t t t tg t e t t t t dtτ

τ τ τ τ
−

  = − = − + ⋅ ≈ =  
   

∫ ; 

2
/

1
0

1 1 1 1( ) 1( ) 1 0,5 ... 1( ) 1( ) ( )
t

t t th t e t t t t dtτ δ
τ τ τ τ τ τ

−
  = = − + + ⋅ ≈ =  

   
∫ . 

Отримані приблизні значення )(1 tg  і )(1 th  пропорційні интегралам від 
відповідних дій )(1 t  та )(tδ . Коефіцієнтом пропорційності є множник τ/1 . 

Вигляд АЧХ пояснює застосування розглянутих кіл ще як простих ФНЧ. 
Перевагою таких фільтрів є простота, а недоліком – досить великий коефіцієнт 
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прямокутності АЧХ порівняно з граничним значенням 1пр =k  для ідеального 
фільтра. Коефіцієнт прямокутності )(1 ωH  (див. приклад 5.4) 1пр nk ≈ , де 

21 >>n  (зазвичай 101 =n ) – рівень відліку для оцінки прk  АЧХ. 
 
7.3.2 Характеристики кіл R, L; R, C другої групи 
 
Основні параметри та співвідношення для перехідних характеристик кіл 

другої групи (рис.7.13) мають вигляд:  
1)0(;0 22вм =+= gg ; ;1)0( 2вм22 =−+= ggA  

[ ] ( ) ( ) ( )/ /
2 вл2 вм2 2( ) ( ) 1 ( 1) 1 1 ,t tg t g t g t A e t e tτ τ− −= + ⋅ = + ⋅ = ⋅        (7.37) 

де τ  − сталі часу: Cτ  для кіл R, C (рис.7.13, а, в); Lτ  – для кіл R, L 
(рис.7.13, б, г). 

У результаті диференціювання співвідношення (7.37) отримують вирази 
для імпульсних характеристик кіл другої групи: 

[ ] ( ) ( )
/

/2
2

( ) [ 1 ] 1( ) 1 ( )
t

td g t d e t
h t e t t

dt dt

τ
τ δ

τ

−
−⋅

= = = − ⋅ + .             (7.38) 

Графіки часових характеристик кіл R, C; R, L другої групи зображені на 
рис.7.16. Розмірності часових характеристик кіл другої групи такі самі, як і у 
кіл першої групи. Імпульсні характеристики (7.38) містять дельта-функцію 
(рис.7.16, б), оскільки 1)0(1анал =+g . 
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Рисунок 7.16 – Графіки часових характеристик кіл R, C; R, L другої групи 
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КПФ окремо для кіл R, C; R, L та загальні для кіл другої групи відповідно 

описуються виразами: 
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2 ( )[ / 2 ( )]
2 22
( ) ( )

1 1 ( )
jj arctgjH e H e

j
ϕ ωπ ωτωτ ωτω ω

ωτ ωτ
−= = =

+ +
, 

де 2
2( ) / 1 ( )H ω ωτ ωτ= +  − АЧХ; ωτ−π=ωϕ arctg2/)(2  − ФЧХ; τ – сталі 

часу кіл, які дорівнюють Cτ  або Lτ  залежно від типу реактивного елемента.  
Частотні характеристики кіл R, C; R, L другої групи показані на рис.7.17. 
Гранична частота СП АЧХ визначається з рівняння  

707,0
2

1

)(1
)(

2
гр

гр
гр2 ≈=

τω+

τω
=ωH , 

звідки     
τ

=ω
1

гр ; 1гр =τω .                                            (7.39) 

СП даних кіл – ωΠ 2  (рис.7.17, а) відповідає діапазону частот ∞<ω≤ωгр . 
Рівність (7.39) означає, що чим менша стала часу кола, тим більша гра-

нична частота смуги пропускання і навпаки. 
 

 

Рисунок 7.17 – Графіки АЧХ (а) та ФЧХ (б) кіл R, C; R, L другої групи 
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Для розглядуваних кіл співвідношення (7.7) і (7.8) між граничними зна-

ченнями )(2 tg  і 2( )H ω  становлять: 
0)0()( 22 ==∞ jHg ;  1)()0( 22 =∞=+ jHg . 

Неспотвореній передачі сигналу через дані кола відповідає режим, коли 
стала часу значно більша часових параметрів дії (наприклад, тривалості 
вхідного сигналу). Цей режим означає роботу в діапазоні частот τ=ω>>ω /1гр , 
для яких ,1)(2 ≈ωH 0)(2 ≈ωϕ . Тому вхідні та вихідні коливання мають майже 
однакові амплітуди та початкові фази, а отже, відгук та дія однакові. При 

∞→τ  часові характеристики (7.37), (7.38) збігаються з дією: 
)(1)(2 ttg → ; )()(2 tth δ→ . 

При малій величині τ  порівняно з часовими параметрами дії, що 
відповідає частотам τ=ω<<ω /1гр , кола другої групи виконують операцію ди-



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 340 

ференціювання дії. У цьому режимі частотні характеристики мають приблизні 
значення ωτ≈ω)(2H , 2/)(2 π≈ωϕ , що з точністю до коефіцієнта τ  відповідає 
диференціюванню вхідних коливань. Зокрема при 0→τ , перехідна характери-
стика (рис.7.16, а) прямує до нескінченно короткого імпульсу, який є аналогом 
дельта-функції, тобто похідною від прикладеної на вході одиничної функції. 

Розглянуті кола, як і кола першої групи, застосовують також як прості 
фільтри, однак іншого типу – ФВЧ, властивості яких аналогічні властивостям 
фільтрів на основі кіл першої групи. 

 
7.3.3 Часові характеристики типових кіл R, L, C  
 
Кола другого порядку R, L, C зазвичай використовують як смугові 

фільтри та узгоджувальні ланки. Такі кола реалізують у вигляді одиночних 
послідовного і паралельного контурів (див. розд.4). 

Щоб спростити аналіз часових характеристик одиночних контурів, можна 
обмежитись розглядом двох дуальних схем (рис.7.18). Одна з схем (рис.7.18, а) 
є традиційною схемою заміщення послідовного контуру, а інша (рис.7.18, б) – 
одним з варіантів схеми заміщення паралельного контуру, в якій втрати в ко-
тушці та конденсаторі перераховані в один паралельно увімкнений опір 2R . 

У першій схемі (рис.7.18, а) дією )(вх tu  і відгуками )()(1вих tutu C= ; 
)()(2вих tutu R= ; )()(3вих tutu L=  є напруги. Дія і відгуки у другій схемі 

(рис.7.18, б) – відповідно вхідний струм )(вх ti  та струми у вітках – 
)()(1вих titi L= ; )()(2вих titi R= ; )()(3вих titi C= . 

 
 

Рисунок 7.18 – Схеми дуальних кіл R, L, C  
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Дуальність даних кіл виявляється в однотипності диференціальних 

рівнянь, складених для )()(1вих tutu C=  та )()(1вих titi L=  відповідно у 
послідовному та паралельному колах.  

Перше з рівнянь згідно з співвідношенням (6.59) та з урахуванням прий-
нятих позначень має вигляд: 

LC
tu

LC
tu

dt
tdu

L
R

dt
tdu CCC )()()()( вх1

2

2
=++ .                           (7.40) 

Щоб скласти друге рівняння, використовують перший закон Кірхгофа і 
співвідношення між миттєвими значеннями струмів і напруги )(tu  на затиска-
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чах кола (рис.7.18, б):  
2 вх

2

2 2
2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ; ( ) ; ( ) ;

C R L

L L L
R C

i t i t i t i t

di t u t L di t du t di tu t L i t i t C LC
dt R R dt dt dt

+ + =

= = = = =
 

2 2
вх

вх2 2
2 2

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )( ) ( ); .L L L L L
L

di t L di t di t di t i t i tLC i t i t
R dt R C dt LC LCdt dt

+ + = + + =  (7.41) 

Диференціальні рівняння (7.40) і (7.41) при визначенні перехідних харак-
теристик перетворюються до однотипних рівнянь: 

)(1)()(2)( 2
рез1вих

2
рез

1вих
12

2
1вих ttu

dt
tdu

dt
tdu

⋅ω=ω+δ+ ; 

)(1)()(2)( 2
рез1вих

2
рез

1вих
22

2
1вих tti

dt
tdi

dt
tdi

⋅ω=ω+δ+ , 

де рез 1/ LCω =  – резонансна частота; 1 1 / 2R Lδ = , 2 21/ 2R Cδ =  − 
коефіцієнти загасання відповідно для послідовного і паралельного кіл. 

Отже, рівняння (7.40) і (7.41), а також аналогічні рівняння для дуальних 
відгуків кіл відрізняються тільки співвідношеннями для коефіцієнтів загасання, 
причому якщо 1 2δ δ δ= = , дуальні часові характеристики однакові: 

)(1/)()(1/)()( 1вих1вих1 ttittutg == ;    
dt

tgdth )]([)( 1
1 = ; 

)(1)()(1)()( 2вих2вих2 t/tit/tutg == ;    
dt

tgdth )]([)( 2
2 = ; 

)(1/)()1(/)()( 3вих3вих3 ttittutg == ;     
dt

tgdth )]([)( 3
3 = . 

Очевидно, що перехідні характеристики )(),(),( 321 tgtgtg  безрозмірні, а 
імпульсні – )(),(),( 321 ththth  мають розмірність 1/c. 

Слід зазначити, що активний опір 2R  паралельного кола інакше впливає 
на характер перехідних процесів і часових характеристик, ніж опір 
послідовного кола (див. підрозд.6.3): 

1) аперіодичний режим спостерігається, якщо рез2 ω>δ , 

2 0,5 / 0,5R L C ρ< = , добротність 2 2 / 0,5Q R ρ= < ; 
2) критичний режим відповідає випадку рез2 ω=δ , ρ= 5,02R , 5,02 =Q ; 
3) при коливальному режимі рез2 ω<δ , ρ> 5,02R , 5,02 >Q . 
Виведення виразів для перехідних характеристик спрощується, якщо ви-

користати результати аналізу перехідних процесів у послідовному колі R, L, C 
при увімкненні постійного джерела Е (див. п. 6.3.4) і підставити в отримані там 
співвідношення )(1 tE = . Знайдені у такий спосіб вирази для перехідних харак-
теристик із застосуванням формул (6.60) – (6.62), (6.63) – (6.65), (6.66) – (6.68), 
а також співвідношення RtituR )()( =  зведені до табл.7.1 і 7.2. Тут же наведені 
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отримані згідно з виразом (7.29) формули для імпульсних характеристик розг-
лянутих кіл. 

 
Таблиця 7.1 – Часові характеристики аперіодичних кіл R, L, C 

 

Характери-
стика 

Аперіодичний режим ( 5,0<Q ) Критичний режим 
( δ−== 21 pp ; 5,0=Q ) 

)(1 tg  ( ) )(111 21
12

21
tepep

pp
tptp ⋅








+−

−
 )(1)1(1 tet t ⋅



 δ+− δ−  

)(1 th  )(1)(
)(

1 21

21
tee

ppLC
tptp ⋅−

−
 )(12 tte t ⋅δ δ−  

)(2 tg  )(1)(δ2 21

21
tee

pp
tptp ⋅−

−
 )(12 tte t ⋅δ δ−  

)(2 th  ( ) )(1δ2 21
21

21
tepep

pp
tptp ⋅−

−
 ( ) )(112 tet t ⋅δ−δ δ−  

)(3 tg  ( ) )(11 21
21

21
tepep

pp
tptp ⋅−

−
 )(1)1( tte t ⋅δ−δ−  

)(3 th  ( ) )()(11 21 2
2

2
1

21
ttepep

pp
tptp δ+⋅−

−
 )()(1)2( 2 ttte t δ+⋅δ−δδ−  

 
Таблиця 7.2 – Часові характеристики коливальних кіл R, L, C 

 

Характери-
стика 

Коливальний режим 
( 5,0>Q ) 

Приблизні вирази для 1>>Q  
( 0;резвл =ψδ>>ω≈ω ) 

)(1 tg  )(1)cos(1 вл
вл

рез tte t ⋅







ψ−ω

ω

ω
− δ−  )(1cos1 рез tte t ⋅



 ω− δ−  

)(1 th  )(1sin вл
вл

2
рез tte t ⋅ω

ω

ω δ−  )(1sin резрез tte t ⋅ωω δ−  

)(2 tg  )(1sin2
вл

вл
tte t ⋅ω

ω
δ δ−  )(1sin1

рез tte
Q

t ⋅ωδ−  

)(2 th  )(1)cos(
2

вл
вл

рез tte t ⋅ψ+ω
ω

δω δ−  )(1cos рез
рез tte
Q

t ⋅ω
ω δ−  

)(3 tg  )(1)cos( вл
вл

рез tte t ⋅ψ+ω
ω

ω δ−  )(1cos рез tte t ⋅ωδ−  

)(3 th  )()(1)2sin( вл
вл

2
рез ttte t δ+⋅ψ+ω

ω

ω
− δ−  )()(1sin резрез ttte t δ+⋅ωω− δ−  
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У табл.7.2, крім точних формул для розрахунку часових характеристик 
коливальних кіл R, L, C, наведені приблизні вирази для характеристик резо-
нансних контурів з високою добротністю ( 1>>Q ). 

Правильність співвідношень табл.7.1 і 7.2 підтверджується розмірностями 
часових характеристик (перехідні – безрозмірні, а імпульсні – мають 
розмірність 1/c), початковими та вимушеними значеннями перехідних характе-
ристик 0)0()0( 21 =+=+ gg ; 1)0(3 =+g ; 1)(1 =∞g ; 0)()( 32 =∞=∞ gg , а також су-
марними значеннями характеристик відповідно до законів Кірхгофа (другого – 
для послідовного кола і першого – для паралельного): 

)(1)()()( 321 ttgtgtg =++ ;  )()()()( 321 tththth δ=++ . 
На рис.7.19 – 7.21 зображені графіки часових характеристик для основних 

режимів. Дельта-функцію містять тільки імпульсні характеристики )(3 th , 
оскільки 1)0(3 =+g , а 0)0()0( 21 =+=+ gg . Графіки часових характеристик 

)(3 tg  і )(3 th , а також умовне зображення дельта-функції, яка входить до скла-
ду )(3 th , показані пунктирними лініями. 
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Рисунок 7.19 – Графіки часових характеристик  
аперіодичних кіл R, L, C (Q = 0,4): а – перехідні; б – імпульсні 
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Рисунок 7.20 – Графіки часових характеристик 
 коливальних кіл R, L, C (Q = 2): а – перехідні; б – імпульсні 
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Імпульсні характеристики з фізичної точки зору описують вільні процеси, 
які проходять за рахунок запасу енергії, отриманого від вхідної дельта-функції.  

У момент часу 0+=t  послідовне коло є розімкненою ділянкою за рахунок 
індуктивності ( 0)0( =−Li ), а паралельне – коротким замиканням, оскільки 

0)0( =−Cu . Дія )(tδ  у першому випадку призводить до появи стрибка струму і 
початкового значення )(2 th : 

L
dtt

L
i 1)δ(1)0(

0

0
==+ ∫

+

−
;       1

1
12вих2 δ2)0()0()0( ==+=+=+

L
RiRuh , 

а у другому – стрибка напруги на ємності та початкового значення )(2 th : 

C
dtt

C
u 1)δ(1)0(

0

0
==+ ∫

+

−
;  ( )

2
22

22 δ210)0()0( ==
+

=+=+
CRR
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 t 
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Рисунок 7.21 – Графіки часових характеристик кіл R, L, C  
з високою добротністю (Q = 15): а – перехідні; б – імпульсні 
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7.4 Запитання та завдання для самоперевірки  
      і контролю засвоєння знань 
 
1. У чому полягає обмеженість застосування класичного методу для аналізу 

проходження сигналів у лінійних електричних колах? 
2. На якому принципі ЛЕК грунтується часовий метод аналізу перехідних 

процесів? 
3. Як визначається і які властивості має типова дія у вигляді одиничної 

функції?  
4. Дати визначення перехідної характеристики кола )(tg  і пояснити її фізичне 

значення. Яку розмірність має )(tg ? Як експериментально знайти )(tg ?  
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5. Які співвідношення існують між )(tg  і ( )H ω  для граничних значень t  та 
ω? Як пов’язані граничні значення з коефіцієнтами диференціального рівняння кола? 

Рисунок 7.22 – Схема кола 

2R

1L  

)(вих tgu =  

)(1вх tu =  
1R  

2L

6. Знайти перехідну характеристику 
кола (рис.7.22) для вказаних на схемі дії вхu  і 
відгуку вихu . Перевірити для даного кола 
граничні співвідношення (7.7) і (7.8) між )(tg  
і ( )H ω . Побудувати графік перехідної харак-
теристики за умови RRR == 21 ; LLL == 21 . 

Відповідь: 
)(1)1()( 21 // teetg tt ⋅−−= τ−τ− , 

 де 222111 /,/ RLRL =τ=τ ; 
1)0()( ==∞ jHg ; .1)()0( −=∞=+ jHg  

7. Як визначається і які властивості має типова дія у вигляді дельта-функції? 
Чи порушуються при цій дії закони комутації? 

8. Дати визначення імпульсної характеристики кола )(th . Які її розмірність і 
фізичне значення? Як експериментально знайти імпульсну характеристику?  

9. Який аналітичний зв’язок існує між імпульсною і перехідною характеристи-
ками кола? Коли імпульсна характеристика містить дельтаподібний доданок? 

10.  Знайти імпульсну характеристику кола (рис.7.22), використовуючи її 
зв’язок з перехідною характеристикою.  

Відповідь: )()(1)11()( 21 /

2

/

1
tteeth tt δ−⋅

τ
+

τ
= τ−τ− . 

11.  Яким співвідношенням для кіл R, C; R, L першої групи між сталими часу і 
часовими параметрами дії відповідає неспотворена передача та інтегрування дії? 

12.  За яких співвідношень між сталими часу кіл R, C; R, L другої групи і часо-
вими параметрами дії існує неспотворене відтворення і диференціювання дії? 

13.  Як пов’язані стала часу і гранична частота смуги пропускання типових кіл 
R, C; R, L? 

14.  Перевірити для імпульсних характеристик високодобротних коливальних 
контурів виконання співвідношення 22 п =τω∆ , де δ=τ /1  – стала часу. 

15. Яку з часових характеристик доцільно використовувати для аналізу відгуку 
кола на ступінчасту дію? 
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• Пряме перетворення Лапласа. Оригінали і зображення 
• Зображення деяких дій 
• Співвідношення між зображеннями струмів і напруг в елементах кола 

• Операторна форма закону Ома і законів Кірхгофа 
        за нульових початкових умов 
• Визначення оригіналу відгуку 
• Урахування ненульових початкових умов 
• Операторна передатна функція кола, її властивості.  
        Нулі та полюси операторної передатної функції 
• Зв’язок операторної передатної функції з комплексною передатною 
        функцією. Амплітудно-квадратична характеристика кола, її властивості 
• Зв’язок операторної передатної функції з часовими характеристиками 
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П. Лаплас 
М.Є. Ващенко-Захарченко 

Г. Ріман 

ОПЕРАТОРНИЙ МЕТОД 
ДОСЛІДЖЕННЯ КІЛ 
У НЕСТАЦІОНАРНОМУ РЕЖИМІ 
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8 ОПЕРАТОРНИЙ МЕТОД ДОСЛІДЖЕННЯ КІЛ 
У НЕСТАЦІОНАРНОМУ РЕЖИМІ 

 
Класичний метод дослідження кіл у нестаціонарному режимі є ефектив-

ним за наявності у колі не більше двох незалежних накопичувачів енергії та за 
умови, що коло живиться в усталеному режимі від джерела постійної чи сину-
соїдної напруги (струму). При цьому вільна і вимушена складові мають певне 
фізичне значення, а їхні параметри можна дослідити безпосередньо за схемою 
кола. Збільшення порядку кола суттєво ускладнює обчислення сталих 
інтегрування, які визначають вільні коливання. Крім того, при дії джерела ко-
ливань довільної форми визначення вимушеної складової стає громіздкою зада-
чею. За цих умов ефективнішим є розв’язання диференціального рівняння кола 
за допомогою операційного числення. Одним з перших вітчизняних вчених, хто 
застосував операційне числення для інтегрування лінійних диференціальних 
рівнянь, був М.Є. Ващенко-Захарченко1. 

Метод аналізу кіл у нестаціонарному режимі з використанням опе-
раційного числення має назву операторного методу. 

Операторний метод не потребує визначення сталих інтегрування і почат-
кових значень відгуку, а дозволяє, розв’язуючи алгебраїчні рівняння, складені 
на підставі закону Ома та законів Кірхгофа, отримати функцію, однозначно 
пов’язану з відгуком. 

 
 8.1 Пряме перетворення Лапласа. Оригінали і зображення 

 
Операторний метод грунтується на перетворенні функції )(tf  дійсної 

змінної t (миттєвого значення струму чи напруги) у функцію )( pF  комплексної 
змінної p (оператор ω+σ= jp  має назву комплексної частоти) за допомогою 
прямого перетворення Лапласа2: 

∫
∞

−=
0

)()( dtetfpF pt .                                              (8.1) 

                                                           
1 Ващенко-Захарченко Михайло Єгорович (1825–1912) – український математик. 
Народився у Полтавській області, навчався у Київському університеті, потім у 
Парижі. Монографія «Символічне числення та його застосування до інтегрування 
лінійних диференціальних рівнянь» (1862) була однією з перших робіт з операційного 
числення. Надрукував низку посібників з математики (елементарна геометрія, корот-
кий курс теорії визначників, аналітична геометрія та алгебраїчний аналіз). 
2 Лаплас П’єр Сімон, Laplace (1749–1827) – французький математик, фізик і астро-
ном, член Паризької, Петербурзької та інших АН. Автор багатьох фундаментальних 
робіт з математики, експериментальної і математичної фізики та небесної механіки. 
Розвинув теорію диференціальних рівнянь, теорію ймовірностей, теорію помилок. 
Займався питаннями теплопровідності, електродинаміки. Запропонував новий метод 
обчислення орбіт небесних тіл, розробив теорію руху супутників Юпітера, визначив 
величину стиснення Землі біля полюсів тощо. 
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Функція дійсної змінної )(tf  називається оригіналом, а відповідна їй 
функція комплексної змінної )( pF  − зображенням за Лапласом або просто зоб-
раженням. До простору оригіналів належать функції, які: 

1) мають нульове значення при від’ємних значеннях аргументу:         
0)( =tf , 0<t  (з огляду на це, нижня межа інтеграла (8.1) дорівнює нулю, а пе-

ретворення (8.1) має назву однобічного); 
2) мають обмежене зростання: tMetf σ<)( , де σ,M  − дійсні додатні ве-

личини; 
3) належать до кусково-неперервних функцій, котрі зі своїми похідними 

досить високого порядку є неперервними при всіх значеннях 0>t , крім 
скінченної кількості точок розриву першого роду. 

Слід зазначити, що всі дії, які генеруються реальними джерелами, − це 
функції, що задовольняють наведеним вимогам, тобто належать до простору 
оригіналів. Відповідність зображення оригіналу позначається: ( ) [ ( )]F p f t= L  і 
є однозначною (L − оператор Лапласа). Функції )( pF  утворюють простір зоб-
ражень і мають низку властивостей, що полегшує перехід до оригіналу. 

 
8.2 Зображення деяких дій 
 
Нижче розглянуті деякі дії, які описуються простими функціями і часто 

зустрічаються на практиці. Як і раніше (див. розд.6 і 7), вважається, що кому-
тація (перехід кола у нестаціонарний режим) відбувається у момент часу 0=t .  

Увімкнення до кола джерела постійної напруги чи струму можна описати 
функцією 

)(1)( tAtf ⋅= , 
де A  − константа, яка залежно від типу джерела вимірюється у вольтах чи 

амперах; 0,1)(1 ≥= tt  − функція Хевісайда. 
Зображення функції )(1 t  визначають за формулою (8.1): 

0 0 0

1[1( )] 1( )
pt

pt pt et t e dt e dt
p p

∞−∞ ∞
− − −

= ⋅ = = =∫ ∫L ;                           (8.2) 

тоді [ 1( )] AA t
p

⋅ =L . (8.3) 

Якщо дією є експоненційний імпульс, оригінал, що йому відповідає, запи-
сують як )(1)( tAetf t ⋅= α− , де )0(fA = ; коефіцієнт α  (одиниця вимірювання 

-1c ) визначає швидкість спаду імпульсу. 
Перетворення Лапласа від цієї функції визначається за формулою: 

α+
=
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−===

∞α+−∞
α+−−

∞
α− ∫∫ p
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AedteAdteAepF
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tpptt
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на підставі якої можна записати: 

[ ]t AAe
p

α

α
± =

m
L .                                              (8.4) 

Ідеалізацією прямокутного імпульсу з тривалістю τ , висотою 
τ
1  і одинич-

ною площею, як показано вище (див. підрозд.7.2), є дельта-функція )(tδ  − оди-
ничний імпульс, зображення якої визначається виразом: 

0
[ ( )] ( ) ptt t e dtδ δ

∞
−= ∫L . 

Добуток двох функцій )(tδ  та pte−  відрізнятиметься від нуля тільки при 
0=t , оскільки 0)( ≠δ t , якщо 0=t . Другий множник у цей момент часу стано-

вить 1
0
=

=
−

t
pte . Тоді 

0
[ ( )] ( ) 1t t dtδ δ

∞
= =∫L , бо інтеграл від дельта-функції – це 

площа, обмежена )(tδ  і віссю t , отже 
[ ( )] 1tδ =L .                                                    (8.5) 

Співвідношення для деяких складніших функцій, що належать до просто-
ру оригіналів, наведені у табл.8.1. 

 
Таблиця 8.1 – Відповідності зображень і оригіналів 

 
№ [ ( )]f tL  )(tf  

1 1 )(tδ  

2 1/ p  )(1 t  

3 21/ p  t  

4 np
1

  
)!1(

1

−

−

n
t n

  (n = 1,2, … ) 

5 
α±p

A
 tAe αm  

6 
)( α+pp

A
 )1( teA α−−

α
 

7 2)( α+p
A

 tAte α−  

8 
β+
α+

p
p

 tet β−β−α+δ )()(  
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 Закінчення табл. 8.1 
 

9 
))(( β+α+ pp

A
 )( tt eeA β−α− −

α−β
 

10 
))(( β+α+ pp

Ap
 )( tt eeA β−α− β−α

β−α
 

11 2ω+
ψω−ψ

2
sincos

p
pA  )cos( ψ+ωtA  

12 2ω+
ψω+ψ

2
cossin

p
pA  )sin( ψ+ωtA  

13 22)(
sincos)(

ω+δ+
ψω−ψδ+

p
ApA

 )cos( ψ+ωδ− tAe t  

14 22)(
cossin)(

ω+δ+
ψω+ψδ+

p
ApA

 )sin( ψ+ωδ− tAe t  

15 
])[( 2 2ω+δ+pp

A
 )]arctgcos(1[

ω
δ

−ω
ω
ω+δ

−
ω+δ

δ−
22

22 teA t  

 
Переходячи від оригіналів до зображень, доцільно використовувати вла-

стивості прямого перетворення Лапласа. Більшість з цих властивостей форму-
люється у вигляді теорем, наведених у табл.8.2. 
 

Таблиця 8.2 – Властивості перетворення Лапласа 
 

№ Теорема Математичне формулювання 
1 Лінійності 

1 1
[ ( )] [ ( )]

n n
k k k k

k k
A f t A f t

= =
=∑ ∑L L  

2 Диференціювання [ '( )] [ ( )] ( 0)f t p f t f= − +L L ; 

( ) ( 1)

1
[ ( )] [ ( )] ( 0)

nn n n k k

k
f t p f t p f− −

=
= − +∑L L  

3 Інтегрування 

0

[ ( )][ ( ) ] f tf t dt
p

∞
=∫
LL  

4 Запізнення 0
0[ ( )] [ ( )] ptf t t f t e−− =L L  

5 Згортки 

0
[ ( )] [ ( )] ( ) ( )

t
f t t f t dφ τ φ τ τ⋅ = −∫L L  

6 Граничні співвідношення, 
якщо існує 

∞→t
tf )(lim  0

lim [ ( )] lim ( )
p t

p f t f t
→∞ →+

=L  

0
lim [ ( )] lim ( )

p t
p f t f t

→ + →∞
=L  
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8.3 Співвідношення між зображеннями струмів і напруг 
          в елементах кола  

 
Опір. Нехай струм )(tiR , який протікає в опорі, описується функцією, що 

належить до простору оригіналів, тобто [ ( )] ( )R Ri t I p=L , тоді 

∫
∞

−=
0

)()( dtetipI pt
RR .                                             (8.6) 

Для зображення напруги )( pU R , на підставі закону Ома можна записати: 

∫ ∫
∞ ∞

−− ===
0 0

)()()()( pIRdtetiRdtetiRpU R
pt

R
pt

RR .                   (8.7) 

Рівняння (8.7) є операторною формою закону Ома. Отже, зображення на-
пруги дорівнює добутку зображення струму і операторного опору, який 
збігається зі звичайним опором R . 

Індуктивність. Якщо напруга і струм в індуктивності – функції часу, які 
належать до простору оригіналів, їх зображення становитимуть відповідно: 

[ ( )] ( )L Lu t U p=L ;      [ ( )] ( )L Li t I p=L . 
Миттєве значення струму в індуктивності визначається через миттєве зна-

чення напруги )(tuL : 

∫
∞−

=
t

LL dttu
L

ti )(1)( . 

Якщо поділити інтервал інтегрування на два півінтервали: до і після ко-
мутації, останній вираз матиме вигляд: 

∫∫
+

+

∞−
+=

t

LLL dttu
L

dttu
L

ti
0

0
)(1)(1)( . 

Щоб знайти струм в індуктивності для 0≥t , слід врахувати перший дода-
нок (частину струму), пропорційний (з коефіцієнтом L/1 ) площі, яка обмежена 
функцією )(tuL  і віссю часу на півінтервалі ( ∞− ,+0]. Ця постійна величина є 
струмом в індуктивності у момент комутації і позначається )0(+Li . Тоді 

∫
+

++=
t

LLL dttu
L

iti
0

)(1)0()( .                                        (8.8) 

Струм )0(+Li  можна вважати струмом постійного джерела струму, який в 
момент комутації умовно приєднується до індуктивності. Дію цього джерела 
враховують функцією )(1)0( tiL ⋅+ , зображення якої визначають за форму-
лою (8.3): 

( 0)[ ( 0) 1( )] L
L

ii t
p
+

+ ⋅ =L .                                         (8.9) 
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Другий доданок у виразі (8.8), тобто зображення тієї частини струму в 
індуктивності, що змінюється у часі для 0≥t , можна знайти за теоремою 
інтегрування (табл.8.2): 

0

1 1( ) ( ).
t

L Lu t dt U p
L pL
 

= 
 

∫L                                    (8.10) 

З урахуванням співвідношень (8.9) і (8.10) рівність (8.8), перетворена за 
Лапласом, має вигляд: 

)(1)0()( pU
pLp

ipI L
L

L +
+

= .                                      (8.11) 

За нульових початкових умов ( 0)0( =−Li ) на підставі першого закону ко-
мутації 0)0()0( =+=− LL ii  рівняння (8.11) набуває вигляду: 

pL
pUpI L

L
)()( = .                                                 (8.12) 

Комплексну величину 
pLpZL =)(                                                    (8.13) 

називають операторним опором індуктивності. 
Рівняння (8.12) є операторною формою закону Ома для індуктивності за 

нульових початкових умов. 
Ємність. Припустимо, що струм )(tiC  в ємності має зображення 

[ ( )] ( )C Ci t I p=L , а напруга )(tuC  – зображення [ ( )] ( )C Cu t U p=L . Миттєве зна-
чення напруги на ємності становить: 

dtti
C

tu
t

CC ∫
∞−

= )(1)( . 

Якщо поділити інтервал інтегрування на два півінтервали: ( 0,+∞− ] та 
( t,0+ ], тоді 

∫∫
+

+

∞−
+=

t

CCC dtti
C

dtti
C

tu
0

0
)(1)(1)( . 

Тобто напруга на ємності для 0+≥t  складається з двох доданків, перший 
з яких враховує напругу в момент комутації і дорівнює постійній величині 

∫
+

∞−
=+

0
)(1)0( dtti

C
u CC , яка пропорційна площі, обмеженій кривою струму )(tiC  та 

віссю t  на півінтервалі ( ]0,+∞− . 
Тоді попереднє рівняння записується у вигляді: 

∫
+

++=
t

CCC dtti
C

utu
0

)(1)0()( .                                   (8.14) 

Напругу )0(+Cu  можна також вважати напругою на затискачах ідеального 
джерела напруги, яке умовно приєднується послідовно з ємністю в момент 
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комутації. Дію цієї напруги на коло для 0≥t  враховують функцією 
)(1)0( tuC ⋅+ , зображення якої за формулою (8.3) становить: 

[ ] ( 0)( ) 1( ) C
C

uu t t
p
+

⋅ =L . 

Другий доданок у виразі (8.14) відповідає змінній напрузі на ємності для 
0≥t . Ця напруга обумовлена струмом )(tiC , який належить до простору 

оригіналів. Згідно з табл.8.2 визначають зображення цього доданку: 

0

( )1 ( )
t

C
C

I pi t dt
C pC
 

= 
 

∫L . 

Остаточно перетворення за Лапласом виразу (8.14) матиме вигляд: 

)(1)0()( pI
pCp

upU C
C

C +
+

= .                                   (8.15) 

Якщо початкові умови нульові: 0)0( =−Cu , з урахуванням другого закону 
комутації 0)0()0( =−=+ CC uu  рівняння (8.15) буде таким: 

)(1)( pI
pC

pU CC = .                                             (8.16) 

Коефіцієнт при зображенні струму у формулі (8.16) називають оператор-
ним опором ємності та позначають 

pC
pZC

1)( = .                                                    (8.17) 

Вираз (8.16) є операторною формою закону Ома для ємності за нульових 
початкових умов. Слід зазначити, що операторні опори можна перетворити в 
комплексні формальною заміною оператора p  на ωj . Функція комплексної 
змінної p , обернена операторному опору, є операторною провідністю. Форму-
ли операторних опорів і провідностей елементів кола наведені у табл.8.3. 

 
Таблиця 8.3 – Операторні опори і провідності 
 
Елемент кола Операторний опір Операторна провідність 

R R RG /1=  
L pLpZL =)(  pLpYL /1)( =  
C pCpZC /1)( =  pCpYC =)(  

 
8.4 Операторна форма закону Ома і законів Кірхгофа 
      за нульових початкових умов 
 
На рис.8.1,а зображене коло, утворене послідовним з`єднанням елементів 
CLR ,, , до якого прикладена напруга )(tu . Функція )(tu  належить до простору 

оригіналів.  
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Рисунок 8.1 – Послідовне (а) і паралельне (б) з′єднання R, L, C 
а 

R  L  

)(tuR )(tuC  

)(tu  

)(tuL

C  ( )i t
 

)(ti  

L  C

)(tiR )(tiC

)(tu  

)(tiL  

R  

б 

 
 

Для цієї схеми рівняння за другим законом Кірхгофа при 0≥t  таке: 
)()()()( tutututu CLR ++= . 

У просторі зображень це рівняння згідно з теоремою лінійності (див. 
табл.8.2, п.1) набуває вигляду: 

)()()()( pUpUpUpU CLR ++= .                                 (8.18) 
Вираз (8.18) є другим законом Кірхгофа в операторній формі. Якщо вра-

хувати співвідношення (8.7), (8.12) і (8.16), за нульових початкових умов: 





=−
=−

0)0(
;0)0(

C

L

u
i

                                                 (8.19) 

рівняння (8.18) буде таким (оскільки на підставі законів комутації 
0)0(,0)0( =+=+ CL ui ): 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1/ )U p RI p pL I p I p I p R pL pC
pC

= + + = + + .           (8.20) 

Опір, який дорівнює сумі операторних опорів послідовно з`єднаних еле-
ментів, є операторним опором кола (рис.8.1,а): 

( ) 1/Z p R pL pC= + + .                                           (8.21) 
Тоді вираз (8.20) матиме вигляд )()()( pZpIpU = , або 

.
)(
)()(

pZ
pUpI =                                                   (8.22) 

Формула (8.22) є найзагальнішим записом закону Ома в операторній 
формі. Її можна використовувати для складного кола при складній дії за нульо-
вих початкових умов. 

Для паралельного з`єднання елементів CLR ,,  (рис.8.1,б) за першим зако-
ном Кірхгофа можна записати: 

)()()()( titititi CLR ++= .                                       (8.23) 
Якщо загальний струм )(ti  є складною функцією, яка належить до про-

стору оригіналів, враховуючи співвідношення (табл.8.2, п.1) пряме перетворен-
ня за Лапласом рівняння (8.23) буде таким: 

)()()()( pIpIpIpI CLR ++= .                                    (8.24) 
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Вираз (8.24) є першим законом Кірхгофа в операторній формі. Оскільки 
з’єднання паралельне, напруга на всіх елементах кола однакова і становить: 

)(tu , [ ]( ) ( )u t U p=L . 
Виходячи із співвідношень (8.7), (8.12), (8.16), з огляду на нульові почат-

кові умови (8.19), можна записати: 

pC
pU

pL
pU

R
pUpI

/1
)()()()( ++= , або 

( ) ( )( 1/ )I p U p G pL pC= + + .                                    (8.25) 
У формулі (8.25) вираз у дужках – це сума операторних провідностей 

елементів кола (див. табл.8.3), яка утворює операторну провідність кола )( pY : 
( ) 1/Y p G pL pC= + + .                                             (8.26) 

З огляду на співвідношення (8.26), рівняння (8.25) матиме вигляд: 
)()()( pYpUpI = .                                                (8.27) 

Рівняння (8.22), (8.27) є законом Ома в операторній формі відносно за-
тискачів двополюсника. Залежно від типу джерела, що вмикається до двопо-
люсника, відгук в операторній формі визначають через операторні опір або 
провідність, які встановлюють залежність між зображеннями напруги та стру-
му. Операторні опір і провідність двополюсника є оберненими функціями: 

)(
1)(
pY

pZ = .                                                  (8.28) 

Отже, при складних діях, тобто у нестаціонарному режимі, коло можна 
описати рівняннями, складеними за законами Ома і Кірхгофа в операторній 
формі, які аналогічні відповідним законам у комплексній формі для усталеного 
режиму при синусоїдній дії. Тому усі методи розрахунку кіл для комплексних 
амплітуд (або комплексних діючих значень) – метод еквівалентних перетво-
рень, накладання, еквівалентного джерела, вузлових напруг тощо – справедливі 
для зображень струмів і напруг. Елементи кола при цьому визначаються опера-
торними опорами або операторними провідностями. Єдине обмеження при 
застосуванні перелічених методів – наявність нульових початкових умов. 

Приклад 8.1. Знайти зображення струму у колі (рис.8.2, а), якщо дією є напру-
га )(tu , причому [ ]( ) ( )u t U p=L . 

Розв`язання. Зображення струму визначимо за законом Ома (8.22): 

)(
)()(

pZ
pUpI = , 

де 2 1( ) 1/ ( )Z p R Y p= +  − вхідний опір пасивного двополюсника; 

1 1 1 1( ) 1/ (1 ) /Y p R pC pR C R= + = +  − операторна провідність паралельно з`єднаних 
опору 1R  і ємності C . 

Після підстановки )(1 pY виходить: 

1 1 2 1 2
2

1 1
( )

1 1
R R R pR R CZ p R
pR C pR C

+ +
= + =

+ +
.                            (8.29) 
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Шукане зображення струму становитиме: 
1 1

1 2 1 2 2

( )(1 ) ( )( 1/ )( )
( 1/ )

U p pR C U p p CRI p
R R pR R C R p τ

+ +
= =

+ + +
,                        (8.30) 

де 1 2 1 2/( )CR R R Rτ = +  − стала часу, яка визначається при замкнених вхідних 
затискачах двополюсника. 
 
 
 
 

Рисунок 8.2 – Схеми кіл у прикладах: а – 8.1; б – 8.2 
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Приклад 8.2. Вважаючи відомим зображення напруги, що діє на затискачах 

двополюсника (рис.8.2, б), визначити зображення 1( )I p  струму 1( )i t  у котушці 1L , 
яка індуктивно зв`язана з котушкою 2L . Взаємна індуктивність M ; початкові умови 
нульові: 1 2( 0) 0, ( 0) 0i i− = − = . 

Розв’язання. Операторний опір індуктивності pL  отримаємо з комплексного 
опору Ljω  заміною p  на ωj . Аналогічно знаходимо операторний опір взаємної 
індуктивності pMpZM =)(  ( MjjZM ω=ω)( ). Після комутації (увімкнення дії) у 
колі виникають струми, які визначимо методом рівнянь Кірхгофа.  

Вважаючи, що існують відповідності: [ ]1 1( ) ( )i t I p=L , [ ]2 2( ) ( )i t I p=L , скла-
демо рівняння за другим законом Кірхгофа відносно зображень цих струмів, врахува-
вши що 3 1 2( ) ( ) ( )i t i t i t= − : 
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Знак “−” операторного опору взаємної індуктивності відповідає узгодженому 
увімкненню індуктивно зв`язаних котушок 1L  і 2L  (при цьому напруги само- і 
взаємоіндукції мають однакові знаки), знак “+” відповідає зустрічному увімкненню. 
Матрична форма розглянутих рівнянь має вигляд: 
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Розв’язуючи систему (8.31) відносно зображення першого струму, отримуємо: 
2

2 2
1 3 2 2

1 2 1 2 2 1 e 1 2 1 2

( )( 1)( )
( ) ( ) ( )

U p p L C pCRI p
p C L L M p C L R L R p L CR R R R

+ +
=

− + + + + + +
,    (8.32) 

де MLLL 221e ±+=  – еквівалентна індуктивність, причому для реальних кіл 

завжди виконуються нерівності: 02
21 >−MLL  і 0221 >−+ MLL . 

Отже, у розглянутих прикладах рівняння відносно зображень струмів, на-
пруг, ЕРС складаються за законами Ома і Кірхгофа в операторній формі безпо-
середньо за схемою кола. Ці рівняння – алгебраїчні, на відміну від рівнянь для 
оригіналів, які є інтегро-диференціальними. Розв’язок алгебраїчних рівнянь 
відносно шуканого зображення відгуку – нескладна алгебраїчна задача. 

Так, у прикладах 8.1 і 8.2, зображення шуканих струмів (8.30), (8.32) ста-
новлять добуток зображення дії [ ]1( ) ( )f t U p=L  і дробово-раціональної функції 
(ДРФ) комплексної змінної p , яка визначає передатні властивості кола. Тобто 
зображення відгуку [ ]2( )f tL  утворює функцію комплексної змінної )(2 pF , яка 
також дробово-раціональна:  

)(
)()(2 pQ

pPpF = , 

де )( pP  і )( pQ  – поліноми комплексної змінної p , коефіцієнти яких – 
дійсні числа, що залежать від параметрів елементів кола, способу з’єднання 
елементів, а також від зображення дії. 

Тобто )(2 pF  є функцією, складнішою за )(1 pF , що перетворює перехід до 
оригіналу відгуку у найскладніший етап аналізу кола у нестаціонарному режимі 
операторним методом. Є декілька способів визначення оригіналу відгуку. 

 
8.5 Визначення оригіналу відгуку 

 
Оригінал відгуку можна знайти трьома способами. 
Перший спосіб. Необхідно перетворити отримане зображення )(2 pF  до 

вигляду однієї з функцій )( pF , які попередньо розраховані та наведені у 
довідкових таблицях, що містять деякі відповідності зображень і оригіналів 
(див. наприклад, табл.8.1, де зображення записане у лівому стовпчику, а шука-
ний оригінал – у тому ж рядку праворуч). 

Другий спосіб. Якщо )(2 pF  – правильний дріб (варіант неправильного 
дробу розглядатиметься нижче), його треба розкласти на прості дроби (цей 
прийом застосовують у математиці при інтегруванні) і, виходячи з властивості 
лінійності перетворення Лапласа, для кожного простого дробу знайти 
відповідні оригінали, сума яких і утворить відгук )(2 tf . 

Щоб розкласти )(2 pF  на прості дроби, слід визначити корені полінома 
)( pQ , тобто розв’язати рівняння: 
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0)( =pQ .                                                       (8.33) 
Це дає можливість подати поліном n -го  порядку )( pQ  у вигляді: 

)(...))(()( 21 nn ppppppbpQ −⋅⋅−−= , 
де nb  – коефіцієнт при p  у найвищому степені.  
Якщо поліном )( pQ  має прості корені, вони обов’язково будуть дійсними 

від’ємними числами k kp α= −  (у цьому можна переконатись, розв'язуючи 
рівняння (8.30), (8.32), нижче це буде обгрунтовано). Тоді зображення відгуку 
матиме вигляд:  

n

n
pp

A
pp

A
pp

ApF
−

++
−

+
−

= ...)(
2

2

1

1
2 ,                             (8.34) 

де nAAA ...,,, 21  – константи, які визначають за методом прирівнювання 
коефіцієнтів при однакових степенях чисельників лівої і правої частин виразу 
(8.34) або за формулою: 

)(
)(
)(lim kppk pp

pQ
pPA

k
−=

→
.                                       (8.35) 

Кожному дробу у виразі (8.34) відповідає оригінал t
k

keA α−  (табл.8.1, п.5), 
причому знак «−» у показнику степеня обумовлений від’ємними значеннями 
коренів k kp α= − . 

Для кратних дійсних коренів kp  функція )(2 pF  містить прості дроби: 

kkk pp
A

pp
A

pp
A

−
++

−
+

)−( 1−ν
1−ν

ν
ν 1...

)(
,                          (8.36) 

де ν  – кратність кореня kp . 
Якщо поліном )( pQ  має комплексно-спряжені прості корені 

ω±δ−= jp 2,1 , кожній парі таких коренів відповідає простий дріб 

01
2 bpbp

DBp
++

+ .                                               (8.37) 

Слід зауважити, що коефіцієнти 01, bb  − дійсні та додатні, а коефіцієнти 
полінома )( pQ  − дійсні. Це можливо за умови: 0Re <p . Знаменник дробу 
(8.37) можна записати, як 22 2))(( ω+δ+δ+=ω+δ+ω−δ+ 2ppjpjp , тобто 

2
1 2 ω+δ=,δ= 2

0bb . Тоді можна скористатись відповідністю (табл.8.1, п.13): 

2 2
cos ( cos sin )cos( )

( )
t A p AAe t

p
δ ψ δ ψ ω ψω ψ

δ ω
− + − + =  + +

L . 

Щоб визначити коефіцієнти A  і ψ , треба розв’язати систему: 





=ψω−ψδ
=ψ

.)sincos(
;cos

DA
BA

 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 359

Якщо поліном )( pQ  має комплексно-спряжені корені kkk jp ω±δ−= , 
кратність яких ν , тоді зображення )(2 pF  містить прості дроби: 

....
)()( 01

2
11

1
01

2
11

01
2 bpbp

DpB
bpbp

DpB
bpbp

DpB
++

+
++

++
+

+
++

+
−ν

−ν−ν
ν

νν              (8.38) 

Як правило, кратність коренів не перевищує двох. 
Якщо дріб )(2 pF  – неправильний, необхідно виділити цілу частину, тобто 

подати його як суму многочлена і правильного дробу. Так, якщо функція 

bp
appF

+
+

=)(2 , діленням чисельника на знаменник знаходять зображення: 

bp
abpF

+
−

−=1)(2 ,                                                 (8.39) 

якому відповідає оригінал tbeabttf −−−)(δ= )()(2 . 
Третій спосіб. Перехід від зображення )(2 pF  до оригіналу можна вико-

нати за оберненим перетворенням Лапласа, яке для відповідності 
[ ]( ) ( )f t F p=L  має вигляд: 

1 1( ) [ ( )] ( )
2

j
pt

j
f t F p F p e dp

j

σ

σπ

+ ∞
−

− ∞
= = ∫L .                            (8.40) 

В теорії функцій комплексної змінної формула (8.40) має назву формули 
обернення Рімана3 – Мелліна4. Обернене перетворення Лапласа визначають, 
обчислюючи лишки функції )(2 pF  в особливих точках, які збігаються зі зна-
ченнями коренів kp  полінома )( pQ  (8.33). Якщо кількість особливих точок 
дорівнює s , можна записати: 

pts

k
k epFrestf )()( 2

1
2 ∑

=
= .                                         (8.41) 

Значення лишку визначається за формулою: 

kpp

ptpt
k e

pQ
pPepFres

=′
=

)(
)()(2 .                                 (8.42) 

                                                           
3 Ріман Георг Фрідріх Бернгард, Riemann (1826–1866) – німецький математик. Ство-
рив і застосував для розв’язання фізичних задач нові методи інтегрування диференці-
альних рівнянь з частинними похідними. Його ім’ям названі: теорема про алгебраїчні 
функції (теорема Рімана-Роха), матриця у теорії абелевих функцій, метод розв’язання 
гіперболічних рівнянь, функції Рімана та ін. Увів так звані Ріманові поверхні, важливі 
при дослідженнях аналітичних функцій. Його роботи відіграли значну роль у розвит-
ку теорії функцій комплексної змінної та аналітичної теорії чисел. 
4 Меллін Роберт Хільмар (1854–1933) – фінський математик. Професор, а згодом 
директор Політехнічної школи у Гельсинки. Основні праці присвячені 
диференціальним та інтегральним рівнянням. Інтегральне перетворення Мелліна ши-
роко застосовують у математичній фізиці та теорії функцій. 
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Якщо корені – комплексно-спряжені, лишки теж комплексно-спряжені, а 
їх сума дорівнює ]Re[2 res . Формула (8.41) дозволяє визначити лишки для про-
стих коренів. За наявності кратних коренів kp  з кратністю s  лишок визна-
чається як 

1

1

2 )!1(
1)( −

−

−
= s

s
pt

k dp
d

s
epFres

kpp

pts
k epp

pQ
pP

=








− )(

)(
)( .            (8.43) 

Нижче наведені приклади визначення оригіналів відгуків. 
Приклад 8.3. Знайти оригінал відгуку )(ti  в схемі з прикладу 8.1 (рис.8.2, а), 

якщо дією є напруга ).(1)( 0 teUtu ⋅= ατ−  
Розв’язання. Зображення дії на підставі виразу (8.4) становить: 

.)( 0
α+

=
p
UpU                                                  (8.44) 

За формулою (8.30) з урахуванням виразу (8.44) запишемо зображення відгуку: 
0 1

2

( 1/ ) ( )( ) .
( )( 1/ ) ( )
U p CR P pI p

R p p Q pα τ
+

= =
+ +

 

Використовуючи значення коренів знаменника )( pQ  1 2 1/p pα τ= − , = − , роз-
кладемо )( pI  на прості дроби: 

1 2( )
1/

A AI p
p pα τ

= +
+ +

.                                            (8.45) 

Коефіцієнти 21, AA  знайдемо за формулою (8.35): 
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   (8.46) 

Отже, коефіцієнти 1A  і 2A  визначені через параметри кола та дії. Враховуючи 
вираз (8.4), перетворимо зображення струму (8.45) до оригіналу: 

/
1 2( ) .t ti t A e A eα τ− −= +                                            (8.47) 

Вигляд часової діаграми відгуку залежить від співвідношення між α  і τ/1 . 
Спочатку розглянемо варіант 1/α τ< . Нехай 1/ 4α τ= . Для спрощення візьмемо 

RRR == 21  ( 2/CR=τ ), тоді з урахуванням виразу (8.46) матимемо: 

СR
21

=
τ

,    
CR2
1

=α ,    
CR2
31

=α−
τ

,    
R

UA
3

0
1 = ,    

R
UA
3

2 0
2 = , 

а шуканий струм становитиме: 
/ 2 2 /0( ) ( 2 )

3
t RC t RCUi t e e

R
− −= + . 
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Графік миттєвого значення струму зображено на рис.8.3, а. Струм, як і дія, має 
імпульсну форму, але імпульс відгуку “гостріший” і прямує до нуля, залишаючись 
додатним. 

Знайдемо струм при 2 /α τ≥ . Нехай 2 /α τ= , ,21 RRR ==  тоді 

1 0 2 01/ 2 / , 3 / 2 , / 2RC A U R A U Rτ α− = − = = − , а шуканий струм становитиме: 

4 / 2 /0( ) (3 )
2

t RC t RCUi t e e
R

− −= − . 

З графіка )(ti , зображеного на рис.8.3, а, видно, що струм також має імпульсну 
форму, але на відміну від попереднього випадку в момент часу 1t  змінює свій напря-
мок внаслідок розрядження ємності. 

 

Рисунок 8.3 – Часова залежність струму у прикладах: а – 8.3; б – 8.4  

)(ti  

 t 0 

R
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Приклад 8.4. Визначити оригінал струму у прикладі 8.3 за умови дії 
)(δ= tVtu )(  (постійна величина V має розмірність cB ⋅ ). 

Розв’язання. Зображення дії знайдемо, враховуючи формулу (8.5): 
[ ]V t Vδ⋅ ( ) =L . 

Згідно з виразом (8.30) зображення відгуку має вигляд: 
1

2

( 1/ )( ) .
( 1/ )

V p CRI p
R p τ

+
=

+
 

Оскільки зображення струму – неправильний дріб, виділимо цілу частину 
аналогічно виразу (8.39): 

1

2
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V CRI p
R p
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−
= +

+
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З урахуванням перетворень 
221
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1111
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−  запишемо 

оригінал відгуку: 
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2 2

1( ) tVi t t e
R CR

τδ − 
= ( ) − 

 
,                                        (8.48) 

що збігається з відповідністю (табл.8.1, п.8). 
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Часова діаграма відгуку, як і дії, містить дельта-функцію (рис.8.3, б). Наявність 
“від’ємної” експоненти у відгуку пояснюється тим, що за час дії ємність спочатку 
заряджається, а потім починає розряджатися, що й зумовлює протилежний напрям 
струму )(ti . 

Приклад 8.5. Визначити оригінал відгуку ( )tuC  у колі, схема якого наведена на 

рис.8.1, а, якщо дією є напруга )(1)( 0 tUtu ⋅= , за умови 2 /R L C< . 
Розв’язання. Знаючи значення зображення (8.22) струму у колі, а також загаль-

ного операторного опору кола (8.21), знайдемо зображення напруги на ємності за 
формулою (8.16): 

2
1 ( ) ( )( ) .

1/ 1C
U p U pU p

pC R pL pC p LC pCR
= ⋅ =

+ + + +
                         (8.49) 

Зображення дії знайдемо за формулою (8.3): 0( ) /U p U p= . Тоді 

)1(
)( 2

0

++
=

pCRLCpp
UpUC . 

Використовуючи введені вище (див. підрозд.6.3) позначення / 2R Lδ = ; 

рез 1/ LCω = , запишемо зображення відгуку: 

)2(
)( 2

рез
2

2
рез0

ω+δ+

ω
=

ppp
U

pUC .                                     (8.50) 

З виразу (8.50) видно, що зображення напруги на ємності є ДРФ, тобто 

)(
)()(

pQ
pPpUC = . Отже, визначимо корені полінома )( pQ : 

0)2( 2
рез

2 =ω+δ+ ppp ; вл3,21 ,0 ω±δ−== jpp , де 
2δ−ω=ω 2

резвл .                                             (8.51) 

Якщо розкласти вираз 2
рез

2 2 ω+δ+ pp  на множники: 
2
вл

2
влвл32 )())(())(( ω+δ+=ω+δ+ω−δ+=−− pjpjppppp , 

вираз (8.50) матиме вигляд: 

])[(
)( 2

вл
2

2
рез0

ω+δ+

ω
=

pp
U

pUC . 

Скориставшись відповідністю (табл.8.1, п.15), запишемо оригінал відгуку: 

)]cos(1[)( вл
вл

2
вл

2
вл

2
рез0 ψ−ω

ω
ω+δ

−
ω+δ

ω
= δ−

2

2 te
U

tu t
C , 

де влψ arctg( /ω )δ= , або остаточно з урахуванням співвідношення (8.51): 

)]cos(1[)( вл
вл

рез
0 ψ−ω

ω

ω
−= δ− teUtu t

C .                            (8.52) 

Вираз (8.52) збігається з результатом, отриманим вище (формула (6.66)).  
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Приклад 8.6. У колі (рис.8.2, а) діє напруга )(1)cos()( ttUtu um ⋅ψ+ω= . Ви-
значити оригінал відгуку операторним методом. 

Розв’язання. Згідно з табл. 8.1, п.11 запишемо зображення дії:  

2ω+
ψω−ψ

= 2
sincos)(

p
pUpU m .                                        (8.53) 

Знаменник виразу (8.53) містить поліном другого степеня від p . Оскільки 
степінь полінома у зображенні відгуку ще вищий (див. формулу (8.30), щоб його по-
низити і відповідно спростити перетворення, скористаємось відомим 
співвідношенням: 

]Re[]Re[)( )( tj
m

tj
m eUeUtu u ωψ+ω == ;   uj

mm eUU ψ=  
і знайдемо зображення не миттєвого значення )(tu , а комплексної функції, яка стоїть 
під знаком реальної частини, згідно з формулою (табл.8.1, п.5): 

[ ]j t m
m

UU e
p j

ω

ω
=

−
L .                                           (8.54) 

Враховуючи комутативність операції взяття реальної частини, після визначення 
комплексного оригіналу відгуку від нього слід взяти реальну частину. 

Підставимо у зображення (8.30) замість зображення дії (8.53) вираз (8.54):  
1

2

1/ ( )( )
( 1/ ) ( )

mU p CR P pI p
p j R p Q pω τ

+
= ⋅ =

− +
. 

Визначимо комплексний оригінал за допомогою лишків (див. формулу (8.42)). 
Корені полінома )( pQ  становлять: ω= jp1 , 1/p τ2 = − ; похідна 

2'( ) (2 1/ )Q p R p jτ ω= + − . Тоді перший та другий лишки матимуть вигляд: 

1
2

( )1 1
1 2

2 1 2

( 1/ ) ( ) 1( )
(2 1/ ) ( ) 1

uj tpt ptm m

p j

U p CR U CRres I p e e e
R p j R R

ω ψ ϕ ϕ

ω

ω
τ ω ωτ

+ + −

=

+ +
= =

+ − + +
, 

де ωτ=ϕω=ϕ arctg,arctg 11 CR . 

(ψ1 1
2

12 1 2

( 1/ )( )
(2 1/ ω) ( ) 1 (ω

u

t

jpt ptm m

p

U p CR U R eres I p e e e
R p j R R R

τ

τ
τ τ

−
−ϕ)

2
=− 2

+
= =

+ − + + )
. 

Остаточно оригінал визначимо як реальну частину суми лишків: 
1 2( ) Re[ ]i t res res= + =  

])cos()cos(1)([
(1)( 2

1
1

2
1

21

τ
−

2
⋅ϕ−ψ+ϕ−ϕ+ψ+ω+ω

)ωτ++
=

t

uu
m e

R
RtCR

RR

U
. 

Приклад 8.7. Знайти відгук у прикладі 8.3 при 1/α τ= . 
Розв’язання. За даної умови зображення струму матиме вигляд: 

0 1
2

2

( 1/ )( )
( )

U p CRI p
R p α

+
=

+
.                                              (8.55) 

Оскільки знаменник дробу має корінь другої кратності, скористаємось розкла-
данням зображення )( pI  на прості дроби вигляду (8.36): 
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α+
+

α+
=

p
A

p
ApI 2

2
1

)(
)( .                                        (8.56) 

Якщо вираз (8.56) привести до спільного знаменника, чисельник дробу утво-
рить поліном: )()( 21 α++= pAApP . Константи 21, AA  знайдемо з умови рівності 
чисельників правої частини виразу (8.55) і полінома )( pP : 

)1()(
12

0
21 СR

p
R
UpAA +=α++ . 

Рівність виконується, якщо збігаються коефіцієнти при однакових степенях p : 

1 2 1 2

2 0 2

/ ;
/ .

A A U CR R
A U R

α 0+ =
 =

                                          (8.57) 

Друге рівняння безпосередньо визначає константу 2A , а підстановка 2A  у пер-
ше дозволяє знайти 1A . 

Відповідно до табл.8.1 (п.5, п.7) оригінал зображення (8.56), становить: 
ttt eAtAeAteAti α−α−α− +=+= )()( 2121 . 

Якщо RRR == 21 : 1/ 2 / RCα τ= = ; 2
1 0 /A U CR= − ; 2 0 /A U R= , тоді  

)1()(
2

0
CR
te

R
Uti RC

t

−=
−

.                                            (8.58) 

Графік часової залежності струму має такий самий вигляд, як і пунктирна крива 
на рис.8.3, а, але значення 1t  буде меньшим. 

Приклад 8.8. Знайти оригінал зображення (8.56) за допомогою лишку. 
Розв’язання. Скористаємось формулою (8.43) для кореня кратності 2=s . 

20 1 0 1
2

22

( 1/ ) ( 1/ )( ) ( )
( )

pt pt

pp

U p CR U p CRd di t p e e
dp dp RR p αα

α
α =−=−

   + +
= + =   +   

= 

= )]1(1[)]1([
12

0

12

0 α−+=++ α−

α−= CR
te

R
U

CR
pete

R
U t

p

ptpt . 

Якщо RRR == 21 , 2 / RCα = , тоді 2 /0( ) (1 )t RCU ti t e
R RC

−= − , що збігається з 

результатом (8.58). 
 

8.6. Урахування ненульових початкових умов 
 
Операторний метод порівняно з іншими вважається найпотужнішим, але 

всі рівняння в операторній формі передбачають наявність нульових початкових 
умов, і це є суттєвим обмеженням. Щоб його уникнути, слід розглянути схеми 
індуктивного та ємнісного елементів, які визначають початкові умови в момент 

0=t . 
Якщо в індуктивності до комутації ( 0<t ) існував струм, зв’язок між 

струмом і напругою після комутації ( 0≥t ) відображає вираз (8.8), якому у про-
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сторі зображень відповідає рівняння (8.11). Якщо врахувати перший закон ко-
мутації )0()0( +=− LL ii , рівняння (8.11) можна переписати у такий спосіб: 

pL
pU

p
ipI LL

L
)()0()( +

−
= .                                          (8.59) 

Перший доданок у формулі (8.59) визначає зображення струму ідеального 
залежного джерела, яке умовно вмикається до індуктивності в момент 0+=t  
(згідно з виразом (8.9)), але величину струму цього джерела визначено у 
докомутаційний момент часу 0−=t , тобто в усталеному режимі. Другий дода-
нок – це зображення струму у знеструмленій на момент комутації 
індуктивності, яка характеризується операторним опором pL . Цей доданок 
обумовлений напругою )(tuL , якій відповідає зображення )( pU L . Сума цих 
зображень – це зображення струму )( pI L  після комутації. Отже, рівняння (8.59) 
є першим законом Кірхгофа в операторній формі, складеним для операторної 
схеми (рис.8.4, а). 

 
 

Рисунок 8.4 – Операторні схеми заміщення індуктивності  
зі струмом: а – із джерелом струму; б – з джерелом напруги 

а б 

pL

pL

( 0) /Li p−
)( pI L )( pI L

+ 

)0(−LiL

)( pU L  )( pU L  

 
З виразу (8.59) можна визначити операторну напругу 

)0()()( −−= LLL LipIpLpU .                                   (8.60) 
Рівнянню (8.60) відповідає друга операторна схема заміщення 

індуктивності з ненульовими початковими умовами (рис.8.4, б), оскільки 
)( pU L  відповідно до другого закону Кірхгофа в операторній формі дорівнює 

алгебраїчній сумі зображень напруг на двох елементах.  
У виразі (8.60) перший доданок )( pIpL L  – це зображення напруги, зу-

мовлене післякомутаційним струмом в індуктивності, яка умовно знеструмлена 
на момент комутації, другий – зображення напруги на затискачах ідеального 
джерела напруги, яке дорівнює )0(−LLi  і має напрям, протилежний напрузі на 
затискачах індуктивності. Тобто це джерело, відповідно до закону електро-
магнітної індукції, протидіє зміні струму, який існував до комутації.  

Операторні схеми індуктивності з ненульовими початковими умовами 
(рис.8.4) – це схеми із залежними джерелами, внутрішнім опором яких є опера-
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торний опір індуктивності pL . Перехід від однієї схеми до іншої виконують за 
відомими правилами еквівалентних перетворень джерел (табл.2.1). 

Якщо на момент комутації коло містить заряджену ємність ( 0)0( ≠−Cu ), 
залежність між струмом і напругою для 0+≥t  описується рівністю (8.14), якій 
у просторі зображень відповідає вираз (8.15). У цьому рівнянні на підставі дру-
гого закону комутації )0(+Cu  можна замінити на )0(−Cu : 

)(1)0()( pI
pCp

upU C
C

C +
−

= .                                      (8.61) 

Така заміна спрощує визначення )0(−Cu , оскільки момент часу 0−=t  на-
лежить до усталеного режиму. 

Рівнянню (8.61) відповідає операторна схема (рис.8.5, а). Зображення на-
пруги на ємності )( pUC  складається з двох доданків. Перший визначає зобра-
ження напруги на затискачах ідеального залежного джерела напруги, яке умов-
но (згідно з виразом (8.14)) вмикається до незарядженої ємності в момент 

0+=t . Величину ЕРС цього джерела визначають в усталеному режимі в момент 
часу 0−=t . Другий доданок – це зображення напруги на незарядженій ємності 
з операторним опором 1/ pC , викликаної струмом, який має зображення )( pI . 
Слід звернути увагу, що на відміну від схеми індуктивності зі струмом 
(рис.8.5, б), для зарядженої ємності напрями напруги )( pUC  і зображення ЕРС 
протилежні. 
 
 

Рисунок 8.5 – Операторні схеми заміщення зарядженої ємності: 
 а – з джерелом напруги; б – з джерелом струму 

а б 

( 0) /Cu p−  )( pIC

)( pUC
pC
1

)( pIC  

+ 

)0(−CiC

)( pUC

pC
1

 
Формула (8.61) відповідає другому закону Кірхгофа в операторній формі, 

складеному для операторної схеми (рис.8.5, а). Якщо з (8.61) визначити зобра-
ження струму, матимемо рівняння, яке є операторною формою першого закону 
Кірхгофа для схеми (рис.8.5, б): 

)0()()( −−= CCC uCppCUpI ,                                (8.62) 
де )0(−CCu  – зображення струму джерела, що враховує ненульові почат-

кові умови; напрями джерел (рис.8.5) збігаються. 
Подібно схемам (рис.8.4) схеми (рис.8.5, а і б) також є еквівалентними. 
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Отже, за наявності у колі в момент комутації індуктивностей, в яких є 
струм, а також ємностей, на яких є напруга, в операторній схемі такого кола 
з’являються додаткові джерела, які враховують ненульові початкові умови. 
Струми і напруги для 0≥t  обчислюють за законами Кірхгофа і Ома в опера-
торній формі. За наявності декількох джерел відгук визначають методом накла-
дання. Якщо коло розгалужене, розрахунок виконують, використовуючи 
матричні операторні рівняння. 

Приклад 8.9. Визначити струм )(2 ti  після комутації у колі (рис.8.6, а). 
Розв’язання. До комутації струм в індуктивності 1( 0) /Li E R− = , отже початкові 

умови – ненульові. Щоб розрахувати операторним методом струм )(2 ti  після 
комутації, необхідно скласти операторну схему, яка містить додаткове джерело на-
пруги, увімкнене послідовно з індуктивністю (рис.8.4, б), зображення ЕРС якого на 
підставі формули (8.60) становить 1( 0) /LLi LE R− = . Еквівалентна операторна схема з 
додатковою ЕРС, яка враховує ненульові початкові умови, показана на рис.8.6, б. Зоб-
раження ЕРС джерела постійної напруги дорівнює /E p . 

 
 

Рисунок 8.6 – Схеми кіл до прикладу 8.9: а – початкова; б – операторна 
б а 

)(tiL  

)(2 ti  

2R
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Визначимо зображення струму )( pI L  за законом Ома в операторній формі: 

)(
//)(

e

1
pZ

RLEpEpIL
+

= , 

де e 1 2 1 2( ) /( )Z p pL R R R R= + + . 
Зображення струму )(2 pI  знайдемо за правилом розподілу струмів: 

2 1 1 2( ) ( ) /( )LI p I p R R R= + : 

1 1 1
2

1 2 1 2 1 2 1 2

( / / )( )
( ) ( ) ( 1/ ) ( )( 1/ )

E p LE R R ER EI p
pL R R R R L R R p p R R pτ τ

+
= = +

+ + + + + +
, 

де e/L Rτ = ; e 1 2 1 2/( )R R R R R= + . 
Відповідно до табл. 8.1 (п.6, п.5) оригінал шуканого струму становить: 

/ / /1
2

2 1 2 2 1 2
( ) 1 (1 )t t tE E E Ri t e e e

R R R R R R
τ τ τ− − −= ( − ) + = −

+ +
. 
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8.7 Операторна передатна функція кола, її властивості. 
          Нулі та полюси операторної передатної функції 

 
Диференціальне рівняння (6.2) для кола другого порядку з відгуком )(2 tf  

і дією )(1 tf  має вигляд: 
)()(')(")()(')(" 101112202122 tfatfatfatfbtfbtfb ++=++ .           (8.63) 

Характеристичне рівняння, відповідно до виразу (8.63), становить: 
001

2
2 =++ bpbpb , 

де ліва частина – це характеристичний поліном: 
)(01

2
2 pVbpbpb =++ .                                       (8.64) 

Відомо, що корені характеристичного рівняння 0)( =pV  обумовлюють 
загасаючий характер вільних коливань. Тому у колі з втратами ці корені розта-
шовані в лівій частині комплексної площини. 

Нехай дії )(1 tf  відповідає зображення )(1 pF , а відгук кола належить до 
простору оригіналів: 2 2[ ( )] ( )f t F p=L . Щоб перевести рівняння (8.63) у простір 
зображень, необхідно скористатись теоремою диференціювання (табл.8.2, п.2): 

[ '( )] ( ) ( 0)f t pF p f= − +L ;     2[ "( )] ( ) ( 0) '( 0)f t p F p pf f= − + − +L . 
Вираз (8.63) після підстановки зображення дії, відгуку та їхніх похідних 

матиме вигляд: 

.)()]0()([)]0(')0()([

)()]0()([)]0(')0()([

10111111
2

2

20221222
2

2

pFafppFafpfpFpa

pFbfppFbfpfpFpb

++−++−+−=

=++−++−+−
 

Групування доданків, які містять зображення відгуку і дії, дає: 

.))(0()0('))((

))(0()0('))((

1212101
2

21

1222201
2

22

apafafapapapF

bpbfbfbpbpbpF

++−+−++=

=++−+−++
           (8.65) 

Доцільно ввести такі позначення: 







++=

++=

;)(

;)(

01
2

2

01
2

2

bpbpbpB

apapapA
                                         (8.66) 





++++′=
++++′=

.))(0()0()(
);)(0()0()(

122220

121210

bpbfbfpB
apafafpA

                             (8.67) 

Слід звернути увагу на те, що поліном )( pB  збігається з характеристич-
ним поліномом )( pV  (8.64): 

)()( pVpB = . 
Тоді з урахуванням позначень (8.66) – (8.67) рівняння (8.65) набуває ви-

гляду: 
)()()()()()( 0102 pApApFpBpVpF −=− , 

звідки зображення відгуку 
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)(
)()(

)(
)()()( 00

12 pV
pApB

pV
pApFpF −

+= .                                (8.68) 

У реальних колах відгук не може випереджати дію за нульових початко-
вих умов. Для інтервалу часу 0<t  за умови 0)(1 =tf  (перше обмеження для 
функцій, які належать до простору оригіналів) відгук має бути нульовим: 

0)(2 =tf . Це можливо, коли у рівнянні (8.68) відсутній другий доданок, тобто 
виконується умова 

0)()( 00 =− pApB .                                             (8.69) 

Тоді 
)(
)()()( 12 pV

pApFpF = . Функцію, яка є відношенням двох поліномів 

комплексної змінної p , позначають: 

)(
)()(

pV
pApH = .                                                 (8.70) 

Отже,  )()()( 12 pHpFpF = , звідки 

)(
)()(

1

2
pF
pFpH = .                                                (8.71) 

Функція )( pH  комплексної змінної p , яка дорівнює відношенню зобра-
ження відгуку до зображення дії, має назву операторної передатної функції 
(ОПФ), або операторної характеристики кола, а ще системної функції. 

ОПФ характеризує вплив кола на зображення дії. Для лінійного кола 
)( pH  не залежить від параметрів дії, а визначається структурою і параметрами 

кола, а також типом дії. Так, у розглянутому вище прикладі 8.1 згідно з форму-
лою (8.71), виходячи з виразу (8.30), ОПФ кола (рис.8.2, а) становить: 

1

2

1/( )
( 1/ )

p CRH p
R p τ

+
=

+
.                                             (8.72) 

У прикладі 8.2 (рис.8.2, б) ОПФ кола згідно з виразом (8.32) дорівнює:  
2

2 2
3 2 2

1 2 1 2 2 1 e 1 2 1 2

1( )
( ) ( ) ( )

p L C pCRH p
p C L L M p C L R L R p L CR R R R

+ +
=

− + + + + + +
. 

Щоб визначити ОПФ, слід задатись зображенням дії )(1 pF , потім за зако-
нами Ома і Кірхгофа в операторній формі знайти зображення відгуку )(2 pF , 
визначене через )(1 pF , і підставити його до формули (8.71). Для складних кіл 
можна використовувати метод вузлових напруг в операторній формі, а також 
узагальнений метод вузлових напруг для кіл, що містять невзаємні елементи. 

Приклад 8.10. Знайти ОПФ кола з операційним підсилювачем (рис.8.7).  
Розв’язання. Вище (див. приклад 5.1) визначено комплексний коефіцієнт 

передачі за напругою даного кола: 

4

111
( )U

UH
U

ω 14,43

,43

∆
= =

∆
. 
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ОПФ визначимо за формулою: 

,43

14,43

∆

∆
==

111

4
)(
)()(

pU
pUpHU , 

яка, на відміну від попереднього виразу, містить відношення алгебраїчних доповнень 
матриці не комплексних, а операторних провідностей:  

( )



















+−−
−+−
−−+++−

−

=

2222

2233

2313211

11

4321

3

2

1

0
0

00

)(

4 pCGpCG
pCpCGG
GGpCGGGG

GG
pY . 

 

Рисунок 8.7 − Схема кола у прикладі 8.10 

)(4 pU  

1 

)(1 pU  

4
∞ 

 2 

 3 1R  

2R  

3R  

2C  

1C  

Відповідні алгебраїчні допов-
нення отримуємо, враховуючи відомі 
правила визначення знаків (під-
розд. 5.4) та викреслюючи у чисель-
нику і знаменнику 1 і 4-й рядки, 4 і 3-
й стовпці – у чисельнику та 1 і 3-й – у 
знаменнику: 

31GG−=∆14,43 ; 
2

1 1 2

2 1 2 3 2 3( )

p C C
pC G G G G G

1 ,43∆ = +

+ + + +
 

Остаточно матимемо: 

32321221
2

31

)( 
)(

GGGGGpCCCp
GGpHU

++++
−= .                    (8.73) 

Наведений вище аналіз та розглянуті приклади дозволяють сформулювати 
властивості ОПФ. 

1. Згідно з формулою (8.70) ОПФ – це відношення поліномів )( pA  і )( pV , 
до яких p  входить раціонально (див. розглянуті вище приклади) і тому )( pH  
має назву дробово-раціональної функції комплексної змінної p . 

2. Поліноми )( pA  і )()( pBpV =  згідно з виразами (8.66) мають такі самі 
коефіцієнти, як і коефіцієнти диференціального рівняння кола (8.63), які зале-
жать від порядку кола, способу з’єднання його елементів та параметрів самих 
елементів. Тобто коефіцієнти )...0( mkak =  і )...0( nkbk =  є дійсними числами, 
які можуть бути в кожному з поліномів усі додатні або усі від’ємні. Якщо на-
приклад, 0>ka , а 0<kb , тоді 

( ) ( ) / ( )H p A p V p= − , 
що можливо за умови, коли коло містить активні невзаємні елементи і змінює 
початкову фазу дії на протилежну ( π±=− je11 ).  
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3. Якщо максимальний степінь полінома чисельника m , а знаменника n , 
то між ними, як правило, існує співвідношення: nm ≤ . 

4. Знаменник ОПФ є )( pV  – характеристичним поліномом (8.64), який 
утворює характеристичне рівняння, що має дійсні від’ємні або комплексно-
спряжені корені з від’ємною дійсною частиною )0(Re <kp . Щоб забезпечити 
цю умову, всі коефіцієнти полінома )( pV  мають бути ненульовими ( 0≠kb , 

nk ...,,1,0= ) і обов’язково однакового знаку. Такий поліном називають 
поліномом Гурвіца5. 

5. Порядок полінома )( pV  визначає порядок кола і ОПФ. 
6. Значення kp , які відповідають кореням )( pV , перетворюють )( pH  у 

нескінченність і мають назву полюсів ОПФ. Усі полюси ОПФ кола з втратами 
розташовані на комплексній площині зліва від уявної осі. 

7. При значеннях 0kp , які відповідають кореням )( pA , функція )( pH  
дорівнює нулю. Корені полінома )( pA  називають нулями ОПФ. 

Коло, ОПФ якого має зазначені 
властивості, можна фізично 
реалізувати. 

Рисунок, що відображає розта-
шування нулів і полюсів )( pH , має 
назву карти нулів і полюсів, яка з 
точністю до постійного множника 1k  
визначає ОПФ )( pH . Якщо полюси 

kp  ОПФ позначити хрестиками (×), а 
нулі kp0  − колами ( o ), карта нулів і 
полюсів деякого кола матиме вигляд 
(рис.8.8, а). 

 

Рисунок 8.8 – Карта нулів і полюсів 
ОПФ (а); операторна схема 

 пасивного двополюсника (б) 

 а  б 
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× 

Відповідно до наведеної карти нулів і полюсів ОПФ записують у вигляді: 

))()()()((
))()(()(~

54321

030201
pppppppppp

pppppppH
−−−−−

−−−
= .                 (8.74) 

Чисельник )(~ pH  є поліномом третього порядку ( )3=m , а знаменник – 
п’ятого ( 5=n ). Якщо у формулі (8.70), яка визначає ОПФ )( pH  даного кола, 
пронормувати поліноми чисельника 

))()(()( 030201301
2

2
3

3 ppppppaapapapapA −−−=+++=  

                                                           
5 Гурвіц Адольф, Hurwitz (1859–1919) – німецький математик. Професор 
політехнічного інституту в Цюриху. Основні праці належать до математичного 
аналізу, теорії функцій, алгебри та теорії чисел. У теорії функцій комплексної змінної 
відомі теореми Гурвіца. Широко застосовується його критерій від’ємності дійсних 
частин коренів алгебраїчних рівнянь. Зробив внесок у геометрію. Російською пере-
кладено його працю “Теорія аналітичних та еліптичних функцій” (1933). 
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і знаменника  
),)()()()(()( 54321501

2
2

3
3

4
4

5
5 ppppppppppbbpbpbpbpbpbpV −−−−−=+++++=

можна встановити зв’язок між виразами (8.70) і (8.74): 

))()()()((
))()(()(

54321

030201

5

3
pppppppppp

pppppp
b
apH

−−−−−
−−−

⋅= .               (8.75) 

Якщо константу 3 5/a b  позначити 1k , формула (8.75) з урахуванням рівно-
сті (8.74) матиме вигляд: )(~)( 1 pHkpH = , а загалом: 

∏

∏

=

=

−

−
= n

i
i

m

i
i

pp

pp
kpH

1

1
0

1
)(

)(
)( ,    

n

m
b
ak =1 .                               (8.76) 

Отже, рівняння (8.76) свідчить, що карта нулів і полюсів дозволяє 
відтворити ОПФ кола з точністю до постійного множника. 

Важливо, що корені характеристичного полінома )( pV  можна обчислити, 
не складаючи диференціального рівняння, навіть без визначення )( pH . Зазна-
чимо, що аналогічний висновок можна отримати, аналізуючи перехідні процеси 
класичним методом (див. п.6.1.2). 

ОПФ – функція комплексної змінної p , причому комплексна частота 
ω±δ−= jp  належить лівій комплексної півплощині, бо дійсна частина p  – 

від’ємна (оскільки розглядаються ОПФ кіл, які можна реалізувати фізично). 
Модуль ОПФ )( pH  – це поверхня, яка розташована над лівою півплощиною. 

Як приклад на рис.8.9, а зображено )( pH  за умови: 3)( ppA =  і 
))()(()( 1111 ω+δ+ω−δ+δ+= jpjpppV , тобто ОПФ має нуль ( 00 =p ) з крат-

ністю 3 і три полюси ( δ−=1p ; 113,2 ω±δ−= jp ). 
У точці 0p  поверхня )( pH  має нульовий мінімум, а в точках, координати 

яких збігаються зі значеннями полюсів 1p , 3,2p , поверхня наближається до ма-
ксимального нескінченного значення (на рисунку обмежено вибраним масшта-
бом за вертикальною віссю). 

Якщо коло живиться джерелом напруги, а зображення дії )()(1 pUpF = , 
тоді відгук, що є струмом на затискачах двополюсника (рис.8.8, б), можна ви-
значити за законом Ома в операторній формі:  

2 вх( ) ( ) ( ) / ( )F p I p U p Z p= = , 
де )(вх pZ  – операторний вхідний опір двополюсника.  
Виходячи з виразу (8.71), ОПФ має вигляд:  

)(
1

)(
)()(

вх pZpU
pIpH == .                                        (8.77) 
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Рисунок 8.9 – Характер 
 поверхні |H(p)| (а);  

АЧХ кола (б) – вертикальний 
переріз поверхні |H(p)| 

 через вісь jω (δ = 0) 

 б 

 ω 

 H(ω) 
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H(p) 

 jω

 δ 

 0 

 

 а 

 
Якщо прирівняти праві частини рівнянь (8.70) і (8.77), виходить співвід-

ношення: 
)(
)(

)(
1

вх pV
pA

pZ
= , з якого видно, що характеристичне рівняння 

збігається з рівнянням: 
0)(вх =pZ .                                                  (8.78) 

Так, операторний вхідний опір послідовного контуру CLR ,, , який жи-
виться від джерела напруги, згідно з виразом (8.21) становить: 

вх ( ) 1/Z p R pL pC= + + . 
Приведення цієї рівності до загального знаменника дозволяє записати: 

pC
pRCLCppZ 1)(

2

вх
++

= ,                                     (8.79) 

звідки, прирівнявши праву частину до нуля, отримують характеристичне 
рівняння: 012 =++ pRCLCp , яке збігається з формулою (6.45), знайденою кла-
сичним методом (див. розд.6). 
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Якщо коло живиться від джерела струму, тоді зображення дії 
)()(1 pIpF = , а відгуком є напруга на затискачах узагальненої схеми двополюс-

ника (рис.8.8, б): 2 вх( ) ( ) ( ) / ( )F p U p I p Y p= = , тоді: 

)(
1

)(
)()(

вх pYpI
pUpH == ,                                        (8.80) 

звідки 
)(
)(

)(
1

вх pV
pA

pY
=  і характеристичне рівняння матиме вигляд: 

0)(вх =pY .                                                 (8.81) 
Отже, рівняння (8.78), (8.81) дозволяють методом еквівалентних перетво-

рень знайти операторні вхідні функції кола )(вх pZ  чи )(вх pY  (залежно від типу 
джерела) і, прирівнявши їх до нуля, отримати характеристичне рівняння кола. 
 

8.8 Зв’язок операторної передатної функції з комплексною 
      передатною функцією. Амплітудно-квадратична  
      характеристика кола, її властивості 
 
Комплексна змінна ω+σ= jp  має значення комплексної частоти. Вона 

обумовлює характер коливань, що відтворюють функцію дійсної змінної t . 
Згідно з виразом (8.40) функція dpepF pt)(  для комплексно-спряжених значень 
p  утворює коливання з нескінченно малою амплітудою, яке змінюється у часі 
за законом 

)cos()(2 θ+ωσ tedppF t  
і може зростати ( 0>σ ) або загасати ( 0<σ ). Якщо 0=σ , комплексна частота 
стає уявною величиною ω= jp  і обернене перетворення Лапласа переходить у 
перетворення Фур’є, яке дозволяє відтворити функцію дійсної змінної t  у ви-
гляді незагасаючих синусоїдних коливань. При синусоїдній дії характеристи-
кою кола є комплексна передатна функція. Отже, ОПФ перетворюється у КПФ 
за умови ω= jp :  

( ) ( )p jH p Hω ω= = ,                                             (8.82) 

і навпаки, 
( ) ( )j pH H pωω = = .                                             (8.83) 

Із співвідношення (8.82) виходить:  
)()( ω=

ω=
HpH

jp
. 

Тобто АЧХ )(ωH  збігається зі значеннями поверхні )( pH , зображеної на 
рис.8.9, а за умови ω= jp  ( 0=δ ). Значення АЧХ належать кривій, яка є верти-
кальним перерізом поверхні )( pH  площиною, що проходить через вісь ωj . На 
рис.8.9, б показано графік АЧХ, яка є парною функцією ω . Для додатних зна-
чень частоти розглядається права (відносно нуля) частина графіка. 
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На підставі виразів (8.70), (8.82) КПФ матиме вигляд: 
( )( )
( )

AH
V
ωω
ω

= ,                                               (8.84) 

де ( ) ( ) p jA A p ωω == ; ( ) ( ) p jV V p ωω == , причому )( pV  – поліном Гурвіца. 

Наприклад, для кола третього порядку поліном Гурвіца становить: 
01

2
2

3
3)( bpbpbpbpV +++= .                                (8.85) 

За умови ω= jp : 2 0( )V j b b j b bω ω ω ω ω2 2
3 1= − − + + , 

або 
Re Im( ) ( ) ( )V V j Vω ω ω ω2 2= + ,                                (8.86) 

де 22 ω−=ω 20Re )( bbV ; 22 ω−=ω 31Im )( bbV . 
Поліноми, які утворюють дійсну та уявну частини (V ω)  – парні функції 

дійсної змінної ω . 
Якщо максимальні степені поліномів чисельника і знаменника збігаються 

(наприклад, 3== nm ), аналогічно виразу (8.86) можна записати: 
Re Im( ) ( ) ( )A A j Aω ω ω ω2 2= + .                               (8.87) 

Підстановка до формули (8.84) виразів (8.86), (8.87) дає:  

Re Im

Re Im

( ) ( )( )
( ) ( )

A j AH
V j V

ω ω ωω
ω ω ω

2 2

2 2
+

=
+

.                              (8.88) 

Тоді аналітичний вираз АЧХ матиме вигляд: 

)()(

)()(
)(

2
Im

22
Re

2
Im

22
Re

22

22

ωω+ω

ωω+ω
=ω

VV

AA
H .                               (8.89) 

Вираз (8.89) є ірраціональною функцією частоти ω , що ускладнює 
розв’язання задачі синтезу. Тому розглядають квадрат модуля АЧХ, який є 
раціональною функцією ω : 

)()(
)()()( 2

Im
22

Re

2
Im

22
Re2

22

22

ωω+ω
ωω+ω

=ω
VV
AAH .                               (8.90) 

Функція )(2 ωH  називається амплітудно-квадратичною характеристи-
кою (АКХ) і має такі основні ознаки: 1) АКХ – це ДРФ дійсної змінної ω  з 
дійсними додатними коефіцієнтами;  2) АКХ – парна функція дійсної змінної 
ω ; 3) граничні значення АКХ скінченні та невід’ємні.  

АКХ можна визначити як добуток двох комплексно-спряжених функцій: 
)()()(2 ω−ω=ω jHjHH .                                       (8.91) 

Заміна pj =ω  згідно з виразом (8.83) призводить до співвідношення: 
22 )()( pHH

pj
=ω

=ω
.                                     (8.92) 

Тоді, зважаючи на формулу (8.91), можна записати:  
)()()( 2 pHpHpH −= .                                     (8.93) 
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Рисунок 8.10 – Карта нулів та полюсів 
функцій H(p), H(−p), H(p)2  

1p  
20p−  

0 

Im 

Re
× 

10p  

× × 
3p  

2p × × 

× 

20p  
10p−  

3p−
2p−

1p−  

Нулі та полюси H(p)2  

Нулі та  
полюси H(p)  

Нулі та 
полюси H(−p) 

На рис.8.10 зображена карта 
нулів і полюсів функції )( pH , які 
лежать у лівій півплощині 
комплексної площини p . Нулі та 
полюси функції )( pH −  у цьому ви-
падку будуть праворуч від уявної 
осі. Функція, яка є квадратом модуля 
ОПФ, містить усі нулі та полюси 
функцій )( pH  і )( pH − . Нулі та по-

люси функції 2)( pH  мають квад-
ратну симетрію, або утворюють 
квадруплет. 

Функція 2)( pH  – парна ДРФ 
комплексної змінної p  з дійсними 
коефіцієнтами. А функція )(2 ωH  

– парна ДРФ дійсної змінної ω  з дійсними коефіцієнтами. Вона пов’язана з пе-
редатною функцією кола за потужністю, яку можна ввести як 

вх
2
вх

вих
2
вих

вх

вих

/
/)(
RU
RU

P
PH P ==ω ,          або )()( 2 ω=ω URP HkH ,         (8.94) 

де константа вх вих/Rk R R=  визначається відношенням вхідного і 
вихідного опорів кола. 

З рівності (8.94) виходить висновок, що передатна функція кола за по-
тужністю збігається з квадратом модуля КПФ за напругою )(ωUH  з точністю 
до константи. Відношення потужностей вих вх/P P  визначають у децибелах (дБ), 
які є логарифмічними одиницями: 

)(lg10lg10дБ),( 2

вх

вих ω==ω UP H
P
PH ,                       (8.95) 

де для спрощення взято 1=Rk . 

Отже, враховуючи вимоги до дБ),(ωPH , можна визначити 2)( pH  за 

формулою (8.92). Оскільки )(ωPH  – дійсна функція, перехід до функції 2)( pH  
комплексної змінної p  можна зробити підстановкою: jp /=ω . Щоб перейти до 

ОПФ, слід визначити нулі та полюси функції 2)( pH  і взяти тільки ті, що ле-
жать у лівій півплощині.  

Коло з ОПФ (8.70), нулі якої розташовані у лівій півплощині та на її межі 
– уявній осі, має назву кола мінімально-фазового типу. Коло, частина нулів 
ОПФ якого лежить у правій півплощині, називається колом немінімально-
фазового типу. 
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8.9 Зв’язок операторної передатної функції з часовими характеристиками 
 

Диференціальне рівняння (8.63) для кола другого порядку пов’язує дію 
)(1 tf  з відгуком )(2 tf . Якщо дія належить до простору оригіналів, має викону-

ватись умова (8.69), яку можна переписати згідно з формулою (8.67) так: 
0))(0()0())(0()0()()( 121211222200 =++−+′−++++′=− apafafbpbfbfpApB .  (8.96) 

Прирівнявши у рівнянні (8.96) коефіцієнти при однакових степенях p  ну-
лю, можна записати: 





+++′=+++′
+=+

.)0()0()0()0(
;)0()0(

11122122

1222

fafafbfb
fafb

                 (8.97) 

Розв’язання цієї системи відносно початкових значень відгуку дає: 





+++′=+′
+=+

,)0()0()0(
;)0()0(

11102

102

fkfkf
fkf

                                     (8.98) 

де 0 2 2/k a b= , 2
1 1 2 2 1 2( ) /k a b a b b= − . 

Якщо диференціальне рівняння (8.63) продиференціювати і перевести у 
простір зображень, аналогічно можна визначити: 

),0()0()0()0( 1211102 +++′++′′=+′′ fkfkfkf                           (8.99) 
де 2

2 0 2 2 0 2 1 1 0( ) / /k a b a b b k b b= − − .  
Отже, як видно з рівнянь (8.98), (8.99), відгуки, що належать до простору 

оригіналів, мають початкові значення, зумовлені початковими значеннями дії 
та коефіцієнтами диференціального рівняння. Аналогічно визначають початкові 
значення відгуку для кіл інших порядків. У табл.8.4 наведені початкові значен-
ня відгуку та його похідних у колах першого і другого порядків ( 2,1=n ). 

Якщо дією є одинична функція )(1)(1 ttf = , відгуком, за визначенням, буде 
перехідна характеристика )()(2 tgtf = . Тоді, з урахуванням зв’язку між пе-
рехідною та імпульсною характеристиками, відповідно можна записати: 

1)0(1 =+f ; )(δ=+′ tf )0(1 ; )(δ′=+′′ tf )0(1 ;  
)0()0(2 +=+ gf ;   )0()0()0(2 +=+′=+′ hgf ; )0()0()0(2 +′=+′′=+′′ hgf . 

Початкові значення перехідної та імпульсної характеристик та їх 
похідних, записані на підставі співвідношень (табл.8.4), зведені до табл.8.5. 

Зрозуміло, що вирази, які визначають початкові значення, спрощуються, 
якщо дорівнюють нулю деякі коефіцієнти правої частини диференціального 
рівняння кола.  

Між зображеннями часових характеристик і ОПФ існує певний зв’язок. З 
відгуком на дію )(1)(1 ttf = ; 1( ) 1/F p p= , пов’язана, за визначенням, перехідна 
характеристика – вони чисельно збігаються, тобто )()(2 tgtf = ; 2 ( ) [ ( )]F p g t= L . 
Підстановка зображень відгуку і дії до виразу (8.71) призводить до 
співвідношення: 
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[ ( )]( )
1/

g tH p
p

=
L ,   або  ( )[ ( )] ( ) H pg t G p

p
= =L .             (8.100) 

 
Таблиця 8.4 – Початкові значення відгуку та його похідних 

 

Примітка Відгук і 
його 

похідні 
Розрахункові співвідношення

1=n  2=n  
)0(2 +f  ( )010 +fk  0 1 1/k a b=  0 2 2/k a b=  

)0(2 +′f  ( ) ( )00 1110 +++′ fkfk  2
1

0110
1 b

babak −
=  2

2

1221
1 b

babak −
=  

)0(2 +′′f  )0()0()0( 121110 +++′++′′ fkfkfk  1
1

0
2 k

b
bk =  1

2

1
2
2

0220
2 k

b
b

b
babak −

−
=  

 
Таблиця 8.5 – Початкові значення часових характеристик та їх похідних 

 

Примітка Часові характе-
ристики 

та їх похідні 

Розрахункові 
співвідношення 1=n  2=n  

)0(+g  0k  0 1 1/k a b=  0 2 2/k a b=  

)0()0( +=+′ hg  ( ) 10 ktk +δ  2
1

0110
1 b

babak −
=  2

2

1221
1 b

babak −
=  

)0()0( +′=+′′ hg  210 ktktk +)(δ+)(δ′  1
1

0
2 k

b
bk =  1

2

1
2
2

0220
2 k

b
b

b
babak −

−
=  

 
З формули (8.100) виходить висновок, що перехідна характеристика – це 

оригінал, зображення якого є відношенням ОПФ до оператора p : 

1 ( )( ) H pg t
p

−  
=  

 
L .                                          (8.101) 

У теорії функцій комплексної змінної для відповідності [ ( )] ( )f t F p=L  
доведені граничні співвідношення (див. табл.8.2, п.6): 

)(lim)(lim
0

0

tfppF
t
t

p
p

∞→
→

→
∞→

= .                                       (8.102) 

Для )( pG  вираз (8.102) записують у вигляді: 
)(lim)(lim

0
0

tgppG
t
t

p
p

∞→
→

→
∞→

= , або з урахуванням співвідношення (8.100) 

)(lim)(lim
0

0

tgpH
t
t

p
p

∞→
→

→
∞→

= .                                        (8.103) 
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Рівність (8.103) можна переписати у вигляді двох рівнянь, попередньо 
замінивши p  на ωj : 

lim ( ) lim ( )
t

H g t
ω

ω
→0 →∞

= ;                                        (8.104) 

0
lim ( ) lim ( )

t
H g t

ω
ω

→∞ →
= .                                        (8.105) 

Формула (8.104) показує, що перехідна характеристика в усталеному ре-
жимі ( ∞→t ) має постійне значення, якщо АЧХ кола при 0→ω  відмінна від 
нуля (коло „пропускає” постійний струм). Рівність (8.105) означає наявність 
стрибка у відгуку на одиничну функцію (або ступінчасту дію), якщо АЧХ не-
нульова при ∞→ω  (тобто коло „пропускає” коливання верхніх частот). 

Отже, рівняння (8.104) і (8.105) встановлюють зв’язок між КПФ та пе-
рехідною характеристикою на межах частотного і часового діапазонів. Ці вира-
зи відповідають аналогічним співвідношенням (7.7), (7.8), отриманим вище у 
розд.7. 

Частотні та часові характеристики пов’язані між собою не тільки на ме-
жах відповідних діапазонів. Якщо дією є дельта-функція )(δ= ttf )(1 , відповідно 

1)(1 =pF , відгук чисельно збігається з імпульсною характеристикою: 
( ) )(2 thtf = , а його зображення 2( ) [ ( )]F p h t= L . Підстановка відповідних зоб-

ражень до виразу (8.71) дає: 
[ ( )]( )
1
h tH p =

L ,          або ( ) [ ( )]H p h t= L .                     (8.106) 

Рівність (8.106) свідчить, що імпульсна характеристика є оригіналом 
ОПФ: 

1( ) [ ( )]h t H p−= L , 
або згідно з виразом (8.40): 

∫
∞+σ

∞−σπ
=

j

j

ptdpepH
j

th )(
2
1)( .                                    (8.107) 

Якщо комплексну змінну ω+σ= jp  перетворити в уявну: ω= jp  ( 0=σ ), 
ω=ω= jdjddp )( , тоді вираз (8.107) набуває вигляду: 

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

j j
j t j t

j j
h t H e d j H e d

j
ω ωω ω ω ω

π π

+ ∞ + ∞

− ∞ − ∞
= =∫ ∫ . 

Оскільки інтегрування тепер треба виконувати за дійсною змінною ω , 
межі інтегрування позначають як дійсні: 

1( ) ( )
2

j th t H e dωω ω
π

+∞

−∞
= ∫ .                                    (8.108) 

Отже, імпульсна характеристика кола визначається як обернене перетво-
рення Фур’є від КПФ, відповідно КПФ – це пряме перетворення Фур’є від 
імпульсної характеристики: 
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0
( ) ( ) j tH h t e dtωω

∞
−= ∫ .                                         (8.109) 

У виразі (8.109) нижня межа інтегрування – нульова, оскільки 0)( =th  при 
0<t . Враховуючи, що пряме перетворення Фур’є від функції )(tf  визначає її 

спектральну щільність, можна стверджувати, що КПФ ( )H ω  – спектральна 
щільність імпульсної характеристики )(th . Співвідношення (8.108) дозволяє 
однозначно визначити імпульсну характеристику )(th , якщо відома частотна 
характеристика ( )H ω  і навпаки, знайти ( )H ω  за формулою (8.109) або згідно з 
даними табл.8.1 за умови ω= jp . 

Приклад 8.11. Визначити граничні співвідношення між перехідною та 
амплітудно-частотною характеристиками у колі (рис.8.1,а), якщо дія – напруга )(tu , 
відгук – напруга )(tuC . 

Розв’язання. У прикладі 8.5 знайдено зображення відгуку )()(2 pUpF C=  за 
умови, що зображення дії 1 0( ) /F p U p= . Якщо підставити зображення відгуку і дії 
до формули (8.71), отримаємо ОПФ: 

2
рез

2

2
рез

2
)(

ω+δ+

ω
=

pp
pH . 

На підставі виразу (8.83) КПФ становитиме: 
2
рез

2 2
рез

( )
( ) 2

H
j j

ω
ω

ω δ ω ω
=

+ +
.                                 (8.110) 

З формули (8.110) видно, що за умови нульової частоти 1)0( =H , а при ∞→ω  
значення 0)( =∞H . У прикладі 8.5 також знайдено відгук )(tuC  на дію 

)(1)( 0 tUtu ⋅= . Якщо покласти, що B10 =U , відгук (8.52) чисельно збігатиметься з 
перехідною характеристикою: 

)cos(1)( вл
вл

рез ψ−ω
ω

ω
−= δ− tetg t ,                            (8.111) 

де влarctg( / )ψ δ ω= . 
Зазначимо, що вираз (8.111) збігається з результатами, отриманими у поперед-

ньому розділі (див. табл.7.2). 
Визначимо граничні значення часової (перехідної) характеристики. Скористав-

шись відомою тригонометричною формулою, отримаємо:  

рез

вл
2
вл

вл
2tg1

1cos
ω
ω

=
ω+δ

ω
=

ψ+
=ψ

2
. 

Тоді рез вл(0) 1 (ω /ω )cosψ 0g = − = , що дорівнює значенню )(∞H  і 
підтверджує співвідношення (8.105). 
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Якщо час прямує до нескінченності, виконується співвідношення 0lim =δ−

∞→

t
t

e , і 

тоді за формулою (8.111) значення 1)( =∞g , що збігається із значенням )0(H , а от-
же, підтверджує формулу (8.104). 

Розглянутий приклад підкреслює зв’язок частотних і часових характерис-
тик кола і підтверджує висновок, отриманий вище класичним (п.6.3.3) і часовим 
методами (п.7.3.1): чим вужче (ширше) смуга частот, якi пропускаються колом, 
тим повiльнiше (швидше) відбуваються у ньому перехiднi процеси.  

Приклад 8.12. Знайти КПФ кола (див. рис.8.2, а), якщо відома імпульсна ха-
рактеристика кола, дія – напруга )(tu , відгук – струм )(ti . 

Розв'язання. У прикладі 8.4 для цього кола визначено струм (8.48), якщо дією є 
( )u t V tδ= ⋅ ( ) . За умови B1=V  відгук чисельно збігатиметься з імпульсною характе-

ристикою:            /

2 2

1 1( ) t
ih t t e

R CR
τδ − 

= ( ) − 
 

. 

Підставимо )(thi  до формули (8.109): 

/ /

0 0 02 2 2 2 2

1 1 1 1 1( ) t j t j t t j tH t e e dt t e dt e e dt
R CR R R CR

τ ω ω τ ωω δ δ
∞ ∞ ∞

− − − − − 
= ( ) − = ( ) − 

 
∫ ∫ ∫ ; 

(1/ )
1

2 2
2 22 20

1 1 1 1 1/( )
1/ ( 1/ )(1/ )

j te CR jH
R j R R jR C R C j

τ ω ωω
τ ω ω ττ ω

∞− +

2

+
= + ⋅ = − =

+ ++
,     (8.112) 

де 2 2/( )CR R R Rτ 1 1= + . 
Вираз (8.112) збігається з функцією (8.72), якщо згідно з формулою (8.82) 

замінити p  на ωj . 
 

8.10 Запитання та завдання для самоперевірки 
      і контролю засвоєння знань 
 
1. У чому полягає ідея операторного методу? Які функції можуть бути 

перетворені за Лапласом? 
2. Записати формулу прямого перетворення Лапласа, назвати його основні вла-

стивості. 
3. Які існують способи переходу від оригіналу до зображення? Сформулювати 

основні теореми щодо властивостей перетворення Лапласа. 
4. Які існують способи переходу від зображення до оригіналу? Пояснити, як 

визначити оригінал методом розкладання зображення на прості дроби. 

5. Знайти оригінали зображень: 
)4)(1(

3
22 ++ pp

p
; 

pp
p

2
1

2 +
+

; 22

2

)1( +p
p

. 

Відповідь: tt 2coscos − ; 20,5(1 )te−− ; 0,5 cos 0,5 sint t t+ . 
6. Сформулювати закони Ома і Кірхгофа в операторній формі. Пояснити по-

няття операторних опору та провідності кола. Як знайти операторний опір розгалу-
женого кола? 



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 382 

7. Як врахувати ненульові початкові умови, переходячи до операторної схеми 
заміщення кола? 

8. Електричне коло, яке складається з послідовно з’єднаних елементів 
2=R Ом, 1=L  Гн, у момент 0=t  вмикається до джерела ЕРС tte =)(  В. Знайти 

струм )(ti .  Відповідь:  2( ) / 2 1/ 4 / 4ti t t e−= − + А. 
9.  Електричне коло з послідовно з’єднаних елементів 10=R  Ом, 1,0=L  Гн у 

момент 0=t  вмикається до джерела ЕРС tete 410)( −=  В. Знайти струм )(ti . 

Відповідь:  )(04,1)( 1004 tt eeti −− −=  А. 
10.  Електричне коло складається з послідовно з’єднаних елементів 1=R  кОм, 

10=C  мкФ. Знайти струм )(ti , якщо до кола при 0=t  подається вхідна напруга 

)1(25)( 4tetu −−=  мВ. Відповідь: )(04,1)( 1004 tt eeti −− −=  мА. 
11.  Коло з послідовно з’єднаних опору 2=R  Ом, індуктивності 1=L  Гн та 

ємності 5,0=C  Ф, вмикається при 0=t  до джерела ЕРС tte sin)( = В. Знайти струм 
у колі. 

Відповідь: 0 0( ) 0,2[ 5 cos( 63,4 ) 10 cos( 71,6 )]ti t t e t−= − − −  А. 

12.  Знайти оригінал зображення 
)100()1(

10
22

2

++
+−

pp
pp

. 

Відповідь: ttete tt 10sin086,010cos027,0027,0119,0 ++− −− . 
13.  У колі, послідовно складеного з опору 40 Ом та індуктивності 0,1 Гн, при 

усталеному режимі діє ЕРС tte 400cos100)( =  В. Знайти )(ti  при 0>t , якщо, почи-
наючи з моменту 0=t , амплітуда ЕРС дорівнює 40 В. 

Відповідь: tetti 40075,0)4/400cos(707,0)( −+π−=  А. 
14.  Дати визначення операторній передатній функції. Чому вона належить до 

класу ДРФ? 
15.  Перелічити властивості ОПФ. Як пов’язане характеристичне рівняння кола 

з ОПФ? 
16.  Що таке карта нулів і полюсів ОПФ? Як аналітично визначити ОПФ, кори-

стуючись цією картою? 
17.  Зобразити карту нулів і полюсів кола, розглянутого у прикладі 8.1. 
18. Який зв’язок існує між операторною і комплексною передатними функція-

ми? 
19.  Чому вводять поняття амплітудно-квадратичної характеристики кола. Які 

властивості має АКХ? 
20.  Який зв’язок існує між операторною передатною функцією і часовими ха-

рактеристиками? 
21.  Знайти ОПФ, КПФ та перехідну характеристику кола, утвореного 

послідовним з’єднанням елементів R, L, якщо дією є вхідна напруга, а відгуком – на-
пруга на опорі. Перевірити виконання граничних співвідношень між частотними і 
часовими характеристиками. 

Відповідь: τ−−= /1)( tetg ; 
τ+

−=
/1

11)(
pp

pH . 
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УСТАЛЕНИЙ СИНУСОЇДНИЙ РЕЖИМ 
І ЧАСТОТНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ КІЛ 
ІЗ РОЗПОДІЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ. 
ДОВГІ ЛІНІЇ 
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9 УСТАЛЕНИЙ СИНУСОЇДНИЙ РЕЖИМ 
 І ЧАСТОТНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ КІЛ ІЗ РОЗПОДІЛЕНИМИ 

ПАРАМЕТРАМИ. ДОВГІ ЛІНІЇ 
 
9.1 Загальні положення 
 
У попередніх розділах розглядалися кола із зосередженими параметрами, 

яким притаманні такі властивості: 
1) наявність скінченної кількості ідеальних пасивних елементів1 

R, L (М), C; 
2) струми у кожній вітці та напруги між даними точками схеми залежать 

тільки від часу, тобто повністю описуються миттєвими значеннями – )(ti , )(tu  
відповідно; 

3) значення )(ti  однакове для будь-якого перерізу вітки схеми; 
4) напруга )(tu  між даними точками схеми визначається як різниця їхніх 

потенціалів; 
5) процеси, загалом, описуються звичайними диференціальними 

рівняннями, які грунтуються на законах Кірхгофа для )(ti , )(tu , )(te . 
Наприклад, усі перелічені особливості стосуються реального кола із зосе-

редженими параметрами (рис.9.1, а), складеного з послідовно з’єднаних генера-
тора, резистора, котушки самоіндукції і конденсатора, та схеми заміщення цьо-
го кола (рис.9.1, в). Для синусоїдного джерела )cos()( em tEte ψ+ω=  миттєве 
значення струму кола в усталеному режимі становить: 

)cos()( im tIti ψ+ω= ,                                           (9.1) 

де 
Z

EI m
m = ; ϕ−ψ=ψ ei ; 22 )/1( CLRZ ωω −+= ; 

R
CL ωωϕ /1arctg −

= . 

Струм (9.1) у будь-який момент часу однаковий у кожному перерізі кола 
за умови, що час затримки перенесених зарядів між будь-якими двома пе-
рерізами нехтовно малий. Можна показати, що для виконання даної умови 
максимальні геометричні розміри реального кола mmm zyx ,,  мають бути значно 
меншими довжини хвилі (рис.9.1, а): 

fv /=λ , 
де cv ≤  – швидкість переміщення зарядів; c  – швидкість світла; 

Tf /12/ =πω=  – циклічна частота. 
Якщо один з розмірів кола, наприклад довжина lxm = , буде сумірною з 

довжиною хвилі за рахунок довжини провідників, які з’єднують затискачі гене-
ратора з пасивними елементами (рис.9.1, б), це призведе до затримки зарядів на 
час, сумірний з періодом змінювання струму:  
                                           
1 Згідно з ДСТУ 2815-94. Електричні й магнітні кола та пристрої. Терміни та визна-
чення (п. 4.10) коло із зосередженими параметрами визначається як таке, що може бу-
ти подане сукупністю скінченної кількості ідеальних елементів. 
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Tl
f
lvllt

λ
=

λ
== /)(з .                                       (9.2) 

 

Рисунок 9.1 – Пояснення головного критерію щодо застосування  
теорії кіл із зосередженими і розподіленими параметрами: 

а, в – реальне коло із зосередженими параметрами і його схема;  
б, г –  реальне коло з розподіленими параметрами і його схема  
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Вважаючи амплітуду струму постійною2 і враховуючи формулу (9.2), 
миттєве значення струму у перерізі провідників з координатою x  можна запи-
сати у вигляді: 

з
2( , ) cos{ [ ( )] } cos( ),m i m ii t x I t t x I t xπω ψ ω ψ
λ

= − + = − +                   (9.3) 

де fxvxxt λ//)(з ==  – час затримки зарядів у перерізі кола з координа-
тою x , записаний аналогічно виразу (9.2). 

Миттєве значення струму (9.3) стає функцією двох змінних – часу t  і ко-
ординати x . При цьому функція ),( xti  періодична як у часі з періодом Т, так і у 
просторі за координатою x  з періодом λ . Ця властивість притаманна у загаль-
нофізичному значенні одновимірним хвильовим процесам, а в електро-
радіотехніці – колам з розподіленими параметрами. 

Отже, сумірність одного з геометричних розмірів кола і довжини хвилі є 
головним критерієм застосування теорії кіл з розподіленими параметрами для 
даного кола. У розглянутому прикладі (рис.9.1, б, г) ця умова задовольняється, 
оскільки  λ= ~mxl ; λ<<my ; λ<<mz . 

Можна сформулювати ще й часовий критерій щодо застосування теорії 
кіл з розподіленими параметрами – у колах з розподіленими параметрами часо-
ва затримка за однією з координат сумірна з часовими параметрами діючих у 
колі сигналів. 

Теорія кіл з розподіленими параметрами почала інтенсивно розвиватися із 
середини XIX століття у зв’язку з необхідністю вирішення практичних задач 
створення довгих телеграфних і телефонних ліній. Перші теоретичні праці на-
лежать Кірхгофу і Томсону (Кельвіну). 

Отже, наведений вище спрощений аналіз процесів у колах з роз-
поділеними параметрами дозволяє встановити тільки одну відмінність кіл цього 
класу від кіл із зосередженими параметрами – залежність миттєвих значень 
процесів від двох змінних xt  ,  та головний критерій приналежності реальних 
кіл до кіл з розподіленими параметрами – сумірність одного з геометричних 
розмірів з довжиною хвилі. Докладнішій аналіз, наведений нижче у даному 
розділі, дозволить встановити інші властивості цих кіл: 

1) подання кола у вигляді нескінченної кількості розподілених за однією з 
координат ідеальних пасивних елементів3, для кількісної оцінки яких вводиться 
поняття первинних (погонних) параметрів (див. підрозд. 9.2); 

2) затримку струмів і напруг у часі та хвильовий характер процесів; 
3) опис процесів, у загальному випадку, диференціальними рівняннями у 

частинних похідних для ),( xti  та ),( xtu  (див. підрозд. 9.3). 
 

                                           
2 Як покаже подальший аналіз, умова постійності амплітуди у будь-якому перерізі 
кола з розподіленими параметрами не завжди виконується. 
3 Згідно з ДСТУ 2815-94 (п. 4.11) визначення кола з розподіленими параметрами 
грунтується на його поданні як сукупності нескінченної кількості ідельних елементів. 
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Найважливішим окремим випадком кіл з розподіленими параметрами є 
довгі лінії (лінії передачі). До довгих ліній (ДЛ) належать кола у вигляді двох 
провідників, розділених непровідним середовищем і працюючих у режимі, коли 
довжина провідників сумірна, а поперечні розміри значно менше довжини 
хвилі. Прикладами ДЛ є провідники, які з'єднують джерело з елементами R, L, 
C у колах, показаних на рис.9.1, б, г. 

ДЛ практично застосовують у діапазонах метрових (30-300 МГц) і деци-
метрових хвиль (300-3000 МГц). Конструктивно лінії передачі зазвичай виго-
товляють у вигляді двопровідних повітряних ліній (рис.9.2, а), коаксіальних ка-
белей (рис.9.2, б) і стрічкових ліній (рис.9.2, в). Крім провідного шару «3» у 
стрічкових лініях (рис.9.2, в), інші геометричні розміри наведених конструкцій 
ліній передачі у поперечних перерізах є значно меншими довжини хвилі: 

.;; λ<<λ<<λ<< hDd  
 

 2d

2D– – 

 2d 

 D 

1 

 d 

h 

1 2 3 
 а б  в 

Рисунок 9.2 – Конструкції основних видів ліній передачі: 
а – симетрична двопровідна повітряна лінія, 2d – діаметр провідників, 

D – відстань між провідниками; 
б – коаксіальний кабель, 2d – діаметр внутрішнього (центрального) провідника, 

 2D – діаметр зовнішнього провідника (оплетення), 1 – ізолюючий шар діелектрика;
 в – мікрострічкова лінія, 1 – діелектрична підкладка товщиною h; 

2 – провідна лінія шириною d; 3 – провідний шар 
 

 
Окрім головного призначення – каналізації енергії без втрат або передачі 

сигналів без спотворення форми – ДЛ у вказаних діапазонах частот використо-
вують, створюючи резонансні контури, трансформатори, фільтри, лінії затрим-
ки, антенні пристрої, формувачі, ізолятори, вимірювальні лінії, комутатори, 
атенюатори. Для різних областей застосування розроблені спеціальні ДЛ: рези-
стивні; R, C лінії; спіральні лінії затримки; штучні лінії тощо. 

З огляду на практичне значення ДЛ і порівняну простоту їх теоретичного 
аналізу, подальше викладення присвячено саме цим колам з розподіленими па-
раметрами. 
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9.2 Первинні параметри довгих ліній 
 
Елементарну ділянку ДЛ довжиною λ<<∆x  (рис.9.1, г) можна розглядати 

як коло із зосередженими параметрами і подати її у вигляді чотириполюсника з 
ідеальними пасивними елементами L∆ , C∆ , R∆ , G∆ . Елементи L∆  і C∆  вра-
ховують накопичення енергій відповідно електричного і магнітного поля за ра-
хунок струму у провідниках і ємності між провідниками, а елементи R∆  і G∆  – 
втрати енергії у провідниках та ізоляції між ними (тому GR ∆≠∆ /1 ). 

ДЛ довжиною l можна подати як каскадне з’єднання кількох чотирипо-
люсних схем заміщення кожної з ділянок λ<<∆x . З фізичної точки зору 
найбільш прийнятними є схеми заміщення у вигляді симетричних 
врівноважених чотириполюсників. Для теоретичного аналізу використовують 
несиметричні неврівноважені4 Г–подібні чотириполюсники (рис.9.3, а, б).  
 

Рисунок 9.3 – Схеми заміщення елементарної ділянки лінії 
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Чим менша довжина елементарної ділянки x∆ , тим менші значення пара-
метрів L∆ , C∆ , R∆ , G∆ . Тому розглядають відносні величини: 1 /L L x= ∆ ∆ ; 

1 /C C x= ∆ ∆ ; 1 /R R x= ∆ ∆ ; 1 /G G x= ∆ ∆ , які називають первинними (погонними) 
параметрами ДЛ і вимірюють у таких одиницях5: 

1) погонну індуктивність 1L  – Гн/м; 
2) погонну ємність 1C  – Ф/м; 
3) погонний активний опір 1R  – Ом/м; 
4) погонну активну провідність 1G  – См/м. 
Більш строго первинні параметри ДЛ визначають так: 

dx
dL

x
LL

x
=

∆
∆

=
→∆ 01 lim ; 

dx
dC

x
CC

x
=

∆
∆

=
→∆ 01 lim ; 

dx
dR

x
RR

x
=

∆
∆

=
→∆ 01 lim ; 

dx
dG

x
GG

x
=

∆
∆

=
→∆ 01 lim . 

                                           
4 Врівноваженість обумовлюється симетрією схеми відносно горизонтальної осі. 
5 Вимірюючи первинні параметри, зазвичай використовують дольні одиниці (мкГн/м, 
пФ/м та ін.), але у телекомунікаційних лініях як одиницю довжини застосовують не 
метр, а кілометр. 
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Отже, первинні параметри мають зміст лінійних щільностей розподілу 
елементів L, C, R, G вздовж лінії. 

Особливості первинних параметрів ДЛ обумовлюють класифікацію ліній. 
ДЛ є лінійними, якщо усі первинні параметри не залежать від часу, а та-

кож від струмів і напруг. Якщо хоча б один з первинних параметрів залежить 
від часу, лінія називається параметричною. Коли один з первинних параметрів 
залежить від струму чи напруги, лінія є нелінійною. 

Якщо первинні параметри не залежать від координати x, лінія називається 
однорідною. У неоднорідної лінії первинні параметри залежать від координати х: 

)(1 xL ;  )(1 xC ;  )(1 xR ;  )(1 xG . 
У подальшому викладенні розглянуто переважно лінійні однорідні ДЛ.  
Первинні параметри реальних ДЛ визначаються особливостями їхньої 

конструкції, геометричними розмірами, параметрами матеріалів і діапазоном 
робочих частот. 

Щоб розраховувати первинні параметри, слід використовувати методи 
теорії електромагнітного поля. В табл.9.1 наведені формули для розрахунку 
первинних параметрів типових конструкцій ліній передачі (рис.9.2), в табл.9.2 – 
параметри діелектриків і металів ліній передачі. У цих формулах використано ті 
ж позначення геометричних розмірів ліній, що й на рис.9.2.  

 
Таблиця 9.1 – Первинні параметри типових ліній передачі6 
 

Лінія 1L , Гн/м  1C , м/Ф  1R , Ом/м  1G ,
См/м  

Симетрична 
двопровідна 
повітряна 
(рис.9.2, а) 

0

7

ln

4 10 ln

D d
d

D d
d

µµ
π

µ−

−
=

−
= ⋅

 

0

9

ln[( ) / ]

10
36ln[( ) / ]

D d d

D d d

πε

−

=
−

=
−

 
σ
ωµµ

π 2
1 0

d
 0 
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d
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6 Формули стосуються діелектриків без магнітних властивостей. У табл.9.1, 9.2 вико-
ристано такі позначення: π=ε − 36/10 9

0  Ф/м – електрична стала вакууму; ε  – 

відносна діелектрична проникність ізоляції; 7
0 104 −⋅π=µ  Гн/м – магнітна стала ва-

кууму; µ  – відносна магнітна проникність металу; δtg  – тангенс кута втрат ізоляції; 
ω , рад/c – робоча кутова частота; σ , См/м – питома об’ємна провідність металу. 
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Таблиця 9.2 – Параметри діелектриків і металів 
 

Матеріал ε  
δtg  для 

1000=f  МГц Метал 

Питома 
об’ємна 

провідність 
σ , См/м  

Відносна 
магнітна 

проникність 
 µ  

Поліетилен 2,25 4102 −⋅  Срібло 71017,6 ⋅  1,016 

Полістирол 2,56 4102 −⋅  Мідь 71081,5 ⋅  1,017 

Фторопласт 2,08 4105,2 −⋅  Золото 71013,4 ⋅  1,013 
Плавлений 
кварц 3,85 5103 −⋅  Цинк 71069,1 ⋅  1,011 

Окис 
алюмінію 9,6 5104 −⋅  Латунь 71055,1 ⋅  1,011 

Плексиглас 3,4 3102 −⋅     
 

Приклад 9.1. Обчислити первинні параметри симетричної двопровідної повіт-
ряної лінії (рис.9.2, а) для частоти 100=f  МГц, якщо розміри латунних провідників 
становлять: 22 =d  мм; 10=D  мм. 

Розв’язання. За формулами для первинних параметрів симетричної двопровід-
ної повітряної лінії (табл.9.1), використовуючи параметри латуні з табл.9.2, виконає-
мо розрахунки: 

7
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32
77

1 10886,8
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1010ln011,1104ln104 −
−

−−
−− ⋅=

−
⋅⋅⋅=

−
µ⋅=

d
dDL  Гн/м; 

9 9
11

1 2 3 3
10 10 1,264 10

36ln( ) / 36ln(10 10 ) /10
C

D d d

− −
−

− − −= = = ⋅
− −

 Ф/м; 

615,1
1055,12

102104011,1
10
1

2
1

7

87

3
0

1 =
⋅⋅

⋅π⋅⋅π⋅
⋅π

=
σ
ωµµ

π
=

−

−d
R  Ом/м. 

Оскільки лінія має повітряну ізоляцію, приймаємо 01 =G . 
 

9.3 Диференціальні (телеграфні) рівняння довгої лінії. 
      Загальний розв’язок рівнянь для лінії без втрат 
 
Диференціальні рівняння ДЛ встановлюють аналітичний зв’язок між пер-

винними параметрами 1L , 1C , 1R , 1G , струмом ),( xti  і напругою ),( xtu  у 
довільному перерізі лінії у будь-який момент часу. 

Щоб отримати диференціальні рівняння ДЛ, достатньо розглянути схеми 
заміщення елементарної ділянки λ<<∆x  на відстані x від джерела (входу лінії) 
у вигляді Г-подібних чотириполюсників (рис.9.3). Подання елементів цих 
чотириполюсників GRCL ∆∆∆∆ ,,,  через первинні параметри 

xGGxRRxCCxLL ∆=∆∆=∆∆=∆∆=∆ 1111 ;;;  
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призводить до схем (рис.9.4 а, б), аналіз яких із застосуванням законів Кірхгофа 
і дозволяє отримати диференціальні рівняння ДЛ. 
 

Рисунок 9.4 – До виведення диференціальних рівнянь довгої лінії 
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Рівняння за другим законом Кірхгофа для вибраних напрямів обходу кон-

туру К і напрямів напруг для схеми (рис.9.4, а) має вигляд: 

0),(),(),(),( 11 =
∂

∂
∆+∆+−∆+

t
xtixLxtixRxtuxxtu ,                 (9.4) 

де ),(1 xtixR ∆  – напруга на елементі R∆ ; 
t
xtixL

∂
∂

∆
),(

1  – напруга на еле-

менті L∆ . 
У рівнянні (9.4) і подальших виразах застосовують частинні похідні, 

оскільки струм і напруга є функціями двох змінних t, x. 
Внаслідок перенесення доданків зі струмом у праву частину рівності (9.4) 

і ділення лівої та правої частин на x∆  виходить рівняння 

t
xtiLxtiR

x
xtuxxtu

∂
∂

−−=
∆

−∆+ ),(),(),(),(
11 , 

яке після граничного переходу 0→∆x  перетворюється до одного з дифе-
ренціальних рівнянь ДЛ: 
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t
xtiLxtiR

x
xtu

x
xtuxxtu

x ∂
∂

−−=
∂

∂
=

∆
−∆+

→∆

),(),(),(),(),(lim 110
.           (9.5) 

Рівняння, складене за першим законом Кірхгофа для вузла 1 у другій з 
розглянутих схем (рис.9.4, б), становить: 

0),(),(),(),( 11 =
∂

∂
∆+∆+−∆+

t
xtuxCxtuxGxtixxti ,              (9.6) 

де ),(1 xtuxG ∆ ; 
t

xtuxC
∂

∂
∆

),(
1  – відповідно струми в паралельних вітках з 

елементами G∆  та C∆ . 
Перетворення рівності (9.6), подібні тим, які застосовано вище до виразу 

(9.4), дозволяють отримати друге диференціальне рівняння ДЛ: 

t
xtuCxtuG

x
xti

x
xtixxti

x ∂
∂

−−=
∂

∂
=

∆
−∆+

→∆

),(),(),(),(),(lim 110
.             (9.7) 

Диференціальні рівняння (9.5) і (9.7) можна записати також у функції ко-
ординати xly −=  (рис.9.1, г), яку відлічують від навантаження (кінця) лінії. 

Оскільки xy ∆−=∆ ; xy −∂=∂ , рівняння матимуть вигляд: 

t
ytiLytiR

y
ytu

∂
∂

+=
∂

∂ ),(),(),(
11 ;                                   (9.8) 

t
ytuCytuG

y
yti

∂
∂

+=
∂

∂ ),(),(),(
11 .                                  (9.9) 

Використовують також спрощену форму запису рівнянь ДЛ: 

t
iLiR

x
u

∂
∂

+=
∂
∂

− 11 ;  
t
uCuG

x
i

∂
∂

+=
∂
∂

− 11 ;                         (9.10) 

t
iLiR

y
u

∂
∂

+=
∂
∂

11 ;     
t
uCuG

y
i

∂
∂

+=
∂
∂

11 .                          (9.11) 

Рівняння (9.10) і (9.11) називають також телеграфними, оскільки вони бу-
ли отримані під час створення перших ліній телеграфного зв’язку. 

Від цих рівнянь, кожне з яких містить струм і напругу, можна перейти до 
рівнянь відносно напруги чи струму. Наприклад, щоб отримати вираз відносно 
напруги, у системі (9.10) слід продиференціювати перше рівняння за x, а друге 
– за t, а потім виключити струм у першому рівнянні: 
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 (9.12) 

Аналогічно складається рівняння відносно струму: 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 393

( ) .

;

;

;

1111112

2

112

2

11

2

112

2
2

2

11

2

iGR
t
iLGCR

t
iCL

x
i

t
iLiR

x
u

xt
uC

x
uG

x
i

t
iL

t
iR

tx
u

+
∂
∂

++
∂
∂

=
∂
∂

⇒















∂
∂

+=
∂
∂

−

∂∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−

∂
∂

+
∂
∂

=
∂∂

∂
−

 (9.13) 

Лінійні диференціальні рівняння другого порядку (9.12) і (9.13) мають од-
накову структуру і називаються одновимірними хвильовими рівняннями. 

Розв’язання диференціальних рівнянь у частинних похідних (9.12) і (9.13) 
для реальної лінії та довільного джерела є досить складним. Простіше 
розв’язувати ці рівняння для довільного джерела в ідеальній ДЛ (ІДЛ) – лінії 
без втрат ( 0;0 11 == GR ) або для синусоїдного джерела в реальній лінії (див. 
підрозд. 9.4). Для ІДЛ хвильові рівняння мають вигляд: 
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∂                                              (9.14) 
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∂                                               (9.15) 

Диференціальні рівняння (9.14) і (9.15) вперше були досліджені Ейлером, 
Бернуллі7 і Даламбером8 стосовно задачі математичної фізики, пов’язаної з ко-
ливаннями пружної струни. Розв’язати ці рівняння можна за допомогою рядів 
Фур’є заміною змінних (метод Даламбера) або операторним методом. 

Розв’язуючи рівняння операторним методом, замість шуканих функцій 
),( xtu  та ),( xti  використовують їхні зображення за Лапласом за змінною t : 

[ ]( , ) ( , )U x p u t x= L ;      [ ]( , ) ( , )I x p i t x= L .                        (9.16) 

                                           
7 Бернуллі Даніїл, Bernoulli (1700–1782) – видатний математик і фізик, представник 
відомої династії швейцарських вчених. Працював у Петербурзькій АН (1725–1733). 
Йому належать важливі праці з алгебри, теорії ймовірностей, численню нескінченно 
малих, теорії рядів, теорії диференціальних рівнянь. Уперше увів до теорії помилок 
нормальний розподіл і поняття випадкових і систематичних похибок. В області 
математичної фізики розв’язав (1755) за допомогою тригонометричних рядів 
диференціальне рівняння коливання струни та вивів основне рівняння гідро- і газової 
динаміки (монографія «Гідродинаміка», 1738). 
8 Даламбер Жан Лерон, D’Alembert (1717–1783) – французький математик і філософ, 
член Паризької і Петербурзької АН. Вперше довів основну теорему алгебри (лема 
Даламбера). Сформулював загальні правила складання диференціальних рівнянь руху 
будь-яких матеріальних систем, зводячи задачі динаміки до статики (принцип Далам-
бера). Застосував цей принцип до гідродинаміки. Розв’язав диференціальне рівняння, 
яке описує коливання струни. Розглядав час як четвертий вимір. Деякі праці, присвя-
чені філософії, астрономії, естетиці та музиці, опубліковані в «Енциклопедії наук, 
мистецтв і ремесел», яку Даламбер готував разом з Д. Дідро (1751–1757). 
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Використовуючи властивості перетворення Лапласа і вважаючи початкові 
умови нульовими ( 0)0,( =xi ; 0)0,( =xu ), рівняння (9.14), (9.15) для зображень 
(9.16) можна подати у вигляді: 

0),(),( 2
112

2
=− pxUpCL

dx
pxUd ;                              (9.17) 

0),(),( 2
112

2
=− pxIpCL

dx
pxId .                                (9.18) 

Рівняння (9.17) і (9.18) є лінійними однорідними диференціальними 
рівняннями тільки за змінною x (диференціювання за р не виконується). З огля-
ду на це, похідні за x є не частинними, а звичайними. 

Оскільки рівняння (9.17) і (9.18) є однотипними, можна обмежитися 
аналізом одного из них. Наприклад, загальний розв’язок рівняння (9.17). такий: 

1111 )()(),( відпад
CLpxCLpx epUepUpxU += − ,                   (9.19) 

де )(),( відпад pUpU  – сталі інтегрування, які відповідають фізичному зна-
ченню оригіналів цих доданків розв’язку – падаючій та відбитій  хвилям; 

11CLpm  – корені характеристичного рівняння, складеного за виразом (9.18).  
Щоб визначити сталі )(),( відпад pUpU , використовують граничні значен-

ня зображення ),( pxU  і його першої похідної за x при 0=x . 
Якщо позначити оригінали сталих інтегрування )(),( відпад tutu  і застосу-

вати теорему запізнення перетворення Лапласа (див.табл.8.2, п.4), можна пода-
ти оригінал зображення (9.19) як 

,)()()()(),( відпад11від11пад ηξ uuCLxtuCLxtuxtu +=++−=
    

 (9.20) 

де 11/1 CLv =  – вимірювана швидкість поширення хвиль, м/с; vxt /−=ξ , 
vxt /+=η  – узагальнені змінні. 

Аналіз розв’язку (9.20) дозволяє зробити такі висновки: 
1) кожний з доданків розв’язку (9.20) є процесом, який повторює свої 

значення через певний час в іншому перерізі, що характерно для хвилеподібних 
процесів; 

2) складова розв’язку ( ) ( )vxtuu /падпад −=ξ  є хвилею, яка поширюється 
від джерела до навантаження зі швидкістю v , що обумовлює назву падаюча 
хвиля; 

3) хвиля ( ) ( )vxtuu /відвід +=η  пересувається від навантаження до джерела 
зі швидкістю v ; ця хвиля називається відбитою, оскільки фізичною причиною 
її появи є відбиття від навантаження; 

4) у лінії без втрат падаюча та відбита хвилі пересуваються вздовж лінії, 
не змінюючи форми та інтенсивності. 

Струм ),( xti  можна записати через напругу ),( xtu , використовуючи пер-
ше рівняння системи (9.10).  
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Для ідеальної лінії це рівняння має вигляд: 

t
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xtu

∂
∂
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∂

∂
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1 , 
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( ) ( )vxtivxti
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)()(
відпад

хв

від

хв

пад +−−=−=
ηξ

,                      (9.21) 

де ( ) ( )
хв

пад
пад

/
/

R
vxtu

vxti
−

=− ; ( ) ( )
хв

від
від

/
/

R
vxtu

vxti
+

=+  – відповідно па-

даюча та відбита хвилі струму; 111хв / CLvLR ==  – хвильовий опір. 
Співвідношення для струму (9.21) дозволяє зробити висновок, що в 

ідеальній лінії: 
1) струм ),( xti , подібно напрузі ),( xtu , є сумою падаючої та відбитої 

хвиль; 
2) відповідні хвилі напруги та струму пов’язані між собою за законом 

Ома через хвильовий опір хвR ; оскільки хвR  має активний характер, хвилі на-
пруги і струму одного й того ж типів збігаються за формою; 

3) від’ємний знак відбитої хвилі струму показує, що фактичний напрям 
поширення енергії відбитої хвилі – від навантаження лінії до вхідного джерела. 

Отже, розв’язок одновимірних хвильових рівнянь (9.14) і (9.15) для лінії 
без втрат показує, що в лінії існує інтерференція двох зустрічних хвиль – па-
даючої та відбитої, причому це стосується не тільки напруги і струму, але й 
енергії.  

Швидкість пересування хвиль v  і хвильовий опір хвR  є вторинними па-
раметрами ідеальних ліній: 

11/1 CLv = ;                                                    (9.22) 

11хв / CLR = .                                                   (9.23) 
У табл.9.3 наведені формули для вторинних параметрів ідеальних ліній 

основних типів. Формули отримані на підставі співвідношень (9.22) і (9.23), а 
також наведених у табл.9.1 виразів для 1L  і 1С  типових конструкцій ліній пере-
дачі. У формулах використані ті ж позначення геометричних розмірів ліній пе-
редачі, що й на рис.9.2. Відносна магнітна проникність провідників прийнята 

1=µ , оскільки провідники та ізоляція ідеальні ( 01 =R ; 01 =G ). 
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Таблиця 9.3 – Вторинні параметри типових ліній без втрат 
 

Лінія ν , м/с  хвR , Ом  
Симетрична дво-
провідна повітряна 
лінія (рис.9.2, а) 
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Стрічкова лінія 
(рис.9.2, в) 
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Приклад 9.2. Розрахувати швидкість пересування хвиль і хвильовий опір симе-

тричної ідеальної двопровідної повітряної лінії (рис.9.2, а) з розмірами, наведеними у 
прикладі 9.1.  

Розв’язання. Швидкість хвилі в ідеальній двопровідній повітряній лінії дорів-
нює швидкості світла с, а хвильовий опір залежить від геометричних розмірів лінії 
(див. табл.9.3). Розрахуємо хвильовий опір за заданими розмірами: 

=
−

=
−

= −

−−

3

32

хв 10
1010ln120ln120

d
dDR 263,67 Ом. 

Перевіримо результат за первинними параметрами (див. приклад 9.1): 
8

11711
10984,2

10264,110886,8

11
⋅=

⋅⋅⋅
==

−−CL
v  м/c; 

14,265
10264,1
10886,8

11

7

1

1
хв =

⋅
⋅

== −

−

C
LR  Ом. 

Результати практично збігаються. Різниця пов’язана з тим, що у прикладі 9.1 
при визначенні 1L  і 1С  враховано відносну магнітну проникність латуні 011,1=µ . 
 

9.4 Аналіз усталеного синусоїдного режиму довгої лінії 
 

При синусоїдній дії з частотою ω  усталений струм і напруга у будь-якому 
перерізі ДЛ змінюються у часі за синусоїдним законом з тією ж частотою ω . 
Загалом, у кожному перерізі лінії амплітуди та початкові фази цих коливань 
різні. Якщо відраховувати координату від входу лінії, миттєві значення струму і 
напруги мають вигляд: 

[ ] [ ]tj
mim exIxtxIxti ω=ψ+ω= )(Re)(cos)(),( ;                  (9.24) 

[ ] [ ]tj
mum exUxtxUxtu ω=ψ+ω= )(Re)(cos)(),( ,                (9.25) 

де )()()( xj
mm

iexIxI ψ= ; )()()( xj
mm

uexUxU ψ=  – комплексні амплітуди 
відповідно струму і напруги у перерізі лінії з координатою x. 

Як правило, відомі первинні параметри лінії 1111 ,,, CLGR , довжина l та 
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опір навантаження нZ . Крім цього, задаються значення струму і напруги на 
вході (затискачі 1-1′ на рис.9.5): 

[ ]tj
mum eUtUtutu ω=ψ+ω== 1111 Re)cos()()0,( ;                  (9.26) 

[ ]tj
mim eItItiti ω=ψ+ω== 1111 Re)cos()()0,(                      (9.27) 

або на виході лінії (затискачі 2-2′ на рис.9.5): 
[ ]tj

mum eUtUtultu ω=ψ+ω== 2222 Re)cos()(),( ;                  (9.28) 

[ ]tj
mim eItItilti ω=ψ+ω== 2222 Re)cos()(),( .                    (9.29) 

Підстановка миттєвих значень струму і напруги (9.24), (9.25) у дифе-
ренціальні рівняння (9.10) призводить їх до вигляду (у комплексній формі): 

[ ] [ ]tj
m

tj
m

tjm exIjLexIRe
dx

xUd ωωω ω+=



− )(Re)(Re)(Re 11 ;          (9.30) 

[ ] [ ]tj
m

tj
m

tjm exUjCexUGe
dx

xId ωωω ω+=



− )(Re)(Re)(Re 11 .        (9.31) 

 

Рисунок 9.5 – Схема ДЛ для синусоїдного усталеного процесу 
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Якщо праві частини рівнянь (9.30) і (9.31) перетворити, використовуючи 
властивість комутативності векторів, виходить: 

( )[ ]tj
m

tjm exILjRe
dx

xUd ωω ω+=



− )(Re)(Re 11 ;                    (9.32) 

( )[ ]tj
m

tjm exUCjGe
dx

xId ωω ω+=



− )(Re)(Re 11 .                   (9.33) 

З рівності дійсних частин векторів, що обертаються з однаковою частотою 
і складають рівняння (9.32) і (9.33), виходить рівність векторів: 

( ) )()()()()(
11111 xIZxILjRxILjxIR

dx
xUd

mmmm
m =ω+=ω+=− ;    (9.34) 

( ) )()()()()(
11111 xUYxUCjGxUCjxUG

dx
xId

mmmm
m =ω+=ω+=− ,  (9.35) 

де 111 LjRZ ω+= , 111 CjGY ω+=  – первинні комплексні опір і провідність 
лінії, відповідно. 
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Від системи рівнянь (9.34), (9.35) можна перейти до єдиного рівняння 
відносно )(xU m  або )(xI m . Так, щоб скласти рівняння для )(xU m , достатньо 
продиференціювати вираз (9.34) за x:  

dx
xIdZ

dx
xUd mm )()(

12

2
=− , 

а праву частину отриманого рівняння перетворити на підставі виразу (9.35): 

)()(
112

2
xUYZ

dx
xUd

m
m −=− .                                     (9.36) 

Рівняння (9.36) зазвичай записують у стандартній формі: 

0)()( 2
2

2
=γ− xU

dx
xUd

m
m ,                                       (9.37) 

де β+α==γ jYZ 11  – коефіцієнт поширення; α  – коефіцієнт ослаблен-
ня (загасання); β  – коефіцієнт фази. 

Слід зазначити, що загалом в лінії з втратами коефіцієнт ослаблення за-
лежить від частоти, а коефіцієнт фази є нелінійною функцією частоти. 

Однорідне лінійне диференціальне рівняння другого порядку (9.37) в 
теорії хвильових процесів є одновимірним випадком відомого у математичній 
фізиці рівняння Гельмгольца9. 

Аналогічний вигляд має диференціальне рівняння для )(xI m : 

0)()( 2
2

2
=γ− xI

dx
xId

m
m .                                    (9.38) 

Для рівнянь (9.37) і (9.38) характеристичні рівняння однакові: 022 =γ−p  
і мають комплексні корені  βα=γ= jp mmm

2,1
. 

Загальний розв’язок диференціального рівняння (9.37) має вигляд: 
)(

2
)(

121
21)( AA xjxxjxxx

m eAeAeAeAxU ψ+β+αψ−β−α−γγ− +=+= ,             (9.39) 
де 1

11
AjeAA ψ= ; 2

22
AjeAA ψ=  – сталі інтегрування. 

Від комплексної амплітуди напруги можна перейти до її миттєвого зна-
чення у довільному перерізі: 

[ ] .)cos()cos()(Re),( 2211 A
x

A
xtj

m xteAxteAexUxtu ψ+β+ω+ψ+β−ω== αα−ω  (9.40) 

                                           
9 Гельмгольц Герман Людвиг Фердинанд, Helmholtz (1821–1894) – німецький вче-
ний, працював в області фізики, математики, фізіології та психології. Дав першу ма-
тематичну трактовку закону збереження енергії. Вперше застосував принцип наймен-
шої дії до теплових, електромагнітних та оптичних явищ. Обгрунтував особливості 
вихрового руху рідини, який покладено до основи гідро- та аеродинаміки. В матема-
тиці досліджував геометричні аксіоми і ріманів простір. Увів у математичну фізику 
рівняння, назване його ім’ям. В області фізіології вивчав нервову і м’язову системи, 
органи зору та слуху. Для цього сконструював декілька оригінальних вимірювальних 
приладів. 
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Запис (9.40) відрізняється від виразу (9.20) тільки наявністю 
експоненційних множників. Тому перший доданок у виразі (9.40) є миттєвим 
значенням падаючої ),(пад xtu , а другий – відбитої ),(від xtu  хвиль у довільному 
перерізі лінії. Запис ),(пад xtu  та ),(від xtu  у різних формах: 

])/(cos[)22cos(),( 1111пад A
x

A
x vxteAxt

T
eAxtu ψ+−ω=ψ+

λ
π

−
π

= α−α− ;  (9.41) 

])/(cos[)22cos(),( 2222від A
x

A
x vxteAxt

T
eAxtu ψ++ω=ψ+

λ
π

+
π

= αα    (9.42) 

дозволяє ввести вельми важливі вторинні параметри лінії: довжину хвилі  
βπ=λ /2  та фазову швидкість поширення хвилі  βω= /v . 

Графіки падаючої та відбитої хвиль напруги зображені відповідно на 
рис.9.6 і 9.7. Аналіз графіків дозволяє зробити такі висновки: 

1) у довільний фіксований момент часу kt  падаюча (рис.9.6, б) і відбита 
(рис.9.7, б) хвилі є коливаннями з експоненційним законом змінювання 
амплітуд вздовж лінії та періодом, який дорівнює довжині хвилі λ ; 

2) падаюча хвиля з часом пересувається від входу лінії до навантаження з 
фазовою швидкістю v  (рис.9.6, б), при цьому амплітуда хвилі зменшується у 
напрямку навантаження; 

3) відбита хвиля з часом пересувається від навантаження до входу лінії зі 
швидкістю v  (рис.9.7, б), причому амплітуда хвилі зменшується при набли-
женні до входу лінії; 

4)  у будь-якому перерізі лінії kx  ці процеси змінюються у часі за сину-
соїдним законом (рис.9.6, в і 9.7, в) з частотою ω  (періодом ωπ= /2T ) і мають 
різні амплітуди і початкові фази у різних перерізах kx ; 

5) процеси ),(пад xtu  та ),(від xtu  як функції часу і координати наочно по-
дають їхні аксонометричні відображення (рис.9.6, а і 9.7, а); таке подання, крім 
перерізів ktt =  та kxx = , дозволяє показати фронт (гребінь10) хвилі, за якого ар-
гумент ),(пад xtu  чи ),(від xtu  є цілим числом π2 . 

Сталі інтегрування визначають з початкових (граничних) умов для x = 0: 







γ+γ−=−=−=

+==

=
.)0()(

;)0(

21111
0

211

AAIZIZ
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xUd
AAUU

mm
x

m

mm

            
(9.43) 

Складаючи перше рівняння системи (9.43), використовують формулу 
(9.39), а друге – формулу (9.34) при x = 0. 

Розв’язання системи (9.43) дозволяє знайти сталі 1A , 2A : 
1 хв 11( ) / 2mmA U Z I= + ;   2 хв 11( ) / 2,mmA U Z I= −                   (9.44) 

де 11хв /YZZ =  – хвильовий опір лінії. 

                                           
10 На рис.9.6, а і 9.7, а показані осі, які відповідають гребеням з нульовими значення-
ми аргументів. 
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Рисунок 9.6 – Графіки падаючої хвилі напруги у ДЛ при ΨА1 = 0: 
 а – аксонометричне подання; б – розподіл уздовж лінії для моментів часу tk; 

 в – залежність від часу в перерізах лінії xk 
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Рисунок 9.7 – Графіки відбитої хвилі напруги у ДЛ при ΨА2 = 0: 
 а – аксонометричне подання; б – розподіл уздовж лінії для моментів часу tk; 

 в – залежність від часу в перерізах лінії xk 
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Підстановка виразів (9.44) до рівняння (9.39) дозволяє подати комплексну 
амплітуду напруги у довільному перерізі лінії як суму комплексних амплітуд 
падаючої та відбитої хвиль: 

xmmxmm
mmm eIZUeIZUxUxUxU γγ− −

+
+

=+=
22

)()()( 1хв11хв1
відпад ,     (9.45) 

або:    xIZxUxU mmm γ−γ= shch)( 1хв1 .                                  (9.46) 
Використовуючи отримані співвідношення для напруги, з рівняння (9.34) 

визначають комплексну амплітуду струму: 

=
−γ

−
+γ

=−= γγ− xmmxmmm
m eIZU

Z
eIZU

Zdx
xUd

Z
xI

22
)(1)( 1хв1

1

1хв1

11
 

),()(
22 відпад

хв

1хв1

хв

1хв1 xIxIe
Z

IZUe
Z

IZU
mm

xmmxmm +=
−

−
+

= − γγ   (9.47) 

де пад хвпад( ) ( ) /m mI x U x Z= , від хввід( ) ( ) /m mI x U x Z= −  – комплексні 
амплітуди, відповідно, падаючої та відбитої хвиль струму. 

Вираз (9.47) показує, що комплексна амплітуда струму є сумою ком-
плексних амплітуд падаючої та відбитої хвиль, які пов’язані з відповідними 
хвилями напруги за законом Ома через комплексний хвильовий опір хвZ . 
Від’ємний знак )(від xI m  свідчить, що енергія відбитої хвилі пересувається від 
навантаження лінії до її вхідних затискачів. 

Подібно виразу (9.46) рівняння (9.47) можна перетворити так: 
( ) xZUxIxI mmm γ−γ= sh/ch)( хв11 .                             (9.48) 

Розподіл комплексних амплітуд струму і напруги вздовж лінії можна та-
кож отримати, відраховуючи координату y вздовж лінії від навантаження. При 
цьому як граничні умови використовують значення струму і напруги на виході 
лінії (див. формули (9.28) і (9.29)). Основні етапи розв’язання цієї задачі та от-
римані при цьому співвідношення наведені у табл.9.4. До формул табл.9.4 вхо-
дять ті самі вторинні параметри, що й до співвідношень, які отримані при 
відліку відстані x від входу лінії. Ці вторинні параметри зведені до табл.9.5. 

 Використовуючи формули (9.46) і (9.48), на підставі закону Ома можна 
отримати вираз для комплексного опору лінії у довільному перерізі x : 

хв 1 вх хв1
хв

1 хв хв вх1

ch sh ch sh( )( )
( ) ch ( / )sh ch sh

mmm

m m m

U x Z I x Z x Z xU xZ x Z
I x I x U Z x Z x Z x

γ γ γ γ
γ γ γ γ

− −
= = =

− −
,     (9.49) 

де вх 11 / mmZ U I=  – комплексний вхідний опір лінії. 
Комплексний опір у довільному перерізі y можна записати, використо-

вуючи відповідні формули для )(yU m  та )( yI m  з табл.9.4:

 
хв 2 н хв2

хв
2 хв хв н2

ch sh ch sh( )( )
( ) ch ( / )sh ch sh

mmm

m m m

U y Z I y Z y Z yU yZ y Z
I y I y U Z y Z y Z y

γ γ γ γ
γ γ γ γ

+ +
= = =

+ +
.  (9.50) 

З формули (9.50) виходить, що вхідний комплексний опір лінії становить: 
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lZlZ
lZlZ

Z
I

UlZZ
m

m
γ+γ
γ+γ

===
shch
shch

)(
нхв

хвн
хв

1

1
вх ,                           (9.51) 

 де нZ  – опір навантаження;  
при хвн ZZ = виходить, що хввх ZZ = ; хв)()( ZyZxZ == . 
 

Таблиця 9.4 – Основні етапи аналізу при відліку координати від навантаження  
 

Етап виведення 
і тип виразу Формула 

Складання 
диференціальних 
рівнянь 

0)()(;0)()( 2
2

2
2

2

2
=γ−=γ− yI

dx
yIdyU

dx
yUd

m
m

m
m  

Характеристичне 
рівняння  

;022 =γ−p   β±α±=γ±= jp 2,1   

Загальний розв’язок  
для напруги )()(

)(

відпад
)(

2
)(

1

21

21 yUyUeAeA

eAeAyU

mm
yjyyjy

yy
m

AA +=+=

=+=
ψ−β−α−ψ+β+α

γ−γ

 

Миттєві значення 
падаючої та відбитої 
хвиль  
напруги  
у довільному  
перерізі лінії 

[ ]
];)/(cos[)22cos(

)cos()(Re),(

1111

11падпад

A
y

A
y

A
ytj

m

vyteAyt
T

eA

yteAeyUytu

ψ++ω=ψ+
λ
π

+
π

=

=ψ+β+ω==

αα

αω
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])/(cos[)22cos(

)cos()(Re),(

2222
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A
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yteAeyUytu
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амплітуди струму 
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Запис рівнянь  за 
через гіперболічні 
функції 

yIZyUyU mmm γ+γ= shch)( 2хв2 ; 

2 хв2( ) ch ( / )shm m mI y I y U Z yγ γ= +  
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Таблиця 9.5 – Вторинні параметри лінії при синусоїдній дії
  

Одиниця вимірювання Параметр Позначення і формула 
Назва Позначення

Первинна 
 комплексний опір 111 LjRZ ω+=  ом на метр  Ом/м 

Первинна комплексна 
провідність 111 CjGY ω+=  сименс на метр  См/м 

Коефіцієнт поширення
 β+α==γ jYZ 11  метр у мінус 

 першому степені  1/м 

Коефіцієнт ослаблення
 

( )γ=α Re  непер на метр  Нп/м 
Коефіцієнт фази

 
( )γ=β Im  радіан на метр  рад/м 

Довжина хвилі
 

βπ=λ /2  метр  м 
Фазова швидкість βω= /v  метр за секунду  м/с 
Хвильовий опір 

хв 1 1 хв хв/Z Z Y R jX= = + ом  Ом 

 
Отже, якщо лінія навантажена на хвильовий опір, вхідний опір лінії та 

опір у будь-якому перерізі дорівнює хвильовому. При цьому відбита хвиля 
відсутня, оскільки стала інтегрування 02 =A  для розв’язків за координатами x 
та y. Такий режим називають узгодженим або режимом біжних хвиль. 

Міру розузгодження лінії при хввх ZZ ≠  оцінюють відношенням ком-
плексних амплітуд відбитої та падаючої хвиль у вигляді безрозмірного ком-
плексного коефіцієнта відбиття: 

)(2

хввх

хввх2

1хв1
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)( xjxx
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m exe
ZZ
ZZe
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xU
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x ρϕγγ ρ=
+
−

=
+
−

=−==ρ ; 

)(2

хвн

хвн2

2хв2

2хв2

пад

від

пад

від )(
)(
)(

)(
)(

)( yjyy

mm

mm

m

m

m

m eye
ZZ
ZZe

IZU
IZU

yI
yI

yU
yU

y ρϕγ−γ− ρ=
+
−

=
+
−

=−==ρ ,(9.52) 

 де )(xρ ; )(yρ ; )(xρϕ ; )(yρϕ  – залежності модулів та аргументів комплекс-
ного коефіцієнта відбиття при відліку координат від початку та від кінця лінії, 
відповідно. 

У режимі узгодження ( вххвн ZZZ == ) коефіцієнт відбиття  
0)()( =ρ=ρ yx . 

За допомогою комплексного коефіцієнта відбиття виходять наочні 
співвідношення для енергетичних параметрів лінії. Так, можна отримати вираз 
для комплексної потужності у будь-якому перерізі лінії при відліку координати 
від навантаження: 

[ ][ ] =++==+= )()()()()()()()()( *
від

*
падвідпад

*
QA yIyIyUyUyIyUyjPyPyPS  

[ ][ ] [ ] =ρ−ρ+ρ−=ρ−ρ+= )()()(1)()(1)(1)()( *22
падхв

**
падпад yyyyIZyyyIyU  
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[ ])(sin)(2)(1)( 22
падхв yyjyyIZ ρϕρ+ρ−= ,                    (9.53) 

де [ ])(Re)( SA yPyP = ; [ ])(Im)( SQ yPyP =  – відповідно активна і реактивна 
потужності в лінії. 

Аналогічний вигляд має співвідношення для комплексної потужності у 
разі відліку координати від входу лінії: 

[ ])(sin)(2)(1)()()()( 22
падхвQA xxjxxIZxjPxPxPS ρϕρ+ρ−=+= . 

Приклад 9.3. Знайти вторинні параметри симетричної двопровідної повітряної 
лінії, розглянутої у прикладі 9.1 (рис.9.2, а), для частоти 100=f  МГц. 

Розв’язання. Скористуємось знайденими у прикладі 9.1 первинними парамет-
рами лінії: 7

1 10886,8 −⋅=L  Гн/м; 11
1 10264,1 −⋅=C  Ф/м; 615,11 =R  Ом/м; 01 =G . 

За формулами (табл.9.5) розрахуємо вторинні параметри лінії: 
1) первинний комплексний опір 

324,558615,110886,8102162,0 78
111 jjLjRZ +=⋅⋅⋅π+=ω+= −  Ом/м; 

2) первинну комплексну провідність 
3118

111 10942,710264,1102 −− ⋅=⋅⋅⋅π=ω+= jjCjGY  Cм/м; 
3) коефіцієнт поширення 

( ) 106,210046,310942,7324,558615,1 33
11 jjjYZ +⋅=⋅+==γ −−  1/м; 

4) коефіцієнт ослаблення ( ) 310046,3Re −⋅=γ=α  Нп/м; 
5) коефіцієнт фази ( ) 106,2Im =γ=β  рад/м; 
6) довжину хвилі 983,2106,2/2/2 =π=βπ=λ  м; 
7) фазову швидкість 88 10983,2106,2/102/ ⋅=⋅π=βω=v  м/с; 
8) хвильовий опір  

Ом383,0143,265
10942,7

324,558615,1/ 3хвхв11хв j
j

jjXRYZZ −=
⋅

+
=+== − . 

 
9.5 Лінії з малими втратами при синусоїдній дії 
 
Для довгих ліній, які використовують у практиці, активні первинні опори 

і провідності значно менші відповідних реактивних (див. приклад 9.3): 
11 LR ω<< ; 11 CG ω<< .                                       (9.54) 

За умов (9.54) втратами у першому наближенні можна знехтувати і вважа-
ти лінії ідеальними:  0;0 11 == GR . 

У ідеальних ліній первинні комплексні опір і провідність, а також ко-
ефіцієнт поширення будуть уявними: 

11 LjZ ω= ; 11 CjY ω= ; β=ω==γ jCLjYZ 1111 ,             (9.55) 

де 11CLω=β  – коефіцієнт фази. 
Отже, коефіцієнт ослаблення ідеальної лінії дорівнює нулю: 0=α . 



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 406 

З огляду на формули (9.55), вирази для фазової швидкості, довжини хвилі 
та хвильового опору, наведені у табл.9.5, матимуть вигляд: 

1111

1
CLCL

v =
ω

ω
=

β
ω

= ;                                    (9.56) 

111111

122
CL

T
CLfCLf

v
==

ω
π

=
β
π

==λ ;                       (9.57) 

хв111111хв /// RCLCjLjYZZ ==ωω== .                     (9.58) 

Отже, фазова швидкість і хвильовий опір в ідеальній лінії не залежать від  
частоти, а довжина хвилі – обернено пропорційна частоті. Хвильовий опір, на 
відміну від реальної лінії, є активним, а співвідношення (9.58) для його розра-
хунку збігається з виразом (9.23), отриманим у підрозд. 9.3 для довільної дії в 
ідеальній лінії. Також збігаються вирази (9.56) і (9.22). 

Не розв’язуючи знову диференціальні рівняння (9.37) і (9.38) для 
ідеальної лінії, можна на підставі формул (9.55)–(9.58) використати розв’язки 
цих рівнянь (див. вирази (9.39)–(9.53) і табл.9.4). Отримані при цьому 
співвідношення наведені у табл.9.6, аналіз яких дозволяє зробити  висновки: 

1) падаючі та відбиті хвилі не змінюються за амплітудою вздовж лінії; 
2) щоб записати розрахункові формули для комплексних амплітуд напру-

ги та струму, а також комплексного опору в будь-якому перерізі лінії, викори-
стовують не гіперболічні, як у ліній з втратами, а тригонометричні функції; 

3) оскільки хвильовий опір активний, падаючі хвилі напруги і струму у 
довільному перерізі лінії перебувають у фазі, а відбиті – у протифазі; 

4) модуль комплексного коефіцієнта відбиття у будь-якому перерізі лінії 
постійний і може приймати значення від нуля до одиниці: 

2
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2
хввх

2
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2
хввх

хввх

хввх

)(

)(
)(

XRR

XRR
RZ
RZx

++
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XRR

XRR
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RZy

++

+−
=
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−

=ρ ;                          (9.59) 

5) аргумент коефіцієнта відбиття змінюється вздовж лінії за лінійним за-
коном xβ2  при відліку координати від початку лінії та yβ− 2  при відліку від 
навантаження. 

В ідеальних ліній, як і у реальних, в режимі біжних хвиль ( хвн RZ = ) 
відбиті хвилі відсутні, коефіцієнт відбиття дорівнює нулю, а вхідний опір і 
опір у будь-якому перерізі дорівнюють хвильовому. 
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Модуль коефіцієнта відбиття (9.59) у будь-якому перерізі лінії дорівнює 
одиниці (тобто падвідпадвід ; mmmm IIUU == ) за таких умов: 

1) вихідні затискачі лінії замкнені ( 0н =Z ); 
2) вихідні затискачі лінії розімкнені ( ∞→нZ ); 
3)  лінія навантажена на індуктивність ( LjZ ω=н ); 
4)  лінія навантажена на ємність ( CjZ ω= /1н ). 
Такий режим повного відбиття енергії від навантаження називається ре-

жимом стійних хвиль. 
Якщо лінію навантажено на активний хвн RR ≠  або комплексний 

ннн jXRZ +=  ( 0н ≠R ; ∞<<∞− нX ) опір, модуль коефіцієнта відбиття лежить 
у межах: 1)(0 <ρ< x ; 1)(0 <ρ< y . 

У цьому випадку, званому режимом змішаних хвиль, спостерігається ча-
сткове відбиття енергії падаючої хвилі від навантаження:  

падвідпадвід ; mmmm IIUU << . 
Якщо зважати на втрати, для розрахунку вторинних параметрів ДЛ з ма-

лими втратами (ДЛМВ) застосовують приблизні співвідношення. Виводячи ці 
співвідношення, використовують нерівності (9.54), нехтують малими величи-
нами другого порядку 2

11 )/( CG ω ; 11
2

11 / CLGR ω  і записують приблизні значен-
ня квадратного кореня від виразів вигляду jA±1 , 1<<A : 

AjjA 5,011 ±≈± . 
Формули для розрахунку вторинних параметрів ідеальних ліній і ДЛМВ 

зведені до табл.9.7. 
 
Таблиця 9.7 – Параметри ідеальних ліній і ДЛМВ 
 
Параметр Ідеальна ДЛ  ДЛМВ 

Хвильовий 
опір 11хв / CLR =  )]//(5,01[ 1111хвхв LRCGjRZ ω−ω+≈ ; 

)/5,01( 11хвхв LRjRZ ω−≈ , якщо 01 =G  
Коефіцієнт 
ослаблення 

0=α  )/(5,0 хв1хв1 RGRR +≈α ; 

хв1 /5,0 RR≈α , якщо 01 =G  
Коефіцієнт фази 

11CLω=β  11CLω≈β  
Довжина хвилі 

11/ CLT=λ  11/ CLT≈λ  
Фазова швидкість 

11/1 CLv =  11/1 CLv ≈  
 

Приклад 9.4. Розрахувати приблизні значення коефіцієнта ослаблення і хвиль-
ового опору симетричної двопровідної повітряної ДЛМВ, розглянутої у прикладах 9.1 
і 9.3, для частоти 100=f  МГц. 
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Розв’язання. Скористуємось знайденими у прикладах 9.1 і 9.3 значеннями пер-
винних параметрів даної лінії:  

7
1 10886,8 −⋅=L  Гн/м; 11

1 10264,1 −⋅=C  Ф/м; 615,11 =R  Ом/м; 01 =G ; 

324,558615,1111 jLjRZ +=ω+=  Ом/м; 3
11 10942,7 −⋅=ω= jCjY  Cм/м. 

Знайдемо хвильовий опір ідеальної лінії з такими самими, як у даної лінії, зна-
ченнями первинної індуктивності та ємності: 

=⋅⋅== −− 117
11хв 10264,1/10886,8/ CLR 265,1 Ом. 

За приблизними формулами, наведеними у табл.9.7 для 01 =G , знайдемо: 

1) коефіцієнт ослаблення 3
хв1 10046,31,265/615,15,0/5,0 −⋅=⋅=≈α RR  Нп/м; 

2) хвильовий опір  

383,01,265)324,558/615,15,01(1,265)]/(5,01[ 11хвхв jjLRjRZ −=⋅−=ω−≈  Ом. 

Порівнюючи отримані результати з точними розрахунками прикладу 9.3, бачи-
мо доцільність застосування приблизних співвідношень. 

 
9.6 Режим біжних хвиль 

 
Режим біжних хвиль (режим узгодження) існує, коли лінію навантажено 

на хвильовий опір ( хвн ZZ =  – для реальної; хвн RZ =  – для ідеальної лінії). У 
підрозд. 9.4 показано, що в цьому режимі відбита хвиля відсутня, а опір у будь-
якому перерізі лінії та вхідний опір дорівнюють хвильовому. 

Аналізуючи режим біжних хвиль у реальній лінії (рис.9.8, а), вважають 
заданими комплексні амплітуди напруги 2

22
uj

mm eUU ψ=  і струму 
2

22
ij

mm eII ψ=  у кінці лінії, пов’язані між собою за законом Ома: 
2хв2 mm IZU = ; 2хв2 mm IZU = ; хв22 ϕ=ψ−ψ iu ,                      (9.60) 

де хвZ  – повний хвильовий опір; хвϕ  – аргумент комплексного хвильово-
го опору. 

З огляду на вираз (9.60) і співвідношення для гіперболічних функцій сис-
тема рівнянь для комплексних амплітуд напруги і струму у довільному перерізі 
лінії з координатою y (див. табл.9.4)  

хв 22

2 хв2

( ) ch sh ;
( ) ch ( / )sh

mm m

m m m

U y U y Z I y
I y I y U Z y

γ γ
γ γ

= +
 = +

                               (9.61) 

приймає вигляд 
2

2

( )( )
22 2

( )( )
2 2 2

( ) (ch sh ) ( ) ;

( ) (ch sh ) ( ) ,

u u

i i

y j j yj y
m mm m m

y j j yj y
m m m m m

U y U y y U e U e e U y e

I y I y y I e I e e I y e

γ ψ ψα β

γ ψ ψα β

γ γ

γ γ

+

+

 = + = = =


= + = = =
 (9.62) 

де y
mm eUyU α= 2)( , y

mm eIyI α= 2)( , yy uu β+ψ=ψ 2)( , yy ii β+ψ=ψ 2)(  –
закони змінювання амплітуд і початкових фаз відповідно напруги і струму у 
довільному перерізі лінії.  



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 410 

Рисунок 9.8 – Режим біжних хвиль у лінії з втратами: а – схема лінії;  
б – розподіл амплітуд напруги і струму; в – розподіл початкових фаз  

напруги і струму (ϕхв > 0) 

хвϕ  

хвн ZZ =

)(yiψ  

2mU
2mI

1mU  

1mI
)(yUm

)(yIm

)(yuψ

1mU  

1mI

2mU

2mI

 y 

 l  y 

 а 

 б 

 в 

 0 

 0 λ  

π2 2uψ

2iψ

 
Графіки розподілу амплітуд і початкових фаз напруги і струму вздовж 

лінії побудовані на рис. 9.8, б, в. Ці графіки ілюструють збільшення амплітуд і 
початкових фаз у напрямку до входу лінії. Амплітуди змінюються за експо-
ненційним, а початкові фази – за лінійним законом. Початкові фази у перерізах 
лінії на відстані 4/λn  один від одного відрізняються на 2/πn . 

Система рівнянь (9.62) дозволяє записати миттєві значення напруги і 
струму в перерізі лінії з координатою у: 

[ ] )cos()(Re),( 22 u
y

m
tj

m yteUeyUytu ψ+β+ω== αω ; 

[ ] )cos()(Re),( 22 i
y

m
tj

m yteIeyIyti ψ+β+ω== αω . 
Енергетичним показником роботи ДЛ є коефіцієнт корисної дії: 

111

222

1А

нА

cos
cos

ϕ
ϕ

==η
IU
IU

P
P

, 

де 1АнА , PP  – активні потужності у навантаженні та на вході лінії; 

21, ϕϕ  – зсув фаз між напругою і струмом на вході та виході лінії, відповідно. 
У режимі біжних хвиль значення ККД становитиме: 

l
ll e

eIeU
IU

IU
IU α−

αα ==
ϕ
ϕ

=η 2

22

22

хв11

хв22
cos
cos .                          (9.63) 
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Для ДЛМВ, з огляду на приблизний вираз )/(5,0 хв1хв1 RGRR +≈α  (див. 

табл.9.7), співвідношення (9.63) запишеться у вигляді: lRGRRe )/( хв1хв1 +−≈η . 
Якщо 12 <<αl , вираз (9.63) спрощується:  

le l α−≈=η α− 212 .                                         (9.64) 

Якщо знехтувати втратами ( 0=α ; β=γ j ), то ККД дорівнюватиме оди-
ниці, а система рівнянь (9.62) прийме вигляд: 





====
====

ψβ+ψβψβ

ψψ+ββψβ

,)(
;)(

)(
2

)(
222

)(
2

)(
222

22

22

yj
m

yj
m

yjj
m

yj
mm

yj
m

yj
m

yjj
m

yj
mm

iii

uuu

eIeIeeIeIyI
eUeUeeUeUyU      (9.65) 

де yy uu β+ψ=ψ 2)( , yy ii β+ψ=ψ 2)(  – закони змінювання початкових 
фаз напруги і струму в довільному перерізі лінії. 

З системи (9.65) виходить, що амплітуди напруги і струму в будь-якому 
перерізі ідеальної лінії однакові (рис. 9.9, б):  2)( mm UyU = ; 2)( mm IyI = . 

Хвильовий опір хвR  ідеальної лінії має активний характер і є навантажен-
ням лінії (рис.9.9, а). Тому 22 iu ψ=ψ  і закони змінювання початкових фаз на-
пруги і струму у будь-якому перерізі збігаються (рис.9.9, в). 
 

Рисунок 9.9 – Режим біжних хвиль в ідеальній лінії: 
 а – схема лінії; б – розподіл амплітуд напруги і струму; 

 в – розподіл початкових фаз напруги і струму 

11 iu ψ=ψ  

хвн RZ =1mU
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 y 
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π2

)(yU m

)( yI m

 
Приклад 9.5. Розрахувати і побудувати графіки розподілу амплітуд і початко-

вих фаз напруги і струму для узгодженої симетричної повітряної двопровідної лінії 
(див. приклади 9.1 і 9.3) на частоті 100=f  МГц, якщо довжина лінії 50=l  м, а ком-
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плексна амплітуда напруги у кінці лінії 102 =mU  В. Знайти розв’язок: 1) для ідеаль-
ної лінії; 2) лінії з урахуванням втрат, визначити ККД. 

Розв’язання. Скористаємося значеннями вторинних параметрів ДЛ з прикладу 
9.3: коефіцієнт ослаблення 310046,3 −⋅≈α  Нп/м; коефіцієнт фази ( ) 106,2Im =γ=β  
рад/м; хвильовий опір: для ідеальної лінії =хвR 265,1 Ом; з урахуванням втрат у лінії 

383,01,265хв jZ −≈  Ом. 
Щоб визначити розподіл амплітуд і початкових фаз напруги і струму, нехтуючи 

втратами, скористаємося співвідношенням (9.65): 

10)( 2 == mm UyU  В; 038,01,265/10/)( хв22 ==== RUIyI mmm  А; 

yyyy iu 106,2)()( =β=ψ=ψ  рад. 
Розрахунки для лінії з втратами виконаємо за формулою (9.62): 

yjyyj
m

y
mm eeeUeUyU 106,210046,3)(

22
3

10)(
−⋅β+αγ ===  В; 

y
m eyU

310046,310)(
−⋅=  В; yyu 106,2)( =ψ  рад; 

;A038,0)( )106,210444,1(10046,3)(

хв

2
2

33 yjyyjmy
mm eee

Z
UeIyI +⋅⋅+ −−

=== βαγ  

y
m eyI

310046,3038,0)(
−⋅=  А; yyyi 106,2106,210444,1)( 3 ≈+⋅=ψ −  рад. 

Побудуємо графіки розподілу амплітуд і початкових фаз напруги і струму в 
лінії (рис.9.10). Суцільними лініями показані графіки для амплітуд у разі нехтування 
втратами, а пунктиром – враховуючи втрати. 

За формулою (9.64) знайдемо ККД лінії з урахуванням втрат: 

%7,73737,05010044,322 3
====η ⋅⋅⋅−α− −

ee l . 
 
 

Рисунок 9.10 – До прикладу 9.5: а – розподіл амплітуд напруги і струму; 
б – розподіл початкових фаз напруги і струму 
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9.7 Режим стійних хвиль 
 

У режимі стійних хвиль енергія повністю відбивається від навантаження, 
тобто модуль комплексного коефіцієнта відбиття (9.52) у кінці лінії дорівнює 
одиниці: 

1)0(
хвн

хвн =
+
−

=ρ
ZZ
ZZ .                                          (9.66) 

У лінії з втратами умова (9.66) виконується тоді, коли ∞→нZ  або 
0н =Z , що відповідає холостому ходу або короткому замиканню у кінці лінії. 
В ідеальній лінії ( хвхв RZ = ) даний режим, окрім холостого ходу і корот-

кого замикання, спостерігається також, якщо лінію навантажено на реактивний 
опір (індуктивність або ємність). Так, після підстановки 2н jXZ =  ( 02 >X  – 
індуктивність, 02 <X  – ємність) і хвхв RZ =  у формулу (9.66), виходить: 

1)0(
2
2

2
хв

2
2

2
хв

хв2

хв2 =
+

+
=

+
−

=ρ
ХR

ХR
RjX
RjX . 

 
9.7.1 Холостий хід в ідеальній лінії 
 
При розімкнених вихідних затискачах (рис.9.11, а) 02 =mI , 02 ≠mU  і 

рівняння для ідеальної лінії (див. табл.9.6) запишуться у вигляді: 
yUyRIjyUyU mmmm β=β+β= cossincos)( 2хв22 ;                     (9.67) 

( ) ( ) yRUjyRUjyIyI mmmm β=β+β= sin/sin/cos)( хв2хв22 ,               (9.68) 

де λπ=β /2  – коефіцієнт фази; 02 ≠mU  – комплексна амплітуда напруги 
на виході лінії. 

З рівнянь (9.67) і (9.68) виходять вирази для розрахунку: 
• миттєвих значень напруги (рис.9.12) і струму в будь-якому перерізі лінії: 

[ ] )cos(cos)(Re),( 22 um
tj

m tyUeyUytu ψ+ωβ== ω ;                (9.69) 

[ ] )2/cos()sin/()(Re),( 2хв2 π+ψ+ωβ== ω
um

tj
m tyRUeyIyti ; 

• амплітуд напруги і струму в лінії (рис.9.11, б): 
yUyU mm β= cos)( 2 ;                                              (9.70) 

yRUyI mm β= sin)/()( хв2 ;                                          (9.71) 
• початкових фаз напруги і струму в лінії (рис.9.11, в): 





<βπ
>β

+ψ=ψ
;0cos   якщо,
;0cos   якщо,0

)( 2 y
y

y uu                                   (9.72) 





<βπ
>β

+π+ψ=ψ
.0sin якщо,
;0sin якщо,0

2/)( 2 y
y

y ui                              (9.73) 
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Рисунок 9.11 – Режим стійних хвиль у розімкненій ідеальній лінії: а – схема лінії; 
розподіли: б – амплітуд напруги і струму, реактивної потужності; 
 в – початкових фаз і зсуву фаз між напругою (ψu2 = 0) і струмом;  

 г – реактивного опору 
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Рисунок 9.12 – Напруга у розімкненій ідеальній ДЛ ( 02 =ψu ): 
 а – аксонометричне подання; б – розподіл вздовж лінії для моментів часу kt ;  

в – векторні діаграми  

),( ytu  

 t  

 y 

 0 

T

λ  
 а 

),( ktyu

 y 0 λ

2mU

2mU−

01 =t  
12/2 Tt =

4/4 Tt =
6/3 Tt =

12/56 Tt =

2/7 Tt =

3/5 Tt =

пучності 

2/λ
4/λ4/3λ

 б 

   в 

вузли

від2mU

2mUпад2mUmU

падmU

відmU падmU  

відmU

0=mU  

mU

відmU

mU

відmU
mU

падmU

відmU
падmU

падmU  

 
 



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 416 

Вираз для комплексного опору в довільному перерізі лінії можна знайти 
як за загальною формулою (табл.9.6): 

),(сtg
sincos
sincoslim)( хв
нхв

хвн
хв

н
yjXyjR

yZjyR
yjRyZRyZ

Z
=−=

+
+

=
∞→

β
ββ
ββ      (9.74) 

так і діленням виразу (9.67) на (9.68):  

)(сtg
)(
)()( хв yjXyjR

yI
yUyZ

m

m =β−== . 

Співвідношення (9.74) для )(yZ  свідчить, що опір у довільному перерізі 
лінії є уявним, тобто має реактивний характер. Графік функції 

yRyX β−= сtg)( хв  зображено на рис.9.11, г. 
Комплексний коефіцієнт відбиття у будь-якому перерізі з огляду на за-

гальну формулу (див. табл.9.6) для даного випадку становить: 
yjyj

Zm

m

m

m ee
RZ
RZ

yI
yI

yU
yU

y β−β−

∞→
=

+
−

=−==ρ 22

хвн

хвн

пад

від

пад

від

н
lim

)(
)(

)(
)(

)( .    (9.75) 

Оскільки 1)0( =ρ , вирази для активної та реактивної потужностей, вико-
ристовуючи формули з табл.9.6, можна записати у вигляді: 

0)]0(1[ 22
падхвA =ρ−= IRP ; 

)2sin(2)2sin(2)( 2
падхв

2
падхвQ yIRyIRyP β−=β−= .                   (9.76) 

Графік реактивної потужності показаний на рис.9.11, б. 
Аналіз співвідношень (9.69) – (9.76) і графіків (рис.9.11 і 9.12) дозволяє 

зробити такі висновки щодо розімкненої ідеальної лінії: 
1) реактивний характер опору лінії у будь-якому її перерізі та аксономет-

ричне подання процесів у функції часу і координати (рис.9.12, а) свідчать, що 
енергія джерела не споживається і не переміщується до виходу лінії, отже існує 
тільки реактивна потужність; 

2) з формули (9.75) виходить, що амплітуди падаючих і відбитих хвиль 
напруги і струму в будь-якому перерізі становлять, відповідно: 

)()();()( падвідвідпад yIyIyUyU mmmm == , 
а фазові зсуви, які визначають залежність амплітуд напруги і струму від коор-
динати вздовж лінії (рис.9.11, б), дорівнюють: 

yyyy uu λ
π

=β=ψ−ψ
42)()( відпад ;   π−

λ
π

=π−β=ψ−ψ yyyy ii
42)()( відпад ; 

3) у кінці лінії ( 0=y ) і на відстанях від кінця лінії, кратних 2/λ  
( ....,3,2,1, =π=β nny ), падаюча і відбита хвилі напруги перебувають у фазі 
(рис.9.12, в), а струму – у протифазі; тому в цих перерізах лінії мають місце 
максимальні значення амплітуд напруги і нульові значення струму (рис.9.12, б); 

4) на відстанях від кінця лінії, кратних непарній кількості 4/λ  
( ,....3,2,1,2/ =π−π=β nny ), падаюча і відбита хвилі напруги перебувають у 
протифазі (рис.9.12, в), а струму – у фазі; в цих перерізах лінії спостерігаються 
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нульові значення напруги і максимальні значення амплітуди струму 
(рис.9.11, б); 

5) перерізи лінії, в яких амплітуди напруги або струму максимальні, на-
зивають пучностями (рис.9.11, б);  

6) перерізи з нульовими значеннями амплітуд напруги або струму нази-
вають вузлами (рис.9.11, б); у вузлах початкова фаза змінюється стрибком на 
кут π  (рис.9.11, в); 

7) у кінці лінії наявні пучність напруги і вузол струму; 
8) пучності, як і вузли, спостерігаються в лінії періодично з інтервалом 

2/λ ; пучності напруги збігаються з вузлами струму, а вузли напруги – з пучно-
стями струму;  

9) опір у будь-якому перерізі лінії є реактивним – індуктивним чи 
ємнісним (рис.9.11, г); характер реактивності змінюється через 4/λ ; опір є 
індуктивним ( 2/π=ψ−ψ iu ) у перерізах, для яких π<β<π−π nyn )2/(  
( ,...3,2,1=n ); у перерізах лінії, які відповідають )2/()1( π−π<β<π− nyn  
( ,...3,2,1=n ) опір − ємнісний ( 2/π−=ψ−ψ iu ); опір розімкненої лінії довжи-
ною 4/λ<l  також має ємнісний характер; 

10) лінія, довжина якої кратна непарній кількості 4/λ , має нульовий 
вхідний опір; вона еквівалентна ідеальному послідовному контуру, який на-
строєно в резонанс (рис.9.11, г); 

11) вхідний опір лінії, довжина якої кратна 2/λ , прямує до 
нескінченності, що відповідає ідеальному паралельному контуру, настроєному 
в резонанс (рис.9.11, г). 

 
9.7.2 Коротке замикання в ідеальній лінії 
 
При короткому замиканні (рис.9.13, а) основні формули для аналізу мож-

на отримати, використовуючи наведені у табл.9.6 співвідношення для лінії без 
втрат, а також граничні умови на вихідних затискачах лінії ( 02 =mU ; 02 ≠mI ) і 
аналогічну п.9.7.1 методику виведення. Підсумкові формули зведено до 
табл.9.8. 

Аналіз співвідношень (табл.9.8) і побудованих на їх основі графіків 
(рис.9.13) показує типові особливості режиму стійних хвиль: наявність вузлів і 
пучностей (рис.9.13, б), змінювання амплітуд напруги і струму вздовж лінії за 
законом модуля синуса або косинуса (рис. 9.13, б), стрибкоподібна (на π ) зміна 
початкових фаз напруги і струму (рис. 9.13, в), реактивний характер опору в 
довільному перерізі (рис. 9.13, г). Однак існують певні відмінності режимів ко-
роткого замикання і холостого ходу в ідеальній лінії: 

1)  розподіл для амплітуд струму і напруги ніби міняються місцями; 
2) розподіл реактивного опору відрізняється від аналогічного розподілу 

для розімкненої лінії зсувом на 4/λ ; опір короткозамкненої лінії довжиною 
4/λ<l  має індуктивний характер; 
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Рисунок 9.13 – Режим стійних хвиль у короткозамкненій ідеальній лінії:  
а – схема лінії; розподіли вздовж лінії: б – амплітуд напруги і струму, реактивної 

потужності; в – початкових фаз і зсуву фаз між напругою 
 і струмом )0( 2 =ψ i ; г – реактивного опору 
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3) короткозамкнена лінія, довжина якої кратна непарній кількості 4/λ , 

має нескінченно великий вхідний опір і еквівалентна ідеальному паралельному 
контуру, який настроєно в резонанс (рис.9.13, г); 
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4) вхідний опір короткозамкненої лінії, довжина якої кратна 2/λ , 
дорівнює нулю, що відповідає ідеальному послідовному контуру, який на-
строєно в резонанс (рис.9.13, г). 

Отже, короткозамкнена і розімкнена лінії є прикладом дуальних кіл. 
 

Таблиця 9.8 – Співвідношення для режиму стійних хвиль 
      у короткозамкненій лінії без втрат 

 
Параметри Співвідношення 

Комплексні амплітуди yRIjyU mm β= sin)( хв2 ; 
yIyI mm β= cos)( 2  

Миттєві значення )2/cos(cos),( 22хв im tyIRytu ψ+π+ωβ= ;
)sin(cos),( 22 im tyIyti ψ+ωβ=  

Амплітуди ;sin)( хв2 yRIyU mm β=  
yIyI mm β= сos)( 2  

Початкові фази 





<βπ
>β

+π+ψ=ψ
;0sin якщо,
;0sin якщо,0

2/)( 2 y
y

y iu





<βπ
>β

+ψ=ψ
0сos якщо,
;0сos якщо,0

)( 2 y
y

y ii  

Комплексний опір yjRyZ β= tg)( хв  
Реактивний опір  yRyX β= tg)( хв  
Комплексний коефіцієнт відбиття yjey β−−=ρ 2)( ; 1)0( =ρ ; yy β−π=ϕρ 2)(  
Активна і реактивна потужності 0A =P ; )2sin(5,0)( 2

2хвQ yIRyP β=  

 
9.7.3 Ідеальна лінія, навантажена на реактивний опір 
 
Якщо ідеальну лінію навантажено на реактивний опір 2н jXZ = , загаль-

ний вираз для комплексного коефіцієнта відбиття (табл.9.6) набуває вигляду: 
2 хв2[ arctg( / )]22 хв

2 хв
( ) j y X Rj yjX Ry e e

jX R
ββρ − +−−

= =
+

.                    (9.77) 

Модуль і аргумент комплексного коефіцієнта відбиття (9.77) в кінці лінії 
( 0=y ) відповідно становитимуть: 

1)0( =ρ ; 0arctg2)0(
хв

2 ≠−=ϕρ R
X . 

Рівність одиниці модуля комплексного коефіцієнта відбиття свідчить (як і 
при розімкненій та короткозамкненій лінії), що енергія повністю відбивається 
від навантаження, а відмінність аргумента від нуля обумовлена тим, що у кінці 
лінії 02 ≠mU ; 02 ≠mI .  
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Отже, при реактивному навантаженні спостерігається режим стійних 
хвиль ( 1)0( =ρ ), однак у кінці лінії немає ані вузла, ані пучності напруги чи 
струму. Розподіл амплітуд, початкових фаз і реактивних опорів уздовж лінії 
можна отримати відповідним зсувом графіків (рис.9.11 і 9.13) по осі y. Такий 
підхід можна застосувати також для кількісного аналізу, якщо замінити реак-
тивність відрізком розімкненої або замкненої лінії з вхідним комплексним опо-
ром, який дорівнює комплексному опору реактивного навантаження. 

Навантаження лінії на ємність. Режим лінії, яку навантажено на ємність 
2C  з комплексним опором 2/1 Cjω  і граничними умовами 2mU  і 2mI , не 

зміниться, якщо ємність замінити відрізком розімкненої лінії з таким самим 
вхідним комплексним опором (рис.9.14, а). Довжину x.xl  цього відрізку можна 
визначити з рівняння: 

2
x.xхвx.x

1сtg)(
Cj

ljRlZ
ω

=β−= ,  звідки 
хв2

xx
1arcctg1
RC

l
ωβ

= . 

Співвідношення для аналізу даної лінії при цьому можна знайти, 
замінивши у виразах (9.70)–(9.76) для розімкненої лінії змінну y на x.xly + . Тоді 
вираз (9.70) для розподілу амплітуд напруги прийме вигляд: 

)]([cos)( x.xх.х lyUyU mm +β= ,                                  (9.78) 

де х.хmU  – амплітуда напруги на затискачах розімкненої лінії, увімкненої 
замість ємності (рис.9.14, а).  

Значення х.хmU  можна виразити через 2mU  після підстановки до формули 
(9.78) 0=y : x.xх.х2 cos)0( lUUU mmm β== , звідки 

х.х

2
х.х cos l

UU m
m β

= .                                               (9.79) 

З урахуванням виразу (9.79) рівняння (9.78) матиме вигляд: 

)](cos[
cos

)( х.х
х.х

2 ly
l

UyU m
m +β

β
= ,                                  (9.80) 

зручний для аналізу та побудови графіка (рис.9.14, б). 
Отримані аналогічно інші співвідношення для навантаженої на ємність 

лінії зведені до табл.9.9. 
Слід зазначити, що рівняння (9.80) і формули з табл.9.9 слушні тільки для 

х.хlyl −>> . При цьому безпосередньо лінії відповідає 0>> yl , а увімкненому 
відрізку розімкненої лінії х.х0 ly −>> . 

На рис.9.14, б, в, г графіки зображено товстими лініями у межах від входу 
лінії до навантаження і тонкими лініями – для розімкненої лінії, яку увімкнено 
замість ємності 2C . 

Співвідношення (табл.9.9) і графіки (рис.9.14) показують, що розподіли 
)(yU m , )(yIm , )(yuψ , )(yiψ , )(yX  вздовж лінії при навантаженні на ємність 

відрізняються від холостого ходу в цій самій лінії зсувом на величину x.xl . В 
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результаті найближчі до навантаження вузол напруги і пучність струму будуть 
у перерізі х.x4/ l−λ , а вузол струму і пучність напруги – у перерізі х.x2/ l−λ . 

 

Рисунок 9.14 – Режим стійних хвиль в ідеальній лінії, яку навантажено на ємність: 
 а – схема лінії; розподіли: б – амплітуд напруги і струму; 

 в – початкових фаз напруги (ψu2 = 0) і струму; г – реактивного опору 
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Таблиця 9.9 – Співвідношення для ідеальної лінії,  

       яку навантажено на ємність 
 

Параметри Співвідношення 
Довжина розімкненої лінії, яка 
еквівалентна ємності С2 

хв

2

хв2
x.x arcctg11arcctg1

R
X

RC
l C

β
=

ωβ
=  

Амплітуди 
)](cos[

cos
)( х.х

х.х

2 ly
l

UyU m
m +β

β
= ; 

)]([sin
cos

)( x.x
x.xхв

2 ly
lR

UyI m
m +β

β
=  

Початкові фази 





<+βπ
>+β

+ψ=ψ
;0)]([cos якщо,
;0)]([cos  якщо,0

)(
x.x

x.x
2 ly

ly
y uu  





<+βπ
>+β

+π+ψ=ψ
0)]([sin якщо,
;0)]([sin якщо,0

2/)(
x.x

x.x
2 ly

ly
y ui

Комплексний опір )]([сtg)( x.xхв lyjRyZ +β−=  
Реактивний опір )]([сtg)( x.xхв lyRyX +β−=  
Комплексний коефіцієнт 
відбиття 

)(2 x.x)( lyjey +β−=ρ  

Реактивна потужніть 
)](2sin[

cos
5,0)( х.х

х.ххв

2
2

Q ly
lR

UyP +β
β

−=  

 
 

Навантаження лінії на індуктивність. Щоб проаналізувати цей режим, 
індуктивність 2L  замінюють еквівалентним відрізком короткозамкненої лінії 
довжиною к.зl  (рис.9.15, а): 

2к.зхвк.з tg)( LjljRlZ ω=β= ; 
хв

2

хв

2
к.з arctg1arctg1

R
X

R
Ll L

β
=

ω
β

= . 

Отже, щоб здобути співвідношення для ідеальної лінії, яку навантажено 
на індуктивність, слід замінити змінну y на к.зly +  в формулах для коротко-
замкненої лінії (табл.9.8) і виразити струм к.зmI  на її виході через струм 2mI  в 
індуктивності 2L . Зв’язок між к.зmI  та 2mI  виходить із співвідношень: 

)](cos[)( к.зк.з lyIyI mm +β= ; ;cos)0( к.зк.з2 lIII mmm β==  
к.з

2
к.з cos l

II m
m β

= .  
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Рисунок 9.15 – Режим стійних хвиль в ідеальній лінії, яку навантажено на 
індуктивність: а – схема лінії; розподіли: б – амплітуд напруги і струму; 
в – початкових фаз напруги і струму (ψi2 = 0); г – реактивного опору 
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Підсумкові формули (табл.9.10), а також графіки (рис.9.15, б, в, г) дозво-

ляють зробити висновок, що при навантаженні на індуктивність розподіли 
)(yU m , )(yIm , )(yuψ , )(yiψ , )(yX  відрізняються від відповідних розподілів 
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для короткозамкненої лінії зсувом на к.зl . Найближчі до навантаження вузол 
струму і пучність напруги при цьому будуть у перерізі к.з4/ l−λ , а вузол напру-
ги і пучність струму – у перерізі к.з2/ l−λ . 

 
Таблиця 9.10 – Співвідношення для ідеальної лінії,  

      яку навантажено на індуктивність 
 

Параметри Співвідношення 
Довжина замкненої лінії, яка 
еквівалентна індуктивності L2 

хв

2

хв

2
к.з arctg1arctg1

R
X

R
Ll L

β
=

ω
β

=  

Амплітуди 
)]([sin

cos
)( к.з

к.з

хв2 ly
l

RIyU m
m +β

β
= ; 

)](cos[
cos

)( к.з
к.з

2 ly
l

IyI m
m +β

β
=  

Початкові фази 





<+βπ
>+β

+π+ψ=ψ
;0)](sin[  якщо,
;0)](sin[  якщо,0

2/)(
кз

кз
2 ly

ly
y iu





<+βπ
>+β

+ψ=ψ
0)](cos[  якщо,
;0)](cos[  якщо,0

)(
кз

кз
2 ly

ly
y ii  

Комплексний опір )]([tg)( к.зхв lyjRyZ +β=  
Реактивний опір )]([tg)( к.зхв lyRyX +β=  
Комплексний коефіцієнт 
відбиття 

)(2 кз)( lyjey +β−−=ρ ; )()( кзlyy +β−π=ϕρ  

Реактивна потужність 
)](2sin[

cos
5,0)( кз

кз

2
2хв

Q ly
l
IRyP +β
β

=  

 
9.8 Режим змішаних хвиль 

 
У цьому режимі спостерігається часткове відбиття енергії від наванта-

ження і тому модуль комплексного коефіцієнта відбиття (9.52) в кінці лінії 
приймає значення у межах: 

1)0(0 <ρ< .                                                (9.81) 
Режим змішаних хвиль є проміжним між режимами біжних ( 0)0( =ρ ) і 

стійних ( 1)0( =ρ ) хвиль. 
В ідеальній лінії ( хвхв RZ = ) умові (9.81) відповідає нерівність 

10
хвн

хвн <
+
−

<
RZ
RZ ,                                            (9.82) 

яка виконується у двох випадках: 
а) опір навантаження є активним, але не дорівнює хвильовому: 
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0; нхвн =≠ XRR ; 
б) опір навантаження − комплексний ( ннн jXRZ += ), крім того 

0;0 нн ≠≠ XR . 
При цьому нерівність (9.82) підтверджується аналізом співвідношень, які 

отримують після підстановки у формули (9.52) відповідних виразів для нZ : 

а)                                        
хвн

хвн)0(
RR
RR

+
−

=ρ ; 

б)                
2
н

2
хвн

2
н

2
хвн

хвнн

хвнн

)(

)(
)0(

XRR

XRR
RjXR
RjXR

++

+−
=

++
−+

=ρ . 

На відміну від режиму стійних хвиль, коли амплітуди падаючих і 
відбитих хвиль однакові, в режимі змішаних хвиль амплітуди відбитих хвиль 
менше амплітуд падаючих. Тому в цьому режимі спостерігаються не вузли і 
пучності (характерні для режиму стійних хвиль), а мінімуми і максимуми 
амплітуд напруги і струму: 

)]0(1[падвідпадmax ρ+=+= mmmm UUUU ; )]0(1[падвідпадmin ρ−=−= mmmm UUUU ; 
)]0(1[падвідпадmax ρ+=+= mmmm IIII ; )]0(1[падвідпадmin ρ−=−= mmmm IIII . 

Для кількісної оцінки режиму змішаних хвиль вводять коефіцієнти 
біжної та стійної хвиль. 

Коефіцієнт біжної хвилі (КБХ) – це відношення мінімальних значень 
амплітуд напруги або струму до їхніх максимальних значень: 

)0(1
)0(1

max

min

max

min
бх ρ+

ρ−
===

m

m

m

m

I
I

U
U

k .                                 (9.83) 

Величина, обернена КБХ, тобто відношення максимальних значень 
амплітуд напруги або струму до їхніх мінімальних значень, називають ко-
ефіцієнтом стійної хвилі (КСХ): 

)0(1
)0(1

min

max

min

max
cх ρ−

ρ+
===

m

m

m

m

I
I

U
U

k .                                 (9.84) 

Ці коефіцієнти застосовують також для режимів біжних і стійних хвиль. З 
формул (9.83) і (9.84) виходить, що в режимі біжних хвиль 1схбх == kk  
( 0)0( =ρ ; minmax mm UU = ; minmax mm II = ), а в режимі стійних хвиль 0бх =k ; 

∞→схk  ( 1)0( =ρ ; 0;0 minmin == mm IU ). 
У режимі змішаних хвиль 10 бх << k ; 1сх >k . 
 
9.8.1 Режим змішаних хвиль при активному навантаженні 
           в ідеальній лінії 
 
Якщо лінія навантажена на активний опір хвн RR ≠  (рис.9.16, а), то 

2н2 mm IRU =  і рівняння для ідеальної лінії (див. табл.9.6) приймуть вигляд: 
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])sin/([cossincos)( нхв2хв22 yRRjyUyRIjyUyU mmmm β+β=β+β= ;   (9.85) 
])sin/([cos)sin/(cos)( хвн2хв22 yRRjyIyRUjyIyI mmmm β+β=β+β= .   (9.86) 

Вирази (9.85) і (9.86) можна записати, використовуючи безрозмірний нор-
мований опір навантаження 1/ хвнн ≠=′ RRR : 

])sin/1(cos[)( н2 yRjyUyU mm β′+β= ;                            (9.87) 
.)sincos()( н2 yRjyIyI mm β′+β=                                (9.88) 

Рівняння (9.87) і (9.88) дозволяють отримати вирази для обчислення: 
•  амплітуд напруги і струму в лінії 

yRyUyU mm β′+β= 22
н

2
2 sin)/1(cos)( ;                          (9.89) 

yRyIyI mm β′+β= 22
н

2
2 sin)(cos)( ;                             (9.90) 

•  початкових фаз напруги і струму в лінії 

н
2

tg arctg)(
R

yy uu ′
β

+ψ=ψ ;                                    (9.91) 

;)tg( arctg)( н2 yRy ui β′+ψ=ψ                                  (9.92) 
•  комплексного опору лінії та його нормованих значень 

yRj
yjRR

yRjy
yRjyR

yI
yUyZ

m

m
β′+
β+′

=
β′+β
β′+β

==
tg1
tg

sincos
)sin/1(cos

)(
)()(

н

н
хв

н

н
н ;    (9.93) 

yRj
yjReyZyXjyRyZ yj

β′+
β+′

=′=′+′=′ ϕ

tg1
tg)()()()(
н

н)( ,                (9.94) 

де хвхв /)()(;/)()( RyRyRRyZyZ =′=′ ; хв/)()( RyXyX =′ ; хв/)( RyZZ =′  – 
нормовані комплексний, активний, реактивний і повний опір, відповідно; 

)()()( yyy iu ψ−ψ=ϕ  – аргумент комплексного опору. 
Комплексний коефіцієнт відбиття на підставі загальної формули (див. 

табл.9.6) для даного випадку становить: 
)(2

хвн

хвн

пад

від

пад

від )(
)(
)(

)(
)(

)( yjyj

m

m

m

m eye
RR
RR

yI
yI

yU
yU

y ρϕβ− ρ=
+
−

=−==ρ ,     (9.95) 

де 
хвн

хвн)0()(
RR
RR

y
+
−

=ρ=ρ ; 




<π
>

+β−=ϕρ
хвн

хвн

,
,0

2)(
RR
RR

yy  – відповідно мо-

дуль і аргумент комплексного коефіцієнта відбиття. 
Активна і реактивна потужності у довільному перерізі ідеальної лінії ста-

новлять (див. табл.9.6): 

відAпадA
22

падхвA )]0(1[)( PPIRyP −=ρ−= ;                      (9.96) 

)(sin2)(sin)0(2)( відпадхв
2
падхвQ yIIRyIRyP ρρ ϕ=ϕρ= ,           (9.97) 

де 2
падхвпадА IRP = ; 2

відхввідА IRP =  – активні потужності падаючої та 
відбитої хвиль, відповідно. 

Згідно з рівнянням (9.96) активна потужність у будь-якому перерізі лінії 
постійна, а отже дорівнює потужності на вході лінії та в навантаженні: 
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2
2н111A cos IRIUP =ϕ= ,                                   (9.98) 

де 1ϕ  – зсув фаз між вхідними напругою і струмом. 
Формула (9.98) показує, що ККД даного режиму становить 100 %.  
Використовуючи вирази (9.96) – (9.98), можна подати діюче значення 

струму падаючої хвилі та реактивну потужність через параметри режиму на-
вантаження: 

2
хв

хвн
2

хв

н
2пад 2)]0(1[

I
R

RR
R

RII +
=

ρ−
= ; )(sin

2
)( 2

2
хв

2
хв

2
н

Q yI
R

RR
yP ρϕ

−
= .     (9.99) 

На рис.9.16 зображено графіки розподілу вздовж лінії реактивної потуж-
ності, амплітуд напруги та струму (рис.9.16, б), їхніх початкових фаз і 
взаємного зсуву (рис.9.16, в), а також нормованих опорів (рис.9.16, г). Графіки 
побудовані за результатами обчислень за формулами (9.89) – (9.97) для двох 
значень нормованих опорів навантаження 4н =′R  ( хвн 4RR = , ліворуч на 
рис.9.16) і 25,0н =′R  ( 4/хвн RR = , праворуч). 

Аналіз співвідношень (9.87) – (9.99) і графіків (рис.9.16) дозволяє зробити 
такі висновки: 

1) розподіл амплітуд напруги та струму має періодичність 2/λ ; у пе-
рерізах лінії, де амплітуда напруги максимальна, амплітуда струму мінімальна і 
навпаки (ці перерізи повторюються через 4/λ ), струм і напруга в них перебу-
вають у фазі (опір лінії суто активний); 

2) у кінці лінії при 1н >′R  спостерігаються максимуми амплітуди напруги 
та опору, але мінімум амплітуди струму; при 1н <′R , навпаки, амплітуда струму 
максимальна, а амплітуда напруги і опір – мінімальні; 

3) розподіл активного і повного опорів мають максимуми і мінімуми, які 
чергуються через 4/λ ;  

4) відрізок лінії довжиною 4/λ=l  має згідно з виразом (9.94) суто ак-
тивний опір н

2
хв4/4/ / RRZR == λλ ; н4/4/ /1 RZR ′=′=′ λλ ;  

5) на ділянках лінії 4/)12(2/)1( λ−<<λ− nln  ( ,...3,2,1=n ) при 1н >′R  
опір лінії має ємнісний характер ( 0)( <ϕ y ), а при 1н <′R  – індуктивний 
( 0)( >ϕ y ); у перерізах лінії, для яких 2/4/)12( λ<<λ− nln  ( ,...3,2,1=n ), при 

1н >′R  характер опору індуктивний ( 0)( >ϕ y ), а при 1н <′R  – ємнісний 
( 0)( <ϕ y ); зокрема, при 1н >′R  лінія довжиною 4/λ<l  має ємнісний, а при 

1н <′R  – індуктивний характер;  
6) при 1н >′R  КБХ і КСХ становлять нбх /1 Rk ′= ; нсх Rk ′= , а при 1н <′R , 

навпаки, нбх Rk ′= ; нсх /1 Rk ′= ; 
7) активна потужність у навантаженні в режимі змішаних хвиль при од-

наковій потужності падP  буде меншою, ніж в режимі узгодження; 
8) реактивна потужність в режимі змішаних хвиль, як і в режимі стійних 

хвиль, змінюється за синусоїдним законом, але її амплітуда менша в )0(ρ  разів. 
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Рисунок 9.16 – Режим змішаних хвиль при навантаженні ідеальної лінії на активний 
опір хвн RR ≠ : а – схеми; розподіли: б – амплітуд напруги та струму, реактивної 
потужності; в – початкових фаз напруги та струму ( 022 =ψ=ψ iu ) і зсуву фаз між 

ними; г – нормованих опорів 
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 9.8.2 Режим змішаних хвиль при комплексному навантаженні 
 
Якщо ідеальну лінію навантажено на комплексний опір 22н / mm IUZ =  

(рис.9.17, а), рівняння (9.85), (9.86), (9.94) приймуть вигляд: 
])sin/1(cos[])sin/([cos)( н2нхв2 yZjyUyZRjyUyU mmm β′+β=β+β= ;    (9.100) 

)sincos(])sin/([cos)( н2хвн2 yZjyIyRZjyIyI mmm β′+β=β+β= .        (9.101) 

yZj
yjZeyZyXjyRyZ yj

β′+
β+′

=′=′+′=′ ϕ

tg1
tg)()()()(
н

н)( ,                 (9.102) 

де ннхвнн / XjRRZZ ′+′==′  – нормований комплексний опір навантаження; 
хвннхвнн /;/ XXXRRR =′=′  – нормовані активний та реактивний опори наван-

таження, відповідно. 
Аналізуючи даний режим, використовують чисельні методи згідно з фор-

мулами (9.100) – (9.102) або методику, подібну застосованій під час аналізуі 
режиму стійних хвиль при навантаженні лінії на реактивний опір (див. п. 9.7.3). 

Як приклад на рис.9.17 зображені графіки, що ілюструють режим 
змішаних хвиль при навантаженні ідеальної лінії на нормований комплексний 
опір 88,047,0н jZ −=′ . Графіки побудовано як за результатами обчислень на 
підставі формул (9.100) – (9.102), так і за допомогою заміни комплексного на-
вантаження еквівалентним (за опором) відрізком лінії довжиною 8/R λ=l , яку 
навантажено нормованим активним опором 4eн =′R  (рис.9.17, а). На 
рис.9.17, б, в, г графіки у межах лінії від входу до навантаження зображені тов-
стими, а для увімкненого відрізку еквівалентної лінії – тоншими лініями. 

Довжину та опір активного навантаження можна визначити з умови ак-
тивного характеру опору (9.102): 

RR

R

R

R
lRjlX

lXjR
lXjRj
ljXjRRlZ

β′+β′−
β+′+′

=
β′+′+
β+′+′

=′=′
tg)tg1(

)tg(
tg)(1
tg)()(

нн

нн

нн

нн
eнR .      (9.103) 

Якщо помножити чисельник і знаменник правої частини рівняння (9.103) 
на комплексно-спряжений вираз знаменника, рівняння приймає вигляд: 

RR

RR

RR

R
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−
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=′ 22
нн

н
2

н
2
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2
н

eн tg)(tg21
]1)[(tgtg

tg)(tg21
)tg1( ,  (9.104) 

Прирівнюючи уявну частину виразу (9.104) до нуля, можна визначити Rl : 
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X
Z
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ZlR .                          (9.105) 

З двох розв’язків (9.105), виходячи з постановки задачі, вибирають 
від’ємний (знак мінус перед квадратним коренем). Додатний розв’язок 
відповідає найближчому до нZ  перерізу лінії з активним опором (рис.9.17, г). 

Опір навантаження еквівалентного відрізка лінії визначають, 
підставляючи знайдене значення Rl  у формулу (9.104): 
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Рисунок 9.17 – Режим змішаних хвиль при навантаженні ідеальної лінії на комплексний 
опір: а – схема; розподіли: б – амплітуд напруги і струму; 

 в – початкових фаз і зсуву фаз між напругою (ψu2 = 0) і струмом; г – нормованих опорів 
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RR

R

lZlX
lRR

β′+β′−
β+′

=′
22

нн

2
н

eн tg)(tg21
)tg1( .                            (9.106) 

Якщо увімкнути замість комплексного навантаження еквівалентний 
відрізок лінії з активним опором, можна застосувати співвідношення 
(9.89) − (9.97), замінивши в них 2mU  на eнmU , 2mI  на eнmI , нR  на eнR , а змінну 
y на Rlyy +=е . Отримані вирази наведені в табл.9.11.  
 

Таблиця 9.11 – Співвідношення для режиму змішаних хвиль 
      в ідеальній лінії при комплексному навантаженні 
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Аналіз співвідношень у табл.9.11 і графіків на рис.9.17 показує, що при 

комплексному навантаженні розподіли )( yU m , )( yIm , )( yuψ , )( yiψ , )( yR′ , 
)( yX ′ , )( yZ ′  мають характерні для режиму змішаних хвиль особливості, які 

відрізняються від режиму навантаження на активний опір тільки зсувом на вели-
чину 0<Rl . Тому в кінці лінії амплітуди напруги та струму не мають 
максимумів і мінімумів, а найближчі від навантаження екстремуми (рис.9.17, б) 
лежать у перерізі, який відповідає додатному значенню Rl  з виразу (9.105). 

Слід зазначити, що для Rly >e  формули в табл.9.11 відповідають роз-
глянутій лінії, а для Rly <  – увімкненому відрізку лінії.  
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9.9 Методи узгодження довгих ліній 
 
Режим біжних хвиль, який потребує узгодження навантаження з хвильо-

вим опором лінії, широко застосовують у пристроях СТЗІ. Так, у малопотужних 
радіотехнічних пристроях використовують переваги цього режиму, а саме, не-
спотворену передачу сигналів, а в енергетичних потужних пристроях – 
мінімальні втрати і максимальний ККД. Однак не завжди можна підібрати 
стандартні кабелі для заданого навантаження або навпаки, змінити опір наван-
таження відповідно до заданого хвильового опору лінії. Тоді слід використову-
вати узгоджувальні пристрої лінії з навантаженням (рис.9.18, а). 

 

Рисунок 9.18 – Узгодження лінії: а – з навантаженням; б – з джерелом 
 (1 – узгоджувальний пристрій лінії з навантаженням, 

2 – узгоджувальний пристрій джерела з лінією) 
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Крім узгодження лінії з навантаженням, також узгоджують джерело з 

лінією (рис.9.18, б). При цьому, залежно від критерію узгодження, узгоджу-
вальні пристрої забезпечують виконання таких умов: 

1) *
вх iZZ =  – передачу максимальної активної потужності до навантажен-

ня; 
2) iRR >>вх  – максимальний ККД; 
3) хввих ZZ =  – усунення відбиття сигналу від входу лінії. 
Щоб зменшити власні активні втрати, узгоджувальні пристрої мають 

містити високодобротні, а в першому наближенні – реактивні елементи. 
В інженерній практиці вважають, що хвильовий опір є активним 

( хвхв RZ = ). Тому одним з основних параметрів радіочастотних кабелів є вели-
чина хвR (типові значення 75 і 50 Ом). При цьому втратами нехтують або засто-
совують спеціальні заходи для балансування ліній (забезпечення активного ха-
рактеру хвильового опору в заданому частотному діапазоні).  

Для збалансованих довгих ліній (ЗДЛ) виконується умова: 

1

1

1

1
C
G

L
R

= ,                                                    (9.107) 

за якої хвильовий опір лінії (див. табл.9.5) є активним: 
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Оскільки у реальних ліній зазвичай 1111 // CGLR > , щоб задовольнити 
умові (9.107), збільшують індуктивність 1L  шляхом послідовного увімкнення 
додаткових індуктивних котушок рівномірно вздовж лінії (вперше такий при-
йом запропонував Пупін11) або застосовують магнітопровідні матеріали (автор 
– Краруп12). Тому ці способи балансування називають «пупенізація» і «кра-
рупізація» за прізвищами вчених. 

Перевагою збалансованих ліній також є те, що коефіцієнт ослаблення 
(див. табл. 9.7) )/(5,0 хв1хв1 RGRR +≈α , з огляду на формулу (9.108), приймає 
найменше значення (при всіх можливих значеннях хвR ): 11GR≈α . 

У діапазоні порівняно низьких частот як узгоджувальні пристрої викори-
стовують трансформатори, у тому числі зв’язані резонансні контури. Із зро-
станням частоти застосування трансформаторів стає неефективним через вплив 
міжвиткових і міжобмоткових ємностей і збільшення втрат. Тому в узгоджу-
вальних пристроях на вищих частотах як трансформатори або як реактивні еле-
менти застосовують відрізки ДЛ. 

Враховуючи вищезгадане, головну увагу в подальшому розгляді 
приділено методам узгодження за допомогою відрізків ДЛ. При цьому для 
спрощення аналізу узгоджувані відрізки і лінії вважаються ідеальними, а для 
скорочення викладення розглядаються тільки методи узгодження ліній з наван-
таженням. 

 
9.9.1 Застосування відрізків ліній як трансформаторів 
 
Використання ліній як трансформаторів (рис.9.19) базується на тому, що 

вхідний опір відрізку лінії, довжина якого не кратна половині довжини хвилі, 
відрізняється від опору навантаження. Загальний вираз для вхідного опору лінії 
(див. табл.9.6), використовуючи прийняті на рис.9.19 позначення, можна запи-
сати у вигляді: 

                                           
11 Пупін Михаїле (1858–1935) – американський фізик і електротехнік. Серб за по-
ходженням. Емігрував у США (1874), де закінчив Колумбійський ун-т (1883). Нав-
чався у Кембридзькому і Берлінському ун-тах (1885-89). З 1889 р. професор 
теоретичної фізики заснованого ним електротехнічного ф-ту Колумбійського ун-ту, 
декан цього ф-ту (1891-1931). Розрахував і дослідами підтвердив можливість 
збільшення дальності телеграфного та телефонного зв’язку по кабельних лініях. Йому 
належать також дослідження з фізики рентгенівських променів і розробка методів їх 
застосування. 
12 Краруп Карл, С. E. Krarup – данський інженер, запропонував спосіб збільшення 
дальності передачі по кабелях зв’язку, штучно збільшуючи їхню індуктивність (1902).  
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Найширше практичне застосування мають так звані чвертьхвильові 
трансформатори ( 4/λ -трансформатори), довжина яких дорівнює непарній 
кількості 4/трλ : тр тр(2 1) / 4.l n λ= +  

При цьому тр тр2 / (2 1) / 2l nπ λ π= +  і вхідний опір (9.109) становить: 

н
2
хв.трвх / ZRZ = .                                                (9.110) 

 

Рисунок 9.19 – Відрізок лінії як трансформатор 
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Співвідношення (9.110) показує, що 4/λ -трансформатор аналогічний 

ідеальному трансформатору. Оскільки коефіцієнт трансформації в даному ви-
падку дорівнює хв.трR  і має розмірність опору, 4/λ -трансформатор, на відміну 
від ідеального, змінює характер опору (індуктивний на ємнісний і навпаки). 

В окремому випадку, коли навантаження є активним ( нн RZ = ), вхідний 
опір 4/λ -трансформатора також активний: 

н
2
хв.трвх / RRR = .                                              (9.111) 

Вираз (9.111) дозволяє обгрунтувати принцип і виконати розрахунок 
4/λ -трансформатора для узгодження активного навантаження нR  з лінією, яка 

має хвильовий опір хв.лR . Для цього 4/λ -трансформатор вмикається між лінією 
та навантаженням і забезпечує рівність хв.лвх RR = , яка дозволяє визначити з 
формули (9.111) шуканий хвильовий опір трансформатора: 

нхв.лхв.тр RRR = .                                           (9.112) 

Отже, для узгодження лінії та активного навантаження хвильовий опір 
4/λ -трансформатора має дорівнювати середньому геометричному опору на-

вантаження і хвильового опору лінії. 
На рис.9.20 зображені схеми увімкнення 4/λ -трансформаторів для уз-

годження ліній при двох активних навантаженнях хв.лн1 4RR =  і 4/хв.лн2 RR = , а 
також графіки )( yU m , )( yI m , )( yuψ , )( yiψ , )(yR , )(yX . 
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Рисунок 9.20 – Узгодження ідеальної лінії з активним навантаженням ( хв.лн1 4RR = ; 
4/хв.лн2 RR = ) λ/4-трансформатором: а – схеми; розподіли:  б – амплітуд напруги та 

струму; в – початкових фаз напруги та струму ( 022 =ψ=ψ iu ); г – опорів 
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 При хв.лн1 4RR =  хвильовий опір 4/λ -трансформатора хв.лхв.тр 2RR = , а 
при 4/хв.лн2 RR =  опір хв.лхв.тр 5,0 RR = . Різницю хвильових опорів ліній та 

4/λ -трансформаторів на схемах позначають різницею відстаней між 
провідниками: чим більша ця відстань, тим менша погонна ємність і більший 
хвильовий опір і навпаки (див. рис.9.20, а). Практично, у випадку хв.лхв.тр RR < , 
трансформуючу лінію створюють з основної лінії, збільшуючи її товщину за 
допомогою трубок. 

Аналіз графіків (рис.9.20) показує, що в 4/λ -трансформаторі спо-
стерігається режим змішаних, а в лінії – біжних хвиль. Можна показати, що 
КСХ, який був би в лінії з тим самим навантаженням без узгодження сх.лk , і 
КСХ у 4/λ -трансформаторі сх.трk  пов’язані співвідношенням: 

сх.лсх.тр kk = . 
Відносно малі розміри і зменшене значение КСХ 4/λ -трансформатора 

обумовлює широке застосування цього способу узгодження ліній як з наванта-
женням, так і між двома лініями за умови різних значень хвильових опорів13.  

Трансформуючі властивості відрізків ДЛ використовують для узгодження 
ліній при комплексному опорі. Застосовують такі способи узгодження 
(рис.9.21): 

1) увімкнення 4/λ -трансформатора у переріз лінії з активним опором 
(рис.9.21, а); 

2) компенсація реактивної складової провідності навантаження за допо-
могою паралельно увімкненого відрізку короткозамкненої або розімкненої лінії 
з подальшою трансформацією активної провідності навантаження 

4/λ -трансформатором (рис.9.21, б); 
3) вибір довжини трансформуючого відрізку трl  (загалом 4/тр λ≠l ) і йо-

го хвильового опору хв.трR , щоб забезпечити рівність вхідного опору транс-
форматора хвильовому опору лінії (рис.9.21, в). 

Координату перерізу лінії АБ з активним опором можна визначити експе-
риментально за максимумом або мінімумом амплітуди напруги. Щоб знайти 
відстань Rl  від навантаження до цього перерізу і значення опору АБR  у ньому 
(рис.9.21, а), можна застосувати співвідношення (9.105) і (9.106), отримані при 
розгляді режиму змішаних хвиль для комплексного навантаження. Враховуючи 
позитивний знак величини Rl  і прийняті вище позначення, ці співвідношення ма-
тимуть вигляд: 

                                           
13 Аналогічній принцип застосований у так званій «освітленій» оптиці, де для змен-
шення відбиття від лінз використовують шар матеріала товщиною 4/λ , у якого ко-
ефіцієнт заломлення світла дорівнює середньому геометричному коефіцієнтів залом-
лення у склі та повітрі. 
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де хв.лннхв.лннхв.лнн /;/;/ RZZRXXRRR =′=′=′  – нормовані опори на-
вантаження лінії. 

 

Рисунок 9.21 – Способи узгодження ліній з комплексним навантаженням 
за допомогою трансформуючих відрізків 
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Для узгодження АБR  з хв.лR  хвильовий опір 4/λ -трансформатора 

(рис.9.21, а) на підставі виразу (9.112) має становити: 

АБхв.лхв.тр RRR = .                                        (9.115) 
У колі (рис.9.21, а) у 4/λ -трансформаторі та ділянці лінії від комплексно-

го навантаження до перерізу АБ буде режим змішаних, а в іншій частині лінії – 
режим біжних хвиль.  

Відрізки короткозамкнених чи розімкнених ліній (рис.9.21, б), які 
увімкнено до лінії паралельно, називають шлейфами.  

Ідеальні шлейфи мають тільки реактивні комплексні опори шjX  
(провідності шjB− ). Тому, якщо увімкнути паралельно навантаженню з ком-
плексною провідністю ннн jBGY −=  (рис.9.21, б) шлейф, у якого нш BB −= , 
еквівалентна провідність навантаження стає активною нG . Далі для узгодження 
достатньо увімкнути в лінію 4/λ -трансформатор з хвильовим опором: 

нхв.лхв.тр /GRR = .                                            (9.116) 
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У шлейфі встановлюється режим стійних хвиль, а в 4/λ -трансформаторі 
та лінії – відповідно режими змішаних і біжних хвиль. Слід також враховувати, 
що такий спосіб узгодження застосовують тільки тоді, коли є можливість 
змінювати параметри навантаження (загалом нн /1 RG ≠ ).  

При узгодженні комплексного навантаження за допомогою трансфор-
муючого відрізку лінії (рис.9.21, в) параметри цього відрізку ( трl  та хв.трR ) 
можна визначити з виразу (9.109) за умови хв.лвх RZ = : 
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Після перетворень з виразу (9.117) виходять два незалежних рівняння: 
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розв’язання яких призводить до співвідношень для розрахунку параметрів 
трансформуючого відрізку лінії: 
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Якщо параметри навантаження і хвильовий опір лінії такі, що 
підкореневий вираз у формулі (9.119) від’ємний або прямує до нескінченності 
(якщо 1н =′R ), даний спосіб узгодження фізично не можна реалізувати. В окре-
мому випадку, коли навантаження активне ( 0н =X ), параметри трансформую-
чого відрізку лінії збігаються з параметрами 4/λ -трансформатора 
( нхв.лхв.тр RRR = ; 4/тртр λ=l ). 

Доцільність вибору певного способу узгодження із застосуванням 
трансформуючих відрізків ліній визначається конкретною задачею. Однак ці 
способи мають спільний недолік – необхідність забезпечити потрібний хвильо-
вий опір трансформуючої лінії, що призводить до необхідності іноді викори-
стовувати інші методи узгодження. Вказаного недоліку не мають методи уз-
годження за допомогою паралельно увімкнених шлейфів, конструктивні та 
електричні параметри яких хвR  і β  такі ж самі, як і в основній лінії. Різновиди 
даного способу узгодження показані на рис.9.22.  

 
9.9.2 Узгодження паралельно увімкненими шлейфами 
 
Оскільки шлейфи увімкнено паралельно (рис.9.22), для аналізу використо-

вують і на схемах позначають саме провідності відповідних елементів. Принципо-
во можна використовувати як короткозамкнені, так і розімкнені шлейфи. На прак-
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тиці частіше використовують короткозамкнені шлейфи через більш жорстку 
конструкцію та можливості підстроювання переміщенням перемички на кінці 
шлейфа, як це умовно показано на рис.9.22. 

Рисунок 9.22 – Узгодження ліній за допомогою корокозамкнених 
паралельних шлейфів: а – одним; б – двома 
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Спосіб узгодження одним шлейфом (одношлейфове узгодження) 

(рис.9.22, а) вперше запропонований Татаріновим14. 
Для узгодження одним шлейфом мають виконуватися умови: 
1) активна складова комплексної провідності лінії в місці увімкнення 

шлейфа (переріз АБ) дорівнює хвильовій: 
)()( АБхвАБ ljВGlY −= ;                                       (9.121) 

2) реактивна провідність шлейфа відрізняється від реактивної складової 
комплексної провідності лінії у перерізі АБ: 

)( АБшш ljВjВY =−= ; )( АБш lВВ −= .                          (9.122) 
Якщо виконуються умови (9.121) і (9.122), перша з яких забезпечується 

величиною АБl , а друга – довжиною шлейфа шl , еквівалентна провідність кола 
у перерізі АБ після увімкнення шлейфа становитиме: 

хвшАБАБe )()( GYlYlY =+= .                                    (9.123) 
На ділянці лінії від входу до перерізу АБ буде режим біжних хвиль, від пе-

рерізу АБ до навантаження – режим змішаних, а в шлейфі – режим стійних хвиль. 
Для аналізу одношлейфового узгодження доцільно використовувати нор-

мовану комплексну провідність лінії, аналітичний вираз якої отримують із за-
                                           
14 Татарінов Володимир Васильович (1878–1941) – відомий радянський 
радіотехнік. Закінчив Московський університет (1904). Працював у Нижегородській і 
Центральній ленінградській радіолабораторіях. Основні праці присвячені розвитку 
зв’язку на коротких хвилях (принцип застосування хвиль різної довжини для роботи 
вдень і вночі; нова система спрямованих антен; способи узгодження антен; розраху-
нок комплексних опорів складних антен; разроблення антен метрових і дециметрових 
хвиль). 
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гального співвідношення для опору лінії (див. табл.9.6): 
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де хв( ) ( ) / ;Y y Y y G′ =  хв( ) ( ) / ;G y G y G′ =  хв( ) ( ) / ;B y B y G′ =  н н хв/Y Y G′ = =  

н н;G jB′ ′= −  н н хв/ ;В B G′ =  н н хв/G G G′ = , ( ) ( )2 2
н н хв н н/Y Y G G B′ ′ ′= = +  – нормовані 

провідності; хвG  – активна хвильова провідність ідеальної лінії. 
Співвідношення для АБl  і шl , які виходять з виразів (9.120) – (9.124), при 

комплексному навантаженні нY  є громіздкими. Тому використовують метод 
розрахунку, оснований на попередньому визначенні перерізу лінії СД 
(рис.9.22, а) з активною провідністю. Режим активного навантаження має і 
самостійне значення. В табл.9.12 і 9.13 наведено порядок операцій і довідкові 
формули в режимах навантаження лінії на активну та комплексну провідності. 

 
Таблиця 9.12 – Порядок операцій і довідкові формули для розрахунку 
режиму одношлейфового узгодження лінії з активним навантаженням 
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Враховуючи багатозначність розв’язків щодо місця увімкнення і довжини 

(див. табл.9.12 і 9.13), значення цих величин вибирають, виходячи з умов фізи-
чної реалізації ємності ( 0АБ >l ; 0ш.кз >l ; 0ш.хх >l ) і конструктивних вимог. 

Недоліком методу узгодження одним шлейфом є складність настроюван-
ня, що виникає при регулюванні величини АБl . Цього недоліку не має метод уз-
годження з двома шлейфами. Перший шлейф вмикають паралельно наванта-
женню або на певній відстані СДl  від нього у перерізі СД (рис.9.22, б), а другий 
– у перерізі АБ на відстані 8/λ  або 8/3λ  від першого шлейфу. 
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Довжину першого шлейфа ш1l  вибирають такою, щоб у перерізі АБ ак-
тивна провідність лінії дорівнювала хвильовій (9.121). Довжину другого шлей-
фа ш2l  визначають з умови (9.122), тобто його реактивна провідність відрізня-
ється від реактивної провідності лінії у перерізі АБ тільки знаком. 

 
Таблиця 9.13 – Порядок операцій і довідкові формули для розрахунку 
режиму одношлейфового узгодження лінії з комплексним навантаженням 
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Отже, внаслідок увімкнення двох паралельних шлейфів лінія буде узгод-

жена на ділянці від входу до перерізу АБ. На ділянках від перерізу АБ до на-
вантаження спостерігається режим змішаних, а в шлейфах – режим стійних 
хвиль. 

Співвідношення для розрахунку двошлейфового узгоджувального при-
строю досить складні. Тому для приблизних оцінок довжин шлейфів застосо-
вують кругову діаграму (підрозд. 9.10), а після виготовлення та увімкнення 
шлейфів настройку здійснюють, змінюючи розташування перемичок, які зами-
кають шлейфи. 

Приклад 9.6. З метою мінімізації побічних електромагнітних випромінювань 
(як можливого каналу витоку інформації) розрахувати параметри 4/λ -
трансформаторів для узгодження системи з двох послідовно з’єднаних ідеальних си-
метричних двопровідних ліній і навантаження на частоті 100=f  МГц. Перша лінія 
має хвильовий опір хв.л1R  = 200 Ом, а друга – хв.л2R =300 Ом. Навантаженням другої 
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лінії є комплексний опір 900600н jZ −=  Ом. Побудувати графіки розподілу 
амплітуд напруги і струму в лініях і 4/λ -трансформаторах після узгодження, якщо 
амплітуда вхідної напруги 91 =mU  В. 

Розв’язання. Складемо схему, яка містить дві лінії, два узгоджувальних 4/λ -
трансформатори та опір навантаження (рис.9.23, а).  
 

Рисунок 9.23 – До прикладу 9.6: 
 а – схема;  б – графіки розподілів амплітуд напруги і струму 
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Щоб визначити місце увімкнення другого 4/λ -трансформатора (відстань Rl  до 

перерізу АБ) та його хвильовий опір хв.тр2R , застосуємо формули (9.113) і (9.114), по-
передньо обчисливши значення нормованих опорів і коефіцієнта фази: 
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2

АБ 2 2
300 2 [1 tg (2,094 0,639)] 43,769 Ом .

1 2 ( 3) tg(2,094 0,639) 3,606 tg (2,094 0,639)
R ⋅ ⋅ + ⋅

= =
− ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅

  

За формулою (9.112) визначимо хвильові опори 4/λ -трансформаторів: 
114,5943,769300АБхв.л2хв.тр2 =⋅== RRR  Ом; 

95,244003200хв.л2хв.л1хв.тр1 =⋅== RRR  Ом. 
Враховуючи задану амплітуду на вході першої лінії, розрахунок розподілу 

амплітуд напруги та струму виконаємо за координатою x. Перша лінія узгоджена, то-
му на ділянці ЖЗ0 lx ≤≤  до перерізу ЖЗ 

1)( mm UxU = = 9 В; 045,0
200
9)(

хв.л1

1 ===
R
UxI m

m А = 45 мА. 

Щоб визначити розподіли )(xU m  і )(xI m  у межах першого 
4/λ -трансформатора ( ДЕЖЗ lxl ≤≤ ), застосуємо загальні співвідношення з табл.9.6, 

враховуючи значення амплітуд напруги та струму на його вході 
мА45)(B;9)( ЖЗЖЗ == lIlU mm :  

[ ] [ ])(sin)()(cos)()( Ж
22

хв.тр1ЖЗ
2

Ж
2

ЖЗ
2

ЗmЗmm lxRlIlxlUxU −β+−β= ;     (9.125) 

[ ] [ ]
2
хв.тр1

Ж
2

ЖЗ
2

Ж
2

ЖЗ
2 )(sin)()(cos)()(

R
lxlUlxlIxI Зm

Зmm
−β

+−β= .     (9.126) 

Використовуючи вирази (9.125) і (9.126), побудуємо графіки (рис.9.23, б) і ви-
значимо амплітуди напруги і струму )(;)( ДЕДЕ lIlU mm  на вході другої лінії, в якій на 
ділянці  ДЕ–ВГ буде режим біжних хвиль. 

У другому 4/λ -трансформаторі та на ділянці другої лінії від перерізу АБ  до 
навантаження розрахунки проведемо за співвідношеннями, аналогічними виразам 
(9.125) і (9.126), враховуючи значення відповідних вхідних амплітуд напруги та стру-
му, а також хвильових опорів ( хв.тр2R  і хв.2R  відповідно). Підсумкові графіки 
зображені на рис.9.23, б, а значення амплітуд напруги і струму в перерізах лінії 
наведені в табл.9.14.  

Приклад 9.7. Визначити параметри трансформуючої лінії (рис.9.21, в) для уз-
годження комплексного навантаження 900600н jZ −=  Ом з ідеальною симетрич-
ною двопровідною лінією, параметри якої збігаються з параметрами другої лінії у 
прикладі 9.6 ( хв.лR = 300 Ом; 094,2=β  рад/м). Перевірити якість узгодження за зна-
ченням вхідного опору трансформатора. 

Розв’язання. Параметри трансформуючої лінії трl , хв.трR  обчислимо за форму-
лами (9.119) і (9.120): 
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2606,3300
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995arctg
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1

тр =
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⋅=l  м. 

Перевіримо розв’язок за формулою (9.109) для вхідного опору трансформатора: 
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.Ом022,0300
)399,0094,2tg()900600(987,994

)399,0094,2tg(987,994900600987,994вх j
jj

jjZ +=
⋅−+
⋅+−

=   

Отже, розрахунки вірні, оскільки хв.лвх RZ ≈ . 
 
Таблиця 9.14 – Амплітуди напруги і струму у перерізах лінії  

 

Переріз ЖЗ ДЕ ВГ АБ нZ  

mU , В 9 11,02 11,02 4,21 28,1 

mI , мА 45 37 37 96 26 
 

Приклад 9.8. Обчислити параметри одношлейфового пристрою (рис.9.22, а) 
для узгодження лінії з комплексним навантаженням 900600н jZ −=  Ом (параметри 
лінії наведені у прикладі 9.7: хвR =300 Ом; 094,2=β  рад/м). Розрахунки виконати 
для короткозамкненого і розімкненого шлейфів з тими ж самими параметрами, що й 
основна лінія. 

Розв’язання. Визначимо нормовані провідності навантаження, необхідні для 
подальших розрахунків за формулами з табл.9.13:  

231,0154,0
900600

300
н

хв
н j

jZ
RY +=

−
==′ ;  

154,0н =′G ; 231,0н =′B ; 277,0)()( 2
н

2
нн =′+′=′ BGY . 

Порядок розрахунків та отримані результати зведемо до табл.9.15. 
Два варіанти результатів обумовлені багатозначністю формул у табл.9.13. Кра-

ще використовувати другий варіант, в якому короткозамкнений шлейф увімкнено 
найближче до навантаження і він має мінімальну довжину. 

 
Таблиця 9.15 – Одношлейфове узгодження у прикладі 9.8 
 

Результати Розрахунок 
Варіант 1  Варіант 2  

Довжини СДl   639,0СД =l  м 111,0СД −=l  м 
Активної провідності лінії у перерізі СД 6,854)( СД =′ lG  0,146)( СД =′ lG  

Довжини CД-АБl   0,174CД-АБ =l  м 0,576CД-АБ =l  м 

СДCД-АБАБ lll +=  81,0АБ =l  м 465,0АБ =l  м 
Реактивної провідності 
в місці увімкнення шлейфа 

236,2)( АБ −=′ lB  236,2)( АБ =′ lB  

Реактивної провідності шлейфа 2,236ш =′B  2,236ш −=′B  
короткозамкненого шлейфа ,291ш.кз =l  м 0,201ш.кз =l  м Дов-

жини розімкненого шлейфа  0,549ш.хх =l  м 0,951ш.хх =l  м 
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9.10 Кругові діаграми ідеальних довгих ліній 
 
Кругові діаграми (КД) – це номограми, які дозволяють графічно викону-

вати основні розрахунки для усталених гармонічних процесів в ідеальних ДЛ і 
ДЛМВ. Найбільш поширені КД для опорів і провідностей. Перші праці, 
пов’язані із застосуванням КД для розрахунку чотириполюсників і ДЛ належать 
Коваленкову15, Вольперту16 і Сміту17. 
 

9.10.1 Принцип побудови і структура кругової діаграми 
Основою КД є подання комплексного коефіцієнта відбиття у довільному 

перерізі лінії на комплексній площині. При цьому використовують як показни-
кову, так і алгебраїчну форми запису: 

ImRe ρ+ρ=ρ=ρ ρϕ je j , 

де Reρ , Imρ  – відповідно дійсна та уявна частини комплексного ко-
ефіцієнта відбиття.  

Вище, розглядаючи комплексний коефіцієнт відбиття, застосовувалася 
показникова форма запису )(xρ  та )(yρ . Відповідні формули з використанням 
нормованих опорів і координат ( λ=′ /yy ; λ=′ /xx ) зведено до табл.9.16. 

Оскільки модуль )(xρ  або )(yρ  при заданому навантаженні нZ ′  є 
постійною величиною (див. табл.9.16), траекторія кінця вектора комплексного 
коефіцієнта відбиття, тобто годограф вектора ρ , при змінюванні відстані 
вздовж лінії по x чи y є колом (ρ -коло). Радіус ρ -кола дорівнює модулю ρ . 
Максимальний радіус ρ -кола ( 1=ρ ) відповідає режиму стійних, мінімальний 
( 0=ρ ) – режиму біжних, а інші концентричні ρ -кола – режиму змішаних хвиль 
(рис.9.24, а).  
 

                                           
15 Коваленков Валентин Іванович (1884–1960) – учений в галузі електрозв’язку, 
член-кореспондент АН СРСР, генерал-майор. Закінчив Петербурзький 
електротехнічний інститут (1909) і Петербурзький університет (1911). Головні праці 
стосуються дротових ліній зв’язку, магнітних кіл і телефонної передачі. Автор кількох 
винаходів в області електрозв’язку і звукового кіно. 
16 Вольперт Аміель Рафаїлович (1908–1988) – відомий радянський радіоспеціаліст, 
доктор технічних наук, професор. Працював у провідних радіотехнічних наукових ус-
тановах НДІ-9 (Ленінград), ЯРТІ (Москва). Напрями досліджень – антенно-фідерні 
пристрої та фазова радіолокація. Один з авторів кругових діаграм (Производственно-
технический бюллетень НКЭП. 1940. №2). 
17 Сміт, Philip H. Smith (1905–1987) – американський інженер-електрик, член 
технічної ради телефонної лабораторії Бела, автор винаходів у галузі антенної 
техніки, створив діаграму, названу його ім’ям (1939), за допомогою якої визначають 
комплексний опір кола. 
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Таблиця 9.16 – Співвідношення для комплексного коефіцієнта відбиття 
     та його складових в ідеальній лінії 
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Руху вздовж лінії за координатою y відповідає обертання вектора ρ  за го-

динниковою стрілкою, а руху за координатою x – проти годинникової стрілки 
(рис.9.24). При зміні відстані вздовж лінії по y або x на 2/λ  вектор )(yρ  або 

)(xρ  обертається на кут π−2  або 2π , відповідно. 
З годографом вектора ρ  можна пов’язати нормовані вектори комплексних 

амплітуд напруги і струму в довільному перерізі ДЛ (рис.9.24, б). Щоб обгрун-
тувати цю тезу, достатньо поділити вирази для комплексних амплітуд (табл.9.4 і 
співвідношення (9.45) і (9.47)) на їхні падаючі складові. Оскільки вирази для y 
та x однотипні, ці координати в отриманих рівняннях не пишуть, щоб узагаль-
нити запис: 

ρ+=+==′ 11
пад

від

пад m
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m
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m U
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UU ;    ρ−=+==′ 11
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пад m

m

m

m
m I
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II .       (9.127) 

З рівнянь (9.127) виходить принципове для подальшої побудови КД 
співвідношення: 

ImRe
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хв )1(
)1(
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1
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R
Z

I
UZ

m

m .                       (9.128) 
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Рисунок 9.24 – Подання комплексного коефіціента відбиття ідеальних ліній на 
комплексній площині: а – ρ-кола і лінії постійних аргументів ρ ; б – зв’язок  векторів 

нормованих комплексних амплітуд напруги і струму з годографом ρ  
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 У свою чергу, вираз (9.128) дозволяє отримати загальніший, ніж окремі 
формули у табл.9.16, вираз для комплексного коефіцієнта відбиття: 

1
1

хв +′
−′

==ρ
Z
Z

R
Z . 

Вважаючи у рівнянні (9.128) Reρ  та Imρ  змінними, а XjRZ ′+′=′  – 
постійними параметрами, можна виконати перетворення, які призводять до 
двох рівнянь для побудови годографів, що відповідають постійним значенням 
R′  та X ′ . Основні етапи цих перетворень такі: 
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Вирази (9.129) і (9.130) є рівняннями кіл у координатах Reρ  та Imρ . 
Центри кіл постійних нормованих активних опорів (R-кола) відповідно до 

рівняння (9.129) лежать на дійсній осі і мають координати: 
0);1/( ImRe =ρ+′′=ρ RR . Радіуси R-кіл становлять )1/(1 +′R . Граничним зна-

ченням R′  відповідають: 
1)  значенню 0=′R  − R-коло одиничного радіуса з центром на початку 

координат, яке є границею кругової діаграми; 
2) при ∞→′R  R-коло перетворюється в точку з координатами 

0;1 ImRe =ρ=ρ . 
Як приклад на рис.9.25, а наведено сукупність R-кіл. 
Рівняння (9.130) залежить від параметра X ′  і описує X-кола з радіусами 

X ′/1  та координатами центрів X ′=ρ=ρ /1;1 ImRe . Отже, центри X-кіл розта-
шовані на прямій, яка паралельна осі Imρ  і проходить через точку 1Re =ρ .  

X-кола побудовані на рис.9.25, б. X-кола індуктивних опорів ( 0>′X ) 
розташовані вище, а X-кола ємнісних опорів ( 0<′X ) – нижче дійсної вісі. 

Фізичний сенс має тільки та частина кожного X-кола (X-дуга), яка лежить 
у межах діаграми. X-дуги зображені на рис.9.25, б суцільними лініями. Вели-
чині 0=′X  відповідає дуга з нескінченно великим радіусом, яка збігається з 
дійсною віссю ( Reρ ). При ∞→′X  X-коло вироджується в точку з координатами 

0;1 ImRe =ρ=ρ . 
Для зручності користування КД повертають на кут ο90  так, щоб дійсну 

вісь було розташовано вертикально, а уявну – горизонтально (рис.9.26). При 
цьому R-кола та X-дуги разом зі шкалами R′  та X ′  розміщують у полі діаграми. 
Шкала для R -кіл нанесена на вертикальній осі діаграми, а шкала X-дуг – побли-
зу точок перетину дуг з граничним колом діаграми. 
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Рисунок 9.25 – Кола постійних нормованих опорів на комплексній площині: 
 а – активних; б – реактивних 
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 Будь-який переріз ДЛ на діаграмі відображується точкою, яка з одного 
боку є перетином певних R-кіл (з величиною R′ ) та X-дуги (зі значенням X ′ ), а 
з іншого – належить годографу ρ . Нормований комплексний опір у цьому пе-
рерізі становить: XjRZ ′+′=′ . При переміщенні вздовж лінії від цього перерізу 
модуль комплексного коефіцієнта відбиття залишається незмінним, а Z ′ , mU ′  
та mI ′  змінюються. На рис.9.26 як приклад наведено точки, які відповідають 
навантаженню лінії ( 11н jZ +=′ ) та її входу ( 11вх jZ −=′ ), а також побудовано 
вектори нормованих напруг ( нmU ′  і вхmU ′ ) і струмів ( нmI ′  та вхmI ′ ) у цих пе-
рерізах лінії. 
 

Рисунок 9.26 – Стандартне подання R-кіл та X-дуг на КД ідеальної ДЛ 
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 На діаграмі ρ -кола зображують пунктирними лініями і для спрощення не 
градуюють. Оскільки коефіцієнт відбиття ρ  згідно з виразами (9.83) і (9.84) од-
нозначно пов’язаний з коефіцієнтами бхk  та схk , ρ -кола також називають ко-
лами постійних КБХ і КСХ. Значення бхk  та схk  визначають за діаграмою, ви-
користовуючи перетин ρ -кіл зі шкалою R′ : 1сх >′= Rk ; 1бх <′= Rk .  

Для вказаних на рис.9.26 точок діаграми ( нZ ′  та вхZ ′ ): 6,2сх ≈′= Rk ; 
38,0бх ≈′= Rk ; 45,0≈ρ . 

КД також застосовують для розрахунків із провідностями. Обгрунтувати 
принцип цього застосування можна, якщо перетворити вираз (9.128) щодо 
нормованої комплексної провідності: 

π

π

ρ−

ρ+
=

ρ+
ρ−

=
′

=′ j

j

Z
Y

e1
e1

1
11 .                                     (9.131) 

Порівняння співвідношень (9.128) і (9.131) дозволяє зробити висновок, що 
вони відрізняються тільки знаком комплексного коефіцієнта відбиття, тобто 
значенням його аргументу на π. Це означає, що, переходячи від діаграми опорів 
до діаграми провідностей, достатньо повернути всі вектори ρ  на кут π. При 
цьому числові значення R-кіл стануть величинами G-кіл ( GR ′=′ ), а значення X-
дуг відрізнятимуться від значень B-дуг ( BX ′−=′ ) тільки знаками. Тому B-дуги 
ємнісних провідностей ( 0<′B ) розташовані у правій, а індуктивних ( 0>′B ) – у 
лівій півплощинах КД. 

Для діаграми провідностей рівняння (9.127) матимуть вигляд: 
ρ−=′ 1mU ;   ρ+=′ 1mI .                                     (9.132) 

Порівняння виразів (9.132) і (9.127) показує, що на діаграмі провідностей 
нормовані вектори комплексних амплітуд напруг і струмів міняються місцями 
порівняно з діаграмою опорів. При цьому відповідні вектори залишаються од-
наковими, але переносяться паралельно самим собі. 

Приклади переходу від нZ ′  до нY ′ , вхZ ′  до вхY ′  і побудови векторів ком-
плексних амплітуд напруг і струмів у цих перерізах показано на рис.9.26.  

Робочий зразок КД, який застосовують для практичних розрахунків, зоб-
ражено на рис.9.27. Крім сукупності R-кіл (вони ж G-кола) і X-дуг (B-дуги) з 
їхніми шкалами, на робочих КД позначають шкали відносних координат за 
довжиною лінії ( λ=′ /yy ; λ=′ /xx ), а також наносять пояснювальні написи і 
позначки (стрілки напряму руху «до навантаження», «до генератора»). Осі Reρ  
та Imρ  на діаграмі зазвичай не вказують. Іноді на КД наводять шкали кутів 
комплексного коефіцієнта відбиття ( yβ2  і xβ2 ) у градусах (від ο0  до ο180 ). 
Професіональну діаграму, яку додають до технічної документації на апаратуру, 
виконують як жорсткий планшет, а ρ -кола – як прозору планку (що обертається 
відносно центра діаграми) зі шкалами ρ , R′  (КСХ або КБХ). 

Характерними точками КД є: 
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1) точка перетину осей Reρ  та Imρ  (центр діаграми) − відповідає режиму 
біжних хвиль; 

2) верхня точка перетину осі Reρ  з граничним R-колом – відповідає ко-
роткому замиканню для діаграми опорів і холостому ходу для діаграми 
провідностей;  

3) нижня точка перетину осі Reρ  з граничним R-колом – відповідає холо-
стому ходу для діаграми опорів і короткому замиканню для діаграми 
провідностей. 

 
 

Рисунок 9.27 – Робочий зразок КД 
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9.10.2 Застосування кругової діаграми для розрахунку  
           параметрів ліній 
КД дозволяє розв’язувати такі основні задачі: 
1) обчислення опорів (провідностей) у довільному перерізі лінії за зада-

ним значенням опору (провідності) в одному з перерізів, наприклад опору 
(провідності) навантаження; 

2) розрахунок розподілів вздовж лінії рівнів (амплітуд або діючих зна-
чень) напруг і струмів за заданим режимом в одному з перерізів, зокрема у на-
вантаженні; 

3) визначення розташування характерних перерізів лінії та параметрів 
цього перерізу ( R′ , mU ′ , mI ′  та ін.); обчислення за цими даними опору наван-
таження, КСХ, КБХ тощо; 

4) розрахунок узгоджувальних пристроїв. 
Обчислення опорів можна здійснити в такий спосіб: 
1) визначити необхідні для нормування параметри ( хвR , λ ), знайти нор-

мовані задані опори ( XjRZ ′+′=′ ) та відносні значення відстані ( lyx ′′′ ,, ); як-
що 5,0;5,0;5,0 >′>′>′ lyx , від відносної відстані відкинути число, кратне 0,5; 

2) на діаграмі знайти переріз лінії із заданим опором XjRZ ′+′=′  як точ-
ку перетину R-кола та X-дуги з величинами R′  і X ′  відповідно (наприклад точ-
ка 11н jZ +=′  на рис.9.26); визначити ρ -коло, яке проходить через цю точку; 

3) пересуваючись за ρ -колом від точки із заданим Z ′  до шуканого пе-
рерізу лінії та використовуючи шкалу відносних координат ( lyx ′′′ ,, ), визначи-
ти нормовані опори в цих перерізах (зокрема на вході лінії); напрям руху згідно 
зі  стрілками «до генератора» або «до навантаження» обумовлюється постанов-
кою задачі; приклад визначення 11вх jZ −=′  показано на рис.9.26; 

4) перемножуючи знайдені нормовані опори на значення хвильового опо-
ру лінії, обчислити абсолютні значення опорів у шуканих перерізах; за не-
обхідності побудувати графіки розподілів усіх або деяких видів опорів 
( XRZ ,, ) за координатами (x або y). 

Розрахунок провідностей виконують аналогічно. Якщо у даному перерізі 
лінії задано опір, перехід до провідності здійснюють аналітично ( ZY ′=′ /1 ) або 
безпосередньо за КД. Приклад визначення нормованої провідності 

5,05,0н jY −=′  як точки, діаметрально протилежної точці 11н jZ +=′ , показа-
ний на рис.9.26. 

Розрахунок рівнів напруги і струму. Принцип обчислення рівнів напру-
ги і струму базується на співвідношеннях (9.127) та проілюстрований прикла-
дами побудови нормованих комплексних амплітуд на рис.9.24, б і 9.26.  

Нормування комплексних значень у формулах (9.127) здійснюють за ком-
плексними значеннями відповідних падаючих хвиль, розрахунок яких є окре-
мою задачею. Тому, побудувавши відповідні вектори, наприклад вектори ком-
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плексних діючих значень на рис.9.28, оцінюють масштабні коефіцієнти IU mm ,  
модулів цих векторів за відомими значеннями рівнів напруги та струму в одно-
му з перерізів лінії. Наприклад, для заданих діючих значень напруги та струму 
у навантаженні нн , IU  та виміряних за КД довжин векторів нUs  і нIs  (рис. 9.28) 
масштабні коефіцієнти для розрахунків напруг і струмів в інших перерізах ста-
новитимуть: 

н

н

U
U s

Um = ;  
н

н

I
I s

Im = .                                     (9.133) 

 

Рисунок 9.28 – Побудова векторів для визначення 
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Щоб побудувати графіки розподілу рівнів напруг і струмів уздовж лінії, 
розрахунки виконують з певним кроком x′∆  або y′∆  за координатою, включа-
ючи перерізи з екстремальними значениями: minU , minI , maxU , maxI  (рис.9.28). 

За допомогою КД можна обчислювати не тільки рівні, але й початкові фа-
зи напруг і струмів. Для цього до знайдених за діаграмою початкових фаз нор-
мованих комплексних значень напруг і струмів слід додати початкову фазу 
відповідного комплексного значення падаючої хвилі. Однак початкові фази за 
діаграмою розраховують досить рідко. 

Аналіз характерних перерізів лінії. У цих перерізах відбуваються такі 
процеси: 

1) спостерігається максимум чи мінімум рівня напруги або струму; 
2) опір має суто активний характер; 
3) активна складова провідності дорівнює хвильовій. 
Перші два випадки відповідають одним і тим самим точкам перетину ρ -

кола з вертикальною віссю R′  діаграми. Такі перерізи з відносними відстанями 
від навантаження maxUl′  і minUl′  показані на рис. 9.28. 

Перерізи з активним опором та екстремальними значеннями рівнів напруг 
і струмів дозволяють оцінити КСХ і КБХ (рис. 9.28). 

Параметри minUl′  і бхk , які знайдені експериментально за допомогою 
вимірювальної лінії (див. підрозд.9.12), дозволяють визначити комплексний 
опір навантаження розрахунковим шляхом або за КД. 

Співвідношення для обчислення нZ  виходить із загальної формули для 
)(xZ  (див. табл.9.6) після підстановки параметрів перерізу minUl′  і 1бх <′= Rk : 
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За допомогою КД опір нZ ′  визначають, рухаючись від точки 1бх <′= Rk  
за ρ -колом на відстань minUl′  у напрямі «до навантаження», тобто у зворотньому 
показаному на рис.9.28. 

Перерізи з активною провідністю, яка дорівнює хвильовій, використову-
ють, узгоджуючи лінію паралельними шлейфами. 

Розрахунок узгодження за допомогою 4/λ -трансформатора. При уз-
годженні лінії з комплексним навантаженням (рис.9.21, а) КД дозволяє визна-
чити місце увімкнення трансформатора АБl , опір у цьому перерізі АБR , а також, 
за необхідності, розподіли )( yU m , )( yI m , )(yR , )(yX  в лінії і трансформаторі. 
Методику таких розрахунків ілюструє рис.9.29.  

Відстань АБl  від навантаження до перерізу АБ, де увімкнено 
4/λ -трансформатор, визначають, виходячи з умови активного характеру опору 

лінії в цьому перерізі. 
Якщо задано опір навантаження, то відстань АБl  визначають за відносною 
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відстанню АБl′  від точки нZ ′  до найближчої точки перетину ρ -кола з верти-
кальною віссю КД, рухаючись «до генератора». Параметром цієї точки є нор-
моване до хвильового опору лінії значення АБлR′ , яке дозволяє розрахувати аб-

солютну величину опору хв.лАБлАБ RRR ′=  і за формулою (9.115) – хвильовий 
опір трансформатора хв.трR . 

Визначення рівнів напруги і струму, а також опорів на ділянці лінії від 
навантаження до перерізу АБ здійснюється за точками дуги ρ -кола лінії від нZ ′  
до АБлR′ . Для аналогічних обчислень у трансформаторі слід нормувати опір АБR  

до хвильового опору трансформатора хв.трАБАБтр / RRR =′ , що дозволяє побудува-
ти дугу ρ -кола для трансформатора між точками АБтрR′  і ВГтрR′ . 

На рис.9.29 ділянки ρ -кіл лінії та трансформатора, які використано для 
розрахунків, показані пунктирними лініями. Там же побудовано вектори нор-
мованих комплексних значень напруг і струмів у характерних перерізах лінії та 
трансформатора. 

 

Рисунок 9.29 – Розрахунок місця увімкнення λ/4-трансформатора 
 і параметрів режиму в лінії та трансформаторі при узгодженні лінії 

 з комплексним навантаженням 
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 На діаграмі масштаби для напруг і струмів у лінії ( лл , IU mm ) та у транс-
форматорі ( тртр , IU mm ) відрізняються. Масштабні коефіцієнти в лінії обчислю-
ють за формулами (9.133), а в трансформаторі – за очевидними пропорціями, 
які виходять з рівності напруг і струмів у перерізі увімкнення трансформатора: 

л АБл

тр AБтр

U U

U U

m s
m s

= ;   л АБл

тр AБтр

I I

I I

m s
m s

= , 

де АБл AБтр АБл AБтр, , ,U U I Is s s s  – довжини векторів відповідних комплексних 
напруг і струмів, які виміряні за допомогою КД. 

При узгодженні з активним навантаженням (рис.9.20, а) КД дозволяє ви-
значити режим у будь-якому перерізі трансформатора та (за необхідності) по-
будувати графіки )( yU m , )( yI m , )(yR , )(yX , подібні зображеним на 
рис.9.20, б, г. 

Розрахунок одношлейфового узгоджувального пристрою. Для узгод-
ження одним паралельним шлейфом (рис.9.22, а) визначають координату 
увімкнення шлейфа (відстань АБl  до перерізу АБ лінії) і довжину шl .  

Розраховуючи параметри одношлейфового узгодження, КД використову-
ють як діаграму провідностей. Визначення величин АБl  і шl  за діаграмою вико-
нують у такій послідовності (рис.9.30): 

1) на діаграмі визначають точку нY ′  згідно з розрахованим значенням 
комплексної провідності навантаження або графічно як діаметрально проти-
лежну точці нZ ′ ; 

2) виконують переміщення із точки нY ′  у напрямі «до генератора» за 
ρ -колом до точки його перетину з G-колом, яке відповідає значенню 1=′G ; ця 
точка згідно з виразом (9.121) відповідає перерізу АБ лінії; 

3) визначають відносну відстань АБl′  і реактивну провідність АБB′  у 
перерізі АБ; 

4) згідно з формулою (9.122) обчислюють реактивну провідність 
АБш BB ′−=′ , позначають відповідну B-дугу і за її допомогою визначають відносну 

довжину шлейфа (на рис.9.30 показано побудову для знаходження відносної 
довжини короткозамкненого шлейфа ш.кзl′ ); 

5) за знайденими відносними значеннями розраховують абсолютні зна-
чення довжин АБl  і шl . 

З огляду на те, що існують дві точки перетину ρ -кола з G-колом ( 1=′G ) і 
два можливі типи шлейфа (короткозамкнений і розімкнений), кінцевий варіант 
розв’язку залежить від конкретної задачі. 

Розрахунок двошлейфового узгоджувального пристрою. При даному 
способі узгодження (рис.9.22, б) обчислюють довжини шлейфів ш1l  і ш2l  при 
заданій відстані ( 8/λ  або 8/3λ ) між точками їхнього увімкнення до лінії. 

Провідність лінії в точці увімкнення першого шлейфа СДY  розраховують 
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аналітично або за допомогою КД за заданими значеннями нY  і СДl . Далі визна-
чають нормовану провідність СДСДСД BjGY ′−′=′  і відповідну їй точку діаграми.  
 

Рисунок 9.30 – Розрахунок параметрів одношлейфового 
 узгоджувального пристрою за допомогою КД 
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Перший шлейф з провідністю ш1Y , увімкнений паралельно лінії у перерізі 

СД, змінює тільки реактивну провідність цього перерізу. Тому після увімкнення 
першого шлейфа перерізу СД відповідатиме одна з точок, розташованих на G-
колі з номіналом СДG′ . Визначення цієї точки ( ш1СД YY ′+′ ), рух від якої вдовж 
лінії у напрямі «до генератора» на відстань 8/λ  або 8/3λ  призведе до перерізу 
АБ, в якому 1=′G  ( хвGG = ), є головною задачею розрахунку двошлейфового 
узгоджувального пристрою за допомогою КД. 

Шукану точку « ш1СД YY ′+′ » знаходять як точку перетину G-кола « СДG′ » і 

одиничного G-кола ( 1=′G ), поверненого проти годинникової стрілки на ο90  
( 125,0=′l ) або ο270  ( 375,0=′l ) залежно від відстані між шлейфами ( 8/λ  чи 

8/3λ ). Загалом може бути дві точки перетину, що й дає два варіанти розв’язку. 
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Для відстані між точками увімкнення шлейфів, яка дорівнює 8/λ  
( 125,0=′l ), на рис.9.31 показано визначення на діаграмі двох точок 
« ш1СД YY ′+′ », з яких для подальших розрахунків вибраний варіант №1. 

 

Рисунок 9.31 – Розрахунок параметрів двошлейфового узгоджувального пристрою 
за допомогою КД 
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Вибрана точка « ш1СД YY ′+′ » дозволяє знайти значення ш1ш1 BjY ′−=′  і дов-

жину першого шлейфа за співвідношеннями для провідностей короткозамкне-
них і розімкнених ліній або за діаграмою (див. рис.9.30). 

Визначивши довжину першого шлейфа, переходять від точки 
« ш1СД YY ′+′ » за ρ-колом (якому належить дана точка) до перерізу АБ (точка 

АБY ′ ). Реактивна провідність у перерізі АБ становить АБB′ , активна – 1=′G .  
На рис.9.31 показано всі етапи визначення основних параметрів дво-

шлейфового пристрою узгодження, а також заштриховане коло ( 2=′G ), при-
належність якому точки '

СДY  не дозволяє здійснити двошлейфове узгодження 
для відстаней між шлейфами, що дорівнюють 8/λ  або 8/3λ . Якщо активна 
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складова нормованої комплексної провідності у перерізі СД 2СД =′G , узгод-
ження ще можливе для єдиної точки « ш1СД YY ′+′ ». Якщо 2СД >′G , щоб ре-
алізувати режим узгодження, слід змінити відстань між шлейфами – зробити її 
менше 8/λ  або більше 8/3λ . 

Вибір варіанта розрахунку визначається конструктивними вимогами. 
Приклад 9.9. Знайти параметри двошлейфового пристрою для узгодження лінії 

з комплексним навантаженням (рис.9.22, б), параметри яких наведені у прикладах 9.7 
і 9.8 ( 900600н jZ −=  Ом; хвR =300 Ом; 3=λ  м). Виконати два варіанти 
розрахунків для короткозамкнених шлейфів, які ввімкнені до лінії на відстані 8/λ  і 
мають ті ж самі параметрами, що і лінія. Відстань 2/СД λ=l . 

Розв’язання. Оскільки 2/СД λ=l , опір навантаження і лінії у перерізі СД 
однакові. Визначимо їх комплексний нормований опір: 

32
300

900600

хв

н
СДн jj

R
ZZZ −=

−
==′=′ . 

Комплексну нормовану провідність у перерізі СД знайдемо за допомогою КД 
як точку, діаметрально протилежну точці СДZ ′ : 23,015,0СДСДСД jBjGY +=′−′=′ . 

Значення провідності з прикладу 9.8 становить: 0,230770,15385СД jY +=′ , от-
же відносна похибка визначення провідності менша 3,5 %. 

Використовуючи рекомендації з обчислення параметрів двошлейфового узгоджу-
вального пристрою (див. п.9.10.2 і рис.9.31), виконаємо розрахунки для двох точок пере-
тину: G-кола ( 15,0СД =′G ) і G-кола ( 1=′G ), яке повернене на ο90  проти 
годинникової стрілки. Результати розрахунків зведені до табл.9.17. 

З точки зору менших довжин шлейфів кращі показники має варіант № 1. 
 
Таблиця 9.17 – Результати розрахунків у прикладі 9.9  

 
Параметр Варіант № 1 Варіант № 2 

ш1СД YY ′+′  0,15+j0,475 0,15+j1,53 

ш1Y ′  j0,245 j1,3 

ш1B′  245,0−  3,1−  

ш1l′  0,254 0,396 

ш1l , м 0,762 1,188 

АБY ′  1+j2,4 41 j−  

ш2Y ′  4,2j−  j4 

ш2B′  2,4 4−  

ш2l′  0,063 0,46 

ш2l , м 0,189 1,38 
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9.11 Комплексні функції та частотні характеристики довгих ліній 
 

9.11.1 Види КФ ліній та основні співвідношення 
Комплексні передатні функції (КПФ) лінії можна ввести, якщо вважати 

лінію чотириполюсником (рис.9.32), у якого діями є комплексні амплітуди 1mU  
або 1mI , а відгуками – комплексні амплітуди 2mU  або 2mI . Для ДЛ використо-
вують такі основні види КПФ:  

1) комплексний коефіцієнт передачі за напругою 2 1( ) /U m mH U Uω = ; 
2) комплексний коефіцієнт передачі за струмом 2 1( ) /I m mH I Iω = . 
Розглядаючи лінію як двополюсник, застосовують комплексні вхідні 

функції (КВФ): 
3) комплексний вхідний опір вх 11( ) / mmZ U Iω = ; 
4) комплексна  вхідна провідність вх 1 1( ) /m mY I Uω = . 
Аналізуючи комплексні функції (КФ) лінії – КПФ і КВФ, вважають 

відомими основні параметри лінії: довжину l ; хвильовий опір хвZ  (реальна 
лінія) або хвR  (ідеальна лінія); фазову швидкість поширення хвиль v ; ко-
ефіцієнт ослаблення для реальної лінії const=α  або )(ωα . 

 

Рисунок 9.32 – Схема для аналізу КФ і частотних характеристик ДЛ 

нZ

1mU  

1mI  

2mU

2mI  
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Щоб вивести співвідношення, які описують КФ, використовують системи 

рівнянь (див. табл.9.4 і 9.6):  
1) для реальної лінії 





γ′+γ=γ+γ=
γ′+γ=γ+γ=

;)sh(ch)sh/(ch
;])sh/1([chshch

н2хв221

н22хв21

lZlIlZUlII
lZlUlIZlUU

mmmm

mmmm          (9.135) 

2) для ідеальної лінії 





β′+β=β+β=
β′+β=β+β=

.)sin(cos)sin/(cos
;])sin/1([cossincos

н2хв221

н22хв21

lZjlIlRUjlII
lZjlUlIjRlUU

mmmm

mmmm    (9.136) 

У рівняннях (9.135) і (9.136) від частоти залежать: 
1) для ідеальної лінії 

v/)( ω=ωβ ;                                            (9.137) 
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2) для реальної лінії )(ωα , якщо враховувати частотні залежності первин-
них параметрів 1R  і (або) 1G  

v/)( ω≈ωβ .                                               (9.138) 
З огляду на співвідношення (9.137) і (9.138), вираз lβ , який входить до 

аргументів гіперболічних і тригонометричних функцій рівнянь (9.139) і (9.136), 
можна записати у вигляді: 

з/ ωτ=ω=β vll ,                                          (9.139) 
де vl /з =τ  – затримка синусоїдного коливання в лінії. 
Вирази для основних КФ ДЛ, отримані із застосуванням рівнянь (9.135), 

(9.136) і (9.139), наведені в табл.9.18.  
 
Таблиця 9.18 – Комплексні функції довгих ліній 

 
КФ Ідеальна ДЛ Реальна ДЛ (α = const) 

( )UH ω  
ззн

н
sincos ωτ+ωτ′

′
jZ

Z
 ( ) ( )ззн

н
shch ωτ+α+ωτ+α′

′
jljlZ

Z
 

( )IH ω  
знз sincos

1
ωτ′+ωτ Zj

 ( ) ( )знз shch
1

ωτ+α′+ωτ+α jlZjl
 

вх ( )Z ω  
зн

зн
хв tg1

tg
ωτ′+
ωτ+′

Zj
jZR  

( )
( )зн

зн
хв th1

th
ωτ+α′+
ωτ+α+′
jlZ
jlZZ  

вх ( )Y ω  
зн

зн
хв tg1

tg
ωτ′+
ωτ+′

Yj
jYG  

( )
( )зн

зн
хв th1

th
ωτ+α′+
ωτ+α+′
jlY
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Как видно з формул (табл.9.18), КФ залежать не тільки від параметрів 

лінії, але й від опору навантаження. У практиці найважливішими є такі режими: 
навантаження лінії на хвильовий опір (режим узгодження); коротке замикання 
вихідних затискачів ДЛ і варіант )1( нхвн <<′<< RRR ; холостий хід і варіант 

)1( нхвн >>′>> RRR ; навантажування лінії на реактивний опір (L чи C).  
Головну увагу при цьому надають ідеальним ДЛ і ДЛМВ, у яких ослаб-

лення 1<<αl . 
 
9.11.2 КФ і частотні характеристики узгодженої лінії 
У режимі узгодження 1н =′Z , тому КПФ ( )UH ω  і ( )IH ω  збігаються, а 

вхідні опори і провідності дорівнюють хвильовим. Перетворені вирази для 
КПФ, КВФ, АЧХ і ФЧХ наведені у табл.9.19, а графіки – на рис.9.33. 

Графіки АЧХ (рис.9.33, а) відповідають ідеальній лінії ( 0=α ), а також – 
реальним лініям з постійним коефіцієнтом ослабления ( const=α ) і з ко-
ефіцієнтом ослаблення, який змінюється за частотою за типовим законом 

)1()( 0 ω+α=ωα k . 
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ФЧХ (рис.9.33, б) узгоджених ліній змінюються за лінійним законом, що 
забезпечує однаковий час затримки зτ  синусоїдних коливань з різними часто-
тами в лінії:  

)](cos[)cos()( з2з22 τ−ω=ωτ−ω= tUtUtu mm . 
 
Таблиця 9.19 – КФ, АЧХ і ФЧХ узгоджених ДЛ 

 
КФ, ЧХ Ідеальна ДЛ Реальна лінія (α = const) 
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=
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вх ( )Y ω  хвG  хвY  
 
 

Рисунок 9.33 – Графіки ЧХ узгоджених ліній:  а – АЧХ; б – ФЧХ 
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Незмінність АЧХ ідеальної та реальної лінії з const=α  разом з лінійністю 

ФЧХ обумовлюють практичне застосування режиму узгодження, завдяки 
неспотвореній передачі сигналів у лінії. Іноді припустимою є наявність спотво-
рень сигналів і у випадку )(ωα . 
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9.11.3 КФ і частотні характеристики лінії при короткому 
           замиканні вихідних затискачів і при хвн RR <<  
 
Оскільки при короткому замиканні лінії (рис.9.13, а) 0н =′Z , КПФ 

( )UH ω  (див. табл.9.18) позбавлена сенсу. У цьому випадку розглядають КПФ 
( )IH ω , а також КВФ вх ( )Z ω , причому частотні характеристики (ЧХ) замкненої 

на кінці лінії подібні ЧХ паралельного резонансного контуру. 
Здобуті після підстановки 0н =′Z  у формули (табл.9.18) точні 

співвідношення для ( )IH ω , вх ( )Z ω , АЧХ і ФЧХ ідеальної ДЛ, а також при-
близні вирази тих самих КФ, АЧХ і ФЧХ для ДЛМВ ( 1<<αl ) зведено до 
табл.9.20. 

Графіки ЧХ ідеальної ДЛ і ДЛМВ, побудовані за формулами (табл.9.20), 
зображено відповідно на рис.9.34 і 9.35.  

Аналіз АЧХ (рис.9.34, а, в і 9.35, а, в) показує, що короткозамкнені лінії є 
багаторезонансними (багатохвильовими) системами з кратними значеннями ре-
зонансних частот: 

зрез 2/ τπ=ω nn ,  ...5,3,1=n  .                           (9.140) 
 
Таблиця 9.20 – КФ, АЧХ і ФЧХ короткозамкненої ДЛ  
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Рисунок 9.34 – ЧХ замкненої на кінці ІДЛ: 
 а, б – АЧХ і ФЧХ ( )IH ω ; в, г – АЧХ і ФЧХ вх ( )Z ω  
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Для частоти першого резонанса рез1ω  співвідношення між довжиною лінії 
та довжиною хвилі становлять: 

442
рез1

рез1рез1
зрез1

λ
==

ω
π

=τ=
f
vvvl ;   

4
рез1

рез
λ

=
n

l n .          (9.141) 

З формули (9.141) виходить, що на резонансних частотах довжина ко-
роткозамкненої лінії кратна чверті довжини хвилі резонансної частоти. 
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Рисунок 9.35 – ЧХ замкненої на кінці ДЛМВ (αl = 0,1): 
 а, б – АЧХ і ФЧХ ( )IH ω ; в, г – АЧХ і ФЧХ вх ( )Z ω  
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На резонансних частотах n резω  АЧХ коефіцієнта передачі за струмом і 

повний опір мають максимуми (рис.9.34, а, в; і 9.35, а, в). В ідеальної ДЛ ці ек-
стремуми прямують до нескінченності, а у ДЛМВ становлять: 

lRRZ n α==ω /)( хврезрез ;    lH nI α=ω /1)( рез .                 (9.142) 
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Аналогічні характеристики для повного опору та струму в індуктивній 
вітці мають паралельні резонансні контури. Схожість ЧХ лінії та контуру 
підтверджується також виглядом ФЧХ (рис.9.34, б, г і 9.35, б, г). 

Визначити параметри еквівалентного паралельного контуру можна, 
прирівнявши його смугу пропускання і значення еквівалентного резонансного 
опору аналогічним параметрам лінії на частоті рез1ω .  

Щоб оцінити смугу пропускання АЧХ )(ωIH , використовують абсолютну 
розстройку 1резω−ω=ω∆ , що дозволяє записати змінну зωτ  і рівняння для ви-
значення СП:  зз1резз 2/)( τω∆+π=τω∆+ω=ωτ ; 

( ) 2
1

2/sin)()2/(cos

1

зп
22

зп
2 ll α

=
τω∆+πα+τω∆+π

,        (9.143) 

де пω∆  – абсолютна розстройка на границях СП. 
Приблизний розв’язок рівняння (9.143) з використанням перших членів 

розкладання функцій синус (косинус) поблизу значення аргумента 2/π  дає 
приблизні співвідношення для СП АЧХ: 

1рез
з

п
2

ω
π
α

=
τ
α

≈ω∆
ll ;    1резп

42 ω
π
α

≈ω∆
l .                  (9.144) 

З формул (9.142) і (9.144) виходять співвідношення для добротності та ха-
рактеристичного опору еквівалентного паралельного контуру: 

l
Q

α
π

≈
ω∆

ω
=

42 п

1рез
1e ; хв

1 е

рез
1e

4 R
Q
R

π
≈=ρ .18                       (9.145) 

Завдяки періодичності тригонометричних функцій, які входять у вирази 
для АЧХ ДЛМВ, значення СП п2 ω∆  однакові для всіх резонансних частот. То-
му добротності та характеристичні опори еквівалентних контурів на цих часто-
тах становлять: 

l
nnQ

n
Q n

n α
π

==
ω∆

ω
=

ω∆

ω
=

422 e1
п

1рез

п

рез
e ; хв

e

рез
e

4 R
nQ

R

n
n π

≈=ρ .         (9.146) 

Поблизу частот, кратних з/ τπ  (довжина лінії кратна 2/λ ), характер 
змінювання )(вх ωZ  і )(ωϕZ  (рис.9.34, в; г; і 9.35, в, г) подібний характеристи-
кам послідовного резонансного контуру. На цих частотах, як і в послідовному 
контурі, опір ІДЛ дорівнює нулю, а опір ДЛМВ мінімальний і становить lR αхв . 
Характеристики )(ωIH  і )(ωϕ I  не властиві послідовному контуру, оскільки 
дією і відгуком для нього є напруги. 

Слід зазначити, що ЧХ ліній та одиночних контурів аналогічні тільки по-
близу резонансних частот (див. рис.9.34, в і 9.35, в, де АЧХ контурів показані 

                                           
18 Зв’язок між 1еρ  і хвR  непрямо підтверджується однотипністю вихідних розрахун-

кових співвідношень для цих вторинних параметрів: CLCLR /;/ 11хв =ρ= . 
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пунктиром). При значних розстройках ( 1резω>>ω ) характеристики контуру і 
лінії суттєво відрізняються і, насамперед, тим, що одиночний контур має тільки 
одну, а лінії – теоретично нескінченний ряд резонансних частот. 

Для аналізу КФ і ЧХ, коли ослаблення в лінії залежить від частоти за 
відомим законом )(ωα , причому 1)( <<ωα l , слушні співвідношення з табл.9.20, 
в яких слід замінити α  на )(ωα . Графіки АЧХ (рис.9.36) показують, що при 
цьому зберігаються багатократні резонанси, однак максимуми АЧХ зменшу-
ються, а СП розширюються із збільшенням номера резонансної частоти. 

Аналогічно співвідношенням (9.145) і (9.146) можна ввести приблизні 
оцінки добротностей еквівалентних контурів для резонансних частот: 

l
Q

)(
1

4 1рез
1e ωα

π
≈ ;   .

)(
1

4 рез
e l

nQ
n

n ωα
π

≈                      (9.147) 

З фізичної точки зору характеристики лінії, навантаженої на опір 
хвн RR << , наближаються до режиму короткого замикання лінії. Цей висновок 

підтверджують аналітичні вирази (табл.9.21), здобуті внаслідок підстановки 
значення 1н <<′R  у загальні вирази (табл.9.18) для ( )IH ω  і вх ( )Z ω . 

 

Рисунок 9.36 – АЧХ замкненої на  кінці лінії з ослабленням, яке залежить від 
частоти за законом )1()( 0 ω+α=ωα k : а – АЧХ )(ωIH ; б – АЧХ )(вх ωZ  
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Порівняння виразів (табл.9.20 і 9.21) показує, що за умови хвн RR <<  КФ, 
АЧХ і ФЧХ ідеальної ДЛ та ДЛМВ збігаються з аналогічними характеристиками 
короткозамкненої ДЛМВ. Кількісна різниця є тільки у тому, що замість без-
розмірної величини lα  (входить у формули табл.9.20) у виразах для ідеальної та 
реальної ліній, навантажених на хвн RR << , записано відповідно нR′  і )( нRl ′+α . 
Отже, КФ, АЧХ і ФЧХ лінії з малими втратами і хвн RR << , з одного боку, 
відповідають характеристикам лінії з еквівалентними втратами не Rll ′+α=α , а, з 
іншого боку, – ідеальній лінії з еквівалентним навантаженням нен RlR ′+α=′ . То-
му графіки ЧХ лінії, навантаженої на хвн RR << , аналогічні графікам АЧХ і ФЧХ 
замкненої на кінці ДЛМВ (рис.9.35). 

 
Таблиця 9.21 – КФ, АЧХ і ФЧХ лінії при хвн RR <<  ( 1н <<′R ) 

 

КФ, ЧХ ІДЛ 
Приблизні співвідношення для 

ДЛМВ ( 1<<αl ) 

( )IH ω  
знз sincos

1
ωτ′+ωτ Rj

 
знз sin)(cos

1
ωτ′+α+ωτ Rlj

 

АЧХ, )(ωIH  
( )2знз

2 sincos

1

ωτ′+ωτ R
 

з
22

нз
2 sin)(cos

1

ωτ′+α+ωτ Rl
 

ФЧХ, )(ωϕ I  ( )зн tgarctg ωτ′− R  ]tg)(arctg[ зн ωτ′+α− Rl  

вх ( )Z ω  
зн

зн
хв tg1

tg
ωτ′+
ωτ+′

Rj
jRR  

зн

зн
хв tg)(1

tg)(
ωτ′+α+
ωτ+′+α

Rlj
jRlR  

АЧХ, )(вх ωZ  
( )2зн

з
22

н
хв

tg1

tg)(

ωτ′+

ωτ+′

R

R
R  

з
22

н

з
22

н
хв

tg)(1

tg)(

ωτ′+α+

ωτ+′+α

Rl

Rl
R  

ФЧХ, )(ωϕZ  ( )зн
н

з tgarctgtgarctg ωτ′−
′
ωτ R
R

 
]tg)(arctg[

tgarctg

зн

н

з

ωτ′+α−

−
′+α

ωτ

Rl
Rl  

 
9.11.4 КФ і ЧХ лінії при холостому ході та при хвн RR >>  

Оскільки у розімкненій лінії (рис.9.11, а) ∞→′нZ  та 02 =mI , із сукуп-
ності КПФ доцільно розглядати ( )UH ω , а з КВФ – вх ( )Y ω . 

Отримані в результаті підстановки значення ∞→′нZ  ( 0н =′Y ) до формул 
(табл.9.18) точні для ІДЛ та приблизні для ДЛМВ співвідношення для )( ωjHU , 

)(ωUH  і )(ωϕU  (табл.9.22) цілком збігаються відповідно з ( )IH ω , )(ωIH  і 
)(ωϕ I  для короткозамкненої лінії (табл.9.20). Здобуті аналогічно вирази для 
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вх ( )Y ω  і )(вх ωY  (табл.9.22) відрізняються від вх ( )Z ω  і )(вх ωZ  замкненої лінії 
(табл.9.20) тільки множниками – хвR  (замкнена) і хвG  (розімкнена). ФЧХ ком-
плексної провідності розімкненої лінії )(ωϕY  і ФЧХ комплексного опору замк-
неної лінії )(ωϕZ  також збігаються (див. табл.9.20 і 9.22). 

 
Таблиця 9.22 – КФ, АЧХ і ФЧХ розімкненої лінії  
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Отже, характеристики ДЛ із замкненими і розімкненими вихідними за-

тискачами є дуальними. Це дозволяє використовувати для аналізу режиму хо-
лостого ходу ЧХ лінії в режимі короткого замикання (рис.9.34–9.36). 

З аналізу АЧХ і ФЧХ розімкненої лінії як характеристик, дуальних зобра-
женим на рис.9.35 і 9.36, виходять такі висновки: 

1) подібно замкненій, розімкнена лінія має резонанси з кратними часто-
тами;  

2) поблизу частот nрезω  (9.140) ЧХ аналогічні характеристикам 
послідовного резонансного контуру; на цих частотах АЧХ )(ωUH  і повна 
провідність ІДЛ прямують до нескінченності, а для ДЛМВ становлять: 

lH n α=ω /1)( рез ;   lGY n α=ω /)( хврез ; 
3) на резонансних частотах nрезω  довжина лінії кратна чверті довжини 

хвилі резонансної частоти; 
4) щоб розрахувати вторинні параметри еквівалентних послідовних кон-
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турів (добротність, СП, характеристичний опір) можна застосовувати 
співвідношення (9.143)–(9.147) для замкненої лінії; 

5) поблизу частот, кратних з/ τπ  (довжина лінії кратна 2/λ ), характер 
змінювання )(вх ωY  і )(ωϕY  подібний ЧХ паралельного контуру; на цих часто-
тах вхідна провідність ідеальної ДЛ дорівнює нулю (опір прямує до 
нескінченності), а вхідна провідність ДЛМВ мінімальна ( lG αхв ), відповідно 
опір максимальний ( lR α/хв ). 

Порівняння виразів, отриманих у п.9.11.3 за умови хвн RR <<  (табл. 9.21), 
і співвідношень, здобутих для хвн RR >>  ( 1н <<′G ) (див. табл.9.23), показує 
їхню дуальність, а відповідно, і дуальність висновків: 

1)  характеристики ідеальної ДЛ, навантаженої на хвн RR >> , і розімкненої 
на кінці ДЛМВ нGl ′=α  аналогічні; 

2) КФ, АЧХ і ФЧХ ДЛМВ при навантаженні на хвн RR >>  відповідають 
тим самим характеристикам розімкненої ДЛ з еквівалентними втратами 

нe Gll ′+α=α ; 
3) аналіз ЧХ ДЛМВ при її навантаженні на хвн RR >>  можна звести до 

аналізу характеристик ІДЛ з еквівалентною нормованою провідністю наванта-
ження нен GlG ′+α=′ . 

 
Таблиця 9.23 – КФ, АЧХ і ФЧХ лінії при хвн RR >>  ( 1н <<′G ) 
 

КФ, ЧХ ІДЛ 
Приблизні співвідношення 
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9.12 Застосування кіл з розподіленими параметрами 
 
Основні застосування довгих ліній (без розгляду областей та особливо-

стей практичного використання) зазначені у підрозд. 9.1. Окремі питання вико-
ристання кіл з розподіленими параметрами розглянуто у підрозд. 9.9 (транс-
форматори і способи узгодження ДЛ) і 9.11 (резонансні властивості відрізків 
ДЛ). У цьому, заключному, підрозділі стисло розглянуті питання практичного 
застосування кіл з розподіленими параметрами, оскільки докладно їх вивчають 
у спеціальних технічних дисциплінах. 

 
9.12.1 Передача високочастотної енергії та радіосигналів 
 
Це застосування кіл з розподіленими параметрами зазвичай пов’язують з 

термінами фідер (від слова feed – живити) або фідерна лінія. Прикладами вико-
ристання фідерів є антенно-фідерні пристрої (з’єднання передавальних і прий-
мальних пристроїв з антенами), міжблокові з’єднання, увімкнення до 
радіовимірювальних приладів тощо. 

У діапазоні довжин хвиль до сантиметрових значень як фідери викори-
стовують промислові радіочастотні кабелі, зазвичай коаксіальної конструкції 
(рис.9.2, б). На вищих частотах застосовують стрічкові лінії (рис.9.2, в) і хвиле-
води. 

Радіочастотні кабелі мають такі переваги: 
1) порівняно малий рівень ослаблення і спотворення сигналів у відносно 

широкому діапазоні частот; 
2) високі показники електромагнітної сумісності (ЕМС) з іншими при-

строями (мале випромінення і надійне екранування); 
3) простота конструкції та монтажу, що поєднується з широкою номенк-

латурою та уніфікацією промислових зразків; 
4) економічність. 
Зважаючи на різноманіття літератури (у тому числі довідкової), 

присвяченої кабельній продукції, та постійне її вдосконалення, доцільно обме-
житись розглядом лише деяких головних положень. 

Конструюючи та експлуатуючи пристрої систем ТЗІ, слід враховувати 
класифікацію радіочастотних кабелів за основними ознаками (табл.9.24), а та-
кож їхні конструктивні та електричні параметри. 

Для передачі високочастотної енергії та радіосигналів використовують 
коаксіальні та симетричні кабелі. Спіральні кабелі застосовують для затримки 
сигналів (див. п. 9.12.2). 

До конструктивних параметрів належать: параметри внутрішнього прово-
ду (діаметр одножильного проводу або кількість жил і діаметр кожної – для ба-
гатожильного); тип діелектрика і діаметр ізоляції; тип і матеріал зовнішнього 
провода; товщина і матеріал зовнішньої захисної оболонки; розрахункова по-
гонна вага (г/м); мінімальні радіуси згину і намотування на барабан.  
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Таблиця 9.24 – Класифікація радіочастотних кабелів 
 

Ознака Різновиди 
Коаксіальна 
Симетрична 

Загальна конструкція 

Спіральна 
Суцільна 
Напівповітряна (повітряно-пластмасова) 

Тип ізоляції 

Повітряна 
Суцільний (трубка) 
Одинарне оплетення 
Подвійне оплетення 

Тип зовнішнього проводу  
(екрана) 

Обмотування пласкою стрічкою 
Мала потужність – до 0,5 кВт 
Середня потужність – до 5 кВт 

Рівень потужності 

Велика потужність – понад 5 кВт 
 

Електричні характеристики радіочастотних кабелів:  
1) хвильовий опір (у коаксіальних кабелів – 50 або 75 Ом; у симетричних 

– 75, 150, 200 Ом);  
2) погонна ємність (у кабелів із суцільною ізоляцією – 50…100 пФ/м; з 

напівповітряною – 20…50 пФ/м); 
3) відносна (до швидкості світла) швидкість поширення коливань (для 

кабелів із суцільною ізоляцією становить 660,≈ ); 
4) погонне ослаблення (дБ/м або Нп/км ) на різних частотах;  
5) показники ЕМС (наприклад, для коаксіального кабелю із зовнішнім 

оплетенням рівень випромінення становить близько 30 дБ); 
6) максимальна робоча частота; 
7) гранично припустимі значення напруг і струмів. 
За необхідності слід враховувати зв’язок умов експлуатації кабелю (тем-

пературний діапазон, тиск, рівень вібрації тощо) з його припустимими фізико-
механічними характеристиками, які пов’язані з параметрами середовища. 

Максимальна робоча частота визначається двома чинниками – припусти-
мим ослабленням у робочому діапазоні частот і так званою критичною часто-
тою, довжина хвилі якої сумірна з поперечним розміром кабелю. Для ко-
аксіального кабелю критична частота визначається співвідношенням: 

( ) ε+π
=

Dd
сfкр , 

де с – швидкість світла у вільному просторі; D,d  – поперечні розміри 
внутрішнього і зовнішнього провідників (рис.9.2, б); ε  – відносна діелектрична 
проникність ізоляції (див. табл.9.2). 

У кабелів з розподіленими за довжиною елементами кріплення 
внутрішнього проводу (повітряна і напівповітряна ізоляції) частотний діапазон 
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обмежений довжинами хвиль, сумірних з відстанню між елементами кріплення. 
Для увімкнення кабелів до пристроїв та з'єднання між собою використо-

вують з’єднувачі (спрощено їх ще називають рознімами та фішками). Існують 
з’єднувачі трьох типів:  

1) вільні (кабельні), які монтують на кінцях кабелю; 
2) фіксовані (приладові), які розташовані на пристроях; 
3) перехідні, призначені для злучення і розгалуження кабелів.  
Геометричні розміри розніму мають відповідати розмірам кабелю. Щоб 

забезпечити узгодження, величина хвильового опору з’єднувача має збігатися з 
хвильовим опором кабелю. Виходячи з умов експлуатації, вибирають конст-
рукцію затискової частини з’єднувача (різьбова, байонетна тощо). 

Для ослаблення сигналів без спотворення їхньої форми у пристроях пере-
дачі використовують резистивні лінії, первинні параметри яких становлять:  

01 ≈L ; 01 ≈C ; 01 ≠R ; 01 ≠G , 
а вторинні − 

1111 GRYZ ≈=γ ; 11GR≈α ; 0≈β ; хв1111хв // RGRYZZ =≈= . 
Отже, резистивні лінії мають практично активні хвильові опори, кінцеву 

(яка не залежить від частоти) величину погонного ослаблення і нульову за-
тримку сигналів. Ці властивості обумовлюють застосування резистивних ДЛ як 
ослаблювачів (атенюаторів) сигналів. Аналогічні характеристики мають ате-
нюатори (рис.9.37), які складені з активних опорів і забезпечують стрибко-
подібне (дискретне) ослаблення. 

 

Рисунок 9.37 – Схема дискретного атенюатора 

 ….  ….

0R 0R 0R 0R 0R

0G 0G 0G 0G

 
9.12.2 Затримка сигналів 
 
Часова затримка сигналів використовується у телевізійних приймачах, ос-

цилографах, імпульсних пристроях, підсилювачах коливань НВЧ та ін.  
Значення затримки порядка одиниць і десятків мікросекунд забезпечують 

коаксіальні та симетричні кабелі, однак через їхню велику довжину (погонна 
затримка 51 11 ≈==τ CLv/l/з  нс/м) ефективніше застосовувати спіральні 
кабелі (кабелі затримки). Для реалізації більших значень часу затримки 
розроблені ультразвукові та цифрові лінії. 
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Яскравим прикладом реалізації ефекту затримки сигналів є узгоджені 
(оптимальні) фільтри для обробки складних імпульсних сигналів, уперше 
застосовані в радіолокації, а згодом − в інших радіотехнічних системах для 
зв’язку, навігації тощо. Пріоритетні вітчизняні дослідження з розробки опти-
мальних фільтрів на базі коаксіальних кабелів, спеціальних спіральних ліній та 
ультразвукових ліній затримки проведені під керівництвом Ширмана19. 

Спіральні кабелі мають внутрішній провід у вигляді спіралі. Переважно 
застосовують коаксіальні кабелі затримки (рис.9.38). Зовнішній провід викону-
ють як оплетення або (щоб зменшити втрати) ізольованими провідниками, які 
спрямовано вздовж осі кабелю. 

 
 

Рисунок 9.38 – Конструкція коаксіального спірального кабелю: 
1 – осердя для внутрішнього провода; 2 – спіральний внутрішній провід; 

 3 – ізоляція; 4 – зовнішній провід (екран); 5 – зовнішня оболонка 

 3 

2 

4 

 1 

5 

 
 
Відмінною особливістю спіральних кабелів є підвищена погонна 

індуктивність 1L , яка перевищує цей показник для звичайних кабелів у тисячі 
разів. Це забезпечує як спіралеподібний внутрішній провід, так і застосовані у 
деяких типах кабелів затримки як осердя 1 (рис.9.38) матеріали з підвищеною 
магнітною проникністю µ  (магнітодіелектрики). Зниження товщини ізоляції 2 
(рис.9.38) між внутрішнім і зовнішнім провідниками, а також збільшення площі 
між ними сприяють збільшенню погонної ємності 1C . 

                                           
19 Ширман Яков Давидович (1919–2010) – відомий вчений в області радіолокації, 
доктор технічних наук, професор, генерал-майор. Закінчив Військово-повітряну 
академію ім. Можайського та ад’юнктуру (військову аспірантуру). З 1949 р. працював 
у Харкові (Артилерійська радіотехнічна академія ім. Говорова, Харківський ун-т по-
вітряних сил). Зробив значний внесок у теорію і практику сучасної радіолокації 
(складні сигнали та методи їхньої обробки, автокомпенсатори завад тощо). 
Удостоєний двох Державних премій. Автор кількох підручників і монографій. За-
сновник наукової школи, яка виховала цілу плеяду вчених.  



                                              Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 476 

Збільшення як 1L , так і 1C  призводить до зменшення швидкості поширен-
ня коливань і зростання погонної затримки до величин 0,1…3 мкс/м. За рахунок 
переважного збільшення 1L  порівняно з 1C  хвильовий опір зростає до 
0,3…3 кОм. Змінюючи «крок» намотування, можна регулювати основні пара-
метри – погонну затримку і хвильовий опір. 

Порівняно зі звичайними у кабелів затримки менший робочий діапазон 
частот (до 10 МГц) і більше ослаблення (1..5 дБ/мкс). Для згаданих вище опти-
мальних фільтрів розроблено спіральні лінії з більшим частотним діапазоном і 
меншими втратами. Спіраль у цих ДЛ розташована ззовні, а екран – у середині. 
Цей прийом дозволяє виконувати довільне за рівнем і затримкою «зняття» сиг-
налу за допомогою ємнісних або індуктивних давачів. У ХНУРЕ такі лінії ви-
користовують у навчальному процесі при проведенні лабораторних робіт з 
дослідження ДЛ. 

Як аналог кабелів затримки використовують змонтовані на елементах із зо-
середженими параметрами так звані штучні лінії затримки. Спрощена схема такої 
лінії без елементів, які враховують втрати, зображена на рис.9.39. Час затримки 
штучної лінії затримки, яка містить n елементів, становить: 00CLn≈τз . 

 

Рисунок 9.39 – Схема штучної лінії затримки 

 …. 0C
0L

0C0C  ….
0L 0L 0L

 
До спеціальних ліній затримки належать розподілені R, С структури, які 

легко реалізовуються сучасними методами мікроелектроніки. Це ДЛ, у яких 
01 ≈L ; 01 ≈G , і тому їхні вторинні параметри становлять: 

( )jRCeСRCjRYZ /j +
ω
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До відмінних особливостей R, С ліній належать нелінійне змінювання 
швидкості поширення коливань від частоти та комплексний характер хвильово-
го опору, який має постійний аргумент ( 4/π− ) і частотно залежний модуль. 

Залежність від частоти швидкості поширення сигналу в лінії називають 
частотною дисперсією. Кола з частотною дисперсією, включаючи R, С лінії, 
використовують для формування і обробки складних сигналів. 

Недоліком R, С структур є відносно велике ослаблення (при довжині лінії 
βπ=λ= /l 2  ослаблення становить π≈α 2l  Нп або ≈55 дБ). 
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Кола затримки використовують також як фазообертачі. Затримці сину-
соїдного коливання з частотою ω  на час зt  відповідає його зсув за фазою на 

зtω . У ліній затримки без дисперсії ( зt  = const) фазовий зсув лінійно залежить 
від частоти, а у дисперсійних ліній )(з ωt  є нелінійною функцією частоти. 

 
9.12.3 Використання вибірних властивостей відрізків довгих ліній 
 
Розглянуті у п. 9.11.3 – 9.11.4 вибірні властивості ДЛ в режимах коротко-

го замикання та холостого ходу є теоретичним підгрунтям практичних застосу-
вань ліній як резонансних контурів, смугових і загороджувальних фільтрів, 
ізоляторів, антенних комутаторів. 

Резонансні контури. Головним достоїнством контурів у вигляді відрізків 
ДЛ є те, що значення добротності близько 43 1010 ...  реалізуються у дециметро-
вому діапазоні довжин хвиль. Щоб забезпечити низький рівень випромінення, 
використовують коаксіальні лінії. Підстроювання поблизу резонансної частоти 
здійснюється пересувним поршнем або конденсатором змінної ємності. 

Найбільшу добротність має контур, складений із замкненого відрізку ко-
аксіального кабелю довжиною 4/l λ<  як індуктивності та підстроювального 
конденсатора кC . На рис.9.40, а зображена схема увімкнення такого контуру до 
входу 2 дециметрового приймача; антенний кабель увімкнено до перерізу 1 
контурного кабеля на відстані 1l  від його замкненого кінця.  

 

Рисунок 9.40 – Схеми увімкнення коаксіального паралельного контуру: 
а – принципова; а – еквівалентна 
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Еквівалентна схема розглянутої конструкції (рис.9.40, б) без урахування 

втрат відповідає складному паралельному контуру з розподіленою індуктивніс-
тю. До приймача з великим вхідним опором контур увімкнено повністю, а до 
антенного кабелю – частково з коефіцієнтом увімкнення 

1 1 2 1/( ) /p L L L L L= + = , 
де 1 хв 1 0tg /L R lβ ω= ; 1 2 хв 0tg /L L L R lβ ω= + =  – індуктивності, показані на 

рис.9.40, б; β,хвR  – відповідно хвильовий опір і коефіцієнт фази кабелю; 0ω  – 
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робоча частота. 
Коефіцієнт увімкнення вибирають з умови узгодження антенного кабелю 

у перерізі 1: рез
2

хв RpR = , де резR  – резонансний опір еквівалентного контуру, 
який визначають за формулою (9.142). 

Використовуючи відрізки ліній як контури, слід запобігати впливу коли-
вань кратних резонансних частот.  

Смугові та загороджувальні фільтри. Тут використовують ті ж самі 
принципи побудови, що й у фільтрів на элементах L, C (підрозд. 5.4).  

Як приклад на рис.9.41 зображені принципові схеми Т–подібних смугово-
го (рис.9.41, а) і загороджувального (рис.9.41, в) фільтрів. Як паралельний і 
послідовний контури в них вибрано замкнені відрізки ліній відповідно довжи-
ною 4/λ  і 2/λ . На рис.9.41, б, г показано також еквівалентні схеми цих 
фільтрів на елементах L, C. 
 

Рисунок 9.41 – Смугові та загороджувальні фільтри:  
а – СФ; б – еквівалентна схема СФ; в – ЗФ; г – еквівалентна схема ЗФ 

2/λ а 

4/λ

 б 

 г 

2/λ

 в 

4/λ

   
Фільтри (рис.9.41) реалізують, застосовуючи симетричні лінії у подовж-

ньому плечі (у ПФ – послідовний контур, у ЗФ – паралельний). Для побудови 
контурів у поперечному плечі можна використовувати симетричний або 
коаксіальний кабелі.  

При реалізації Т–подібних фільтрів на відрізках ліній необхідно, як і у 
звичайних фільтрів, забезпечити режим узгодження та усунути паразитні 
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взаємні зв’язки між лініями. В інших типах фільтрів, навпаки, елементи 
взаємного зв’язку (як зосередженого, так і розподіленого) необхідні для здобут-
тя заданих характеристик. Це – фільтри, аналогічні зв’язаним контурам, а також 
фільтри із зосередженою селекцією. 

Ізолятори. Як «металевий» ізолятор використовують замкнений відрізок 
лінії довжиною 4/λ , що має тим більший вхідний опір, чим менші втрати в 
лінії. Такі ізолятори застосовують для кріплення провідників симетричної лінії 
(рис.9.42, а) та внутрішнього провідника коаксіального кабелю (рис.9.42, б). 
Оскільки на кінці замкненої лінії довжиною 4/λ  існує вузол напруги, цей 
кінець має бути заземлений. 

«Металеві» ізолятори на резонансній частоті мають кращі характеристики 
ніж діелектричні, однак є вузькосмуговими. При розстроєнні за частотою на 
5 % відбувається різке зменшення вхідного опору 4/λ -ізолятора.  

 

Рисунок 9.42 – Ізолятори з відрізків ліній: 
 а – симетричної; б – коаксіальної  

 а 

4/λ

4/λ

 б 

4/λ 4/λ

  
Антенні комутатори. У радіолокаційних та інших системах для ви-

промінення та приймання сигналів використовують одну й ту ж саму антену. 
Для захисту приймального пристрою від потрапляння на його вхід потужних 
імпульсних сигналів, що випромінює передавач, використовують антенні кому-
татори, до складу яких входять комутаційні елементи та відрізки ДЛ (рис.9.43), 
а іноді – спрямовані відгалужувачі (рис.9.44). 

Як елементи комутації (К1 і К2 на рис.9.43) використовують газорозрядні 
вакуумні прилади (розрядники) і спеціальні діоди.  

Під дією імпульсів, що випромінюються, елементи комутації замикають-
ся. Внаслідок цього в схемі антенного комутатора (рис.9.43) вхід приймача 2 
шунтується, а відрізок лінії довжиною 4/λ  виконує роль ізолятора. 

Після закінчення випромінення комутатори К1 і К2 розмикаються. Лінія 
довжиною 4/λ  розмикається, що призводить до короткого замикання у 
перерізі АБ на вході передавача 3 і перерізі ВГ, розташованому на відстані 2/λ . 
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Рисунок 9.43 – Антенний комутатор:  
1 – антена; 2 – приймач; 

 3 – передавач; К1, К2 – комутатори 

4/λ
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2/λ
 2 

 3 

 К2 

 К1 
 А 

 Б 

 В 

 Г 

Це забезпечує проходження 
сигналів від антени 1 на вхід прий-
мача 2. 

Спрямовані відгалужувачі за-
безпечують передачу енергії або 
сигналів з однієї лінії до іншої 
тільки в одному напрямку. У 
відгалужувачі, показаному як при-
клад на рис.9.44, для цього служать 
дві точки зв’язку між лініями, позна-
чені цифрами 1 і 2. 

 
Оскільки відстань між точками 1 і 2 становить 4/λ , коливання з нижньої 

лінії проходять до точки 1 верхньої лінії у фазі, а до точки 2 – у протифазі. От-
же, у верхній лінії енергія (сигнали) поширюється тільки у напрямку, позначе-
ному стрілкою.  

 

Рисунок 9.44 – Спрямований  відгалужувач 

4/λ

2 1 

 
Подібні принципи покладено до основи побудови антенних комутаторів 

більш високочастотних діапазонів, де замість ДЛ використовують хвилеводи. 
 
9.12.4 Вимірювальні пристрої 
 
Для вимірювання параметрів режиму на вході та виході ДЛ (струму, на-

пруги, зсуву фаз тощо) використовують стандартні прилади (вольтметри, ам-
перметри, осцилографи та ін.) і типові методи їхнього увімкнення. Однак ці ме-
тоди не коректні для вимірювань у перерізах лінії, оскільки безпосереднє 
увімкнення приладів у лінію змінює її параметри, а іноді обмежене через 
конструктивні особливості. Тому розроблені спеціальні методи, які передбача-
ють застосування вимірювальних шлейфів і ліній. 

Вимірювальний шлейф. Призначений для визначення напруги у місці 
його увімкнення. Шлейф навантажують на амперметр з малим внутрішнім опо-
ром. Якщо довжину шлейфа вибрати такою, щоб на його вході спостерігався 
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максимум напруги, то показання амперметра будуть пропорційні напрузі на 
вході шлейфа, а отже, і напрузі в лінії в точці увімкнення шлейфа. 

Вимірювальний шлейф, складений з відрізку лінії без втрат довжиною 
4/λ  і амперметра з нульовим внутрішнім опором, називається ідеальним 

(рис.9.45). Вихідний струм ідеального шлейфа (показання амперметра 
А

I ) 
відповідає пучності струму, а вхідна напруга шлейфа (дорівнює напрузі в лінії 

лU ) – пучності напруги. Струм, що показує амперметр, і напруга в лінії 
пов’язані очевидним співвідношенням: 

хв.ш

л
А R

U
I = , 

де хв.шR  – хвильовий опір лінії, з якої виконано шлейф. 
 
Ідеальний вимірювальний 

шлейф має нескінченно великий 
опір і не спотворює режим лінії, па-
раметри якої вимірюються. Спотво-
рення, які вносить реальний шлейф 
в лінію, тим менші, чим більший йо-
го вхідний опір. 

Крім вимірювань напруги в 
лінії, вимірювальний шлейф 
дозволяє визначати параметри лінії 
(λ , схk , бхk , α ) і навантаження. 
Комплексний опір навантаження 
обчислюють за формулою (9.134) 
або за круговою діаграмою після 
вимірювання бхk  і відстані до найб-
лижчого мінімуму напруги лінії 

minUl′ .  

Рисунок 9.45 – Ідеальний 
 вимірювальний шлейф 
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Застосування вимірювального шлейфа має два недоліки: вузькосмуговість і 
необхідність безпосереднього увімкнення шлейфа до лінії. 

Вимірювальна лінія. Це – високоякісна однорідна коаксіальна лінія, 
вздовж якої рухається каретка з вимірювальним зондом і каналом вимірювання. 
Конструкцію вимірювальної лінії пояснює рис.9.46. 

Вимірювальний зонд через подовжній виріз у зовнішньому проводі лінії 
введений в лінію і може пересуватися вздовж внутрішнього проводу разом з ка-
реткою. Зонд виконує функцію ємнісного безконтактного «зняття», сигнал у 
якому пропорційний напрузі у перерізі лінії, де розташований зонд. Щоб визна-
чити місце розташування зонда, вимірювальна лінія обладнана точною 
лінійною шкалою, а для увімкнення генератора і досліджуваних кіл (лінії або 
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комплексного навантаження) передбачені вхідний і вихідний коаксіальні 
розніми. 

Вимірювальна лінії дозволяє виконувати ті ж самі вимірювання, що й 
вимірювальний шлейф, однак не має його недоліків. Це обумовлено тим, що 
ємнісний вимірювальний зонд працює у широкій смузі частот, а оцінювання 
режиму і параметрів лінії виконують непрямо – шляхом її послідовного та уз-
годженого з’єднання з вимірювальною лінією. 

 

Рисунок 9.46 – Вимірювальна лінія:  
1 – зовнішній провід (екран) з подовжнім вирізом; 2 – внутрішній провід;  

3 – вимірювальний зонд; 4 – рухома коаксіальна каретка із зондом, 
 діодним випрямлячем і амперметром; 5 – вхід лінії; 6 – вихід лінії 
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9.13 Запитання та завдання для самоперевірки і контролю 

            засвоєння знань 
 
1. Сформулювати головний критерій, за яким коло слід вважати колом з роз-

поділеними параметрами. Які принципові відмінності існують між колами з розподі-
леними та зосередженими параметрами? 

2. Які кола з розподіленими параметрами належать до довгих ліній? Перелічи-
ти області застосування ДЛ. 

3. Назвати та пояснити різновиди конструкції ДЛ. 
4. Дати визначення та пояснити значення первинних (погонних) параметрів 

ДЛ. Яка розмірність первинних параметрів? 
5. Як, використовуючи характер і особливості первинних параметрів, класифі-

кують довгі лінії? 
6. Чому в диференціальних рівняннях ДЛ застосовують частинні похідні? 
7. Який фізичний сенс мають падаюча та відбита хвилі, що входять до складу 

розв’язку диференціальних (телеграфних) рівнянь ІДЛ? Чому дорівнюють вторинні 
параметри ІДЛ – швидкість поширення хвиль та хвильовий опір? 

8. Як зміниться хвильовий опір ідеального коаксіального кабелю з поліетиле-
новою ізоляцією, якщо діаметр внутрішнього провідника зменшити вдвічі? 

Відповідь: хвильовий опір збільшиться на 27,7 Ом. 
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9. Який вигляд мають диференціальні рівняння для усталеного процесу в ДЛ 
при синусоїдній дії, якщо використовувати комплексний метод? Яке значення в цих 
рівняннях мають комплексні первинні опір і провідність ДЛ?  

10.  Пояснити структуру розв’язків для струму та напруги в лінії при синусоїд-
ній дії. Яке значення в цих розв’язках мають вторинні параметри: коефіцієнти поши-
рення, ослаблення, фази; комплексний хвильовий опір? 

11.  Який фізичний сенс мають довжина хвилі та фазова швидкість поширення 
хвиль? Як ці параметри пов’язані з коефіцієнтом фази? 

12.  Записати рівняння ДЛ із втратами при синусоїдній дії за допомогою 
гіперболічних функцій. 

13.  Що таке комплексний коефіцієнт відбиття? 
14. ІДЛ увімкнено до джерела з частотою 25=f  МГц. Первинні параметри лі-

нії: 161 =C  пФ/м; 11 =L  мкГн/м. Знайти фазову швидкість і довжину хвилі в лінії. 

Відповідь: 81052 ⋅= ,v м/с; 10=λ  м. 
15.  Розрахувати хвильовий опір, коефіцієнт поширення і фазову швидкість 

хвиль в однорідній ДЛ на частоті 11 =f  кГц. Первинні параметри лінії: 
3

1 105,6 −⋅=R Ом/м, 6
1 1029,2 −⋅=L Гн/м, 12

1 1022,5 −⋅=C Ф/м; 9
1 105,0 −⋅=G См/м. 

Відповідь: 205,0
хв 694 jeZ −≈ Ом; 710)2226,49( −⋅+=γ j 1/м; 810832 ⋅= ,v м/с. 

16.  Лінію, розглянуту в попередньому завданні, навантажено на активний опір 
200н =R  Ом. Знайти комплексний коефіцієнт відбиття в навантаженні нρ . 

Відповідь: 01535610 ,je,=ρн . 
17.  Назвати режими роботи ДЛ при синусоїдній дії. За яких значень опору на-

вантаження існує кожен з цих режимів? 
18.  Який вигляд мають розподіли амплітуд і початкових фаз у довільному 

перерізі ідеальної та реальної ліній в режимі біжних хвиль? Яке значення має хвильо-
вий опір у цьому перерізі? 

19.  Як зміняться графіки розподілу амплітуд і початкових фаз у довільному 
перерізі ІДЛ у режимі біжних хвиль, якщо змінити частоту коливань?  

20.  Обчислити амплітуду напруги на виході узгодженої лінії, якщо амплітуда 
синусоїдної напруги на вході дорівнює 100 В, коефіцієнт ослаблення 05,0=α  Нп/м, 
довжина лінії 8=l  м, довжина хвилі 10=λ  м. Знайти зсув фаз ϕ  між напругами на 
вході та виході лінії. 

Відповідь: 0367,Um =  В; ϕ= 5,027 рад. 
21.  Які особливості має режим стійних хвиль? Пояснити поняття “вузол” і 

“пучність”. 
22.  Який вигляд мають розподіли амплітуд і початкових фаз у будь-якому 

перерізі розімкненої ідеальної лінії? Який характер має і як змінюється опір вздовж 
лінії у даному режимі? 

23.  Як змінюються графіки розподілів амплітуд і початкових фаз у довільному 
перерізі розімкненої ІДЛ, якщо змінювати частоту коливань?  

24.  Чим відрізняються розподіли амплітуд і початкових фаз у довільному 
перерізі розімкнених ліній: з втратами та ідеальної? 

25.  Хвильовий опір лінії без втрат становить 50 Ом. Знайти амплітуди напруги 
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та струму на відстані 8/λ  від розімкненого кінця, якщо діюче значення напруги у 
кінці лінії дорівнює 10 В. Визначити комплексний опір у даному перерізі. 

Відповідь: 10=mU  В; 200=mI  мА; 50jZ −=  Ом. 
26.  Який вигляд мають розподіли амплітуд і початкових фаз у довільному 

перерізі замкненої ІДЛ? Як змінюється опір уздовж лінії у даному режимі? 
27.  Як змінюються графіки розподілів амплітуд і початкових фаз у довільному 

перерізі замкненої ІДЛ, якщо змінювати частоту коливань? 
28.  Хвильовий опір лінії без втрат дорівнює 50 Ом. Обчислити амплітуди на-

пруги і струму на відстані 8/λ  від замкненого кінця лінії, якщо діюче значення стру-
му в кінці становить 10 мА. Визначити комплексний опір у даному перерізі. 

Відповідь: 50,Um =  В; 10=mI  мА; 50jZ =  Ом. 
29.  Розрахувати вхідний опір лінії без втрат довжиною 0,5 м у режимах корот-

кого замикання та холостого ходу її вихідних затискачів. Довжина хвилі в лінії 4 м, 
хвильовий опір 50 Ом. 

Відповідь: 2
1 50 /jeZ π=кз  Ом; 2/

хх1 50 π−= jeZ  Ом. 
30.  Чим відрізняються розподіли амплітуд і початкових фаз у довільному 

перерізі лінії з втратами та ідеальної лінії, замкнених на кінці?  
31.  Який вигляд мають розподіли амплітуд і початкових фаз у довільному 

перерізі ІДЛ, навантаженої на ємність? Який характер має і як змінюється опір уз-
довж лінії у даному режимі? 

32.  Який вигляд мають розподіли амплітуд і початкових фаз у довільному 
перерізі ІДЛ, навантаженої на індуктивність? Який характер має і як змінюється опір 
вздовж лінії у даному режимі? 

33.  Який вигляд мають розподіли амплітуд і початкових фаз у довільному 
перерізі ІДЛ у режимі змішаних хвиль?  

34.  Пояснити поняття коефіцієнтів біжної хвилі та стійної хвилі. Як ці 
коефіцієнти пов’язані один з одним та з коефіцієнтом відбиття? 

35.  В ідеальній лінії з хвильовим опором 200 Ом поширюється синусоїдне ко-
ливання з довжиною хвилі 2 м у режимі змішаних хвиль. Максимальна амплітуда 
струму становить 0,6 А, мінімальна – 0,2 А. Найближчий мінімум струму 
спостерігається на відстані 0,17 м від навантаження. Знайти комплексний опір наван-
таження і амплітуду струму в ньому. 

Відповідь: 13,22825,195н jZ +=  Ом; 353,0н =mI  А. 
36.  Знайти вхідний опір і КСХ лінії довжиною 4/λ  і хвильовим опором 75 Ом, 

послідовно з якою увімкнено узгоджену лінію з хвильовим опором 50 Ом. Лінії вва-
жати ідеальними. 

Відповідь: 5112,R =вх Ом; 5,1сх =k . 
37.  Визначити комплексний коефіцієнт трансформації за напругою 

12 mm U/Un =  відрізку ідеальної ДЛ з параметрами 4/l λ=  і Ом50хв =R , наван-
таженого на активний опір 75=нR  Ом. 

Відповідь: 51,jn −= . 
38.  Які ДЛ називають збалансованими? Які переваги таких ліній? 
39.  У чому полягає принцип узгодження ідеальної ДЛ та активного навантажен-

ня за допомогою 4/λ -трансформатора? Який режим має місце в 4/λ -
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трансформаторі? 
40.  Розрахувати хвильовий опір 4/λ -трансформатора для узгодження лінії 

( Ом75хв =R ) з активним навантаженням 50=нR  Ом. 
Відповідь: 24,61хв.тр ≈R Ом. 
41.  Чи можна застосувати 4/λ -трансформатор для узгодження ІДЛ з ком-

плексним навантаженням? 
42.  У чому полягає принцип узгодження ІДЛ єдиним шлейфом? Який режим 

існує на ділянках лінії та у шлейфі? 
43.  Які особливості має узгодження ІДЛ двома шлейфами? Який режим існує на 

ділянках узгодженої лінії та у шлейфах? 
44.  Для чого призначені відрізки ліній довжиною 2/λ , які застосовують у при-

строях узгодження симетричних вібраторів з коаксіальними кабелями? 
45.  Який параметр лежить в основі побудови кругової діаграми ліній? Яка 

структура КД? 
46.  Які задачі дозволяє розв’язувати кругова діаграма? 
47.  Чи можна застосовувати КД при розрахунках реальних ліній? 
48.  Розв’язати, використовуючи КД, завдання 16, 25, 28, 29, 35, 36, 37. Оцінити 

відносну похибку результатів порівняно з аналітичними розрахунками. 
49.  Яке практичне застосування мають узгоджені лінії, з огляду на характер 

їхніх АЧХ і ФЧХ? 
50.  Як впливає значення довжини узгоджених ідеальної та реальної ліній на 

їхні АЧХ і ФЧХ за напругою і струмом? 
51.  Назвати спільні та відмінні риси ЧХ послідовного резонансного контуру, 

складеного з елементів із зосередженими параметрами, і замкненої ДЛ. 
52.  Замкнена ідеальна повітряна ДЛ з хвильовим опором 100хв =R  Ом 

з’єднана послідовно з ємністю 20=C  пФ. Обчислити довжину лінії, за якої перша 
резонансна частота становитиме 100 МГц. 

Відповідь: 320,l =  м. 
53.  Які параметри замкненої ДЛ з втратами (як послідовного контуру) вплива-

ють на резонансну частоту, добротність і смугу пропускання цього контуру? 
54.  Як впливає індуктивність, увімкнена до вихідних затискачів ДЛ, на її 

резонансні частоти? 
55.  Назвати спільні та відмінні риси ЧХ паралельного резонансного контуру, 

складеного з елементів із зосередженими параметрами, та відрізку розімкненої ДЛ.  
56.  Які параметри розімкненої ДЛ з втратами (як паралельного контуру) впли-

вають на резонансну частоту, добротність і смугу пропускання цього контуру? 
57.  Як впливає ємність, увімкнена до вихідних затискачів ДЛ, на її резонансні 

частоти? Чи можна використати це явище у практиці? 
59. Навести приклади дуальних КПФ, КВФ і частотних характеристик ДЛ. 
60. Навести приклади використання ДЛ для передавання високочастотної 

енергії та радіосигналів. 
61.  В яких пристроях ДЛ застосовують для реалізації часової затримки? 
62.  Які характерні властивості мають спіральні кабелі? 
63.  Навести приклади застосування резонансних властивостей відрізків ДЛ. 
64. В яких вимірювальних пристроях застосовують ДЛ? 
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10 ОСНОВИ СИНТЕЗУ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 
 

10.1 Етапи розв’язання задачі синтезу 
 
 У задачах аналізу кіл, розглянутих у попередніх розділах, відомою була 
структура кола та, як правило, його параметри. За різних умов визначались 
відгуки на задану дію або характеристики кіл при типових діях. На відміну від 
аналізу, задача синтезу полягає у визначенні структури і параметрів кола, яке 
має певні частотні або часові характеристики. Задачу аналізу можна 
розв’язувати різними способами, але результат буде завжди однозначний, чого 
не можна сказати про задачу синтезу. Найчастіше у практиці синтезують кола 
(електричні фільтри, лінії затримки, амплітудні та фазові коректори тощо), 
формулюючи вимоги до їх передатних частотних характеристик.  

Загалом розв’язання задачі синтезу кола поділяють на три етапи. 
Перший – визначення операторної передатної функції, яка задовольняє 

певним вимогам до частотних характеристик кола і відповідає умовам фізичної 
реалізації. У цьому полягає задача апроксимації. Отримувати ОПФ з ідеальною 
АЧХ не має сенсу, бо таку ОПФ неможливо фізично реалізувати. 

Другий – побудова у заданій елементній базі схемної структури, що має 
визначену ОПФ. Це так звана задача структурного синтезу. 

Третій – визначення параметрів елементів, що утворюють синтезоване 
коло, − це задача параметричного синтезу. 

Слід зауважити, що на всіх цих етапах не має однозначного результату і 
вибір конкретної схеми кола визначається додатковими вимогами (кількістю 
елементів кола, припустимими значеннями їхніх параметрів, масогабаритними, 
конструктивним та іншими показниками).  
 

10.2 Частотна залежність ослаблення та вимоги до неї 
 

Розв’язання задачі апроксимації доцільно розглянути за певних обмежень: 
по-перше, кола, ОПФ яких визначатимуться, належать до кіл мінімально-
фазового типу; по-друге, вимоги до частотних характеристик стосуються тільки 
АЧХ, тобто ніяких вимог до ФЧХ не ставиться (мова йде про синтез за умови 
заданої АЧХ). 

Згідно з виразом (8.94) передатна функція кола за потужністю )(ωPH  
визначається за допомогою амплітудно-квадратичної характеристики кола 

)(2 ωUH , тобто квадрата модуля КПФ за напругою. Для електричних фільтрів 

переважно виконується умова вхвих PP < , тоді 1
вх

вих <
P
P ; 0lg

вх

вих <
P
P . Щоб уник-

нути цього обмеження, вимоги до частотної характеристики фільтрів форму-
люють не до функції )(ωPH , а до логарифмічної оберненої функції )(ωPA , яка 
має назву частотної характеристики ослаблення за потужністю: 
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З урахуванням формули (8.95) виходить: 
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=ω .  

Постійна величина Rk  не впливає на частотну залежність ослаблення, а 
тільки визначає рівень її відліку, тому константа Rklg10  може мати довільне 
значення. За умови 1=Rk , виходить нульовий рівень відліку )(ωPA , якщо 

1<Rk , крива )(ωPA  зміщується вгору, якщо 1>Rk , навпаки – вниз. Опускаючи 
надалі для спрощення одиниці вимірювання ослаблення, можна записати: 

.
)(

1lg10)( 2 ω
=ω

U
P H

A                                               (10.1) 

На рис.10.1, а зображена АЧХ, а на рис.10.1, б – частотна залежність ос-
лаблення )(ωPA  ідеального ФНЧ. 
 
 
 
 

Рисунок 10.1 – Частотні 
характеристики ідеального ФНЧ:

а – коефіцієнт передачі 
 за напругою; б – ослаблення 

 а  б 

 )(ωUH   )(ωPA  

 0 
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У смузі пропускання (СП) ідеальний ФНЧ має одиничне значення АЧХ 
( 1)( =ωUH ), згідно з формулою (10.1) ослаблення 0)( =ωPA . У смузі затри-
мання (СЗ), яку відділяє від СП гранична частота грω , АЧХ набуває нульового 
значення ( 0)( =ωUH ), а ослаблення – нескінченного, що умовно показано вер-
тикальною лінією із штрихуванням справа. 

Ослаблення )(ωPA  реальних фільтрів у смузі пропускання – ненульове, 
але не має перевищувати задане значення ∆A . Частоту, для якої ця умова ще 
виконується, позначають ∆ω , тобто ∆∆ =ω AA )(  (рис.10.2). Ліва межа СП – 
нульова частота, а права – визначається граничною частотою грω : гргр )( AA =ω . 
Якщо рівень грA  збігається з ∆A , тоді ∆ω=ωгр . У смузі затримання ослаблення 

)(ωPA  не може бути меншим, ніж задане значення )( ss AA ω= . Частота sω  ви-
значає ліву межу СЗ, а права – прямує до нескінченності. Між частотами грω  і 

sω  лежить смуга переходу. 
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Рисунок 10.2 – Вимоги до частотної залежності ослаблення 
неідеального ФНЧ 
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10.3. Операторна передатна функція поліномного фільтра 

 
Фільтри з ОПФ вигляду 

)(
)(

pV
kpHU

′
= ,                                                   (10.2) 

мають назву поліномних фільтрів, оскільки їх частотні властивості визначають-
ся поліномом Гурвіца )( pV . До значення константи k′  ніяких вимог не ста-
виться, тобто поліномні фільтри відтворюють задану АЧХ з точністю до кон-
станти. Щоб перейти до функції ослаблення )(ωPA , спочатку слід визначити 
амплітудно-квадратичну характеристику )(2 ωUH  на підставі формули (8.92). 
Враховуючи співвідношення (10.2), можна записати: 

)(
)( 2

2

ω
=ω

V
kH R

U ,                                                  (10.3) 

 де Rk  − константа (причому Rkk =′ ), значення якої можна вибрати 
довільно. За умови 1=Rk  вирази (10.1) і (10.3) набувають вигляду:  

)(lg10)( 2 ω=ω VAP ;                                          (10.4) 

)(
1)( 2

2

ω
=ω

V
HU .                                                (10.5) 

Виходячи з формули (8.86), дійсна та уявна частини полінома ( )V ω  − це 
парні функції частоти ω . Отже, квадрат модуля ( )V ω  також є парною функцією 
частоти ω : 

)()()( 2
Im

2
Re

2 ωω+ω=ω 2VVV , 
яку можна представити як поліном змінної 2ω : 

012
)1(

1
2 )( CCCCCV n

n
n

n +ω+ω++ω+ω=ω 24−2
−

2 L .            (10.6) 
На підставі виразів (10.4), (10.5) )(ωPA , )(2 ωUH  − також парні функції ω . 
Задача апроксимації полягає у визначенні, по-перше, − таких коефіцієнтів 

полінома (10.6), які б задовольняли вимогам: 
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≥ω
≤ω ∆∆

,)(
;)(

ssP

P

AA
AA

                                                   (10.7) 

а по-друге, − ОПФ за допомогою )(ωPA . Оскільки ця задача є неоднозначною, 
доцільно розглянути деякі способи її розв’язання. 
 

10.4. Фільтри з характеристиками Баттерворта 
 

З огляду на співвідношення (10.4) вимоги до частотної характеристики 
ослаблення (рис.10.2) можна застосувати до функції )(2 ωV  (10.6): чим менше у 
смузі пропускання відрізняється від нуля ослаблення )(ωPA , тим менше від 
одиниці має відрізнятися функція )(2 ωV  у цій смузі. Така поведінка притаман-
на функціям, що представлені рядом Маклорена1 поблизу точки 0=ω , якщо 
виконуються вимоги:  

1)(
0

2 =ω
=ω

V ;                                                   (10.8) 

.0)0(;;0)0(;0)0(
)1(222 ==

″
=

′ −n
VVV K                      (10.9) 

 Щоб врахувати умови (10.9), визначають похідні )(2 ωV  за 2ω : 
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За умови (10.8) на підставі співвідношення (10.6) виходить: 
1)0( 0

2 == CV .                                              (10.11) 
З урахуванням рівнянь (10.10) виконання умов (10.9) призводить до вимог: 

                                                 
1 Маклорен Колін, Maclaurin (1698–1746) – шотландський математик, професор, 
член Лондонської королівської спілки (1719), учень Ньютона. Працював у Шотландії 
(Абердін, Единбург), Франції. Лауреат премії Паризької АН за роботи з фізики (1740) 
разом з Д. Бернуллі, Л. Ейлером. В області аналізу встановив інтегральну ознаку 
збіжності числових рядів і формулу їх підсумовування. Кілька його теорем увійшли 
до сучасної теорії плоских кривих та проективної геометрії. Першим оприлюднив 
працю про розкладання функцій у степеневі ряди. 
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0121 ==== −nCCC L .                                         (10.12) 
За умов (10.11) і (10.12), рівняння (10.6) перетворюється до вигляду:  

n
nCV 2ω+=ω 1)(2 . 

При 1=nC  виходить: 
nV 2ω+=ω 1)(2 .                                             (10.13) 

З метою узагальнення запису, доцільно ввести нормовану частоту: 

грω
ω

=Ω .                                                     (10.14)  

Тоді вирази (10.13), (10.4), (10.5) відповідно матимуть вигляд: 
nV 2Ω+=Ω 1)(2 ;                                              (10.15) 

)1lg(10)( n
PA 2Ω+=Ω ;                                          (10.16) 

nUH 2Ω+
=Ω

1
1)(2 .                                            (10.17) 

Слід зауважити, що частотна характеристика ослаблення та АКХ – парні 
функції частоти Ω . Фільтри із залежностями (10.16), (10.17) мають назву 
фільтрів з характеристиками Баттерворта2 (ФБ), причому n  є порядком фільтра. 
За умови 1=Ω  (на частоті грω=ω ) функція 2)1(2 =V , ослаблення ФБ станови-

тиме дБ32lg10 ≅ . Отже, дБ3)( гр =ωPA ; гр( ) 1/ 2UH ω =  на підставі виразу 
(10.17). 

Оскільки для ФБ виконуються умови (10.9), які при відході від частоти 
0=Ω  забезпечують повільне зростання функцій )(2 ΩV , )(ΩPA  і, як наслідок, 

повільний спад )(ΩUH , ФБ мають ще назву фільтрів з максимально плоскими 
характеристиками ослаблення. Графіки залежностей )(ωPA  і )(ωUH  для 
різних значень n  зображені на рис.10.3. 

У смузі затримання для частот 1>>Ω  одиницею у виразі (10.16) можна 
знехтувати, і тоді ослаблення визначиться як Ω=Ω lg20)( nAP . При збільшенні 
частоти вдвічі ( 1Ω2=Ω2 ; 2 1lg( / ) 0,3Ω Ω ≅ ), або на октаву, приріст ослаблення 
становитиме: 

2 1 2 1( ) ( ) 20 lg( / ) 6 дБP PA A n nΩ − Ω = Ω Ω ≅ .                         (10.18) 
 Отже, необхідний приріст ослаблення у СЗ можна забезпечити, 
збільшуючи значення n . 

Оскільки від доданка n2Ω  у знаменнику формули (10.17) за умови 1>Ω  
залежить швидкість спадання АКХ, його пов’язують ще з функцією фільтрації і 
вводять позначення: 
                                                 
2 Баттерворт Стівен, S. Butterworth – англійський інженер, уперше описав максима-
льно плоску частотну характеристику фільтра у статті “On the Theory of Filter Amplifi-
ers” (1930). 
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)(1
1)( 2

2

Ωϕ+
=ΩUH ,                                             (10.19) 

де )(2 Ωϕ  − квадрат модуля функції фільтрації. 
 

 
 
 

Рисунок 10.3 – Частотні залежності ФНЧ Баттерворта: 
а – ослаблення; б – коефіцієнта передачі за напругою 
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Тоді з урахуванням виразу (10.15) знаменник АКФ (10.19) можна записа-

ти: 
)(1)( 22 Ωϕ+=ΩV .                                            (10.20) 

Функція фільтрації )( pϕ  є функцією комплексного змінного p . 
Порівнюючи вирази (10.17) і (10.19), можна зробити висновок, щo для ФБ 

квадрат модуля функції фільтрації  
n2Ω=Ωϕ )(2 .                                               (10.21) 

Тоді частотна залежність ослаблення (10.16) становитиме: 
)](1lg[10)( 2 Ωϕ+=ΩPA .                                      (10.22) 

Порядок фільтра n  визначається кількістю ланок фільтра, тобто може бу-
ти тільки цілим числом. Щоб знайти n , до системи (10.7) слід підставити вираз 
(10.16) для відповідних частот: 
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≤Ω+=Ω ∆∆∆

.)1lg(10)(

;)1lg(10)(
2

2

s
n

ssP

n
P

AA

AA
                                 (10.23) 

 Внаслідок переходу від нерівностей до рівностей система (10.23) приймає 
вигляд: 







=Ω+

=Ω+ ∆∆

.)1lg(10

;)1lg(10
2

2

s
n

s

n

A

A
                                            (10.24) 

Якщо поділити обидва рівняння системи (10.24) на 10 і пропотенціювати, 
виходить: 
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Оскільки ∆Ω >Ωs  (див. рис.10.2), 
110
110

1,0

1,02

−
−

=







Ω
Ω

∆∆
A

An
s

s
, або після лога-

рифмування:   )110lg()110lg(lg2 1,01,0 −−−=
Ω
Ω ∆

∆

AAs sn , 

звідки 
0,1 0,1

* lg(10 1) lg(10 1)
2lg( / )

sA A

s
n

∆

∆

− − −
=

Ω Ω
.                                  (10.26) 

Як правило, отримане з цього рівняння значення орієнтовного порядку 
фільтра *n  − число дробове. Щоб визначити порядок фільтра, *n  слід 
збільшити до цілого значення:  

*nn ≥ ,                                                       (10.27) 
при цьому рівняння (10.24) перетворяться на вихідні нерівності (10.23). 

Для визначення *n  не потрібно знати нормовані частоти, оскільки 

sss f
f∆∆∆ =

ω
ω

=
Ω
Ω .                                               (10.28) 

Денормування частотних характеристик потребує визначення граничної 
частоти, яку можна знайти, користуючись саме дробовим значенням *n  з будь-
якого рівняння системи (10.24). З огляду на формули (10.14) і (10.25) виходить: 

*0,1 1/ 2

гр
(10 1)A nω

ω
∆∆ = − ,   або   

*0,1 1/ 2

гр
(10 1)sA nsω

ω
= − , звідки 

* *гр 0,10,1 1/ 2 1/ 2(10 1) (10 1)s

s
AA n n

ωωω
∆

∆= =
− −

.                              (10.29) 

 Щоб отримати залежність ослаблення від абсолютних значень частоти, 
слід нормовану безрозмірну частоту Ω , що відкладена за віссю абсцис 
(рис.10.3), замінити частотою грωΩ=ω  на підставі співвідношення (10.14).  

Щоб визначити ОПФ, на підставі виразу (8.83) записують аналогічне 
рівняння, яке встановлює зв’язок між комплексним коефіцієнтом передачі за 
напругою та ОПФ для нормованих значень аргументів: 

)()( pHjH UpjU =Ω =Ω ,                                         (10.30) 

 де p  − нормоване значення комплексної змінної: 

грω
ω

=Ω= jjp ;                                               (10.31) 

звідки                                           pj
j
p

−==Ω .                                                (10.32) 
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Зв’язок між модулями лівої та правої частин рівняння (10.30) встановлю-
ють, враховуючи вирази (10.5) і (10.32):  

2
2

2
2

)(
1)(

)(
1)(

pV
pH

V
H UpjU

pj

==
Ω

=Ω

−=Ω

−=Ω
.                  (10.33) 

З огляду на формули (10.19), (10.20) і (10.32) виходить:  

pj
pV

−=Ω
Ωϕ+= )(1)( 22 .                                    (10.34) 

 Щоб визначити полюси 2)( pHU , прирівнюють нулю знаменник (10.33): 

0)(1)( 22 =−+= npjpV ,                                       (10.35) 

звідки 
π

−

=−=− n
kjn

k epj 2
12

2 1 , nk 2,,2,1 K= ,  

або  π
−

+π
−

=−
n

kj
n

kpj k 2
12sin

2
12cos . 

Поділивши обидві частини останнього виразу на j− , можна знайти нор-
моване значення кореня p : 

nk
n

kj
n

kpk 2,,2,1,
2

12cos
2

12sin K=π
−

+π
−

−= .                (10.36) 
 

 

Рисунок 10.4 – Полюси ФБ 
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Визначені за формулою (10.36) 
нормовані корені ФБ лежать на колі оди-
ничного радіуса на однаковій відстані 
один від одного. Як приклад на рис.10.4 
показано розташування коренів p  на 
комплексній площині для 3=n . 

Як видно з рис.10.4, кути між 
радіусами, проведеними у точки полюсів, 
однакові й загалом становлять величину 

/ nϕ π= ; числові значення полюсів ви-
значені нижче у прикладі 10.1 для 3=n . 

Якщо у виразі (10.36) удвічі змен-
шити верхню межу значення k , тобто 

nk ,,2,1 K= , корені kp  належатимуть 
тільки лівій півплощині та утворять 
поліном Гурвіца, який, враховуючи визна- 

чений спосіб розташування коренів, має ще назву полінома Баттерворта і може 
бути представлений у вигляді: 

).()(
1

k
n

k
pppV −= Π

=
                                            (10.37) 
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Це дозволяє на підставі виразу (10.2) за умови 1=′k  визначити ОПФ 
поліномного фільтра:  

)(

1)(

1
k

n

k

U
pp

pH
−

=
Π
=

.                                             (10.38) 

Для двох комплексно-спряжених коренів ω±σ−= jp 2,1 , які лежать на 

колі одиничного радіуса ( 1=ω+σ 22 ), поліном )( pV  має вигляд: 
))(()( 21 pppppV −−= ,            або 1+σ+= pppV 2)( 2 .          (10.39) 

З виразу (10.39) видно, що визначення нормованого полінома не потребує 
обчислення уявної частини комплексно-спряжених коренів. 

Тому поліном Баттерворта (10.37) можна представити у вигляді:  

)2()( 2

1
1+σ+= Π

=
pppV k

m

k
; 2/nm = ,                             (10.40) 

де π
−

=σ
n

k
k 2

12sin , nk ,,2,1 K=  − реальна частина виразу (10.36). 

Це дає можливість реалізовувати ОПФ (10.38) ланками другого порядку 
для парного n . Поліном Баттерворта для непарного n  міститиме, крім m ланок 
другого, ще одну ланку першого (або 1−m  другого та одну третього) порядку: 

))(2()( 2

1
σ+1+σ+= Π

=
ppppV k

m

k
, 

2
1−

=
nm .                       (10.41)  

Отже, залежно від того, парним чи непарним є порядок n ФНЧ Баттервор-
та, його ОПФ визначається на підставі виразу (10.38), до знаменника якого слід 
підставити добуток (10.40) або (10.41). 

Загалом поліном Баттерворта має вигляд: 
1++++= −

− pbpbppV n
n

n
1

1
1)( L .                            (10.42) 

Коефіцієнти поліномів Баттерворта для різних n  наведено у табл.10.1. 
Визначення денормованої ОПФ потребує підстановки до виразу (10.38) 

нормованого значення p  з урахуванням (10.14): 

гргр ω
=

ω
ω

=Ω=
pjjp ,                                             (10.43) 

тобто 

гр/

1( ) ( )
( )U U

p p
H p H p

V p ω=

= = .                                  (10.44) 

Після такої підстановки знаменник ОПФ ланки другого порядку (10.39) 
матиме вигляд: 

гр

2 2
гр гр2

2/ гр

2
( ) 2

p p

p p
V p p p

ω

ω σ ω
σ

ω=

+ +
= + +1 = .                 (10.45) 
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Приклад 10.1. Визначити нормовані корені та ОПФ ФНЧ Баттерворта третього 
порядку, якщо гранична частота рад/с103

гр =ω . 

Розв’язання. Виходячи з виразу (10.36), обчислимо нормовані корені 2)( pHU  
для 3=n  при змінюванні величини k  у межах 1...6k = : 

2
35,0cossin1 jjp +−=

6
π

+
6
π

−= ;      1
2

sin2 −=
π

−=p ; 

2
35,05cos5sin3 jjp −−=

6
π

+
6
π

−= ;   
2
35,07cos7sin4 jjp −=

6
π

+
6
π

−= ; 

1
2

3sin5 =
π

−=p ;   
2
35,011cos11sin6 jjp +=

6
π

+
6
π

−= . 

Рис.10.4 ілюструє розташування знайдених коренів на комплексній площині, 
які розміщені на колі одиничного радіуса. Зліва лежать корені, що утворюють 
поліном Баттерворта ( 3,2,1=k ). За формулою (10.41) отримуємо: 

122)1)(())(2()( 232
21

2 +++=+1++=σ+1+σ+= ppppppppppV . 

Слід зауважити, що значення коренів відповідають табл.10.1. 
З урахуванням співвідношення (10.44) денормована ОПФ має вигляд: 

96233

9

10102102
10)(

+⋅+⋅+
=

ppp
pHU .                           (10.46) 

Приклад 10.2. Визначити ОПФ ФНЧ Баттерворта, якщо на частоті 750 рад/с 
ослаблення за потужністю )(ωPA  не має перевищувати 0,85 дБ, а на частоті 2600 
рад/с – бути меншим 22 дБ. 

Розв’язання. Формалізуємо вимоги до ослаблення за потужністю на підставі 
виразу (10.23): 







=≥Ω+=

=≤Ω+= ∆∆

.дБ22)1lg(10)2600(

;дБ85,0)1lg(10)750(
2

2

s
n

sP

n
P

AA

AA
                           (10.47) 

Знайдемо орієнтовний порядок фільтра ∗n  за формулою (10.26) для рівностей у 
системі (10.47): 

0,1 22 0,1 0,85
* lg(10 1) lg(10 1) 2,6508

2lg(2600/ 750)
n

⋅ ⋅− − −
= = . 

 Отже, порядок фільтра 3=n . 
Обчислимо граничну частоту ФНЧ за формулою (10.29): 

3
гр 0,1 0,85 1/ 2 2,6508

750 1001 10 рад/с
(10 1)

ω ⋅ ⋅= = ≈
−

. 

Оскільки значення n  і грω  виявились такими, як у попередньому прикладі, 
)( pHU  визначатиметься виразом (10.46). 
Слід зазначити, що за малої величини ∆A  реалізація максимально плоских ха-

рактеристик ослаблення у смузі пропускання потребує високого порядку n . Уникну-
ти цього можна, використовуючи фільтри з іншою апроксимацією ослаблення за 
потужністю. 
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10.5 Фільтри з характеристиками Чебишова 
 

На відміну від виразу (10.20), знаменник АКХ ФНЧ може мати іншу 
функцію фільтрації )Ω(ϕ  і відповідно інші частотні залежності ослаблення або 
АЧХ. Частотна залежність ослаблення у смузі пропускання не повинна виходи-
ти за межу ∆A , але може мати коливальний характер. СП обмежена частотою 

∆ω  ( ∆∆ ≤ω AAP )( ), тобто її гранична частота ∆ω=ωгр . Таку залежність ослаб-
лення PA  можуть забезпечити поліноми Чебишова3: 

)Ω=Ω arccoscos()( nTn ,                                      (10.48) 
де Ω  − нормована частота, причому: 

∆=Ω ωω / .                                                     (10.49) 
Незважаючи на те, що функція )Ω(nT  визначається з рівняння (10.48) як 

трансцендентна, вона має всі ознаки полінома. Переконатися у цьому можна, 
якщо ввести позначення: 

Z=Ωarccos ,                                                 (10.50) 
де Z  загалом є комплексною величиною: 

jvuZ += .                                                   (10.51) 
Згідно з виразом (10.50) 

Ω=Zcos .                                                    (10.52) 
Тоді рівняння (10.48) можна представити у вигляді: 

nZTn cos)( =Ω .                                                (10.53) 
Поліноми )(ΩnT  визначаються для різних значень n  ( K,3,2,1,0=n ) з 

урахуванням співвідношення (10.52): 
1)(0 =ΩT ;   Ω==Ω ZT cos)(1 ;   121cos22cos)( 2

2 −Ω=−==Ω 2ZZT . 
Загалом для поліномів Чебишова справедлива рекурентна формула: 

)()(2)( 11 Ω−ΩΩ=Ω −+ nnn TTT ,                                    (10.54) 
звідки можна визначити )(3 ΩT , )(4 ΩT  тощо, наприклад: 

Ω−Ω=Ω−ΩΩ=Ω 34)()(2)( 3
123 TTT . 

Поліноми Чебишова вищих порядків наведено у табл.10.2. 
Доцільно зауважити, що доданок n

nC Ω  полінома )Ω(nT  з аргументом Ω  
у максимальному степені, містить коефіцієнт nC , який визначається як 

12 −= n
nC .                                                   (10.55) 

                                                 
3 Чебишов Пафнутій Львович (1821−1894) – російський математик і механік, за-
сновник петербурзької математичної школи, академік (1859), член багатьох іноземних 
АН. Автор понад 70 наукових праць з теорії чисел, теорії ймовірностей, теорії набли-
ження функцій, інтегрального числення. Довів так званий постулат Бертрана, встано-
вив асимптотичний закон розподілу простих чисел. Довів загальні форми закону ве-
ликих чисел, центральну граничну теорему. Заснував новий розділ теорії функцій, 
складовою якого є теорія найкращих наближень функцій поліномами. Конструював 
машини та механізми, створив та вдосконалив понад 80 механізмів. 
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Таблиця 10.2 – Поліноми Чебишова 
 

n )(ΩnT  
1 Ω  
2 12 −Ω2  
3 Ω−Ω 34 3  
4 188 24 +Ω−Ω  
5 Ω+Ω−Ω 52016 35  
6 1184832 246 −Ω+Ω−Ω  
7 Ω−Ω+Ω−Ω 75611264 357  
8 132160256128 2468 +Ω−Ω+Ω−Ω  
9 Ω+Ω−Ω+Ω−Ω 9120432576256 3579  
10 15040011201280512 246810 −Ω+Ω−Ω+Ω−Ω  

 
Графіки частотних залежностей поліномів Чебишова першого, другого і 

третього порядків зображено на рис.10.5. Поліноми Чебишова з парним (непар-
ним) n  є парними (непарними) функціями Ω . 

З аналізу графіків виходить, що 
на інтервалі 11 <Ω<− : 

1) графік полінома )(ΩnT  
перетинає вісь абсцис n  разів; 

2) максимальні відхилення 
)(ΩnT  від нуля за модулем однакові, 

спостерігаються 1+n  разів і 
збігаються зі значенням відхилення 
на межі інтервалу ( 1=)1(nT ); 

3) за межами інтервалу 1>Ω  
значення полінома монотонно зро-
стають. 

Перші два висновки виходять з 
виразу (10.53). У межах СП 1≤Ω , 
тоді відповідно до виразу (10.52),  

 

Рисунок 10.5 –  Графіки 
поліномів 3,2,1),( =Ω nTn  

0 

)(ΩnT

Ω 1 

1 

−1 

−1 

)(1 ΩT

)(2 ΩT

)(3 ΩT

можна стверджувати, що Z  − дійсна величина, тобто uZ = , unnZ =  і 
змінюється у межах π± 2 ; 1coscos ≤= uZ . На межі СП нерівність 
перетворюється на рівність. 

Щоб у межах СП забезпечити відхилення ослаблення за потужністю від 
нуля на незначну величину дБ3<<∆A , необхідно, щоб функція фільтрації за 
модулем не перевищувала значення )1( <<εε , тобто модуль функції фільтрації 
визначають як добуток полінома Чебишова і величини ε : 
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)()( Ωε=Ωϕ nT .                                               (10.56) 
Фільтри з такою частотною залежністю модуля функції фільтрації нази-

вають фільтрами Чебишова (ФЧ), а ε  − коефіцієнтом нерівномірності ослаб-
лення. Згідно з формулою (10.22) частотна залежність ослаблення фільтра Че-
бишова становить: 

)](1lg[10)( 2 Ωε+=Ω 2
nP TA .                                      (10.57) 

Зменшення значення ε  призводить до зменшення ослаблення не тільки у 
СП, а і смугах переходу і затримання, тому не слід зменшувати ослаблення у 
СП більше, ніж потрібно. 

Щоб зрозуміти третю властивість поліномів Чебишова, треба усвідомити, 
що за межею СП ( 1>Ω ) рівність (10.52) може виконуватись тільки за умови 
комплексного значення Z  (10.51), точніше суто уявного: 

jvZ = .                                                     (10.58) 
Тоді, виходячи з виразу (10.52) і враховуючи (10.58), можна стверджува-

ти, що 
Ω=== vjvZ chcoscos ,                                     (10.59) 

звідки 
Ω= Archv .                                                  (10.60) 

З огляду на це поліном Чебишова (10.53) для 1>Ω  з урахуванням виразу 
(10.58) набуває вигляду: 

vnTn ch)( =Ω ,                                               (10.61) 
а після підстановки виразу (10.60): 

)Arch(ch)( Ω=Ω nTn .                                        (10.62) 
Отже, враховуючи значення нормованої частоти Ω  у різних смугах, час-

тотну залежність ослаблення фільтра Чебишова відповідно до співвідношень 
(10.48), (10.57), (10.62) можна представити у вигляді: 







1>ΩΩε+

1≤ΩΩε+
=Ω

2

2

.)],Arch(ch1lg[10

;)],arccos(cos1lg[10
)(

2

2

n

n
AP                         (10.63) 

Графіки частотних залежностей ослаблення для ФЧ другого і третього 
порядків, а також відповідні АЧХ зображено на рис.10.6. Граничну частоту 
смуги пропускання ωΠ  визначено на рівні ∆A : ∆ω=ωгр . 

Оскільки частотні залежності )(ωPA  і )(ωUH  у середині СП мають хви-
льові відхилення відповідно від нуля і одиниці, причому в однакових межах, 
ФЧ називають також фільтрами з рівнохвильовими характеристиками. 

Визначення параметрів ε  і n  для ФЧ базується на вимогах (10.7): 





=Ω
= ∆

,)(
;)1(

ssP

P

AA
AA

                                                  (10.64) 

які трансформуються до вимог стосовно полінома )(ΩnT . 
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Рисунок 10.6 – Частотні залежності ФНЧ Чебишова (n = 2, 3): 
а – ослаблення; б – коефіцієнта передачі за напругою 

 б 

 )(ωUH  

 0  ω  

 1

 sω ∆ω  

 )( sUH ω

 )( ∆ωUH

 )(ωPA  

 а 

 0  ω  

 ∆А 

 ∆ω   sω  

 sA  

 n = 3 

 n = 3 

 n = 2 

 n = 2 

 ωΠ ωΠ  

 
З урахуванням співвідношення (10.63) рівності (10.64) набувають вигляду: 







=Ωε+

=ε+
2

∆
2

.)]Arch(ch1lg[10

;)]1arccos(cos1lg[10
2

2

ss An

An
                               (10.65) 

Враховуючи, що 01arccos = , з першого рівняння виходить: 

∆
2 =ε+ A1,0)1lg( ,    або     ∆=ε+ 2 A1,0101 , 

звідки коефіцієнт нерівномірності ослаблення 
1−10=ε ∆Α0,1 .                                                   (10.66) 

З другого рівняння системи (10.65) виходить: 

)Arch(ch110 21,0
s

A ns Ωε+= 2 ,   або   
ε

−
=Ω

110)Arch(ch
1,0 sA

sn , 

звідки  
ε

−
=Ω

110ArchArch
1,0 sA

sn . 

Остаточно порядок фільтра n  можна обчислити за формулою: 

s

As

n
Ω
ε

−

≥
Arch

110Arch
1,0

.                                             (10.67) 

Значення n  слід округлювати до більшого цілого значення, яке задоволь-
няє вихідним нерівностям (10.7). 

Щоб знайти полюси ОПФ ФНЧ Чебишова (корені )( pV ), спочатку визна-
чають полюси АКХ. На підставі формули (10.34) з урахуванням виразу (10.56) 
виходить: 

pjpj
nTpV

−=Ω−=Ω
Ωε+=Ωϕ+= 2 )(1)(1)( 222 .                      (10.68) 

Прирівнявши праву частину виразу (10.68) до нуля, після підстановки 
(10.53) можна записати рівняння, корені якого збігаються з полюсами АКХ: 
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0cos1 2 =ε+ 2 Zn ,                                          (10.69) 
звідки 

ε
jZn ±=cos .                                                (10.70) 

Тепер Z  вважається комплексною величиною (10.51). Саме визначення Z  
дозволяє знайти комплексні нормовані корені рівняння (10.68). 

З урахуванням виразу (10.51) можна записати: 

ε
±=⋅−⋅=+

jnvnujnvnuvjun shsinchcos)(cos  ( vjv chcos = ; vjjv shsin = ). 

Якщо прирівняти дійсні та уявні частини отриманого рівняння, виходить 
система: 







ε
=⋅

=⋅

.1shsin

;0chcos

mnvnu

nvnu
 

Перше рівняння системи виконується за умови: 0cos =knu , тобто 
(2 1) / 2, 1, 2, ,knu k k nπ= − = K , або 

2
π−

=
n

kuk
12 ,       .,,2,1 nk K=                                  (10.71) 

Якщо застосувати умову (10.71) до другого рівняння, виходить: 
1sin ±=knu , тоді sh 1/nv ε= m , звідки 

ε
=

1Arsh1
n

v m .                                               (10.72) 

Величина v  не має індексу, оскільки не залежить від k . Підставивши ви-
рази (10.71), (10.72) до формули (10.51), можна записати: 

ε2
π−

=+=
1Arsh112

n
j

n
kvjuZ kk m ,    .,,2,1 nk K=               (10.73) 

Нормовану частоту kΩ , яка пов’язана з нормованим значенням кореня 
( kk jp Ω= ), можна знайти на підставі співвідношення (10.52):  kkZ Ω=cos . 

Після множення на j  виходить:  
kkk pjZj =Ω=cos .                                        (10.74) 

Позначивши дійсну та уявну частини нормованого значення кореня 
kkk jp Ω+∆−=                                           (10.75)  

і враховуючи формулу (10.51), вираз (10.74) можна записати: 
vujvujvjujZjj kkkkkk shsinchcos)cos(cos 2−=+==Ω+∆− , nk ,,2,1 K= , 

звідки виходять співвідношення для дійсної та уявної частин kp : 





=Ω
−=∆

;chcos
;shsin

vu
vu

kk

kk      nk ,,2,1 K= .                              (10.76) 

З системи (10.76) визначають: 
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v
u k

k sh
sin ∆−

= ; 
v

u k
k ch

cos Ω
= . 

Після піднесення до квадрата та підсумовування виходить рівняння: 

1
chsh 2

2

2

2
=

ν
Ω

+
ν

∆ kk , 

з аналізу якого можна зробити висновок, що дійсні та уявні частини нормова-
них коренів ФЧ ( kk Ω∆ , ) належать до геометричного місця точок, утвореного 
еліпсом з малою піввіссю vsh  і великою vch , відповідно (рис.10.7). 

Знаменник нормованої АКХ (10.68) можна перетворити до вигляду: 

∏
=

−ε=
n

k
kn ppCpV

2

1

222 )()( ,                                     (10.77) 

де значення коефіцієнта nC  відповідає виразу (10.55). Нормована ОПФ 
має знаменник з удвічі меншою кількістю коренів з від’ємною дійсною части-
ною, тобто: 

∏
=

− −ε=
n

k
k

n pppV
1

1 )(2)( .                                         (10.78) 

Добуток у виразі (10.78) за умови двох комплексно-спряжених коренів 
Ω±∆−= jp 2,1  є поліномом другого порядку від p  з дійсними коефіцієнтами: 

222
21 2))(( Ω+∆+∆+=−− pppppp .                           (10.79) 

Загалом ОПФ поліномного ФЧ (10.2), згідно з виразом (10.78), матиме ви-
гляд: 

∏
=

−
= n

k
k

R
U

pp

kpH

1
)(

)( ,                                              (10.80) 

де коефіцієнт 
ε

= −12
1

nRk , але може мати інше значення, оскільки не 

змінює форми частотної залежності, а впливає тільки на її рівень. 
 
 
 

Рисунок 10.8 – Частотна залежність 
ослаблення  ФНЧ, що має „сплески” у СЗ 
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Рисунок 10.7 – Розташування коренів 
АКХ ФЧ за умови n = 3 
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Корені kp  визначаються зі співвідношення (10.76) з урахуванням формул 
(10.71) і (10.72). Аналогічно фільтрам Баттерворта перехід до денормованої 
ОПФ ФЧ здійснюється на підставі виразу (10.44). 

Фільтри Чебишова з малою смугою переходу ( sω÷ω∆ ) і значною вели-
чиною ослаблення sA  мають ОПФ з великим n . Це пояснюється монотонним 
зростанням ослаблення у смузі затримання, тобто sA  має полюс за умови 

∞→ω . Зменшити порядок фільтра, не погіршуючи його характеристики 
)(ΩPA , дозволяє використання іншої апроксимації, ніж у виразі (10.57), яка на 

відміну від поліномних фільтрів, має у смузі затримання декілька полюсів. На-
явність полюса поблизу частоти sω  забезпечує різке зростання sA  у смузі пере-
ходу. Решта полюсів формує „сплески” ослаблення у СЗ на частотах, що 
відповідають нулям ОПФ. Графік такої частотної залежності ослаблення пока-
заний на рис.10.8. 

Частотна залежність ослаблення таких фільтрів замість )(2 ΩT  у виразі 
(10.57) містить )(2 ΩF , де )(ΩF  − дріб Золотарьова4. Ці фільтри називають 
фільтрами з характеристиками Золотарьова або Кауера5, який першим вико-
ристав властивості дробу Золотарьова щодо частотних характеристик фільтрів. 
Такі фільтри ще мають назву еліптичних фільтрів, оскільки полюси і нулі їхніх 
ОПФ визначають еліптичні функції (відомості про ці функції можна знайти у 
спеціальній літературі). 

На відміну від ФНЧ, визначення ОПФ фільтрів верхніх частот, смугових 
та загороджувальних фільтрів передбачає два етапи. 

Спочатку від вимог до ослаблення за потужністю ФВЧ, СФ, ЗФ перехо-
дять до відповідних вимог ослаблення за потужністю ФНЧ. Перетворення час-
тотних характеристик фільтрів інших типів до частотних характеристик ФНЧ, 
який має назву фільтра-прототипу (ФП), здійснюють за допомогою перетво-
рення частоти. ОПФ ФП визначають за допомогою розглянутих вище спо-
собів.  Потім від ОПФ  ФП переходять до  ОПФ вихідного фільтра.   Нижче 
розглянуто обидва ці етапи для фільтрів різних типів. 

 
10.6 Фільтри верхніх частот  
 
Враховуючи, що корені ОПФ лежать у лівій півплощині комплексної 

площини, комплексна змінна p  має від’ємну дійсну частину: ω±δ−= jp , 

                                                 
4 Золотарьов Єгор Іванович (1847−1878) − російський математик, ад’юнкт Петер-
бурзької АН. Закінчив Петербурзький ун-т (1867). Працював приват-доцентом (1868), 
магістром математики, професором (1876). Займався дослідженням питання про 
мінімуми додатних квадратичних форм при цілих значеннях змінних. У докторській 
дисертації (1874) виклав теорію подільності цілих алгебраїчних чисел. Розв’язав 
кілька окремих проблем з теорії найкращого наближення функций. 
5 Кауер Вільгельм, W. Cauer (1900−1945) – німецький вчений, математик. Працював 
в області математики, математичної фізики, електротехніки, синтезу електричних кіл. 
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відповідно, Ω±∆−= jp  − нормована комплексна змінна, Ω±∆−= ~~~ jp  − нормо-
вана комплексна змінна ФП. 

Перетворення СП у СЗ і навпаки, тобто трансформацію частотних діапа-
зонів для ФВЧ, виконують, замінюючи нормовану комплексну змінну p~  ФП на 
нормовану комплексну змінну p  ФВЧ відповідно до співвідношення: 

p
p 1~ = ,     або    

Ω
=Ω

j
j 1~ ,     або 

Ω
1

=Ω~ ,                          (10.81) 

де гр/ ωω=Ω  для ФБ ( грω  відповідає ослабленню 3 дБ, СП визначається 
діапазоном: ∞÷ωгр ); ∆ωω=Ω /  для ФЧ (на частоті ∆ω  ослаблення 

∆≤Ω AAP )( , СП: ∞÷ω∆ ). Перетворення частотних смуг можливо завдяки пар-
ності функцій )(ΩUH  і )(ΩPA , причому їхні значення не змінюються при 
заміні частоти  Ω  на Ω~  і навпаки, тобто 







Ω=Ω

Ω=Ω

.)~()(

;)~()(

PP

UU

AA

HH
                                            (10.82) 

У табл.10.3 наведені значення p , отримані за формулою (10.81) для ФВЧ, 
які відповідають вибраним значенням p~  ФП (значення 0~ jp −=  ФП означає 
наближення до нуля з боку від’ємних уявних значень p~ ). 
 

Таблиця 10.3 – Співвідношення 
між комплексними нормованими  

 частотами ФНЧ і ФВЧ 
 

p~  0j−  1j−  ∞− j
pp ~/1=  ∞j  1j  0j   

Перетворення частотного 
діапазону ФНЧ (ліворуч) у частотний 
діапазон ФВЧ (праворуч) ілюструє 
рис.10.9 згідно з даними табл.10.3. 
 

 
 

Рисунок 10.9 – Перетворення частотних діапазонів ФНЧ−ФВЧ 
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На рис.10.10 і 10.11 показане трансформування частотних характеристик 
)~(ΩUH  і )~(ΩPA  ФНЧ відповідно у частотні характеристики ФВЧ для ФБ, а на 

рис.10.12 і 10.13 – для ФЧ. 
 
 
 

Рисунок 10.10 – Перетворення частотної 
характеристики ФНЧ−ФВЧ для ФБ: 

)Ω→Ω ()~( UU HH   
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Розрахунок ФВЧ передбачає, що задано значення ослаблення за по-

тужністю на частотах ∆f  і sf  ( ∆ω  і sω ) (рис.10.11 і 10.13): 





≥
≤ ∆∆

,)(
;)(

ssP

P

AfA
AfA

                                                 (10.83) 

або для нормованих частот: 





≥Ω
≤Ω ∆∆

.)(
;)(

ssP

P

AA
AA

                                                (10.84) 

Щоб знайти ОПФ ФВЧ Баттерворта, визначають нормовану частоту ФБ 
гр гр/ /f fω ωΩ = =  причому частоті грω  відповідає ослаблення 3 дБ. Враховую-

чи співвідношення (10.81) між нормованими частотами ФВЧ і ФП, згідно з 
рівнянням (10.26) можна обчислити порядок ФВЧ Баттерворта:  

0,1 0,1
* lg(10 1) lg(10 1)

2lg( / )

sA A

s
n

∆

∆

− − −
=

Ω Ω
.                                    (10.85) 

У знаменнику рівняння (10.26) замість відношення частот s / ∆Ω Ω% %  для ФП 
стоїть відношення нормованих частот ФВЧ s/∆Ω Ω , яке можна замінити 
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відношенням s/ω ω∆ . Отримане за формулою (10.85) дробове значення порядку 
фільтра ∗n  слід округлити до найближчого більшого цілого значення: 

∗≥ nn .                                                       (10.86) 
Оскільки порядки ФВЧ і ФНЧ збігаються, враховуючи вирази 

(10.36)−(10.38), можна визначити нормований поліном Гурвіца та ОПФ ФП: 

)~(
1)~(
pV

pHU = .                                                  (10.87) 

Визначення нормованої ОПФ ФВЧ потребує попереднього розрахунку 
грω . Згідно з виразами (10.81) 

∆

∆

ω

ω
=

ω
ω гр

гр
~
~

; 
s

s
ω

ω
=

ω
ω гр

гр
~
~

,                                         (10.88) 

де гр
~,~,~ ωωω∆ s  − частоти ФП; гр,, ωωω∆ s  − частоти ФВЧ. 

 
 
 
 

Рисунок 10.11 – Перетворення частотної  
характеристики ФНЧ−ФВЧ для ФБ: 
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Тоді гранична частота ФВЧ, виходячи з формули (10.88), визначається як 

гр гр/ω ω ω ω∆ ∆= % % , 
а з урахуванням виразу (10.25)  

* *0,10,1 1/ 2 1/ 2
гр (10 1) (10 1)sAA n n

sω ω ω∆
∆= − = − ,                         (10.89) 

де ∗n  обчислюють за формулою (10.85). 
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Співвідношення (10.81) дозволяє встановити зв’язок між нормованою час-
тотою ФП p~  і денормованою частотою p  ФВЧ: 

гр

гр гр

/

1 1p
p j j pω ω

ω ω
ωΩ=

= = = =
Ω

% .                                     (10.90)  

Тоді денормовану ОПФ ФВЧ можна отримати за формулою (10.87): 

гр1 /

1( )
( )

U n
k

k p p

H p
p p

ω= =

=
−∏

%

% %

,                                          (10.91) 

де kp~  − нормовані значення коренів ФП. 
 
 

Рисунок 10.12 – Перетворення частотної 
 характеристики ФНЧ−ФВЧ для ФЧ: 
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Визначення ОПФ ФВЧ з характеристиками Чебишова здійснюють на 

підставі співвідношення (10.84), причому частоти нормують за формулою 
(10.49):  

∆∆
=

ω
ω

=Ω
f
f ;     1=Ω∆ ;      

∆ω
ω

=Ω s
s .                          (10.92) 

Коефіцієнт нерівномірності ослаблення у смузі пропускання визначається 
за формулою (10.66), яка прийнятна для ФЧ будь-якого типу. Формула (10.67) 
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дозволяє знайти порядок n  ФНЧ, тобто ФП. Щоб скористатись нею, необхідно 
перейти до нормованої частоти sΩ~  ФП згідно з виразом (10.81): 1/s sΩ = Ω% . До 
речі, порядки ФВЧ і ФП збігаються, а знайдене n  округлюють до більшого 
цілого значення. 

Для отриманого значення n  порядку ФП, використовуючи 
співвідношення (10.75), (10.76), (10.78), записують нормований поліном 

Гурвіца, тобто знаменник ОПФ ФП: ∏
=

− −ε=
n

k
k

n pppV
1

1 )~~(2)~( , і саму ОПФ ФП 

згідно з виразом (10.80). Денормована ОПФ ФВЧ визначається з урахуванням 
формул (10.90) і (10.49): 

1 /

( )
( )

R
U n

k
k p p

kH p
p p

ω∆
= =

=
−∏

%

% %
,                                     (10.93) 

де 11/(2 )n
Rk ε−= , але може мати довільне значення. 

 
 
 
 

Рисунок 10.13 – Перетворення  
частотної характеристики 
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Приклад 10.3. Визначити ОПФ ФВЧ Чебишова, якщо на частоті 5000 рад/с ос-

лаблення за потужністю )(ωPA  не має перевищувати 0,97 дБ, а на частоті 2500 рад/с 
– бути меншим 22 дБ. 
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Розв’язання. Обчислимо нормовану частоту ФП: 

2
2500
5000~ ===

ω
ω

=
Ω
1

=Ω ∆∆

sss
s f

f
. 

Коефіцієнт нерівномірності ослаблення у СП і порядок ФП знайдемо за форму-

лами (10.66) і (10.67), відповідно: 500259,0197,00 =−10=ε ⋅,1 ; 
0,1 0,1 22Arch( 10 1/ ) Arch( 10 1/ 0,500259)  2,972804

Arch Arch 2

sA

s
n ε ⋅− −

≥ = =
Ω%

. 

Візьмемо 3=n , тоді коефіцієнт, що впливає на рівень ОПФ, 
1/( ) 1/ 4 0,5n

Rk ε ε−1= 2 = ≅ . 
Визначення цього коефіцієнта не потребує високої точності. 
Щоб знайти корені ФП, спочатку за формулою (10.72) обчислимо значення 
481057,0m=v . Дійсні та уявні частини нормованих коренів ФП розрахуємо, виходя-

чи з виразів (10.71), (10.76): 





=Ω
±−=∆
,chcos~

;)(shsin~

vu
vu

kk

kk        3,2,1=k . 

Значення ∆~  вибираємо такими: 
1=k : 6/1 π=u ; 249914,0~ =∆1 ; 968179,0~ =Ω1 ; 968179,0249914,0~ jp +−=1 ; 
2=k : 2/1 π=u ; 5,0~ =∆2 ; 0~ =Ω2 ; 5,0~

2 −=p ; 
3=k ; 6/51 π=u ; 249914,0~ =∆3 ; 968179,0~ −=Ω3 ; 968179,0249914,0~

3 jp −−= . 
Для всіх k  значення ν  − від’ємнє. 
При 3,1=k  маємо комплексно-спряжені корені. У цьому випадку доцільно 

скористатись виразом (10.79), тоді для ФП можна записати: 
2
1

2
11

2
31

~~~~2~)~~)(~~( Ω+∆+∆+=−− pppppp ; 0,499827=∆1
~2 ; 999827,0~~ 2

1
2
1 =Ω+∆ . 

Щоб спростити запис, вважатимемо, що 5,0~2 1 ≅∆ ; 1~~ 2
1

2
1 ≅Ω+∆ . Загалом об-

числення коренів слід виконувати з точністю не менше як до шостого знака включно, 
оскільки це впливає на можливість фізичної реалізації ОПФ. 

Нормовані значення ФП дозволяють визначити нормований поліном Гурвіца і 
нормовану ОПФ ФП згідно з виразами (10.78) і (10.80), відповідно: 

)~~~~2~)(~~(4)~( 2
1

2
1

2
2 Ω+∆+∆+−ε= 1 pppppV ; 

2 2 2 2
2
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. 

Нормовану ОПФ ФП перетворимо у денормовану ОПФ ФВЧ, використовуючи 
співвідношення (10.93): 

3

2 2 2
/

0,5 0,5( )
( 0,5)( 0,5 1) (0,5 )( 0,5 )U

p p

pH p
p p p p p pω ω ω ω

∆ ∆ ∆ ∆=

= =
+ + + + + +%

% % %
. 

За умови рад/с105 3⋅=ω∆  вираз ОПФ ФВЧ Чебишова має вигляд: 

)1025105,2)(10(
)( 6324

3

⋅+⋅++
=

ppp
ppHU . 
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Реалізувати таку ОПФ можна двома ланками першого і другого порядків:  

632

2

4 1025105,210
)(

⋅+⋅+
⋅

+
=

pp
p

p
ppHU . 

Щоб перевірити результат апроксимації, обчислимо частотну залежність ослаб-
лення за потужністю за формулою (10.1): 

2

3

6324

2 )(
]1025105,2))[(10(lg10

)(
1lg10)(

ω
⋅+ω⋅+ω+ω

=
ω

=ω
j

jjj
H

A
U

P , 

Після визначення модуля і піднесення його до квадрата виходить: 

6

2622682 ]1025,6)1025)[(10(lg10)(
ω

ω⋅+ω−⋅+ω
=ωpA . 

 
 
Частотна залежність 
)(ωPA , розрахована за цією 

формулою (рис.10.14), показує 
відповідність функції )(ωPA  за-
даним умовам. 
 

 
 

Рисунок 10.14 – Частотна залежність 
 ослаблення ФВЧ у прикладі 10.3 

дБ),(ωPA  

 0  ω×103 рад/с 

 0,97

 22 

 2,5  5,0

 
10.7 Смугові фільтри з симетричними характеристиками 

 
Трансформування ФНЧ-прототипу у смуговий фільтр (СФ) виконується 

за допомогою заміни нормованої комплексної змінної p~  ФП на нормовану 
комплексну змінну p  СФ за формулою: 

p
kpp

22
~ ∆+

= , або 
Ω

+Ω
=Ω ∆

j
kjj

22)(~ ,                                (10.94) 

де нормовані змінні СФ відповідно становлять: 

ωΠ
=

pp ;    
ωΠ

ω
=Ω ,                                               (10.95) 

де ωΠ  − смуга пропускання СФ; 

ω
∆ Π

ω
= 0k .                                                   (10.96) 

У формулі (10.96) 0ω  − так звана центральна частота СФ. 
Перетворення виразу (10.94) до вигляду: 
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0~ 22 =+− ∆kppp                                                (10.97) 
дозволяє визначити нормовані корені СФ через нормовані корені ФП: 

2
2

2

~

2

~
∆−






±= kppp .                                              (10.98) 

Підстановка Ω= jp ; Ω= ~~ jp  до виразу (10.98) дозволяє встановити 
зв’язок між нормованими частотами СФ (Ω ) і ФП (Ω~ ): 














+







 Ω
±

Ω
=+







 Ω
±

Ω
=−







 Ω
±

Ω
=Ω ∆∆∆

2
2

2
2

2
2

2

~

2

~
)(

2

~

2

~

2

~

2

~
kjjkjjkjjj , 

звідки виходить: 

2
2

2

~

2

~
∆+







 Ω
+

Ω
=Ω k .                                             (10.99) 

У виразі (10.99) знак мінус перед коренем опущено, щоб забезпечити до-
датне значення Ω . На підставі формули (10.94) можна довести, що інтервал 

∞= jjp K0  перетворюється відповідно в інтервал ∞∞−= jjp K~ . Діапазон 
частот ФП iΩ~2 , межам якого відповідають частоти iΩ± ~ , перетворюється у 
діапазон iΩ~  СФ, тобто вдвічі скорочується. Щоб переконатись у цьому, згідно з 
виразом (10.99) обчислюють частоту СФ, яка відповідає частоті iΩ~  ФП: 

2
2

2

~~
∆+








2

Ω
+

2
Ω

=Ω kii
i ,                                        (10.100) 

тоді у відповідність частоті iΩ−~  можна поставити частоту  

2
2~~

∆1 +







2

Ω
+

2
Ω

−=Ω kii
i .                                        (10.101) 

Отже, частотний інтервал СФ 
iii Ω=Ω−Ω 2

~
1                                                 (10.102) 

дійсно вдвічі скоротився. Частотному інтервалу ФП у діапазоні від ∞− j  до ∞j  
відповідатиме також удвічі менший частотний інтервал СФ на уявній осі у 
діапазоні від 0j  до ∞j . У перетворенні 0~ jp =  на ∆= jkp  можна переконатись 
підстановкою 0~ =Ω  до виразу (10.100). Отримані співвідношення зведено у 
табл.10.4. 
 

Таблиця 10.4 – Співвідношення між комплексними нормованими  
                                  частотами ФП і СФ 
 

p~  ∞j  Ω~j  0j  Ω− ~j  ∞− j  
p  ∞j  2Ωj  ∆jk  1Ωj  0j  
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Перетворення частотного діапазону ФНЧ-прототипу (ліворуч) у частот-
ний діапазон СФ (праворуч) показано на рис.10.15 відповідно до значень, наве-
дених у табл.10.4. 
 
 

Рисунок 10.15 – Перетворення частотних діапазонів ФНЧ−СФ 
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Рисунок 10.16 – Перетворення 
 частотної характеристики 

ФНЧ−СФ для ФБ: 
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Перетворення частотного діапазону ФП у вдвічі менший частотний 
діапазон СФ відбувається при збереженні відповідних значень ослаблення за 
потужністю: )()~( iPiP AA Ω=Ω . Таке перетворення частотних характеристик 
ілюстровано графіками (рис.10.16 для ФБ; рис.10.17 для ФЧ). 

Властивість, визначена співвідношенням (10.102), відображає принцип 
збереження довжини частотного інтервалу. Це означає, що ФП з нормованою 
смугою пропускання гр~

~0 Ω=ΠΩ K  перетворюється на СФ, який має таку саму 
нормовану смугу пропускання. 

Дійсно, частоті гр
~ω  ( 1~

гр =Ω ) ФП відповідають частоти 2грω  і 1грω  СФ, 
нормовані значення яких 2грΩ  і 1грΩ  визначають за формулами (10.100), 
(10.101), відповідно:  

2
гр2 4

11
∆++

2
=Ω k ;  2

гр1 4
11

∆++
2

−=Ω k . 

Нормована СП СФ визначається як 11гр2гр =Ω−Ω=ΠΩ . 
Отже, смуга ΩΠ  дійсно не змінилася. 
Слід зауважити, що згаданий принцип визначення нормованих частот ви-

конується як для ФБ, так і для ФЧ, різним є тільки рівень ослаблення )( грωPA . 
 
 

Рисунок 10.17 – Перетворення 
 частотної характеристики 
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Щоб дослідити ще одну важливу властивість, визначимо добуток нормо-
ваних частот (10.100), (10.101) СФ: 

2
2

2
2

12 4

~

4

~
∆∆ =

Ω
−








+

Ω
=ΩΩ kk ii

ii . 

З урахуванням співвідношень (10.95), (10.96) цей добуток набуває вигля-
ду: 2 2

гр2 гр1 0( / )( / ) /ω ω ωω ω ωΠ Π = Π , звідки 
2
02гр1гр ω=ωω .                                              (10.103) 

Рівність (10.103) визначає властивість геометричної симетрії частотної 
залежності PA  СФ відносно центральної частоти 0ω . Справедливими будуть 
також аналогічні добутки для частот 2,1∆ω , 2,1ωs : 

2
022 ω=ωω=ωω 1∆1∆ ss .                                     (10.104) 

Вихідними даними для розрахунку СФ є смуга пропускання ωΠ , цен-
тральна частота 0ω  та співвідношення, аналогічні нерівностям (10.7): 





≥ω=ω
≤ω=ω

1

∆∆1∆

,)()(
;)()(

2

2

ssPsP

PP

AAA
AAA

                                    (10.105) 

причому 221 ss ω<ω<ω<ω ∆∆1 . З двох значень частоти, об’єднаних рівністю 
(10.104), як правило, відоме тільки одне. Тому, симетричні частоти обчислю-
ють, використовуючи умову (10.104), за заданими частотами (наприклад: 

2
0 1/ω ω ω∆2 ∆= ; 2

1 0 2/s sω ω ω= ), що дозволяє перейти до співвідношень (10.7), 
складених стосовно ФП для тих самих ослаблень: 





≥ω
≤ω ∆∆

,)~(
;)~(

ssP

P

AA
AA

                                              (10.106) 

де відповідні частоти ω~  ФП визначають з огляду на формулу (10.102): 





ω−ω=ω
ω−ω=ω

2

∆2∆∆

.~
;~

1

1

sss
                                            (10.107) 

Умови (10.106) дозволяють знайти *n  − орієнтовний порядок ФБ (див. 
формулу (10.26)), а потім і порядок *nn ≥  ( n  − ціле число), а також граничну 
частоту грω  за формулою (10.29). Для ФЧ, виходячи з умов (10.106), обчислю-
ють коефіцієнт нерівномірності ослаблення ε  і порядок фільтра n  за формула-
ми (10.66) і (10.67) відповідно. 

Щоб визначити ОПФ, необхідно знайти поліном Гурвіца. Спочатку ви-
значають нормований поліном )~( pV . Так, для ФБ згідно з виразом (10.37) запи-
сують нормований поліном Гурвіца: 

nkpppV k
n

k
,,2,1),~~()~(

1
K=−= Π

=
,                            (10.108) 

де kp~  − нормовані корені ФП, які розраховують за формулою (10.36): 
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nk
n

kj
n

kpk 2,,2,1,
2

12cos
2

12sin~ K=π
−

+π
−

−= .               (10.109) 

Для ФЧ нормований поліном Гурвіца ФП визначають за виразом (10.78): 

∏
=

− −ε=
n

k
k

n pppV
1

1 )~~(2)~( ,                                       (10.110) 

де kp~  − нормовані корені ФП ( kkk jp Ω±∆−= ~~~ ), дійсну та уявну частини 
яких обчислюють за формулою (10.76): 







=Ω

−=∆

.chcos~
;shsin~

vu

vu

kk

kk                                               (10.111) 

Значення vuk ,  розраховують за формулами (10.71), (10.72), відповідно. 
Додатне значення k∆~  забезпечують вибором знака у виразі (10.72). 

Перехід від нормованої ОПФ ФП ( ) 1/ ( )UH p V p=% %  з порядком n  до 
нормованої ОПФ СФ удвічі збільшує порядок. Оскільки нормовані корені kp~  
ФП відомі, ОПФ ФП доцільно представити як добуток ОПФ ланок другого по-
рядку )~()2( pH iU  для парного n : 

∏
=

=
2/

1

)2( )~()~(
n

i
iUU pHpH .                                        (10.112)  

Якщо n  − непарне, слід виділити одну ланку з передатною функцією 
першого порядку (1) ( ) 1/( )UH p p= + ∆%% % , ( ∆−~  − нормований дійсний корінь ФП). 
Тоді інші ланки, що увійдуть до добутку, матимуть другий порядок: 

∏

−

=
=

2
1

1

)2()1( )~()~()~(

n

i
iUUU pHpHpH .                                  (10.113) 

У виразі (10.113) ОПФ ФП i -ї ланки другого порядку 

)~~)(~~(
1)~( *

)2(

ii
iU pppp

pH
−−

= ,                                       (10.114) 

де ip~  і *~
ip  − нормовані комплексно-спряжені корені, а )~()1( pHU  − ОПФ 

ФП ланки першого порядку з коренем ∆−~ , яка перетворюється згідно з виразом 
(10.94) у ОПФ ланки другого порядку СФ з двома комплексно-спряженими ко-
ренями (рис.10.18, а). 

Перетворення ОПФ i -ої ланки ФП (10.114) до ОПФ СФ доцільно викону-
вати для кожного кореня окремо: 

2 2 2 2

(2)
*

( ) / ( ) /

1 1( )U i
i ip p k p p p k p

H p
p p p p

∆ ∆= + = +

= ×
− −% %

% % % %
.                        (10.115) 

Перший добуток у виразі (10.115) перетворюється на передатну функцію 
з двома комплексними коренями 1p  і 2p  (не комплексно-спряженими), а дру-
гий – на ОПФ з комплексними коренями 3p  і 4p  (не спряженими), причому па-



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 517

ри 1p  і 3p , а також 2p  і 4p  є комплексно-спряженими (рис.10.18, б), тобто 
11 Ω∆−= jp m3,1 ; 224,2 Ω±∆−= jp . Це дозволяє подати ОПФ СФ у вигляді: 

))(())((
)(

4231 pppp
p

pppp
ppHU −−

⋅
−−

= ,                     (10.116) 

причому знаменник кожного співмножника – поліном другого порядку 
відносно p  з дійсними додатними коефіцієнтами (10.39) або (10.79). Отже, 
ланка другого порядку ФП перетворюється на СФ, порядок якого 4=n . Щоб 
отримати вираз (10.116), слід безпосередньо від коренів 2,1

~p  перейти до коренів 

3241 ,,, pppp  на підставі співвідношення (10.98). 
Денормування ОПФ СФ здійснюється з урахуванням виразу (10.95): 

/( ) ( )U U p pH p H p
ω= Π= .                                      (10.117) 

 
 

Рисунок 10.18 – Відповідность між нормованими коренями ФП і СФ: 
а – дійсний корінь ФП, б – комплексно-спряжені корені ФП 
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Приклад 10.4. Визначити ОПФ СФ Чебишова, якщо на частоті 

31075,404 ⋅=ω 1∆  рад/с ослаблення за потужністю не має перевищувати 0,97 дБ, а на 

частоті 3
2 1068,512 ⋅=ωs  рад/с − бути меншим, ніж 24 дБ. Центральна частота СФ 

становить 310279,424 ⋅  рад/с, а смуга пропускання − 31040 ⋅  рад/с. 
Розв’язання. На підставі властивості геометричної симетрії частотної залеж-

ності pA  (10.104) визначимо частоти 2∆ω  і 1sω : 

с
рад1075,444

1075,404
10279,424 3

3

62

1

2
0 ⋅=

⋅
⋅

=
ω
ω

=ω
∆

2∆ ; 

с
рад10120,351
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10279,424 3

3

62

2

2
0

1 ⋅=
⋅

⋅
=

ω
ω

=ω
s

s . 

За принципом збереження довжини частотного інтервалу визначимо частоти 
∆ω~  і sω~  (рис.10.6, а) фільтра-прототипу:  
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с
рад10401075,4041075,444~ 333

12 ⋅=⋅−⋅=ω−ω=ω ∆∆∆ , 

яка дорівнює значенню смуги пропускання СФ, тобто ∆ω ω=Π ~ ; 

с
рад1056,1611012,3511068,512~ 333

12 ⋅=⋅−⋅=ω−ω=ω sss . 

Виходячи з виразу (10.49), обчислимо нормовану частоту ФП: 

039,4
1040

1056,161
~
~~

3

3
=

⋅
⋅

=
ω
ω

=Ω
∆

s
s . 

За формулами (10.66) і (10.67) визначимо ε  і n : 

500259,011 97,0,0,0 =−10=−10=ε ⋅1Α1 ∆ ; 
0,1 0,1 24Arch( 10 1/ ) Arch( 10 1/ 0,500259) 2,000

Arch Arch 4,039

sA

s
n ε ⋅− −

≥ = =
Ω%

. 

Нормовані корені ФП знайдемо за формулою (10.76) для 2,1=k , використо-
вуючи співвідношення (10.71) і (10.72). Якщо 1=k : 
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v , причому 

від’ємний знак v  забезпечує від’ємне значення 1∆~ . 

Отже,  
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1

1
 

За умови 2=k : 







=Ω

−=∆

,chcos~
;shsin~

22

22

vu

vu
    де 

4
312

2
2

π
=

2
π−

=
=kn

ku ; 










−=−
4
π

=Ω

=−
4
π

−=∆

,899454,0)721818,0(ch3cos~

;555893,0)721818,0(sh3sin~

2

2
 

тобто  899454,0555893,0~~~
112,1 jjp ±−=Ω±∆−= . 

Для здобуття нормованих коренів СФ, попередньо визначимо згідно з виразом 

(10.96) коефіцієнт 6065,10
1040

1026,424
3

3
0 =

⋅
⋅

=
Π
ω

=
ω

∆k .  Нормовані корені СФ обчис-

лимо за формулою (10.98):  

2
2
11

2,1 4

~

2

~
∆−±= kppp ;      2

2
22

4,3 4

~

2

~
∆−±= kppp . 
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Після підстановки числових значень отримаємо: 
11 Ω−∆−=−−= jjp 16267,10266168,01 ; 22 Ω+∆−=+−= jjp 062124,11289725,02 ; 

11 Ω+∆−=+−= jjp 16267,10266168,03 ; 22 Ω−∆−=−−= jjp 062124,11289725,04 , 
звідки видно, що корені 31, pp , а також 42 , pp  утворюють комплексно-спряжені па-
ри. Нормовану ОПФ СФ четвертого порядку представимо як добуток двох ОПФ ла-
нок другого порядку (10.116): 

)()()( )2(
2

)2(
1 pHpHpH UUU = , або спростивши позначення )()()( 21 pHpHpHU = . 

З урахуванням виразу (10.79) запишемо: 

2
1

2
11

21 2
)(

Ω+∆+∆+
=

pp
pkpH R ; 2

2
2
22

22 2
)(

Ω+∆+∆+
=

pp
ppH ,  

де 1/ 2 1Rk ε= = . 
Підставимо значення дійсних і уявних частин коренів: 

350727,103532336,0
)( 21

++
=

pp
ppH ; 

454527,12257945,0
)( 22

++
=

pp
ppH . 

Денормовані ОПФ ланок другого порядку отримаємо на підставі 
співвідношення (10.117): 

1 2 2( ) ;
0,532336 103,350727

pH p
p p

ω

ω ω

Π
=

+ Π + Π

2 2 2( ) .
0,57945 122,454527

pH p
p p

ω

ω ω

Π
=

+ Π + Π
 

Для перевірки отриманих результатів, визначимо частотну залежність ослаб-
лення СФ, використовуючи вираз (10.1): 

2 2
1( ) 10lg[1/ ( ) ( )]P UA H Hω ω ω= , 

де )(2
1 ωH  і )(2

2 ωH  − АКХ ланок другого порядку; 

2222

22
2

1
2
1 )532336,0()350727,103(

)()(
ωΠ+ω−Π

ωΠ
==ω

ωω

ω

ω= jp
pHH , 

аналогічно визначається )(2
2 ωH . З графіку частотної залежності )(ωPA  (рис.10.19) 

видно, що значення )( 1,2∆ωPA  і )( 2,1sPA ω  задовольняють заданим умовам. 
 

Рисунок 10.19 – Частотна залежність
 ослаблення СФ порядку n = 4 

 дБ),(ωPA  
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10.8 Загороджувальні фільтри з симетричними характеристиками 
 

Нормовану ОПФ загороджувального фільтра (ЗФ) можна отримати пере-
творенням ОПФ ФП, оберненим виразу (10.94): 

22
~ 

∆+
=

kp
pp ,   або   22)(

~

∆+Ω
Ω

=Ω
kj

jj ,                          (10.118) 

де гр( / )p j j ω ω= Ω =% % %%  − нормована комплексна частота ФП; p  − нормова-
на комплексна частота ЗФ: 

зω∆
ω

=Ω= jjp .                                            (10.119) 

Нормування здійснюють відносно смуги затримання зω∆ , яка для ФБ ви-
значається на рівні 3 дБ, а для ФЧ − на рівні ∆A . 

Константа ∆k  у виразі (10.118) становить: 

зω∆
ω

= 0
∆k ,                                                  (10.120) 

де 0ω  − центральна частота ЗФ. Перетворення (10.118) трансформує нор-
мовану частотну характеристику ослаблення ФНЧ у характеристику )(ΩPA , 
симетричну відносно центральної частоти ЗФ, із дотриманням принципу збе-
реження довжини частотного інтервалу (10.102).  

Якщо до ОПФ ФП спочатку застосувати перетворення (10.81) (тобто пе-
ретворити ФНЧ у ФВЧ), а потім використати перетворення (10.94) (ФВЧ–СФ), 
виходить відповідність (10.118). Така послідовність перетворень (рис.10.20) 
ілюструє, по-перше, трансформування смуг пропускання і затримання ФП для 
комплексної змінної Ω= ~~ jp , 0~ <Ω  у відповідні смуги ФВЧ відносно ком-
плексної змінної 1/ ,p p p j= = Ω

(( (
%  при збереженні рівності: )()~( iPiP AA Ω=Ω

(
. 

Від’ємне значення Ω~  не впливає на перетворення частотної залежності PA , яка 
є парною функцією частоти. По-друге, на рис.10.20 показано перетворення СП і 
СЗ ФВЧ в інші смуги ЗФ для комплексної змінної Ω= jp , 0>Ω , причому 
зв’язок комплексної змінної p  ЗФ з комплексною змінною p(  ФВЧ встановлю-
ють за формулою (10.94): 

p
kpp

22
∆+

=( . 

Це перетворення також передбачає незмінність значень ослаблення ФВЧ і 
ЗФ на відповідних частотах: 

)()( iPiP AA Ω=Ω
(

.                                        (10.121) 
Дані про комплексні змінні різних типів фільтрів наведено у табл.10.5. 
Оскільки перетворення ОПФ ФВЧ у ОПФ ЗФ здійснюється за умови 

(10.121) на підставі перетворення (10.94), для якого виконується принцип збе-
реження довжини частотного інтервалу, смуга пропускання ФВЧ збігається зі 
смугою затримання ЗФ. Крім того, частотні характеристики ЗФ також мають 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 521

властивість геометричної симетрії (10.104), притаманну перетворенню (10.94). 
На рис.10.21 показано трансформацію частотних залежностей PA  для ФБ. 

 
Таблиця 10.5 − Співвідношення між комплексними нормованими 
                         частотами ФП, ФВЧ і ЗФ 

 
ФП p~  0j  Ω~j  ∞− j  Ω− ~j  0j−  

ФВЧ pp ~/1=(  ∞− j  Ω−
(

j  0j  Ω
(

j  ∞j  

ЗФ p  0j  1Ωj  ∆jk  2Ωj  ∞j  

 
 

Рисунок 10.20 – Перетворення частотних діапазонів ФНЧ−ФВЧ і ФВЧ−ЗФ 
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СЗ ЗФ 

 
Щоб визначити ОПФ ЗФ, слід від вимог до частотних характеристик ос-

лаблення ЗФ спочатку перейти до вимог PA  ФВЧ, а потім – до ФП (ФНЧ). 
Вихідними даними для розрахунку ЗФ є смуга затримання зω∆ , центральна 
частота 0ω  та співвідношення, аналогічні нерівностям (10.7): 





≥ω=ω
≤ω=ω

1

∆∆1∆

.)()(
;)()(

2

2

ssPsP

PP

AAA
AAA

                                     (10.122) 

Умови (10.122) ЗФ аналогічні умовам (10.105) для СФ, але відрізняються 
співвідношеннями між частотами: 22 ∆11∆ ω<ω<ω<ω ss . 

З двох значень частоти isω  ( i∆ω ), як правило, відоме тільки одне. Тому, 
виходячи з геометричної симетрії частотної залежності PA  (10.104), за задани-
ми частотами обчислюють симетричні частоти (наприклад: 2

0 1/ω ω ω∆2 ∆= ; 
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2
1 0 2/s sω ω ω= ). Далі від вимог (10.122) переходять до співвідношень щодо ФВЧ 

для тих самих значень ослаблення: 





≥ω
≤ω ∆∆

,)(
;)(

ssP

P

AA
AA

(

(

                                           (10.123) 

де                                       




ω−ω=ω
ω−ω=ω

2

∆2∆∆

.
;

1

1

sss
(

(

                                        (10.124) 

Для ФБ порядок ФВЧ *nn ≥  ( n  – ціле округлене ∗n ) визначається на 
підставі формули (10.85) за умови рівностей у системі (10.123): 

0,1 0,1
* lg(10 1) lg(10 1)

2lg( / )

sA A

s
n

∆

∆

− − −
=

Ω Ω
( ( , 

ss ω
ω

=
Ω
Ω ∆∆

(

(
(

(

.                (10.125) 

Оскільки гранична частота ФВЧ, яка визначається на рівні 3 дБ, збігається 
із смугою затримання ЗФ, її можна знайти, виходячи з виразу (10.89): 

* *0,10,1 1/ 2 1/ 2
з гр (10 1) (10 1)sAA n n

sω ω ω ω∆
∆∆ = = − = −( ( ( ,              (10.126) 

де *n  – дробове число (10.125).  
Оскільки порядки ФНЧ і ФВЧ однакові, можна записати ОПФ ФП, вико-

ристовуючи вираз (10.38): 

)~~(

1)~(

1
k

n

k

U
pp

pH
−

=
Π
=

,                                       (10.127) 

де нормовані корені ФНЧ Баттерворта kp~  обчислюють за формулою 
(10.109).  

Для ФЧ порядок n  ФВЧ визначають, виходячи з виразів (10.67), (10.81): 
0,1Arch( 10 1/ )

Arch (1/ )

sA

s
n ε−

≥
Ω
( ,                                         (10.128) 

де /s sω ω∆Ω =
( ( (  – нормована частота ФВЧ, яку розраховують за формулою 

(10.92); частоти ∆ω(  і sω(  – згідно з системою (10.124); коефіцієнт 
нерівномірності ослаблення ε  – за формулою (10.66).  

З огляду на збіг порядків ФВЧ і ФП на підставі співвідношення (10.80), 
ОПФ ФП можна записати у вигляді: 

)~~(
)~(

1
k

n

k

R
U

pp

kpH
−

=
Π
=

, 

де коефіцієнт 11/(2 )n
Rk ε−=  (загалом Rk  може мати довільне значення). 

При 1=Rk  аналітичний вираз ОПФ ФЧ збігається з (10.127), але для ФЧ 
нормовані корені kkk jp Ω+∆−= ~~~  визначатимуться з урахуванням формул 
(10.71) і (10.72) відповідно до співвідношення (10.111). 

 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 523

 
 
 

Рисунок 10.21 – Перетворення частотних характеристик ослаблення  
ФНЧ−ФВЧ і ФВЧ−ЗФ для ФБ 
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Перехід від ОПФ ФП (10.127) до нормованої ОПФ ЗФ потребує встанов-

лення відповідності між нормованими коренями ФП і ЗФ згідно із 
співвідношенням (10.118). Розв’язання рівняння (10.118) відносно p  дає: 
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0~~ 22 =+− ∆ pkppp ,     або     0~
1 22 =+− ∆kp
p

p ,    звідки: 

2
2~4

1
~2

1
∆−±= k

pp
p .                                       (10.129) 

За умови Ω= jp  для двох комплексно-спряжених значень Ω= ~~ jp  і 
Ω−=∗ ~~ jp , виходячи з виразу (10.129), можна встановити безпосередній зв’язок 

між нормованими частотами ФП Ω~  і ЗФ Ω  (опускаючи знак «мінус» перед ко-
ренем, що забезпечує додатне значення частоти Ω ): 

2
2~4

~ ∆+
Ω
1

+
Ω2
1

±=Ω k .                                     (10.130) 

Як і у випадку СФ, знайдену нормовану ОПФ ФП )~( pHU  (10.127) 
доцільно представити у вигляді (10.112) для парного n  або (10.113), якщо n  − 
непарне. За умови непарного n  з функції )~( pHU  виділяється )~()1( pHU  − ОПФ 
ланки першого порядку з коренем ∆−= ~~p , котра перетворюється на нормовану 
ОПФ ЗФ з двома нулями і полюсами, які відповідно є комплексно-спряженими: 

   2 2
2 2

2 2
(2) (1)

2 2/( )
/( )

1( ) ( )
/U U p p p k

p p p k

p kH p H p k
p p p k∆

∆

∆
= +

∆= +

+
= = =

+ ∆ + ∆ +%
%

)
%

% %%
, 

де 1/ 1/ nk p= ∆ =
)

% % . 

ОПФ )~()2( pH iU  i -х ланок другого порядку ФП, виділених з функції 
(10.112), з коренями iii jp Ω±∆−= ~~~  перетворюються у нормовану ОПФ ЗФ чет-
вертого порядку. 

Якщо ОПФ однієї ланки другого порядку представити у вигляді 

*
)2(

~~
1

~~
1)~(

ii
iU pppp

pH
−

⋅
−

=  і виконати перетворення для кожного з комплексно-

спряжених коренів окремо, виходять ланки ЗФ з ОПФ другого порядку: 

( )2 2

2 2 2 2

2 2
1 2/( )

1 1
( )/ i

i i ip p p k

p k p kk
p p p p p p pp p p k

∆

∆ ∆

∆= +

+ +
= − ⋅ = −

− − −− +%
% % % %

. 

Аналогічно 

( )2 2

2 2 2 2
*

* * 2 * 2
3 4/( )

1 1
( )/ i

i i ip p p k

p k p kk
p p p pp p p p p p k

∆

∆ ∆

∆= +

+ +
= − ⋅ = −

− −− − +
%

% % % %
, 

де 1/i ik p= % ; * *1/i ik p= % , причому 3,1p , а також 4,2p  утворюють комплекс-
но-спряжені пари подібно перетворенням щодо СФ. Тому достатньо визначати 
тільки корені 1p  і 2p , скориставшись формулою (10.129). 

З урахуванням зроблених перетворень нормовану ОПФ ланки четвертого 
порядку ЗФ можна записати у вигляді:  
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( ) ( )2 2

2 2 2 2
(2)

2/( ) 1 3 2 4

1( ) ( )
( ) ( )U U i p p p k

i

p k p kH p H p
p p p p p p p pp∆

∆ ∆
= +

+ +
= =

− − − −%
%

%
, (10.131) 

де 2 2 21/ 1/( )i i i ip k k∗= = ∆ + Ω% %% , 
тобто як добуток двох ОПФ ланок другого порядку з двома комплексно-
спряженими полюсами і двома комплексно-спряженими нулями. Така форма 
найбільш прийнятна при каскадній реалізації фільтра. 

Враховуючи співвідношення (10.79), знаменник у виразі (10.131) слід 
представити у вигляді поліномів відносно p . Денормування ОПФ ЗФ 
здійснюється підстановкою (10.119): 

з/( ) ( )U U p pH p H p ω= ∆= .                                     (10.132) 

Приклад 10.5. Визначити ОПФ ЗФ Чебишова за такими вимогами: центральна 
частота 3

0 10279,424 ⋅=ω  рад/с, смуга затримання 3
3 1066,161 ⋅=ω∆  рад/с. На 

частоті 3
1 1075,404 ⋅=ωs  рад/с ослаблення за потужністю не має бути меншим 24 дБ, 

на частоті 31074,512 ⋅=ω 2∆  рад/с – не повинне перевищувати 0,97 дБ. 
Розв’язання. Скориставшись властивістю геометричної симетрії частотної 

залежності PA  (10.104), визначимо частоти 1∆ω  і 2sω : 

с
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s . 

За принципом збереження довжини частотного інтервалу визначимо частоти 
∆ω(  і sω(  (10.124) ФВЧ: 

с
рад1066,1611008,3511074,512 333

12 ⋅=⋅−⋅=ω−ω=ω ∆∆∆
(  

( ∆ω(  така ж сама, як і смуга затримання); 

с
рад10401075,4041075,444 333

12 ⋅=⋅−⋅=ω−ω=ω sss
( . 

За нормованою частотою ФВЧ /s sω ω∆Ω =
( ( (  обчислимо нормовану частоту ФП: 

3 3 рад1/ 160,66 10 / 40 10 4,0415
сs sΩ = Ω = ⋅ ⋅ =

(
% . 

За формулами (10.66) і (10.67) розрахуємо ε  і n  ФП: 

500259,011 97,0,0,0 =−10=−10=ε ⋅1Α1 ∆ ; 
0,1 0,1 24Arch( 10 1/ ) Arch( 10 1/ 0,500259) 1,9992

Arch Arch 4,0415

sA

s
n ε ⋅− −

≥ = =
Ω%

. Нехай 2=n . 

Оскільки значення ε  і n  ФП збіглися з результатами прикладу 6.4, ско-
ристаємось отриманими значеннями нормованих коренів:  

899454,0555893,0~~~
2,1 jjp ±−=Ω±∆−= ;   118035,1~ 2

1 =p . 
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На підставі виразу (10.129) обчислимо нормовані корені ЗФ:  
11 Ω+∆−=+−= jjp 24152,2210778,01 ; 222 046015,3286428,0 Ω−∆−=−−= jjp ; 

11 Ω−∆−=−−= jjp 24152,2210778,03 ; 224 046015,3286428,0 Ω+∆−=+−= jjp . 
Нормована ОПФ ЗФ, виходячи з виразу (10.80) за умови 1=Rk  згідно з форму-

лами (10.131) і (10.79), набуває вигляду: 

  
22~

1)( 2
2

2
22

2

22

2
1

2
11

2

22

2
1 Ω+∆+∆+

+
⋅

Ω+∆+∆+
+

⋅= ∆∆

pp
kp

pp
kp

p
pHU ; 

0 з/ 2,624514k ω ω∆ = ∆ = , або після підстановки числових значень 

  
36215,957945,0

888076,6
068838,5421556,0

888076,6894426,0)( 2

2

2

2

++
+

⋅
++

+
=

pp
p

pp
ppHU . 

Денормовану ОПФ ЗФ отримаємо, використовуючи вираз (10.132): 
За знайденою ОПФ визначимо частотну залежність ослаблення (10.1), яка зоб-

ражена на рис.10.22. 
 

Рисунок 10.22 – Частотна залежність ЗФ порядку n = 4 
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Незначні розбіжності pA  із заданими значеннями ослаблення ∆A  обумовлені 

недостатньою точністю обчислення коренів, вплив якої помітний, оскільки розрахо-
ваний порядок фільтра n  (1,9992) і прийнятий (2), дещо різняться. Щоб усунути 
вказані розбіжності, слід розраховувати значення коренів з більшою точністю (як для 
ФП, так і ЗФ). 

 
10.9 Синтез фільтрів на операційних підсилювачах 

 
Вище у даному розділі розглянуто перший етап синтезу кола – визначення 

ОПФ, яка задовольняє певним вимогам до частотних характеристик кола і від-
повідає умовам фізичної реалізації. Не менш важливими є другий і третій етапи 
– це задачі структурного і параметричного синтезу кола. Розв’язання цих задач 
за допомогою схем з ОП ілюструє наступний приклад. 

Приклад 10.6. Знайти структуру та параметри елементів кола, за допомогою 
яких можна реалізувати ОПФ СФ Чебишова, отриману в прикладі 10.4.  
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Розв’язання. У прикладі 10.4 отримано ОПФ СФ четвертого порядку у вигляді: 
== )()()( 21 pHpHpHU  

2222 454527,12257945,0350727,103532336,0 ωω

ω

ωω

ω

Π+Π+
Π

×
Π+Π+

Π
=

pp
p

pp
p

. 

 Підставивши значення смуги пропускання 31040 ⋅=Πω  рад/с, матимемо: 

112

3

1 106536116,144,21293
1040)(

⋅++
⋅

=
pp

ppH ;                       (10.133) 

112

3

2 109592724,123178
1040)(

⋅++
⋅

=
pp

ppH .                          (10.134) 

Оскільки функція )( pHU  дорівнює добутку )()( 21 pHpH × , вона може бути 
реалізована у вигляді каскадного з’єднання чотириполюсників (рис. 10.23). 
 
 

Рисунок 10.23 – Каскадне з’єднання чотириполюсників 

)(1 pH  )(2 pH )( pH n  

2вхZ  

1вихZ

 
Загалом існує два способи каскадної реалізації:  
1) каскадно-узгоджена, коли вхідний опір наступного каскаду збігається з 

вихідним опором попереднього ( )1(вихвх −= nn ZZ ); цей спосіб застосовують при 
реалізації мостовими або східчастими реактивними чотириполюсниками; 

2) каскадно-розв’язана, коли вхідний опір наступного каскаду значно більший 
вихідного опору попереднього ( )1(вихвх −>> nn ZZ ); здійснюється за допомогою схем з 
ОП (активних R, C фільтрів), у яких вхідний і вихідний опір відрізняються на декілька 
порядків (див. підрозд. 5.8). 
 З аналізу функцій )(1 pH  і )(2 pH  видно, що вони відповідають ланкам друго-
го порядку типу СФ (див. підрозд.5.6), кожну з яких можна реалізувати за допомогою 
активного R, C фільтра. Згідно з другим способом реалізації ОПФ СФ четвертого по-
рядку забезпечується каскадним з’єднанням двох активних ланок другого порядку. 
 Користуючись відомою методикою (див. приклад 8.10, а також підрозд.5.8), 
знайдемо ОПФ активного фільтра другого порядку (рис.10.24). 

ОПФ фільтра визначимо за формулою: 

,43

14,43

∆
∆

==
111

4
1 )(

)()(
pU
pUpH , 

яка містить відношення алгебраїчних доповнень матриці операторних провідностей 
кола:  
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Рисунок 10.24 − Схема активного СФ другого порядку 
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Відповідні алгебраїчні доповнення отримаємо, враховуючи відомі правила ви-
значення знаків (див. підрозд. 5.8) та викреслюючи у чисельнику і знаменнику 1 і 4-й 
рядки, 4 і 3-й стовпці – у чисельнику та 1 і 3-й – у знаменнику: 

21CpG−=∆14,43 ;     )()( 21321321
2

1 GGGCCpGCCp ++++=∆ ,431 . 
Остаточно матимемо: 

)()( 
)(

21321321
2

21
1 GGGCCpGCCp

CpGpH
++++

−= .                  (10.135) 

 Переходячи від провідностей до опорів і вважаючи для спрощення однаковими 
значення ємностей CCC == 21 , отримаємо: 

2
311213

2
1

1 /)(/2 
/)(

CRRRRRCRpp
CRppH
+++

−= .                 (10.136) 

 З рівності коефіцієнтів при однакових степенях p  у виразах для ОПФ (10.133) і 
(10.136), виходить система рівнянь для визначення елементів першої ланки СФ: 

( )







⋅=+

=
⋅=

,106536116,1/)(

;44,21293/2
;104/1

112)1()1(
3

)1(
2

)1(
1

)1(
2

)1(
1

)1()1(
3

4)1()1(
1

CRRRRR

CR
CR

               (10.137) 

 де верхніми індексами позначено приналежність елементів до першої ланки. 
 Оскільки в системі (10.137) кількість невідомих більше кількості рівнянь, слід 
задатися значенням певного параметра, виходячи з додаткових умов, пов’язаних з 
конструктивною чи схемною реалізацією, типовою схемою увімкнення каскаду тощо.  
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 Нехай пФ100)1()1(
2

)1(
1 === ССС . Тоді з першого рівняння системи (10.137): 

кОм250)1(
1 =R , з другого – кОм256,939(1)

3 =R , з третього – Ом5,645(1)
2 =R .  

 Аналогічно, прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях p  у виразах 
для ОПФ (10.134) і (10.136), складемо систему рівнянь для другої ланки: 

( )







⋅=+

=
⋅=

.109592724,1/)(

;23178/2
;104/1

112)2()2(
3

)2(
2

)2(
1

)2(
2

)2(
1

)2()2(
3

4)2()2(
1

CRRRRR

CR
CR

             (10.138) 

Якщо вважати (з метою уніфікації елементів), що )2(
2

)2(
1

)1(
2

)1(
1 СССС === , з 

системи (10.138) виходить: кОм250)2(
1 =R ; Ом2,593)2(

2 =R ; кОм387,862)2(
3 =R . 

 
10.10 Запитання та завдання для самоперевірки 

  і контролю засвоєння знань 
 

1. З яких етапів складається розв’язання задачі синтезу електричного кола? 
Пояснити зміст кожного етапу. 

2. Який зв’язок існує між АКХ кола та ослабленням кола за потужністю? Які 
вимоги ставлять до частотної залежності ослаблення? 

3. Які фільтри називають поліномними? 
4. Пояснити особливості частотних характеристик фільтрів Баттерворта. Зоб-

разити якісно графіки цих характеристик для ФНЧ Баттерворта різних порядків. 
5. Як розташовані на комплексній площині корені полінома Баттерворта? 
6. Які особливості мають частотні характеристики фільтрів Чебишова? Зобра-

зити якісно АЧХ ФВЧ Чебишова другого і третього порядків. 
7. Які особливості мають поліноми Чебишова? Розрахувати коефіцієнти 

полінома Чебишова 11-го порядку. 
8. Чим відрізняються ЧХ фільтрів Чебишова і Золотарьова? 
9. У чому відмінність синтезу ФНЧ від синтезу фільтрів інших типів? Поясни-

ти поняття «фільтр-прототип». 
10.  Пояснити, як здійснюється перетворення частотних діапазонів ФНЧ-ФВЧ. 

Яке співвідношення пов’язує комплексні нормовані частоти ФНЧ і ФВЧ? 
11.  Пояснити, як здійснюється перетворення частотних діапазонів ФНЧ-СФ. У 

чому полягає принцип збереження довжини частотного інтервалу? 
12.  Як використовують властивість геометричної симетрії частотної характери-

стики для синтезу смугового фільтра? 
13.  Визначити ОПФ ФНЧ Баттерворта, якщо на частоті 750 Гц ослаблення за 

потужністю )( fAP  не повинне перевищувати 2 дБ, а на частоті 1600 Гц – бути мен-
шим 20 дБ. 

Відповідь: 

42

4

42

4

1062,252606,9288
1062,2526

1062,252632,3847
1062,2526)(

⋅++
⋅

×
⋅++

⋅
=

pppp
pHU . 

14.  Пояснити, чи можна реалізувати ОПФ, знайдену у завданні 13, за допомо-
гою двох каскадно-з’єднаних активних ланок другого порядку (рис.8.7). Знайти зна-
чення елементів цих ланок, якщо для кожної з них кОм51321 === RRR . 
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Відповідь: нФ3,15)1(
1 =С ; нФ1)1(

2 =С ; нФ33,6)2(
1 =С ; нФ4,2)1(

2 =С . 
15.  Визначити ОПФ ФВЧ Баттерворта, якщо на частоті 20 кГц ослаблення за 

потужністю )( fAP  не повинне перевищувати 1 дБ, а на частоті 4500 Гц – бути мен-
шим 20 дБ. 

Відповідь: 842

2

106,791058,12
)(

⋅+⋅+
=

pp
ppHU . 

16.  Користуючись відомою методикою (див. приклад 8.10), знайти ОПФ актив-
ного фільтра (рис.10.25) та порівняти з результатом завдання 15. Реалізувати ОПФ, 
знайдену у завданні 15, за допомогою активного ФВЧ. Знайти значення елементів ак-
тивного фільтра, поклавши нФ1321 === CCC . 

Відповідь: кОм27,51 =R ; кОм85,232 =R . 
 

Рисунок 10.25 − Схема активного ФВЧ другого порядку 
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17.  Реалізувати ОПФ фільтра Чебишова (див. приклад 10.3) за допомогою 
диференціювальної ланки першого порядку (рис.7.13, а) і активної ланки другого по-
рядку (рис.10.25). Знайти значення опорів цих ланок, поклавши 

нФ2321 ==== CCCC . 
Відповідь: кОм50=R ; кОм7,161 =R ; кОм6002 =R . 
18.  Визначити ОПФ СФ Баттерворта за такими даними: кГц400 =f ; 

кГц351 =∆f ; кГц542 =sf ; дБ1=∆A ; дБ17=sA . Знайти порядок та граничну час-
тоту фільтра-прототипу. 

Відповідь: 4=n ; кГц68,12гр =f ; 

×
⋅+⋅+⋅++

⋅
= 18122634

26

1088,39891083,3851109,6951260980
104348,6347)(

pppp
ppHU  

18122634

26

1088,39891095,9298109,6951269,147215
104348,6347

⋅+⋅+⋅++
⋅

×
pppp

p
. 

 



 531

БІБЛІОГРАФІЧНИЙ СПИСОК 
 

1. Атабеков Г.И. Основы теории цепей [Текст]: Учеб. для вузов. М.: 
Энергия, 1969. 424 с. 

2. Бакалов В.П., Дмитриков В.Ф., Крук Б.И. Основы теории цепей 
[Текст]. М.: Радио и связь, 2000. 592 с. 

3. Бессонов Л.А. Теоретические основы электротехники. Электрические 
цепи [Текст]: Учеб. для вузов. Изд. 10-е. М.: Гардарики, 2002. 638 с. 

4. Задачник по теоретическим основам электротехники. (Теория цепей) 
[Текст] / Под общ. ред. проф. К.М. Поливанова. М.: Энергия, 1967. 256 с. 

5. Зернов Н.В., Карпов В.Г. Теория радиотехнических цепей [Текст] / М.: 
Энергия, 1972. 816 с. 

6. Лосев А.К. Теория линейних электрических цепей [Текст]: Учеб. для 
вузов. М.: Высш. шк., 1985. 496 с. 

7. Основи теорії кіл [Текст]: Підручник для студентів ВНЗ Ч.1. / Ю.О. 
Коваль, Л.В. Гринченко, І.О. Милютченко, О.І. Рибін /За заг. редакцією В.М. 
Шокала та В.І. Правди. – Х.: Компанія СМІТ, 2008. 432 с. 

8. Основи теорії кіл [Текст]: Підручник для студентів ВНЗ Ч.2. / Ю.О. 
Коваль, Л.В. Гринченко, І.О. Милютченко, О.І. Рибін /За заг. редакцією В.М. 
Шокала та В.І. Правди. – Х.: Компанія СМІТ, 2008. 560 с. 

9. Попов В.П. Основы теории цепей [Текст]: Учеб. для вузов. Изд. 3-е, 
испр. – М.: Высш. шк., 2000. 575 с. 

10.  Радіотехніка: Енциклопедичний навч. Довідник [Текст]: Навч. 
посібник. /За ред. Ю.Л. Мазора, Є.А. Мачуського, В.І. Правди. К.: Вища шк., 
1999. 838с. 

11.  Родзевич В.Е. Загальна електротехніка [Текст]: Навч. посібник. – 2-ге 
вид. – К.: Вища шк., 1993. 183 с. 

12.  Соболев Ю.В., Бабаєв М.М., Давиденко М.Г. Теорія електричних і 
магнітних кіл [Текст] / Харків: ХФВ «Транспорт України», 2002. 264 с. 

13.  Татур Т.А., Татур В.Е. Установившиеся и переходные процессы в 
электрических цепях: Учеб. пособие для вузов. – М.: Высш. шк., 2001. 407 с. 

14.  Теория электрорадиотехнических цепей. Ч.2 [Текст] / Е.Г. Гринберг, 
Ю.А. Коваль, Д.С. Колобков и др.; Под. ред. Д.С. Колобкова. Харьков: ВИРТА, 
1972. 298 с. 

15.  Фриск В.В. Основы теории цепей [Текст]: Учеб. пособие. – М.: ИП 
РадиоСофт, 2002. 288 с. 

16.  Шебес М.Р., Каблукова М.В. Задачник по теории линейних электриче-
ских цепей [Текст] / М.: Высш. шк., 1990. – 544 с. 
 



                                               Ю.О.Коваль, І.О.Милютченко, А.М.Олейніков та ін. 532

ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК 
 
А 
 

Автотрансформатор 157 
Ампер 12, 15, 107, 114 
Амперметр 12, 105 
– ідеальний 12 
Амплітуда 100, 107 
– комплексна 112 
Аргумент 110, 112, 114 
Атенюатор 387, 473 
 

Б 
 
Багатополюсник 236 
Базис 236 
– вузлових напруг 238 
Баланс: 
– “моста” 65 
– потужностей 50, 52, 66, 147 
Балансування лінії 432 
Биття 315 
 

В 
Варіометр 156 
Ват 14, 15, 146 
Вебер 20 
Вектор, що обертається 110 
Взаємоіндукція 11, 21, 156 
Вибірність кола 193, 210, 212 
Визначник матриці 51, 56, 247 
Випередження за фазою 102, 103, 118 
Відгук (реакція) кола 184 
Вісь: 
– дійсна 109 
– уявна 109 
Вітка 30 
– головна 30, 86 
Властивість: 
– геометричної симетрії 515 
– перетворення Лапласа 350 
– фільтрувальна 330 
 
Вольт 13, 114 
Вольт-ампер 144, 146 
– реактивний 144, 146 

 
Вольтметр 14, 105 
– ідеальний 14 
Вузол 30, 31, 417 
– базисний 52, 87, 236 
– внутрішній 235 
 

Г 
 
Гармоніки 98, 112, 114 
Генрі 20, 24 
Герц 97, 107 
Годограф 186 
Граф схеми 30, 85 
 

Д 
 
Двополюсник 33, 79, 185 
– активний 60, 66-68 
– пасивний 61 
Декремент загасання 307 
Дельта-функція 329 
Дерево графа 30, 86 
Джоуль 15 
Джерела напруги та струму 

еквівалентні 43 
Джерело: 
– залежне (неавтономне) 28, 29, 240 
– електричної енергії 15, 28 
– ЕРС 15, 25 
– напруги 24 
– − ідеальне 24, 28 
– − реальне 25, 28 
– незалежне (автономне) 28 
– реальне 25 
– синусоїдної дії 311−313 
– струму 24 
– − ідеальне 26, 28 
– − реальне 27, 28 
Дисперсія частотна 476 
Діаграма: 
– векторна 113, 122, 125, 138 
– кругова 445 
– опорів 451 
– провідностей 451 
– часова 103, 138 
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Ділянки кола еквівалентні 46 
Дія 184 
– довільна 237 
– постійна 288, 292 
– синусоїдна 237 
– складна 355 
– ступінчаста 321 
– типова 321 
Добротність 200, 223 
– еквівалентна 212, 215 
Довжина хвилі 10, 33, 98, 399, 440 
Дуальність 21, 28, 52, 68, 130, 219, 471 
 

Е 
 
Еквівалентні “зірка” 

 і “трикутник” 41 
Елемент: 
– активний 10, 11, 24, 28 
– ідеальний 10, 16 
– нелінійний 33 
– пасивний 10, 11, 16, 24 
– реактивний 120 
Енергія 10, 14, 15 
 

Є 
 
Ємність 11, 18, 24, 120 
– нелінійна 74 
– погонна 388 
 

З 
 
Загасання 202, 223, 261, 307 
Задача: 
– аналізу 33 
– апроксимації 166, 487 
– параметричного синтезу 33 
– синтезу 33 
– структурного синтезу 33 
Закон: 
– гармонічний 99, 100 
– Джоуля –Ленца 15, 17 
– Кірхгофа другий 32, 136 
– Кірхгофа перший 31, 135 
– комутації 283 
– Ома 17, 117, 123 

Замикання коротке 27, 417 
Заряд електричний 11, 18 
Затискачі однойменні 22, 154 
З'єднання: 
– “зіркою” 41, 46 
– змішане 39 
– каскадне 242, 252, 527 
– паралельне 38, 242 
– паралельно-послідовне 242 
– послідовне 27, 242 
– послідовно-паралельне 242 
– регулярне 243 
– “трикутником” 41, 46 
– фаз генератора: 
– − зіркою 178 
– − трикутником 178 
Значення синусоїдного струму: 
– діюче 100, 105, 107 
– − комплексне 114 
– миттєве 100, 103 
– середнє 100 
– − випрямлене 106 
– − двонапівперіодне 106, 107 
– − однонапівперіодне 106, 107 
Значення: 
– гранічні 375, 380 
– початкові 283, 377 
– − залежні 283 
– − незалежні 283 
Зображення 348 
Зсув фаз 102, 105 
 

І 
 
Ізолятор 387, 479 
Імпульс:  
– експоненційний 348 
– одиничний 349 
– прямокутний 349 
Індуктивність 19, 24, 118 
– взаємна 21, 24 
– нелінійна 74 
– погонна 388 
Індукція 20 
– магнітна 10, 19 
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К 
 
Кабель коаксіальний 387, 474 
Карта нулів і полюсів ОПФ 371, 376 
Класифікація кіл 32 
Коефіцієнт: 
– Берга 172 
– біжної хвилі 425 
– відбиття 440 
– загасання 301, 307 
– зв'язку 23, 153, 158 
– корисної дії 66, 410 
– масштабний 75, 454 
– нерівномірності ослаблення 500 
– ослаблення 245, 398, 440 
– передачі: 
– − за напругою 29, 184 
– − за струмом 29, 185 
– підсилення 269 
– потужності 144, 146 
– поширення 398, 440 
– прямокутності 194, 338 
– стійної хвилі 425 
– трансформації 159 
– увімкнення 228 
– фази 245, 398, 440 
Кола індуктивно зв’язані 151 
Коло: 
– активне 32 
– диференцювальне 339 
– дуальне 130, 319 
– електричне 10, 11 
– інтегрувальне 337 
– лінійне 32 
– − електричне 32, 184 
– мінімальне-фазове 376, 487 
– немінімальне-фазове 376 
– нелінійне 32, 73 
– пасивне 32 
– трифазне 176 
Компонент кола 235 
Комутатор 323, 387 
– антенний 479 
Комутація 282 
Конденсатор  18, 132 
Контур 30, 32 
– одиночний 222, 223 

– паралельний 214 
– − резонансний 214 
– послідовний 196 
– − резонансний 196 
– простий 226 
– складний 227 
Контури зв’язані 151, 157 
Корені: 
– дійсні 287, 358 
– комплексно-спряжені 287, 358 
– кратні 287, 358 
– прості 287, 358 
Котушка самоіндукції 19 
Крарупізація 433 
Крива резонансна 199, 202, 220 
Крутість 74, 75 
Кутова частота 100, 101 
Кут відсікання 170 
Кулон  11 
 

Л 
 
Ланка: 
– диференціювальна 334 
– другого порядку 249, 524 
– інтегрувальна 334 
– узгоджувальна 340 
Лишки 359 
Лінія: 
– вимірювальна 387, 481 
– двопровідна 387 
– довга 387 
– затримки 387, 487 
– збалансована 432 
– ідеальна 393 
– коаксіальна 477 
– лінійна 389 
– неоднорідна 389 
– однорідна 389 
– параметрична 389 
– передачі 389 
– реальна 393 
– резистивна 474 
– спіральна 387, 475 
– стрічкова 387 
– ультразвукова 475 
– фідерна 472 
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– цифрова 475 
– штучна 387, 476 
 

М 
 
Матриця: 
– вузлова 86 
– квадратна 50, 55, 91 
– обернена 50, 56 
– опорів 50, 88, 236 
– провідностей 55, 236 
Матриця-стовпець 50, 55, 88 
Метод: 
– Берга 170 
– комплексних амплітуд  137 
– вузлових напруг 52 
– графічний 83 
– еквівалентних перетворень 36, 37 
– еквівалентного генератора 36, 60 
– класичний 285 
– контурних струмів 52, 236 
– накладання 58 
– операторний 347 
– рівнянь Кірхгофа 47 
– часовий 321 
 

Н 
 
Навантаження 25, 67 
Напруга 13, 15 
– вузлова 53 
– лінійна 177 
– реактивна 122 
– фазна 177 
– холостого ходу 60 
Нуль функції 371 

 
О 

 
Обвідна 308, 315 
Обмотка трансформатора вторинна 157 
Ом 16, 24 
Оператор обертання (повороту) 112 
Опір 16, 24 
– активний 117, 126 
– витікання конденсатора 197, 212 
– внутрішній джерела 25, 61 

– вхідний 39, 61, 185 
– еквівалентний 38, 214 
– − резонансний 215 
– ємнісний 120, 126 
– індуктивний 118, 126 
– комплексний 121, 123, 126 
– лінійний 17 
– нелінійний 17, 77 
– нормований 427 
– омічний 117 
– операторний 352, 353, 354 
– первинний: 
– − активний 388 
– − комплексний 397 
– передатний 29, 185 
– повний 121, 123, 126 
– реактивний 123, 126 
– резонансний 215 
– характеристичний 199, 244 
– хвильовий 399, 440 
Оригінал 348 

П 
 
Параметри: 
– вторинні 395 
– динамічні 74 
– енергетичні 404 
– зосереджені 33 
– контуру: 
– − вторинні 202, 222 
– − первинні 198, 214 
– короткого замикання 244 
– первинні (погонні) 388 
– − комплексні 397 
– розподілені 33, 386 
– статичні 74 
– характеристичні 343 
– холостого ходу 244 
– чотириполюсника 238 
Перенесення джерел у схемі 43 
Перетворення: 
– Лапласа 348, 350, 357 
– − обернене 359 
– − пряме 347 
– “зірки” в “трикутник” 41 
– схем з двома вузлами 38 
– “трикутника” в “зірку” 41 
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– Фур’є: 
– − обернене 379 
– − пряме 379 
– частоти 504 
Період  97 
Підсилювач операційний 235, 268, 526 
Поле: 
– електричне 10, 11, 18 
– магнітне 10, 11, 19 
Поліном: 
– Баттерворта 494 
– Гурвіца 371, 375 
– степеневий 176 
– характеристичний 368, 371 
– Чебишова 498 
Полюс: 
– схеми 235 
– функції 371 
Порядок: 
– кола 286, 371 
– ланки 249 
– фільтра 493, 501, 506, 522 
Потенціал 13, 15 
Потік: 
– магнітний 10, 19, 21 
– розсіяння 21 
Потокозчеплення 20, 22 
Потужність: 
– активна 118, 122, 143, 146 
– комплексна 144, 146 
– миттєва 14, 15, 117, 122, 146 
– повна 144, 146 
– реактивна 120, 122, 144, 146 
– трифазного струму 179 
Правило знаків 31, 48 
Принцип: 
– взаємності (зворотності) 70, 71 
– збереження довжини частотного 

інтервалу 514 
– накладання 58 
Провідність 16, 24 
– активна 130 
– взаємна вузлів 55 
– власна вузла 55 
– внутрішня джерела 27, 28 
– вхідна 185 
– еквівалентна 38 

– ємнісна 121, 130 
– індуктивна 119, 130 
– комплексна 127, 130 
– нормована 440, 451 
– операторна 353, 355 
– передатна 185 
– питома 389 
– первинна: 
– − активна 388 
– − комплексна 397 
– повна 130, 130 
– реактивна 127 
– хвильова 439 
Процес: 
– вільний 285 
– періодичний 97 
– перехідний 282 
– стаціонарний (усталений) 285 
– хвильовий 386, 398 
Пупінізація 433 
Пучність 417 
 

Р 
 
Радіан 101 
Радіоімпульс 315 
Режим: 
– аперіодичний 302 
– − граничний 304 
– біжних хвиль 404, 409 
– великих коливань 169 
– вимушений 285 
– вільний 285, 296 
– змішаних хвиль 408, 424 
– коливальний 305 
– короткого замикання 25 
– критичний 304 
– малих коливань 169 
– нестаціонарний 347 
– перехідний 33 
– синусоїдний 98, 396 
– стійних хвиль 408, 413 
– узгодження 67, 149, 409 
– усталений 33, 396 
– холостого ходу 26, 413 
Резонанс: 
– амплітудний 199, 202 



Основи теорії кіл, сигналів та процесів в СТЗІ. Ч.1 537

– напруг 201, 223 
– струмів 216, 223 
– фазовий 199, 202 
Рівняння: 
– диференціальне 36, 237, 390 
– вузлових напруг 54, 236 
– матричні 49 
– передачі 246 
– телеграфне 392 
– характеристичне 286 
– хвильове 393 
Розмикання 61 
Розподіл: 
– амплітуд 417, 420 
– зсуву фаз 427, 
– нормованих опорів 427 
– потужностей 427 
– початкових фаз 420, 427 
Розстройка контуру: 
– абсолютна 208, 223 
– відносна 208 
– узагальнена 208, 223 
Ряд: 
– гармонічний (Фур’є) 97 
– Маклорена 490 
 

С 
 
Синтез 235 
– параметричний 487 
– структурний 487 
Сила електрорушійна 15, 25 
Сименс 21 
Система одиниць міжнародна (СІ) 12 
Складова: 
– вільна 285 
– вимушена 285 
– гармонічна 168 
– струму постійна 168 
Смуга: 
– затримання 226, 350, 488 
– переходу 350, 488 
– пропускання 211, 223, 249, 308 
Співвідношення граничні 350, 358 
Спектр 98 
Стала: 
– інтегрування 347, 398 

– електрична 389 
– магнітна 389 
– характеристична: 
– − ослаблення 245 
– − передачі 244 
– − фази 245 
– часу 297 
Струм 11, 15 
– джерел вузловий 55 
– змінний 12, 15 
– контурний 52, 236 
– короткого замикання 43, 62 
– намагнічення 158 
– постійний 12, 15 
– реактивний 129 
– синусоїдний 97, 99 
– частковий 58 
Схема: 
– дуальна 340 
– еквівалентна 293, 325 
– електрична 30 
– заміщення 122, 384 
– − конденсатора 132 
– − котушки самоіндукції 132 
– мостова 65 
– східчаста (ланцюгова) 255 
– трансформатора 160 
– − двополюсна 161 
– − чотириполюсна 160 
– увімкнення 434 
 

Т 
 
Теорема: 
– диференціювання 350, 368 
– запізнення 350, 394 
– згортки 350 
– інтегрування 350 
– лінійності 350, 354 
– про еквівалентне джерело 

напруги 60, 61 
– про еквівалентне джерело 
     струму 60, 62 
Трансформатор 99, 156 
– довершений 158 
– ідеальний 159 
– лінійний 157 
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– реальний 160 
– чвертьхвильовий 434 
Трикутник: 
– потужностей 145 

 
У 

 
Увімкнення: 
– диференційне 269 
– зустрічне 22, 154 
– триполюсне 273 
– узгоджене 22, 154 
Узгодження 147, 432 
Умови: 
– граничні 399, 402 
– початкові 283 
– − ненульові 283, 364 
– − нульові 283 
 

Ф 
 
Фаза 100, 107 
– миттєва 101 
– повна 100 
– поточна 101 
– початкова 100, 107 
Фазообертач 477 
Фарада 22 
Фільтр: 
– активний 280 
– Баттерворта 491 
– загороджувальний 250, 520 
– верхніх частот 250, 257, 504 
– −  з режекцією 264 
– Золотарьова 504 
– електричний 249 
– еліптичний 504 
– ідеальний 250 
– Кауера 504 
– k-типу 256 
– m-типу 265 
– нижніх частот 250, 252 
– −  з режекцією 263 
– поліномний 489 
– прототип 504 
– реактивний 255 
– режекторний 250, 262 

– смуговий 250, 260, 511 
– Чебишова 500 
Форма розрахунку: 
– комплексна 135 
– комплексного числа 110 
– − алгебраїчна 110 
– − показникова 110 
– − тригонометрична 110 
Формувач 387 
Формула: 
– Ейлера 110 
– Томсона 199 
Фронт хвилі 399 
Функція: 
– гіперболічна 406, 409 
– дельта 329 
– Дірака 329 
– дробово-раціональна 357, 370 
– еліптична 504 
– комплексна 287, 461 
– −  вхідна 185, 287, 461 
– −  передатна 184, 287, 461 
– кусково-неперервна 348 
– непарна 499 
– одинична 321 
– операторна  
– − вхідна  374 
– −  передатна 368, 369, 489 
– − − за потужністю 376 
– парна 489, 499 
– системна 369 
– спеціальна 322, 330 
– увімкнення 321 
– узагальнена 330 
– фільтрації 492 
– Хевісайда 321, 348 
 

Х 
 
Характеристика: 
– амплітудно-квадратична 375, 489 
– амплітудно-фазова 186 
– амплітудно-частотна 185 
– вебер-амперна 20 
– вольт-амперна 17, 25 
– імпульсна 329, 331 
– коливальна 172 
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– кулон-вольтна 18 
– максимально плоска 491 
– операторна 369 
– ослаблення 487 
– перехідна 323 
– рівнохвильова 500 
– фазочастотна 185 
– часова 321 
– частотна 186, 249 
Хвиля  
– відбита (зворотня) 394 
– падаюча (пряма) 394 
Хід холостий 26, 61 
 

Ч 
 
Частота 97 
– вільних коливань 102 
– гранична 250, 259, 493 
– критична 473 
– кутова (кругова) 101, 107 
– комплексна 374 
– нормована 491 
– режекції 250 
– резонансна 198, 302 
– центральна 511, 520 
– циклічна 107 
Чотириполюсник 33, 237 
– активний 242 
– взаємний 243 
– врівноважений 388 
– еквівалентний 242 
– неврівноважений 388 
– несиметричний 243 
– прохідний 237, 247 
– реактивний 527 
– симетричний 243 
– узгоджений 245 
 

Ш 
 

Швидкість: 
– світла 473 
– фазова 399, 440 
Шлейф 437 
– вимірювальний 480 
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ГЛОСАРІЙ 
 

 Амплітуда (амплитуда, amplitude) – максимальне значення синусоїдного 
струму, напруги або ЕРС. 
 Амплітудно-частотна характеристика, АЧХ (амплитудно-частотная ха-
рактеристка, gain-frequency characteristic) – залежність від частоти модуля 
комплексної передатної функції кола. 

Біжні хвилі (бегущие волны, running waves) – існують, коли відбита хвиля 
відсутня (лінію навантажено на хвильовий опір). 
 Вітка (ветвь, branch) – декілька послідовно сполучених елементів, в яких 
проходить один і той самий струм. 
 Вузол (узел, node) – точка з’єднання трьох і більше віток. 

Добротність (добротность, quality factor) – відношення характеристич-
ного опору контуру до опору втрат. 

Довга лінія (длинная линия, long line) – коло з розподіленими парамет-
рами у вигляді двох провідників, розділених непровідним середовищем і пра-
цюючих у режимі, коли довжина провідників сумірна, а поперечні розміри зна-
чно менше довжини хвилі. 

Довжина хвилі (длина волны, wave-length) – відстань мiж двома точками 
хвилі, фаза яких відрізняється на 2π . 
 Електрорушійна сила, ЕРС (электродвижущая сила, ЭДС, electromotive 
force) чисельно дорівнює роботі, що витрачає джерело на переміщення одинич-
ного позитивного заряду всередині джерела від одного його затискача до 
іншого. 
 Ємність (емкость, capacity) – ідеальний пасивний елемент, в якому 
накопичується енергія електричного поля. 

Імпульсна характеристика (импульсная характеристика, pulse (response) 
characteristic) – чисельно дорівнює відгуку пасивного лінійного кола на дію 
джерела типу дельта-функції за нульових початкових умов. 
 Індуктивність (индуктивность, inductance) − ідеальний пасивний елемент, 
в якому накопичується енергія магнітного поля. 

Коефiцiєнт поширення (коэффициент распространения, propagation 
coefficient) − комплексна величина, що характеризує змiнювання комплексної 
амплiтуди напруги чи струму на одиницю довжини довгої лiнiї. 
 Коло (цепь, circuit) – сукупність пристроїв і середовищ, що створюють за-
мкнені шляхи для електричного струму. 
 Комплексна амплітуда (комплексная амплитуда, complex amplitude) – 
комплексне число, модуль якого дорівнює амплітуді, a аргумент − початковій 
фазі синусоїдного струму (напруги, ЕРС). 
 Комплексна передатна функція, КПФ (комплексная передаточная функ-
ция, complex transfer function) – це відношення комплексної амплітуди відгуку 
до комплексної амплітуди дії. 
 Контур (контур, circuit) – замкнений шлях по вітках схеми. 
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Модуляція (модуляция, modulation) – зміна параметра (ів) носійного коли-
вання згідно із законом інформаційного повідомлення. 
 Напруга (напряжение, voltage) – різниця електричних потенціалів двох точок. 

Носійне коливання (несущее колебание, carrier) – високочастотне коли-
вання, що використовується для передачі інформації по радіоканалах, причому 
один з його параметрів змінюється в часі згідно з керувальним сигналом. 

Обвідна (огибающая, envelope) – крива, що характеризує змінювання ам-
плітуди коливань за часом. 

Операторна передатна функція, ОПФ (операторная передаточная функ-
ция, operational transfer function) – відношенню зображення відгуку до зобра-
ження дії. 
 Опір (сопротивление, resistance) – ідеальний пасивний елемент, у якому 
незворотно поглинається енергія. 

Перехідна характеристика (переходная характеристика, transient 
characteristic) – чисельно дорівнює відгуку лінійного пасивного кола на дію 
джерела типу одиничної функції за нульових початкових умов. 

Період (период, period) − мінімальний проміжок часу, через який 
періодичний процес і його похідні повторюються.  
 Потужність (мощность, power) – швидкість змінювання енергії. 

Резонансний контур (резонансный контур, resonance circuit) – електричне 
коло, в якому має мiсце явище резонансу (напруг чи струмiв). 
 Смуга пропускання (полоса пропускания, bandwidth) – діапазон частот, у 
межах якого АЧХ зменшується не більше, ніж у задане число разів порівняно з 
максимальним значенням. 
 Спектр (спектр, spectrum) – сукупність гармонічних складових (гармо-
нік), на які розкладаються сигнали. 

Спектральна щільність (спектральная плотность, spectral density) – функ-
ція частоти, що визначається як пряме перетворення Фур’є від неперіодичної 
функції часу. 

Стала часу кола (постоянная времени, time constant) – інтервал часу, за 
який напруга (струм) у колi з одним iнерцiйним елементом (iндуктивнiстю чи 
ємнiстю) зменшуються за абсолютною величиною у вільному режимi в 2,718 рази. 

Стійні хвилі (стоячие волны, standing waves) – існують, коли енергія 
повністю відбивається від навантаження. 
 Струм (ток, current) – впорядковане переміщення електричних зарядів. 

Фазова швидкість (фазовая скорость, phase velocity) – швидкiсть поши-
рення точки хвилi, фаза коливань в якій залишається незмiнною. 
 Фазочастотна характеристика, ФЧХ (фазочастотная характеристика, 
phase-frequency characteristic) – залежність від частоти аргумента комплексної 
передатної функції кола. 
 Частота (частота, frequency) – величина, обернена періоду періодичного 
процесу. 
 Щілинність (скважность, on-off time ratio) – відношення періоду сліду-
вання імпульсів до їх тривалості. 
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