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Тема 1. Векторний аналіз 

Задача  1.1. Довести тотожність векторного аналізу 0rot  div A


 в 

ортогональній криволінійній системі координат, де A


 — векторне поле. 

Розв’язок 

І спосіб 

Розпишемо ротор векторного поля A


 в ортогональній криволінійній системі 

координат (x1, x2, x3) із використанням коефіцієнтів Ламе (h1, h2, h3): 
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Розкривши визначник за першим рядком, отримаємо розгорнутий вираз: 
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ІІ спосіб 

Запишемо диференціальну скалярно-векторну операцію другого порядку 

A


rot  div  за допомогою оператора Гамільтона: )(rot  div AA


 . Виконаємо 

колову перестановку множників у змішаному скалярно-векторному добутку. 

Його знак при цьому не змінюється: )()( 


AA . Оскільки векторний 

добуток довільного вектора на самого себе дорівнює нулю, то остаточно ми 

отримуємо:   0)(rot  div 


AA . 
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Задача  1.2. Довести тотожність векторного аналізу 0 gradrot U  в 

ортогональній криволінійній системі координат, де U  — скалярне поле. 

Розв’язок 

І спосіб 

Розпишемо градієнт скалярного поля U  в ортогональній криволінійній 

системі координат (x1, x2, x3) із використанням коефіцієнтів Ламе (h1, h2, h3): 
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Візьмемо ротор від градієнта в ортогональній криволінійній системі координат: 
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ІІ спосіб 

Запишемо диференціальну векторну операцію другого порядку U gradrot  за 

допомогою оператора Гамільтона: )( gradrot AU


 . Із властивості 

асоціативності скалярного добутку отримуємо: AA


 )()( . Оскільки 

векторний добуток довільного вектора на самого себе дорівнює нулю, то 

остаточно ми отримуємо:   0)( gradrot  AU


. 

Задача 1.3. Довести тотожність uAAuAu  grad div )( div 


 в ортогональній 

криволінійній системі координат, де u, A


 — довільні скалярне і векторне поля. 

Розв’язок 

І спосіб 
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ІІ спосіб 

Запишемо диференціальну векторну операцію )( div Au


 за допомогою 

оператора Гамільтона: )()( div AuAu


 . Оскільки оператор Гамільтона є 

диференціальним, то до отриманого виразу можна застосувати правила 

диференціювання добутку: )()()( AuAuAu


 . За визначенням при 

скалярному множенні оператора Гамільтона на скалярне поле він дає градієнт 

цього поля: uu  grad


. При скалярному множенні оператора Гамільтона на 

векторне поле він дає дивергенцію цього поля: AA


 div . Використавши ці 

визначення і властивість комутативності скалярного добутку, ми отримуємо: 

AuuAAuAuAuAu


 div grad div grad)()(  . Таким чином: 

uAAuAu  grad div )( div 


. 

Задача 1.4. Довести теорему Гріна у другій скалярній формі: 

 
SV

SuvvuVuvvu


d) grad  grad (d)  ( 22
. 

Розв’язок 

Запишемо тотожність векторного аналізу uAAuAu  grad div )( div 


 для 

векторного поля vA  grad


:   uvvuvu  grad grad grad div ) grad ( div  ; 

uvvuvu  grad grad ) grad ( div 2  . Поміняємо скалярні поля u і v місцями, тоді: 

vuuvuv  grad grad ) grad ( div 2  . Віднімемо останні дві тотожності: 

uvvuvuuvuvvuuvvu 2222 gradgradgradgrad)graddiv( )graddiv(  . 

Оскільки BABA


 div div)( div  , то uvvuuvvu 22   ) grad  grad ( div  . 

Проінтегруємо останню тотожність по довільному об’єму V: 

 
VV

VuvvuVuvvu d)  ()d grad  grad ( div 22
. 

Застосувавши теорему Остроградського-Гаусса, отримуємо теорему Гріна у 

другій скалярній формі:    
VS

VuvvuSuvvu d)  (d) grad  grad ( 22


. 
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Задача 1.5. Довести тотожність векторного аналізу BAABBA


rotrot)( div   

в декартовій системі координат, де A


 та B


 — довільні векторні поля. 

Розв’язок 

І спосіб 

Розпишемо векторний добуток BA


  в декартовій системі координат за 

допомогою визначника та візьмемо його дивергенцію: 
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ІІ спосіб 

Запишемо диференціальну векторну операцію )( div BA


  за допомогою 

оператора Гамільтона: )( )( div BABA


 . Оскільки оператор Гамільтона є 

диференціальним, то до отриманого виразу можна застосувати правила 

диференціювання добутку: )( )( )( BABABA BA


 . Нижні індекси 

показують на яке поле діє оператор Гамільтона. Поле, на яке не діє оператор, 

можна винести за похідну. Застосувавши колову перестановку множників (зі 

збереженням знаку) і перестановку сусідніх множників (зі зміною знаку) в 

змішаних скалярно-векторних добутках, отримуємо: 

BAABBAABBABABA BABA


rotrot)( )( )( )( )( div  . 

Задача 1.6. Довести теорему Гріна у другій векторній формі: 

 
SV

SABBAVBAAB


d)rot rot (d)rot rot rot rot ( . 

Розв’язок 

Запишемо тотожність векторного аналізу GFFGGF


rot rot )( div   для 

векторних полів AF


rot   та BG


 : BAABBA


rot rot rot rot ))((rot  div  . 

Оскільки векторний добуток антикомутативний, то ми отримуємо рівність: 

BAABAB


rot rot rot rot ))(rot ( div  . Поміняємо векторні поля A


 та B


 

місцями: ABBABA


rot rot rot rot ))(rot ( div  . Віднімемо останні дві 

тотожності:    BAABBAAB


rot rot rot rot ))(rot ( div))(rot ( div  

BAABABBA


rot rot rot rot rot rot rot rot  . Оскільки BABA


divdiv)div(  , 

то BAABABBA


rot rot rot rot )rot rot ( div  . 

Проінтегруємо останню тотожність по довільному об’єму V: 

 
VV

VBAABVABBA d)rot rot rot rot ()drot rot ( div


. 

Застосувавши теорему Остроградського-Гаусса, отримуємо теорему Гріна у 

2-ій векторній формі:  
VS

VBAABSABBA d)rot rot rot rot ()drot rot (


. 
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Задача 1.7. Розв’язати рівняння Лапласа ( 02  U ) у циліндричній системі 

координат, якщо скалярне поле U  є аксіально-симетричним і не залежить від 

координати z . 

Розв’язок 

Оскільки скалярне поле U  є аксіально-симетричним і не залежить від 

координати z , то: 0
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21 ln CrC  , де 
1C , 

2C  — довільні константи. Такий розподіл потенціалу за 

радіусом має коаксіальна лінія передачі та циліндричний конденсатор. 

Задача 1.8. У сферичній системі координат векторне поле A

 має лише 

радіальну складову )(rfAr  . Якою повинна бути функція )(rf , щоб поле A

 

було соленоїдним? Чи є це поле потенціальним? 

Розв’язок 

Оскільки задане векторне поле A


 має лише радіальну складову, то 0  AA . 

Для соленоїдного поля 0 div A


.  У сферичній системі координат:  
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чи є таке поле потенціальним. Умова потенціальності поля: 0rot A


. У 

сферичній системі координат: 

0

00

00

)sin()sin(

)sin(

)sin()sin(

rot 

22


































r

r

r

r

A

r

r

e

r

e

r

e

ArrAA

r

r

e

r

e

r

e

A




. 

Отже, електричне поле статичного заряду є потенціальним. 
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Тема 2. Основні поняття електродинаміки. Рівняння Максвелла 

Задача 2.1. Використавши перші 2 рівняння Максвелла в диференціальній 

формі довести теорему Пойнтинга: 0 div 2 



 EjE

t

w е

ст


. 

Розв’язок 

За результатом задачі 1.5:  HEEHHE


rot rot )( div div  





































 Ej

t

E
EE

t

H
Hj

t

D
EE

t

B
H е

стаа

е

ст














2)(  























 EjE

t

BHDE
EjE

t

H

t

E е

ст

е

ст
аа







22
22 )(

2

1)(

2

)(

2
 

EjE
t

w е

ст







 2

; 0 div 2 



 EjE

t

w е

ст


. 

Задача 2.2. Використавши перші 2 рівняння Максвелла в комплексній 

формі, довести лему Лоренца: якщо система сторонніх струмів 
е

стj 1 


 збуджує у 

просторі електромагнітне поле з напруженостями 1E


, 1H


, а система сторонніх 

струмів 
е

стj 2 


 — поля 2E


, 2H


 на одній і тій же частоті  , то виконується рівність: 

е

ст

е

ст jEjEHEHE 2 11 21221 )( div)( div 
 . 

Розв’язок 

)()(rot rot )( div 2 2112211221

е

стаа jEiEHiHHEEHHE 
 ; 

)()(rot rot )( div 1 1221122112

е

стаа jEiEHiHHEEHHE 
 ; 

 е

стаа jEEEiHHiHEHE 2 121211221 )( div)( div 
 

е

ст

е

ст

е

стаа jEjEjEEEiHHi 2 11 21 22121

  . 

Задача 2.3. Використавши рівняння Максвелла в диференціальній формі, 

вивести хвильові рівняння для полів E


 та H


: 

е

стааа j
t

H

t

H
H





rot  

2

2
2 









 ; 














   grad1

2

2
2

а

е

ст
аааа

t

j

t

E

t

E
E




. 

Розв’язок 

Із четвертого рівняння Максвелла і матеріального рівняння для магнітного 

поля випливає, що: 0 div div 1   BH а


. Застосуємо оператор Лапласа до 

напруженості магнітного поля:

 

)(rot rot rot rot div grad2 HHHH


 ; 

0)(rot rot 2  HH


. Використаємо перше рівняння Максвелла: 

0rot 2 












 е

стj
t

D
EH





;  0rot )rot (rot 2 




 е

ста jE
t

EH


. 
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Підставимо вираз для E


rot  із другого рівняння Максвелла і використаємо 

матеріальне рівняння для магнітного поля: 

е

ста j
t

B

tt

B
H





rot 2 






























 ;  

е

стааа j
t

H

t

H
H





rot  

2

2
2 









 . 

Із третього рівняння Максвелла і матеріального рівняння для електричного 

поля випливає, що:   11  div div аа DE


. Застосуємо оператор Лапласа до 

напруженості електричного поля: )(rot rot  gradrot rot div grad 12 EEEE а


 

; 

   grad)(rot rot 12

аEE


. Використаємо друге рівняння Максвелла: 













   gradrot 12

а
t

B
E




;  



   grad)rot ( 12

аа H
t

E


. 

Підставимо вираз для H


rot  із першого рівняння Максвелла і використаємо 

матеріальне рівняння для електричного поля: 



















   grad12

а

е

ста j
t

D
E

t
E





; 














   grad1

2

2
2

а

е

ст
аааа

t

j

t

E

t

E
E




. 

Задача 2.4. Показати, що рівняння неперервності струму випливає з 

першого і третього рівнянь Максвелла. 

Розв’язок 

Перше рівняння Максвелла можна представити у такій формі: 

t

D
jH









rot , де j


 — повний електричний струм. За результатом задачі 1.1: 

0rot  div H


. 0div divrot  div 





t

D
jH




. Змінимо порядок диференціювання 

за координатами та часом: 0 div div 



 D

t
j


. Використавши третє рівняння 

Максвелла, отримуємо: 0 div 





t
j


. 

Задача 2.5. Деякий електромагнітний процес характеризується тим, що всі 

компоненти полів залежать лише від координати z. Показати, що на основі 

рівнянь Максвелла при цьому відсутні поздовжні складові 
zE  і 

zH . 
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Розв’язок: zzyyxx ezEezEezEzEE

 )()()()( . Відповідно до другого 

рівняння Максвелла: 





















 zy

x
x

y

zyx

zyx

ee
z

zE
e

z

zE

zEzEzE
zyx

eee

E





0

)()(

)()()(

rot  

t

zH
а






)(


;  




















t

zy

x

x

y

а

ete
z

zE
e

z

zE
zH

0

0d
)()(1

)(


; 0)( zH z
. Аналогічно 0)( zEz

. 

Задача 2.6. Показати, що електромагнітне поле, яке гармонічно змінюється 

у часі з частотою   в області простору, вільній від джерел, задовольняє 

однорідні рівняння Гельмгольца: 022  mааm EE


;  022  mааm HH


. 

Розв’язок 

І спосіб 

Із четвертого рівняння Максвелла в комплексній формі і матеріального 

рівняння для магнітного поля випливає, що: 0 div div 1  

mаm BH


. Застосуємо 

оператор Лапласа до комплексної амплітуди напруженості магнітного поля: 

)(rot rot rot rot div grad2

mmmm HHHH


 ; 0)(rot rot 2  mm HH


. 

Використаємо перше рівняння Максвелла в комплексній формі для області 

без джерел ( 0 . ест

mj


):  0)(rot 2  mаm EiH


;  0rot 2  mаm EiH


. 

Підставимо вираз для mE


rot  із другого рівняння Максвелла в комплексній 

формі та використаємо матеріальне рівняння для магнітного поля: 

0)(2  mааm HiiH


;  022  mааm HH


. Аналогічно 022  mааm EE


. 

ІІ спосіб 

Рівняння Гельмгольца можна отримати із хвильових рівнянь, усунувши з 

них джерела полів ( 0 . ест

mj


; 0 ) і здійснивши заміну 



i

t

 
: 

0)( 22  mааmаm HiHiH


; 01
2

22 













 mа

аа

а
аm H

i
H

 ; 

0122 











 mа

а

аm HiH
 ; 022  mааm HH


. Аналогічно 022  mааm EE


. 
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Задача 2.7. Довести, що четверте рівняння Максвелла 0 div B


 є наслідком 

другого рівняння 
t

B
E









rot  при деякій умові. Яка ця умова? 

Розв’язок:  Згідно з результатом задачі 1.1:   0rot  div E


;   0 div 




t

B


. 

Змінимо порядок диференціювання за координатами та часом: 0 div 



B

t


; 

0)( div  rfB


, якщо в певний момент часу індукція B

 була соленоїдною. 

Задача 2.8. У круглому циліндричному мідному проводі діаметром 2 мм 

тече постійний струм величиною 6 мА. Визначити дотичну складову 

електричного поля на поверхні проводу. 

Розв’язок: Постійний струм має рівномірний розподіл у поперечному 

перерізі провідника, тому щільність струму дорівнює: 
22 мм

мА
 9,1

4






d

I

S

I
j . 

Відповідно до закону Ома в диференціальній формі: Ej


 ;  /jE  

м

мкВ
 33

См/м 108,5

мА/мм 9,1
7

2




 . 

Задача 2.9. Осердя трансформатора масою 1 кг виконано зі сталі з густиною 

8 г/см
3
 і відносною магнітною проникністю μ = 200. Амплітуда магнітної 

індукції Bm = 2 Тл. Знайти максимальне значення енергії, що запасається в 

осерді, при намагнічуванні його гармонічним струмом. 

Розв’язок: Визначимо об’єм осердя трансформатора: V = m/ρ = 1000/8 см
3
 = 

= 125 см
3
. Оскільки відносна магнітна проникність осердя μ >> 1, то магнітне 

поле можна вважати повністю сконцентрованим в осерді й однорідним у ньому.  

Тоді: Дж 1Дж 
1042002

101254

2
d

2
d

2

1
7

6

0

2


















VB

V
BH

VBHW m

V

mm

V

mmm




. 

Задача 2.10. У певній точці простору миттєві значення векторів поля 

)cos(
10
 tEE


; )cos(

20
 tHH


, де 0

E


 і 0
H


 — постійні вектори. Знайти 

середнє значення і коливальну складову вектора Пойнтинга. 
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Розв’язок: HE


  )cos()cos(
2100

ttHE


 

)2cos(
2

1
)cos(

2

1
21001200

 tHEHE


. 

)cos(
2

1
1200

 HE


;   )2cos(
2

1
2100кол

 tHE


. 

Задача 2.11. Комплексні амплітуди полів електромагнітної хвилі, яка 

поширюється вздовж осі z, записуються таким чином: 

zi

zzyyxx eeyxEeyxEeyxEzyxE  ]),(),(),([),,(


; 

zi

zzyyxx eeyxHeyxHeyxHzyxH  ]),(),(),([),,(
 , де   — стала поширення. 

Використавши рівняння Максвелла в комплексній формі для області без 

джерел, знайти формули зв’язку поперечних і поздовжніх компонент поля. 

Розв’язок: Розпишемо перше та друге рівняння Максвелла в комплексній 

формі, здійснивши заміну 



i

z

 
:   HiE а


rot ;   EiH а


rot ; 

)(rot zzyyxxа

zyx

zyx

eHeHeHi

EEE

i
yx

eee

E
















 ;  

(2)  

(1)    

yа
z

x

xаy
z

Hi
x

E
Ei

HiEi
y

E




















; 

)(rot zzyyxxа

zyx

zyx

eEeEeEi

HHH

i
yx

eee

H
















 ;      

(4)   

(3)      

yа
z

x

xаy
z

Ei
x

H
Hi

EiHi
y

H




















. 

Рівняння (1)–(4) можна розділити на дві системи: система 




)3(

)2(
 відносно 

невідомих xE  і yH ; система 




)4(

)1(
 відносно невідомих yE  і xH . 

Розв’яжемо систему 




)3(

)2(
 за формулами Крамера:  ;

  



















y

H
HiEi

x

E
HiEi

z
yxа

z
yаx
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;

  

2222

1


























































аа

z
а

z

аа

z
а

z

а

а

z

а
z

x

y

H

x

E
i

y

H
i

x

E
i

ii

ii

i
y

H

i
x

E

E























  

2222

2

   

























































аа

z
а

z

аа

z
а

z

а

а

z
а

z

y

x

E

y

H
i

x

E
i

y

H
i

ii

ii

y

H
i

x

E
i

H























 . 

Аналогічно із системи 




)4(

)1(
 знаходимо yE  і xH . Остаточно отримуємо 

формули зв’язку поперечних і поздовжніх компонент поля: 























y

H

x

E

k

i
E z

а
z

x







2

кр

;       





















x

H

y

E

k

i
E z

а
z

y







2

кр

; 























y

E

x

H

k

i
H z

а
z

x







2

кр

;       





















x

E

y

H

k

i
H z

а
z

y







2

кр

, 

де 22
кр  ааk   — критичне хвильове число. 
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Тема 3. Статичні та стаціонарні електромагнітні поля 

Задача 3.1. Заряд q рівномірно розподілений всередині кулі радіусом a. 

Побудувати залежність модуля напруженості електричного поля E


 від 

координати r. Знайти 
) ;0(

)(max
r

rE


. 

Розв’язок: Ця задача має центральну симетрію. 

Тому напруженість електричного поля у сферичній 

системі координат, початок якої співпадає з центром 

кулі, залежить лише від координати r і не залежить 

від кутів θ, φ. Знайдемо об’ємну густину заряду: 

3
3кулі 4

3

3

4 a

q

a

q

V

q






 . 

Використаємо теорему Гаусса для двох випадків: 

1) ar  ;  
S V

VSD dd


;    






2

0 0

r

0

2

3

2

0 0

2 dddsin
4

3
ddsin)( rr

a

q
rrEа ;  

   
  





2

0 0

r

0

2

3

2

0 0

2 ddsind
4

3
dsind)( rr

a

q
rrEа ; 

34

3
)(

3

3

2 r

a

q
rrEа


 ; 

34
)(

a

qr
rE

а
 . 

В області 1 електричне поле є зростаючою функцією радіальної координати r. 

2) ar  ;  
S

qSD


d ; qrrEа   
 2

0 0

2 dsind)( ; qrrEа  24)( ; 
24

)(
r

q
rE

а
 . 

В області 2 напруженість електричного поля є спадною функцією координати r. 

Отже, на границі між областями (при ar  ) 

напруженість електричного поля набуває 

максимального значення: 
2

) ;0(
4

)()(max
a

q
aErE

аr






. 

Цей графік є наближенням розподілу 

напруженості електричного поля атомного ядра. 

Задача 3.2. Дві нескінченні паралельні площини, рівномірно заряджені з 

поверхневими густинами +σ і −σ, є моделлю плоского конденсатора. Вивести 

формулу ємності плоского конденсатора. 
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Розв’язок: Запишемо теорему Гаусса для однієї 

площини з поверхневою густиною заряду +σ: 
S

qSD


d  

S ; SSESESE
бSSS

а 













 


ddd

21

; SESа 2 ; 
а

плE





2
 1 . 

Поле двох заряджених площин знайдемо за принципом суперпозиції полів 

кожної площини: 

а

плпл EE



  1 2 2 . Ємність плоского конденсатора: 

U

q
C   

d

S

Ed

S

lE

S а

L














d

; 
d

S

d

S
C а 0




 , де ε — діелектрична 

проникність середовища між пластинами, S — їх площа, d — відстань між ними. 

Задача 3.3. Циліндричний конденсатор складається з двох металевих 

кругових циліндрів, осі яких співпадають. Простір між циліндрами заповнений 

діелектриком із відносною проникністю ε. Радіус внутрішнього циліндра 

дорівнює a, зовнішнього — b. Висота конденсатора становить l. Знайти ємність 

циліндричного конденсатора. 

Розв’язок: Використаємо теорему Гаусса:  
S

qSD


d . 

qSESESE
бSSS

а 













 


ddd

21

; qrlE  20
; 

rl

q
rE

02
)(


 . 

Різниця потенціалів між обкладками:  ba uuU  

a

b

l

q

r

r

l

q
rrE

b

a

b

a

ln
2

d

2
d)(

00 



  ;   

ab

l

U

q
C

/ln

2 0
 . 

Задача 3.4. Сферичний конденсатор складається з двох концентричних 

металевих сфер, простір між якими заповнений діелектриком з відносною 

проникністю ε. Радіус внутрішньої сфери становить a, зовнішньої — b. 

Визначити ємність сферичного конденсатора. 
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Розв’язок: За теоремою Гаусса:  
S

qSD


d . 

qrrE  2

0 4)( ; 
2

04
)(

r

q
rE


 . Різниця потенціалів 

між сферами: 


 
b

a

b

a

ba
r

rq
rrEuuU

2

0

d

4
d)(  

ab

abq

r

q
b

a



















00 4

1

4
;     

ab

ab

U

q
C




 04

. 

Задача 3.5. По нескінченному циліндричному провіднику радіусом a тече 

змінний струм з комплексною амплітудою щільності 
0

Jj
m
 . Знайти магнітне 

поле всередині та зовні провідника. Яким буде результат при arJj
m

/
0

 ? 

Розв’язок: Використаємо закон повного струму для двох випадків: 

1) ar  ;  


S

m

L

SjlH


dd ;  





2

0

r

0

ddd rrjlH
m

L

 ;  





2

0

r

0

0
dd2 rrJrH ; 

2
22

2

0

r
JrH 


 ; 

2

0
rJ

H 


 . Магнітне поле лінійно зростає зі збільшенням r. 

2) ar  ;  


L

m
IlH 


d ;  






2

0

a

0

ddd rrjlH
m

L

 ;  





2

0

a

0

0
dd2 rrJrH ; 

2
22

2

0

a
JrH 


 ; 

r

aJ
H

2

2

0


 . Зовні провідника магнітне поле спадає обернено пропорційно r. 

Аналогічно при arJj
m

/
0

 :   1) ar  ; 
a

rJ
H

3

2

0


 ;     2) ar  ; 
r

aJ
H

3

2

0


 . 

Задача 3.6. Радіус внутрішнього провідника коаксіальної лінії передачі 

дорівнює a, зовнішнього — b. Лінія заповнена матеріалом з відносними 

проникностями ε, μ.  Знайти хвильовий опір коаксіальної лінії передачі. 

Розв’язок 

І спосіб 

Із теорії довгих ліній відомо, що хвильовий опір 

лінії передачі з Т-хвилею можна знайти за формулою: 

пог

пог
хв

С

L
Z  , де 

погL , 
погС  — погонні індуктивність і 

ємність відповідно. Погонна ємність коаксіальної лінії 

передачі співпадає з погонною ємністю циліндричного 

конденсатора: 
abl

C
С

/ln

2 0
пог


 . Відповідно до закону 
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повного струму:  
L

IlH


d ; IrH  2 ; 
r

I
H




2
. Знайдемо магнітний потік 

через поверхню заштрихованого прямокутника:    

l b

a

а

S

zrHSB
0

ddd


 

LI
a

bIl

r

rIl а

b

a

а 








  ln

2

d

2
. 

a

bl
L ln

2

0




 ; 

a

b

l

L
L ln

2

0
пог




 ; 

пог

пог
хв

С

L
Z  

















2

/ln

2

/ln

2

/ln

0

0

0

0 ababab
;      Ом ln60хв

a

b
Z




 . 

ІІ спосіб 

Погонна ємність коаксіальної лінії передачі співпадає з погонною ємністю 

циліндричного конденсатора: 
abl

C
С

/ln

2 0
пог


 . Фазова швидкість поперечної 

електромагнітної хвилі в лінії передачі без втрат 
погпог00

ф

11
v

СL



 . Тоді 

пог

00
пог

С
L


 . Хвильовий опір лінії передачі: 

пог

00

2

пог

00

пог

пог
хв

ССС

L
Z





 ; 














2

/ln
ln

2 0

0

0

00

хв

ab

a

b
Z ;        Ом ln60хв

a

b
Z




 . 

Задача 3.7. Визначити власну частоту магнетронного резонатора, 

вважаючи, що його плоска частина є конденсатором, а циліндрична — 

індуктивністю. Розміри комірки резонатора вказані на рисунку. 

Розв’язок: Ємність плоского конденсатора: 
d

al

d

S
C к 00 




 . 

За законом повного струму:  
L

IlH


d ; IlH  ; 
l

I
H  . 

Магнітний потік: 
2

0

2

0d r
l

I
rHSB

S

 


. 

LI . Індуктивність циліндра: 
l

r

I
L

2

0



 . 

За формулою Томсона резонансна частота: 

LC
f




2

1
0 






alr

dl

0

2

02
2

002 ar

d


. 
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Задача 3.8. Тороїдний резонатор і його осьовий переріз показані на 

рисунках. Вважаючи центральну частину резонатора плоским конденсатором, а 

тороїдну порожнину — індуктивністю, знайти власну частоту резонатора. 

  

 

 

 

 

 

 

Розв’язок 

Ємність круглого плоского конденсатора: 
d

a

d

S
C к

2

00 



 . Індуктивність 

тороїдної порожнини співпадає з індуктивністю коаксіальної лінії передачі: 

a

bh
L ln

2

0




 . За формулою Томсона резонансна частота: 

LC
f




2

1
0  = 








2

00 ln2

2

a
a

b
h

d

a

b
ha

d

ln2

2

2

00

. 
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Тема 4. Плоскі електромагнітні хвилі 

Задача 4.1. На скільки мм зменшиться довжина електромагнітної хвилі з 

частотою f = 10 ГГц при переході з вакууму в тефлон (ε = 2,05; μ = 1)? Втратами 

в тефлоні знехтувати. Знайти відносне зменшення у відсотках. 

Розв’язок: Довжина хвилі у вакуумі: мм 30
ГГц 10

ГГц][мм 300c
0 




f
. У тефлоні: 

мм 95,20
05,2

мм 30
0

теф





 .   мм 05,9теф0  .  % 30% 100

0





 . 

Задача 4.2. Плоска електромагнітна хвиля з довжиною λ = 10 см, 

поширюючись у вакуумі, в деякій точці створює струм зміщення з об’ємною 

густиною 1,5 А/м
2
. Якими при цьому мають бути швидкості зміни у часі 

електричної і магнітної складових цієї хвилі? 

Розв’язок: 

У вакуумі об’ємна густина струму зміщення дорівнює: 
t

E

t

D
j














0зм . Тоді 

см

В
 107,1

Ф/м1085,8

А/м 5,1 11

12

2

0

зм















j

t

E
. Амплітуди магнітного й електричного 

полів у вакуумі пов’язані за допомогою характеристичного опору: 
0

Z

E
H  . 

см

А
105,4

м

А
5,1

с

м
103с

1 8

2

8

зм

00

зм

00

0зм

00

зм

0






















j

jj

Z

j

t

E

Zt

H
.     

Задача 4.3. У вакуумі поширюється світловий промінь із частотою, що 

відповідає середині діапазону видимих оптичних хвиль (0,750...0,375) мкм. 

Яку частоту, довжину хвилі та колір матиме цей промінь у середовищі без 

втрат із параметрами μ = 1, ε = 2,25? 

Розв’язок: 

Крайні частоти діапазону видимої частини оптичних хвиль дорівнюють: 

ТГц 400
м1075,0

м/с 103с
6

8

черв.

н











f ;   ТГц 800

м10375,0

м/с 103с
6

8

фіол.

в











f . 
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Центральна частота оптичного діапазону ТГц 600
2

вн

0





ff
f . Вона 

відповідає зеленому кольору і не змінюється при переході променя в будь-яке 

середовище. Таким чином, у середовищі з параметрами μ = 1, ε = 2,25 промінь 

має зелений колір і частоту 600 ТГц. 

Довжина хвилі в середовищі на центральній частоті оптичного діапазону: 

мкм 333,0
Гц 10625,2

м/с 103с
14

8

0

00 
















fn
. 

Задача 4.4. Визначити глибину проникнення електромагнітної хвилі з 

частотою f = 1 ГГц у мідь (σ = 5,8∙10
7
 См/м). На скільки дБ загасає 

електромагнітна хвиля при проходженні 1 мм міді? 

Розв’язок 

Перейдемо від комплексної амплітуди напруженості електричного поля до її 

залежності у часі:  







zii

m

zki

m eEeEzE )()(  
 

)cos( E

z

m

ziz

m zteEeeE  






 . Глибина проникнення — це відстань, 

на якій поле (або амплітуда хвилі) спадає в e разів. 1  ee d ; 



1

d ; 

9

129

7

00

10043,1
1085,8102

108,5

2
tg 
















f
. Для провідників 1tg  . Тоді 

коефіцієнт загасання: 












 0

0

0

00

2

00

22
tg

2
f . 

Глибина проникнення: мкм 1,2
11

0








f

d . Загасання електромагнітної 

хвилі при проходженні 1 мм міді: дБ 4136lg20lg20lg20 


 e
d

l
eeL d

l

l . 

Задача 4.5. Плоска електромагнітна хвиля з частотою 10 ГГц поширюється 

в поліетилені (ε = 2,25; tg  = 4∙10
−4

; μ = 1). Амплітуда електричного поля на 

площині z = 0 дорівнює 10 В/м. Знайти середню щільність потоку потужності на 

площині z = 1 м. 
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Розв’язок 

Щільність потоку потужності плоскої електромагнітної хвилі дорівнює 

середньому значенню вектора Пойнтинга: zm
e

Z

E
z 









 2

c

2

1
Re

2

)0(
)(




. Для 

діелектриків 1tg  . Тоді коефіцієнт загасання: 






2

1tg1

c

2

 

1
2

м  063,0tg
c4

tg

c

2 









ff

. Ом  251,3
120

)tg1(
120

24

1

2

c 











 i

eZ . 

См  004,0
1

Re
c










Z
.     

222

063,02

2

м

мВт
  176

м

Вт
  176,0

м

Вт
  004,0

2

10
)м 1(  e . 

Задача 4.6. Плоска електромагнітна хвиля поширюється в середовищі з 

параметрами: ε = 2, μ = 1, σ = 10
−5

 См/м. Визначити коефіцієнт загасання і 

амплітуду напруженості електричного поля в точці, віддаленій від початку 

координат на відстань r = 1 км. Частота коливань дорівнює 0,5 МГц, амплітуда 

напруженості магнітного поля на початку координат становить 10 мА/м. 

Розв’язок 

Знайдемо тангенс кута діелектричних втрат: 18,0
2

tg
00












f
. 

Коефіцієнт загасання хвилі в середовищі: 






2

1tg1

c

2
2

f
 























 

м

1
1033,1

м

1
 

2

1)18,0(1

103

2105,02 3

2

8

6

. 

Характеристичний опір середовища дорівнює: ]Ом[ )tg1(
120

24

1

2

c










i

eZ . 

Амплітуда напруженості електричного поля на початку координат: 


















 



м

В
 64,2]Ом[ 264

м

А
1010]Ом[ )tg1(

120 34

1

2

0c00
HZHE  . 

Амплітуда напруженості електричного поля в точці r = 1 км: 




























м

В
 7,0

м

В
 264,064,2]Ом[ )tg1(

120
)( 4

1

2

00

rr eHeErE . 
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Задача 4.7. Комплексна амплітуда вектора напруженості електричного поля 

плоскої хвилі, яка поширюється вздовж осі z, дорівнює )(
0 y

i

x
eeeEE
  . Знайти 

вид поляризації хвилі, якщо φ = 60°. 

Розв’язок 
















 











 












yx

i

y

i

x

ii

y

i

x
eieieEeeeeeEeeeEE


2
sin

2
cos

2
sin

2
cos)()( 2

0

222

00





























21

2

0

2

0
2

sin
2

cos)(
2

sin)(
2

cos eieeEeeieeeE
i

yxyx

i 
, де yx

eee



1 ; 

yx
eee



2 . Знайдемо скалярний добуток векторів 

1e


 та 
2e


: 011
21

ee


; 

0 ;cos
21

21

21
















ee

ee
ee 




. 
21 ee


 . Ортогональні складові поля плоскої хвилі мають 

лінійну поляризацію і зсув за фазою 90°. При φ = 60° їх амплітуди дорівнюють 

0010
2

3

2

3
2

2
cos EEeEa 





, 

22

1
2

2
sin 0

010

E
EeEb 





. Ця хвиля має ліву 

еліптичну поляризацію. Коефіцієнт еліптичності: 3/  bar . Кут нахилу 

поляризаційного еліпса відносно осі x:  cos11 xx eeee


; 1xe


; 

2
1


yyxx

eeeee


;   
2

1

12
cos

1

1 








 xx

x

x
ee

ee

ee





;    45

2

1
arccos . 

Задача 4.8. Комплексна амплітуда вектора напруженості електричного поля 

плоскої хвилі, яка поширюється вздовж осі z, дорівнює )5,0(
0 yx

eieEE

 . 

Знайти вид поляризації хвилі та коефіцієнт еліптичності. 

Розв’язок 

Складові поля хвилі дорівнюють: xx
eEE


0
 , yy

eeEE
  90

0
5,0 . Амплітуда 

складової по осі x удвічі більша, ніж по осі y. Складова по осі y відстає за фазою 

на 90°, унаслідок чого хвиля має праву еліптичну поляризацію. Велика вісь 

еліпса співпадає з віссю x. Коефіцієнт еліптичності: 2// 
yx

EEbar  . 
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Задача 4.9. Дві плоскі електромагнітні хвилі з лівою і правою коловими 

поляризаціями у площині z = 0 мають вектори напруженості електричного поля 

)(л

0л yx

i
eieeEE



 ; )(п

0п yx

i
eieeEE



 . Визначити вид поляризації хвилі, яка є 

суперпозицією даних хвиль, якщо різниця фаз дорівнює Δφ = φп – φл = 90°. 

Розв’язок 

Нехай 
2

пл

0


 .   Тоді 

2
0л


 ;   

2
0п


 ; 



























 








 




22

0

2

0

2

0пл

0
0л0

)()(
ii

x

i

yx

i

yx

i

eeeeEeieeEeieeEEEE
  

































yx

i
ii

y
eeeEeeei


2
sin

2
cos2 0

0

22 . Як бачимо, при рівних 

амплітудах хвиль із ортогональними коловими поляризаціями складові по осях x 

і y є синфазними або протифазними. Така хвиля має лінійну поляризацію. Кут 

нахилу α вектора електричного поля відносно осі x дорівнює: 

22
tgarctgarctg










 











x

y

E

E
.     При Δφ = 90°:   α = 45°. 

Задача 4.10. Дві плоскі електромагнітні хвилі з ортогональними коловими 

поляризаціями мають комплексні амплітуди полів )( yx

i
eieAeE A






; 

)( yx

i
eieBeE B






 і поширюються вздовж осі z. Визначити коефіцієнт 

еліптичності і кут нахилу відносно осі x поляризаційного еліпса 

електромагнітної хвилі, яка є суперпозицією даних хвиль. 

Розв’язок: Нехай 
2

0
BA 

 ; 
AB  . Тоді 

2
0


A ; 

2
0


B ; 
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2
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2
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i
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2
sin

2
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2
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2
cos iBBiAAei y
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2
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2
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2
sin)(

2
cos)(0 BAiBAeiBAiBAee yx
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2
cos

2
sin)(

2
sin

2
cos)(0
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i
eeBAieeBAe


 

 21 )()(0 eBAieBAe
i 




, де 
2

sin
2

cos1





 yx eee


;  

2
cos

2
sin2





 yx eee


. 

Знайдемо скалярний добуток векторів 
1e


 та 
2e


: 

0
2

cos
2

sin
2

sin
2

cos21 











ee


;   0 ;cos
21

21
21 












 

ee

ee
ee 




.   
21 ee


 . 

Ортогональні складові результуючої електромагнітної хвилі мають лінійну 

поляризацію і зсув за фазою 90°. У загальному випадку їх амплітуди не рівні. 

Результуюча електромагнітна хвиля має еліптичну поляризацію. 

Коефіцієнт еліптичності: 
BA

BA

b

a
r




 . Кут нахилу поляризаційного 

еліпса відносно осі x:  cos11 xx eeee


; 1xe


; 1
2

sin
2

cos 22

1 





e


; 

2
coscos 1

1

1 





 x

x

x ee
ee

ee 



; 

22

AB 



 . 

Задача 4.11. Коефіцієнт еліптичності поляризаційного еліпса 

електромагнітної хвилі r = 3 дБ. Визначити кросполяризаційну розв’язку між 

електромагнітними хвилями з ортогональними коловими поляризаціями, які 

формують цю хвилю. Якою буде кросполяризаційна розв’язка при r = 1 дБ. 

Розв’язок:   413,110разаху  20

3

r . За результатом задачі 4.10: 
BA

BA
r




 . 

Нехай BA , тоді: BArBrA  ; BrAr )1()1(  ; B
r

r
A 






1

1
. 

Кросполяризаційна розв’язка: дБ 3,15
1413,1

1413,1
lg20

1

1
lg20lg20XPI 











r

r

B

A
. 

При r = 1 дБ:   122,110разаху  20

1

r ; дБ 8,24
1122,1

1122,1
lg20

1

1
lg20XPI 











r

r
. 

Задача 4.12. Дві плоскі електромагнітні хвилі з ортогональними лінійними 

поляризаціями поширюються вздовж осі z. Комплексні амплітуди їх електричних 

полів x

i
eAeE A
 

1 ; 
y

i
eBeE B
 

2
. Визначити коефіцієнт еліптичності 

поляризаційного еліпса суперпозиції даних хвиль. 
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Розв’язок: Нехай 
2

0
BA 

 ; 
AB  . Тоді 

2
0


A ; 

2
0


B ; 
























 








 


 y

i

x

i
i

y

i

x

i

eBeeAeeeBeeAeEEE
 2222

21
0

00

. 

Знайдемо проекції комплексної амплітуди результуючої хвилі у коловому 

поляризаційному базисі: )()(22
yxyxy

i

x

i

eieDeieCeBeeAe






. 

; 
2

2
















i

i

iBeDC

AeDC




       ; 

2
2

sin
2

cos
2

sin
2

cos

2
2

sin
2

cos
2

sin
2

cos



























BiBiAA
D

BiBiAA
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; 

2

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

2

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

22

22








 











 













 











 






BABA

D

BABA

C




 . 

2

sin2

2

sin2

22

22







ABBA
D

ABBA
C




 

Використаємо результат задачі 4.10: 
DC

DC
r








 . 






DCDC

DCDC
r





2

2

22

22

2
 







222222

222222

)sin2()(222

)sin2()(222

ABBABA

ABBABA
 

)2cos(2

)2cos(2

)sin21(2

)sin21(2
224422

224422

2224422

2224422











BABABA

BABABA

BABABA

BABABA
. 

2lg10lg20)дБ( rrr  ;  
)2cos(2

)2cos(2
lg10)дБ(

224422

224422






BABABA

BABABA
r . 

Задача 4.13. Ефект Фарадея полягає в повороті площини поляризації 

електромагнітної хвилі при поширенні в намагніченому фериті вздовж 

зовнішнього магнітного поля. Лінійно поляризовану електромагнітну хвилю 

можна представити сумою двох хвиль з ортогональними коловими 

поляризаціями. Намагнічений ферит має різні магнітні проникності для 

електромагнітних хвиль лівої і правої колових поляризацій. Визначити кут 

повороту площини поляризації електромагнітної хвилі з частотою 5 ГГц при 

проходженні 10 см фериту, для якого 
  = 1,9; 

  = 1,7;   = 16;  tg  = 0,003. 
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Розв’язок 

Для феритів 1tg  . Тоді для хвиль ортогональних колових поляризацій: 

 









c2

1tg1

c

2

. Використаємо результат задачі 4.10: 

  

















 


2c2222

fl
l

llAB 90°. 

Задача 4.14. Дві плоскі однорідні електромагнітні хвилі з лінійною 

поляризацією поширюються у вакуумі таким чином, що вектор Пойнтинга 

кожної з них лежить у площині xOz і утворює з віссю z кути φ і 180°−φ. 

Визначити закон зміни вектора сумарного електричного поля, якщо в точці 

початку координат комплексні амплітуди В/м 1
21 y

eEE

 . Визначити відстань 

між вузлами електричного поля вздовж осі z, якщо частота хвиль дорівнює 100 

МГц, а кут φ = 60°. 

Розв’язок 

Зміна фаз хвиль у площині xOz:  cossin)(
11

zxezexr
zx


; 

 cossin)180°cos()180°sin()(
22

zxzxezexr
zx


. 

Запишемо комплексні амплітуди електричних полів у всьому просторі: 

y

zxi

y

ri
eeeezxE
 

  )cossin(

1

1),( ; 
y

zxi

y

ri
eeeezxE
 

  )cossin(

2

2),(  

Комплексна амплітуда сумарного поля: 


),(),(),(
21

zxEzxEzxE


 

y

xi

y

zizi

xi

y

zizixi ezee
ee

eeeee


)coscos(2
2

2)( sin

coscos

sincoscossin 


 




 В/м. 

Між вузлами електричного поля вздовж осі z фаза змінюється на π радіанів: 

 cosz ;   


cos
c

2
z

f
;   м 3м 

60°cos102

103

cos2

c
8

8










f
z . 

Задача 4.15. Потужність лазера в імпульсному режимі дорівнює 1 МВт. При 

якому діаметрі променя виникає пробій повітря імпульсом лазера? 

Розв’язок 

Пробій повітря виникає при амплітуді електричного поля Eпр = 30 кВ/см. 

Характеристичний опір повітря дорівнює Z0 = 120π Ом = 377 Ом. Знайдемо 

щільність потоку потужності електромагнітного поля при пробої повітря: 

22

25

0

2

пр

пр
м

ГВт
 12

м

Вт
 

240

)1030(

2







Z

E
.  Потужність випроміненого імпульсу: 

42

2

0

2

пр

пр

d

Z

E
SP


 . Тоді діаметр променя: см  12

8

пр

2

пр

0 






P

E

PZ
d .    
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Тема 5. Відбиття і заломлення плоских електромагнітних хвиль 

Задача 5.1. Плоска електромагнітна хвиля зі щільністю потоку потужності 

100 
2м

мВт
 падає нормально відносно межі поділу із повітря (ε = 1; μ = 1) у воду   

(ε = 81; μ = 1). Знайти, яка потужність передається поверхні води площею 

поперечного перерізу 1 м
2
. 

Розв’язок 

   Ом 
120

Ом 120
11

1
1









Z ;  Ом 

120

2

2



Z ; 

1

2

п
п

2Z

Εm ; п1п 2  ZΕm ; 

21

1

12

2

12

2
2

120120

12022














ZZ

Z
T ; 

п1

21

1

пз 2
2





 ZΕTΕ mm

; 

      п2

21

21

п

1

2

2

21

1
п

2

1

2

21

1

2

2

з
з

44

2

24

2






















Z

Z

Z

Εm ; 


S

SP


dзз

 
мВт 36

4
п2

21

21

з 



 SS . 

Задача 5.2. Плоска електромагнітна хвиля із частотою f0 = 10 ГГц падає по 

нормалі із повітря (ε = 1; μ = 1) на пластину із полістиролу (ε = 2,55; μ = 1) 

товщиною l. Визначити, при яких l пластина є прозорою для електромагнітної 

хвилі цієї частоти. Знайти коефіцієнт відбиття найтоншої з цих пластин для 

електромагнітної хвилі з частотою 5 ГГц. 

Розв’язок 
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12
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1
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Z
T 


 ; 

1

12

1

12
1

2
Γ

ZZ

Z
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2
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2
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1
. 05,0

21
ΓΓ . При 1

21
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lieΓΓΓ 
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21 . Для 
12

ΓΓ  : 

    leΓ
i
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eiΓeeeΓeΓΓ
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lili

lilililili 


















sin2

2
21 2
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2

1
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ΓΣ = 0 при sin βl = 0; βl = nπ, де n — ціле. 



nl

0

222
; 

22

0

2 




n
l 




2202

c

f

n
 

 
n

n





 мм 4,9

55,2ГГц 102

ГГцмм 300
; мм 4,90 l . 

0220

22

0
2

c

c

2
)(

f

f

f

μεπf
lf 


 ; 

46,0sin2sin2)(
0

2
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12

0

2

1

00 



















































f

f
e

f

f
eΓfΓ

f

f
i

f

f
i

. 

Задача 5.3. Визначити відносну діелектричну проникність і товщину 

покриття на поверхні тефлону (ε = 2,05), яке забезпечує відсутність відбиття 

електромагнітної хвилі з частотою f = 10 ГГц при нормальному падінні. 

Розв’язок 

Коефіцієнт відбиття від двох 

неоднорідностей: 
li

eΓΓΓ 22

21




 . 

0


Γ , якщо 









1

   

22

21

li
e

ΓΓ
. 

21
ΓΓ  ; 

23

23

12

12

ZZ

ZZ

ZZ
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; ))(())(( 12232312 ZZZZZZZZ  ;  21

2

23132 ZZZZZZZ  

1213

2

223 ZZZZZZZ  ; 31

2

2 22 ZZZ  ; 312 ZZZ  ; 
312

120120120














; 

312  43,105,21  . Це відносна проникність спіненого поліетилену 

або пінополістиролу. 122


 li
e ; 

 )12(2 2 nili
ee ;  )12(2 2 nl , де n — ціле. 





 )12(
2

2
0

2 nl ; 
2

0

4

)12(






n
l ; 

2

0
0

4 


l

 
мм 3,6

43,1ГГц 104

ГГцмм 300

4

c

20










f
. 

Задача 5.4. При нормальному падінні плоскої електромагнітної хвилі з 

вакууму на межу поділу середовищ коефіцієнт відбиття на частоті f = 1 ГГц 

дорівнює 6°0,1768354,0  ieΓ . Визначте параметри середовища: відносну 

діелектричну проникність ε, питому провідність σ, тангенс кута діелектричних 

втрат tg δ. Відомо, що відносна магнітна проникність середовища μ = 1. 

Розв’язок 

При нормальному падінні 
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1
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cos1

sin
arctg
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sin
arctg

22
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24

1

2

)sin()cos1(

)sin()cos1(
)tg1( . 

Прирівнявши аргументи і модулі в останньому виразі, отримуємо: 

7341
cos1

sin
arctg

cos1

sin
arctg2 
















































. 89,0 tg  . 

81
)cos21(tg1

cos21
2

2

2


















. 

Знайдемо питому провідність середовища:   





0

 tg ; 

м

См
 489,081

м

Ф
108,85Гц1012 tg2 129

0
 f . 

Задача 5.5. Кут падіння плоскої електромагнітної хвилі, при якому відсутня 

відбита хвиля певної поляризації, називають кутом Брюстера. Для немагнітних 

середовищ кут Брюстера існує лише для || поляризації. Знайти кут Брюстера для 

електромагнітної хвилі, яка падає зі скла (ε = 4,8) у тефлон (ε = 2,05). 

Розв’язок 

0
)(tg

)(tg

ББ

ББ
|| 




Γ . За другим законом Снелла: 1
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2
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8,4

05,2
arctg . 

Задача 5.6. Нормально поляризована хвиля з амплітудою напруженості 

електричного поля E1 = 25 В/м падає на плоску межу поділу повітря-діелектрик 

під кутом φ = 30°. Визначити амплітуду поля заломленої хвилі, якщо параметри 

діелектрика ε2 = 81, μ2 = 1. 

Розв’язок 

За другим законом Снелла: 
1

2

11

22

sin

sin














; 113

sin
arcsin

2

1 

















 ; 

Знайдемо коефіцієнт проходження заломленої хвилі за формулою для 

немагнітних діелектриків без втрат: 176,0
)1133sin(

30cos113sin2

)sin(

cossin2













T . 

Амплітуда електричного поля заломленої хвилі: В/м 4,4
12



ETE . 
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Задача 5.7. Плоска електромагнітна хвиля, що поширюється у вакуумі, 

падає на нескінченну площину ідеального провідника під кутом φ. Визначити 

розподіл сумарного електричного і магнітного полів у вакуумі, якщо вектор E


 

падаючої хвилі перпендикулярний площині падіння. 

Розв’язок 
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Задача 5.8. Плоска електромагнітна хвиля з коловою поляризацією падає із 

повітря (ε = 1) в полістирол (ε = 2,56). Знайти поляризацію відбитої хвилі для 

кутів падіння 0°, 35°, 58°. 

Розв’язок 

За другим законом Снелла: 
1

2

sin

sin









; 




 sinsin

2

1 ; 


















 sinarcsin

2

1 . 

1) При нормальному падінні 












12

12

12

12

||

120120

120120

ZZ

ZZ
ΓΓ  

231,0
156,2

156,2

12

12 








 . Комплексна амплітуда падаючої хвилі з 

коловою поляризацією 
|| п пп EiEE


 

; EEE 
 || п п . Комплексна амплітуда 

відбитої хвилі 
|| п|| пв

EiΓEΓE





. 
п|| п пв

)( EΓEiEΓE





. Відбита хвиля 

має колову поляризацію, ортогональну до поляризації падаючої хвилі. 

2)  35 ; 









 2135sin

56,2

1
arcsin . 292,0

)56sin(

)14sin(

)sin(

)sin(













Γ ; 

168,0
)56(tg

)14(tg

)(tg

)(tg
||










Γ . Комплексна амплітуда відбитої хвилі 

|||| п|| пв
168,0292,0 eEieEEiΓEΓE





. Відбита хвиля має 

еліптичну поляризацію з коефіцієнтом еліптичності 58,0
||

 в

|| в



Γ

Γ

E

E
r 



. 

3)  58 ; 









 3258sin

56,2

1
arcsin ; 438,0

)90sin(

)26sin(

)sin(

)sin(













Γ ; 

0
)90(tg

)26(tg

)(tg

)(tg
||










Γ . Отже, електромагнітна хвиля падає під кутом 

Брюстера. Комплексна амплітуда відбитої хвилі 
 || п|| пв

EiΓEΓE


 


 eEEΓ


438,0
 п

. Відбита хвиля має лінійну поляризацію. Вектор 

електричного поля відбитої хвилі перпендикулярний площині падіння. 
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Тема 6. Хвилеводи 

Задача 6.1. Визначити, які типи хвиль можуть поширюватись у 

заповненому повітрям прямокутному хвилеводі перерізом 23 мм × 10 мм на 

частоті 14 ГГц. 

Розв’язок: 
 

ГГц
1023

150
мм 10мм 232

ГГцмм 300
2222

кр 




































nmnm
f . 

Умова поширення хвилі у хвилеводі:   ff кр . 

ГГц 14ГГц 52,6ГГц
23

1
15010H

кр f .   Хвиля 10H  може поширюватись. 

ГГц 14ГГц 04,13ГГц
23

2
15020H

кр f . Хвиля 20H  може поширюватись. 

ГГц 14ГГц 57,19ГГц
23

3
15030H

кр f . Хвиля 
30H  не може поширюватись. 

ГГц 14ГГц 15ГГц
10

1
15001H

кр f . Хвиля 
01H  не може поширюватись. 

ГГц 14ГГц 36,16ГГц
10

1

23

1
150

22

E,H
кр

1111 
















f . Хвилі 11H , 

11E  і вищі загасають. 

Відповідь: 
10H , 

20H . 

Задача 6.2. Відомо, що для хвилі основного типу в прямокутному хвилеводі 

критична довжина хвилі λкр = 14,4 см, а для хвилі типу H21 вона дорівнює 

λкр = 4,95 см. Визначити розміри поперечного перерізу такого хвилеводу. 

Розв’язок: 

22кр

  

2




















b

n

a

m
. Основним типом хвилі прямокутного хвилеводу є H10. 

a210H

кр
 . Тоді см 2,7

2

10H

кр



a . 

22

H

кр

 

1

 

2

2
21




















ba

; 
21H

кр

22

2

 

1

 

2





















ba
; 

2

H

кр

22

21

2

 

1

 

2


































ba
; 

 
  

 2H

кр

2H

кр

2

22H

кр

2
21

21

21

4

 

44

 

1









a

a

ab
; 

 2H

кр

2

H

кр

21

21

2 




a

a
b ; 

 
 

       
см 4,3

95,444,142

см 95,44,14

42

4
4

222H

кр

2H

кр

H

кр

H

кр

2H

кр

2H

кр

H

кр

H

кр

2110

2110

21

10

2110
















b . 

 Відповідь: a × b = 7,2 × 3,4 см
2
. 
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Задача 6.3. Знайти, які типи хвиль можуть поширюватись у заповненому 

повітрям круглому хвилеводі діаметром 2 см на частоті 12 ГГц. 

Розв’язок: Умова поширення хвилі у хвилеводі:   ff кр . 





a
f

2

c11H

кр
11  

 
ГГц 12ГГц 790,8

см 2

ГГцсм 301,841c11 










D
. Хвиля 11H  може поширюватись. 

ГГц 12ГГц 483,11ГГц
2

30405,2c01E

кр
01 











D
f . Хвиля 01E  може поширюватись. 

ГГц 12ГГц 582,14ГГц
2

30054,3c21H

кр
21 











D
f . Хвиля 

21H  і вищі загасають. 

Відповідь: 
11H , 

01E . 

Задача 6.4. Визначити смугу частот однохвильового режиму роботи 

прямокутного хвилеводу перерізом 35 мм × 15 мм у ГГц і %. 

Розв’язок: Два перші типи хвиль прямокутного хвилеводу — H10, H20. 

 
ГГц 286,4

мм 352

ГГцмм 300

2

c
10H

кр 





a
f . 

 
ГГц 571,8

мм 35

ГГцмм 300c
20H

кр 



a

f . 

 
aaa

fff
2

c

2

cc
1020 H

кр

H

кр  .  
a

aaff
f

4

3c

2

c

2

c

2

2010 H

кр

H

кр

0 






 .  


 %100
0f

f
f  

%67%100
c3

4

2

c


a

a
.       Відповідь:   4,286–8,571 ГГц,   67%. 

Задача 6.5. Знайти смугу частот одномодового режиму роботи заповненого 

повітрям круглого хвилеводу діаметром 5 см у ГГц і %. 

Розв’язок: Два перші типи хвиль круглого хвилеводу — H11, E01. 





D
f

c11H

кр
11  

 
ГГц 516,3

см 5

ГГцсм 301,841





 . 

 
ГГц 593,4

см 5

ГГцсм 30405,2c01E

кр
01 











D
f . 

DD

ν
fff











c,5640)c( 1101H

кр

E

кр
1101 . 

DD

νff
f














c123,2

2

)c(

2

1101

E

кр

H

кр

0

0111

. 

%27%100
123,2

564,0
%100

0





f

f
f .       Відповідь:   3,516–4,593 ГГц,   27%. 

Задача 6.6. Групова швидкість хвилі типу H10 у прямокутному хвилеводі 

перерізом a×b  на частоті 10 ГГц дорівнює 0,8∙c, де c — швидкість світла. 

Визначити довжину хвилі у хвилеводі λхв, розмір широкої стінки a, 

характеристичний опір. 
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Розв’язок 

2

0H

гр
2

1cv 10 






 


a
; мм5,37

0,8

c

v

c

2
1c

c

2
1

10

10

H

гр

2

2

0

0

2

0

0H

хв















 












 





ff

aa

 

мм 25

c

v
12

c
2

H

гр

10




















f

a ;     
   

Ом 471
0,8

Ом 120

v

c

2
1

Ом 120
1010 H

гр

0

2

0

H












 





Z

a

Z . 

Відповідь: λхв = 37,5 мм; a =25 мм; Ом 471
10H
Z . 

Задача 6.7. Хвиля H10 прямокутного хвилеводу перерізом 23 мм × 10 мм 

збуджується штирем, розміщеним на відстані z0 від закороченого кінця 

хвилеводу та x0 від бокової стінки. Знайти вказані координати при збудженні 

максимального поля хвилі на середній частоті однохвильового режиму роботи. 

Розв’язок 

Для збудження максимального поля хвилі H10 

штир повинен розміщуватись паралельно 

електричному полю (вздовж осі y) в 

координатах максимуму електричного поля 

хвилі H10, тому 
2

0

a
x  мм 5,11 . 

Повздовжня координата z0 визначається з 

умови синфазності хвилі, яка поширюється 

вздовж осі z, і хвилі, відбитої від закороченого 

кінця хвилеводу:  2 ;  200 zz ; 

2
0


z ; 

4222

хвхв
0












z . 

Середня частота однохвильового режиму 

роботи хвилеводу: 
a

ff
f

4

3c

2

2010 H

кр

H

кр

0 


 . 

Довжина хвилі: 
5

4

2

c
1

/c

2
1

2

0

0

2

0

0H

хв
10

a

af

f

a






















 



 .   

4

хв
0


z мм 3,10

5


a
. 

Відповідь:   
2

0

a
x  мм 5,11 ;   

4

хв
0


z мм 3,10

5


a
. 
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Задача 6.8. У прямокутному хвилеводі із внутрішніми розмірами 

поперечного перерізу 23 × 10 мм
2
 значення амплітуди напруженості 

електричного поля хвилі основного типу 4 кВ/см. Розрахувати амплітудне 

значення напруженості магнітного поля та перенесену потужність, якщо 

довжина хвилі генератора дорівнює 3,2 см. 

Розв’язок: 

Основним типом хвилі у прямокутному хвилеводі є H10. Характеристичний 

опір прямокутного хвилеводу для хвилі H10 дорівнює: 
mx

my

H

E
Z

 

 

H10
 

Ом 525

46

32
1

Ом 120

2
1

Ом 120
 

1

Ом 120
222

кр























 



























a

. Тоді амплітуда напруженості 

поперечної складової магнітного поля А/см 6,7
Ом 525

В/см 4000

10H

 

 


Z

E
H

my

mx
. 

Хвильовий опір за потужністю і напругою еквівалентної довгої лінії для 

хвилі H10 прямокутного хвилеводу: 
2

кр

H

H

  ,

1

Ом 120
22

10

10

екв.























a

b
Z

a

b
Z

UP
. 

Потужність, яка переноситься хвилею H10, дорівнює: 



10

екв.

H

  ,

2

екв.

2
UP

Z

U
P  

кВт 5,17
Ом 5254

см 1см 3,2)кВ/см4(

422

d
2

H

2

 

H

  ,

22

 

H

  ,

2

0

 

10

10

екв.

10

екв.































Z

baE

Z

bE

Z

yE
my

UP

my

UP

b

my

. 

Відповідь: А/см 6,7
 


mx
H ; кВт 5,17P . 

Задача 6.9. Хвиля H10 поширюється у прямокутному хвилеводі з 

поперечними розмірами a = 7,2 см; b = 3,4 см. Визначити поперечні координати 

поздовжніх площин, у яких вектор напруженості магнітного поля має колову 

поляризацію на частоті 2,95 ГГц. 
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Розв’язок 

Комплексні амплітуди компонент напруженості магнітного поля хвилі H10: 

zi

x
e

a

x
H

ai
H 




 sin

0

H10 ; 
zi

z
e

a

x
HH 

 cos
0

H10 . Три умови, необхідні для утворення 

хвилі колової поляризації: 

1) zx HH


  — виконується; 

2)  90 
zx HH  — виконується; 

3) 
zx

HH   ; 
a

x

a

xa 







cossin ; 

aaaa

x

22
tg хвхв 
















; 

a

a
x

2
arctg хв

1




 см 8,1

4)2/c(1

2/c
arctg

2

0

0 



a

af

afa
. 








 





a

a
xax

2
arctg хв

12 см 4,5
4

3


a
. 

Задача 6.10. Чвертьхвильовий трансформатор використовується для 

узгодження на частоті 38 ГГц двох прямокутних хвилеводів із розмірами 

поперечних перерізів 4,78 мм × 2,39 мм і 4,78 мм × 1,21 мм. Ширина 

трансформатора становить 4,78 мм. Знайти висоту і довжину трансформатора. 

 

Розв’язок: За результатом задачі 5.3 хвильовий опір 

чвертьхвильового трансформатора 21т ZZZ  . 

Оскільки a1 = a2 = ат, то  тH2 H1 H 101010
ZZZ  . Тоді 

хвильовий опір хвилеводів і трансформатора визначаються за формулою 

10H хв const Z
a

b
Z i

i  ;  
101010 H

2
H

1
H

т constconstconst Z
a

b
Z

a

b
Z

a

b
 . 

мм 70,121т  bbb . Довжина чвертьхвильового трансформатора 
4

 тхв
т


l  = 

мм 50,3
)2/c(14

/c
2





af

f
. 

Відповідь:   мм 70,1т b ;   мм 50,3т l . 
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α α 

 

a 
 

z 0 

L 

 

Задача 6.11. На широкій стінці 

прямокутного хвилеводу прорізано дві 

дзеркально-розташовані відносно осі x 

ідентичні нахилені щілини. Відстань між 

центрами щілин уздовж осі хвилеводу z0; 

поперечна координата центрів щілин x0; 

кут нахилу щілин відносно поперечної 

площини α; довжина щілин L. Визначити 

фазовий зсув між хвилями, що 

відгалужуються щілинами із хвилеводу, 

по якому поширюється хвиля типу Н10. 

Знайти фазовий зсув, якщо: x0 = а/4; α = 22,5°; z0 = λхв/8, де λхв = 2а; λхв — довжина 

хвилі у хвилеводі; а — розмір широкої стінки хвилеводу. Довжина щілини L < а/4. При 

розрахунку фазового зсуву довжину і ширину щілин не враховувати. 

Розв’язок 

Комплексні амплітуди компонент магнітного поля хвилі H10 є такими: 

zi

x
e

a

x
H

ai
H 




 sin

0

H10 ; 
zi

z
e

a

x
HH 

 cos
0

H10 . Комплексна амплітуда паралельного 

першій (лівій на рисунку) щілині магнітного поля, що відгалужується нею: 






















sincoscossinsincos 00

01 ||

1

a

x

a

xai
eHHHH

zi

zx
  






















ctgtg1sincos 0

0

1
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xai
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x
H
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ctgtgarctg
0

2

0

0
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1sincosctgtg1
a

xa
i
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ee

a

x

a

xa
H . 

Аналогічно комплексна амплітуда паралельного другій (правій на рисунку) 

щілині магнітного поля, що відгалужується нею: 






















sincoscossinsincos 00

02 ||

2
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x
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xai
eHHHH
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2sincosctgtg1 a
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i
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ee

a

x

a

xa
H . 

Як бачимо, щілини відгалужують хвилі з однаковими амплітудами і різницею фаз: 








































 ctgtgarctgctgtgarctg 0

2

0

121
a

xa
z

a

xa
z  











































 ctgtgarctg

2
2ctgtgarctg2)( 0

0

0

12
a

xa
z
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zz . 
















 tgctgarctg2 0

0
a

x

a
z .   







 90)5,22 arctg(tg2

8

360 хв

хв

. 

Відповідь:  Δφ = 90°. 

x 

x0 

z0 
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Тема 7. Лінії передачі з хвилями типу Т (ТЕМ) 

Задача 7.1. Двопровідна лінія передачі розташована в повітрі. Діаметр її 

провідників d  = 1 см, хвильовий опір 
хвZ  = 275 Ом. Знайти відстань D  між 

осями провідників лінії. 

Розв’язок: 
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d

D

d

D
























 ;  1

2

120

хв











d

D

d

D
e

Z

;  1

2

120

хв











d

D

d

D
e

Z

; 

1

22

120

хв

























d

D

d

D
e

Z

; 12

22

12060

хвхв




















d

D

d

D

d

D
ee

ZZ

; 12 60120

хвхв
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Z

Z

;   Ом  arch120хв 













d

D
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см. 5
120

ch хв 









Z
dD  

Задача 7.2. N-роз’єм містить заповнену повітрям коаксіальну лінію з 

діаметром провідників d  = 3 мм, D  = 7 мм і тефлонову коаксіальну шайбу     (  

= 2,05) із діаметром отвору 
Тd  = 3 мм. При якому діаметрі шайби 

ТD  вона є 

узгодженою з коаксіальною лінією? 

Розв’язок 

 

Ом 50,8Ом ln60п

хв











d

D
Z ;  Ом ln

60
ТТ

хв

П

хв 











d

D
ZZ ; 

Ом 60
ln хвТ










 Z

d

D
; Ом 60Т

хв 


Z

e
d

D
; мм. 10

Ом 60
exp хв

Т










 


Z
dD  

 

Задача 7.3. Діелектриком коаксіального кабелю РК 75-13-11 є поліетилен         

(  = 2,25). Знайти смугу частот однохвильового режиму роботи кабелю при 

поширенні Т-хвилі. 

Розв’язок 

Ом 75хв Z ;   мм 13D ;   Ом ln
60

хв 











d

D
Z ;   Ом 60

хв 


Z

e
d

D
;   мм 2Ом 60

хв


Z

eDd ; 

0T

кр f ;   
 

 
 

ГГц 49,8
мм )132(2,25

ГГцмм 3002с2
11H

кp 










Dd
f . 

Відповідь:   0–8,49 ГГц. 
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Задача 7.4. Коаксіальний кабель із хвильовим опором 50 Ом має внутрішній 

діаметр металевої оболонки D  = 9 мм. Визначити діаметр внутрішнього 

провідника та частотні границі однохвильового режиму роботи кабелю, якщо він 

заповнений діелектриком із відносною проникністю   = 2,0. 

Розв’язок 

Хвильовий опір коаксіального кабелю дорівнює:  Ом ln60
хв 














d

D
Z . 

Для заповненого діелектриком кабелю отримаємо:  Ом ln
60

хв 











d

D
Z . Тоді 













d

DZ
ln

Ом 60

хв ; мм 77,2Ом 60
 хв





Z

eDd . Частотні границі однохвильового 

режиму роботи: 0T

кр f ; 
 

 
 

ГГц 5,11
мм )977,2(2

ГГцмм 3002с2
11H

кp












Dd
f . 

Відповідь:   d = 2,77 мм;   0–11,5 ГГц. 

Задача 7.5. Визначити хвильовий опір коаксіальної лінії передачі, при 

якому по ній передається максимальна потужність. Чому він дорівнює для лінії, 

заповненої поліетиленом (  = 2,25), і для лінії, заповненої повітрям (  = 1)? 

Розв’язок 

Максимальна потужність, що передається по коаксіальній лінії, 

визначається допустимою напруженістю електричного поля, при якій виникає 

пробій діелектрика:   aErEE m
 bar
m //max

);(  
max 



. Тоді aEEm  max
. Середня 

потужність 
a

b
a

Z

eE
rre

rZ

E
SHESP

zb

a

zm

SS

lndd
2

1
d)Re(

2

1
d 2

c

22

max

2

0

2

2

c

2 





  



. 

0




a

P
; 0ln2

2

2 


















a

b

b

a
a

a

b
a ; 

2

1
ln 

a

b
. Хвильовий опір  Ом 30max

хв





P
Z . 

Для коаксіальної лінії, діелектриком якої є поліетилен:  Ом 20max

хв 
P

Z . 

Для коаксіальної лінії, заповненої  повітрям:  Ом 30max

хв 
P

Z . 

Задача 7.6. Коефіцієнт загасання коаксіальної лінії передачі визначається за 

формулою 
)/ln(2

)/1/1(

c abZ

bar s 
 , де 

sr  — поверхневий опір провідників. Знайти 

хвильовий опір, при якому загасання є мінімальним. Чому він дорівнює для лінії, 

заповненої поліетиленом (=2,25), і для лінії, заповненої повітрям ( =1)? 
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Розв’язок 

)/ln(2

)/1(

c abbZ

abr s 
 . 0





a
; 0

)/(ln

1ln

2

22






















ab

a

b

b

a

a

b

a

b

a

b

; 0ln11 









a

b

a

b
; 

59,3
a

b
.   278,1ln 

a

b
.   Хвильовий опір    Ом 77min

хв






Z . 

Для коаксіальної лінії, діелектриком якої є поліетилен:  Ом 51min

хв 


Z . 

Для коаксіальної лінії, заповненої  повітрям:  Ом 77min

хв 


Z . 

Задача 7.7. Визначити хвильовий опір симетричної смужкової лінії, 

заповненої тефлоном (  = 2,05), при dw /  = 0,35. При якому відношенні dw /  

хвильовий опір дорівнює 50 Ом? 

Розв’язок 

Ом 2,83Ом 
35,0441,0

05,2/30
Ом 

/441,0

/30
хв












dw
Z . 

Функція )/(хв dwZ  є спадною, тому для отримання Ом 83,2Ом 50хв Z  

відношення 35,0/ dw . Отже, 
хвZ  розраховується за першою формулою: 

Ом 
/441,0

/30
хв

dw
Z




 ; Ом 

30
441,0

хвхв






d

w
ZZ ; хвхв

441,0Ом 
30

Z
d

w
Z 




 ; 

876,0441,0
Ом 5005,2

Ом 30
441,0

Ом 30

хв












Zd

w
. 

 

Задача 7.8. Знайти хвильовий опір мікросмужкової лінії передачі на 

кремнієвій підкладці (  = 11,8), якщо d  = 1 мм, w  = 0,8 мм. 

Розв’язок 

75,7
25,1121

1

2

8,10

2

8,12

/121

1

2

1

2

1
еф 













wd
; 

18,0/ dw ;    Ом 50
4

8,0

8,0

8
ln

75,7

60

4

8
ln

60

еф

хв 





















d

w

w

d
Z . 
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Тема 8. Об’ємні резонатори 

Задача 8.1. Зовнішній діаметр D коаксіального резонатора із міді 

(σ = 5,8∙10
7
 См/м) становить 10 см. Резонатор заповнений повітрям. При яких 

висоті та внутрішньому радіусі власна добротність для коливання T1 є 

максимальною? Чому вона дорівнює? Чи є коливання T1 основним при 

оптимальних розмірах? Визначити резонансну частоту коливання T1 і хвильовий 

опір коаксіальної лінії, що формує оптимізований резонатор. 

Розв’язок 

),(/4

Ом5,15

),(4
2

)()/ln(4

)/ln(2
Q 0р

T

0
1

bahllbahl

l
f

balabab

ababl

d 










 , де 

)/ln(

/1/1
),(

ab

ba
bah


 . Власна добротність є максимальною при мінімумі знаменника 

її виразу. Згідно з нерівністю Коші:  ),(
4

2),(
4

bahl
l

bahl
l

 ),(4 bah . 

Сума доданків є мінімальною при їх рівності: 
optopt

opt

4
hl

l
 . 

opt

opt

4

h
l  . 

ba

ab
l

/1/1

)/ln(4

opt

opt

opt


 . Мінімум суми дорівнює opt4 h  і він досягається при мінімумі 

виразу ),( bah . 0
),(






a

bah
; 0

)/(ln

11
ln

1

2

22






















ab

baa

b

b

a

a

b

a
; 0ln11 










a

b

a

b
.     

59,3
opt
















a

b
.     278,1ln

opt
















a

b
. 

Хвильовий опір коаксіальної лінії, що формує оптимізований резонатор 

 Ом 77opt

хв Z . Він дорівнює хвильовому опору, при якому загасання в 

заповненій повітрям коаксіальній лінії передачі є мінімальним. см 5
2


D
b . 

см 4,1
18,759,3

opt 
Db

a . 
Dab

ba
h

18,7

)/ln(

/1/1

opt

opt

opt 


 . см 6,5557,0
4

opt

opt  D
h

l . 

optopt 361,0557,0 abDDl  , тому при оптимальних розмірах коливання T1 є 

основним. 

 
см 01

ГГцсм 030,9c0,9

2

c

opt

T
р

1






Dl

f  = 2,7 ГГц. 

Ом54,4
4

Ом5,15
Qmax 

opt

T

0
1 


 D

h
 = 10934. 
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Задача 8.2. Розрахувати добротність та ККД прямокутного об’ємного 

резонатора, заповненого сухим атмосферним повітрям, з енергією 

електромагнітного поля Wрез = 10
−7

 Дж, коливанням типу H102, геометричними 

розмірами a = 25 мм, b = 10 мм, l = 40 мм і потужністю втрат Pвтр = 100 мВт. 

Розв’язок: 

Знайдемо резонансну частоту коливання H102: ГГц 6,9
41

2

c
22

H

р

102 



la

f . 

За визначенням власна добротність: 



втр

рез

р

втр

рез

втр

рез

0
222Q

P

W
f

TP

W

W

W
 

60319
10100

10
106,92

3

7

9 







. ККД резонатора — це відношення енергії, яка 

запасається в резонаторі, до повної енергії електромагнітного поля в резонаторі: 

%99,999999,0
Q/21

1

2Q

Q

2/2

/2

00

0

втрзап

втрзап

втрзап

зап 














WW

WW

WW

W
.  

Відповідь:  60319Q
0
 ;  %99,99 . 

Задача 8.3. Знайти добротність порожнистого прямокутного резонатора з 

розмірами a = 200 мм; b = 90 мм; l = 290 мм для коливання основного типу. 

Металом стінок є залізо (σ = 1∙10
7
 См/м). 

Розв’язок 

Оскільки lab  , то основним є коливання H101. 22

H

р

11

2

c
101

la
f   = 911,1 МГц. 




0р

1

f
d  = 5,3 мкм.     

)(2)(

)(1
Q

3322

22
H

0
101

lablaal

laabl

d 


  = 9430. 

Задача 8.4. Визначити смугу пропускання за рівнем −3 дБ для 

порожнистого циліндричного резонатора радіусом 100 мм і висотою 200 мм для 

коливання основного типу. Металом стінок є залізо (σ = 1∙10
7
 См/м). 

Розв’язок 

Оскільки al  2,03мм 203мм 200  , то основним є коливання E010. 

 
мм  1002

ГГцмм 003,4052

2

c,4052
010E

р










a
f  = 1148,3 МГц.     




0р

1

f
d  = 4,7 мкм. 

la

al

d 


1
Q 010E

0  = 14194.     
14194

МГц 3,1148

Q 010

010

E

0

E

р

дБ 3  

f
f  = 80,9 кГц. 
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Тема 9. Елементарні випромінювачі 

 
Задача 9.1. Визначте амплітудні значення напруженостей електричного та 

магнітного полів, а також середнє значення вектора Пойнтинга на відстані r від 

ізотропного джерела випромінювання потужністю P. 

Розв’язок 

Ізотропне джерело випромінює з однаковою інтенсивністю за всіма 

напрямками. Тому значення полів і вектора Пойнтинга у сферичній системі 

координат залежать лише від відстані r і не залежать від кутів θ, φ. Тоді: 

2
2

0 0

2 4)(ddsin)(d)( rrrrSrP
S

  
 




. 

24
)(

r

P
r


 . 

З іншого боку: 
2

)(

2

)(
|))()(Re(|

2

1
)( c

2

c

2 ZrH

Z

rE
rHrEr mm








. 

Тоді амплітудні значення напруженостей полів дорівнюють: 

r

P

r

P
rZrE

m

Ом 60

4
Ом 240)(2)(

2c





 ; 

Ом 240

1

Ом 120

Ом 60)(
)(

c

P

rr

P

Z

rE
rH m

m






 . 

Відповідь: 
r

P
rE

m

Ом 60
)(


 ; 

Ом 240

1
)(

P

r
rH

m


 ; 
24

)(
r

P
r


 . 

Задача 9.2. Амплітудна діаграма спрямованості — це залежність амплітуди 

напруженості електричного поля антени в зоні випромінювання від кутових 

координат θ, φ на сфері постійного радіуса. Діаграму спрямованості антени 

нормують відносно її максимального значення. 

Знайти ширину головного пелюстка діаграм спрямованості елементарних 

випромінювачів у Е- та H-площинах за рівнем −3дБ і −10дБ. 

Розв’язок 

Діаграма спрямованості елементу Гюйгенса: 
2

cos1
)( ,


HEF . Діаграми 

спрямованості всіх інших елементарних випромінювачів:  sin)(EF ; 1)( HF . 
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Якщо спрямувати вісь сферичної системи координат уздовж напрямку 

максимального випромінювання, то:   cos)(EF . 

Оскільки в Н-площині )(HF  — це коло, то:   36022 дБ 10дБ 3 . 

У Е-площині: дБ 3coslg20)(lg20 дБ 3дБ 3  EF ; 


 4510 arccos 20

3
 

дБ 3 ; 

 902 дБ 3 ;     437110  arccos 20

10
 

дБ 10




 ;      1432 дБ 10 . 

Для елементу Гюйгенса в Е- та Н-площинах:  )(lg20 дБ 3 , HEF  

дБ 3
2

cos1
lg20 дБ 3 


 

; 1102cos 20

3
 

 ,

дБ 3- 


HE
; 5265)1102( arccos 20

3
 

 ,

дБ 3-



HE

; 

 1312  ,

дБ 3-

HE
; 43111)1102( arccos 20

10
 

 ,

дБ 10-



HE

;  2232  ,

дБ 10-

HE
. 

Відповідь: для елементу Гюйгенса:  13122 дБ 3-дБ 3-
HE ;  22322 дБ 10-дБ 10-

HE
; 

для інших елементарних випромінювачів:  902 дБ 3 ;  3602 дБ 3 ;  

 1432 дБ 10 ;  3602 дБ 10 . 

Задача 9.3. Коефіцієнт спрямованої дії — це параметр антени, який показує, 

у скільки разів необхідно збільшити потужність випромінювання при заміні 

даної антени на еталонну, щоб отримати ту ж напруженість поля в точці 

прийому. Найчастіше як еталонну антену використовують фіктивний абсолютно 

не спрямований (ізотропний) випромінювач. У напрямку максимального 

випромінювання:   

 







2

0 0

2
0

ddsin) ,(

4

F

D . 

Визначити коефіцієнт спрямованої дії для елементарних випромінювачів. 

Розв’язок 

Діаграма спрямованості елементу Гюйгенса: 
2

cos1
) ,(


F . 

3

2
cosd

2
cos2

1

d
2

sin
2

cos2
2

cos2

4

ddsin
2

cos1

4
0

1

5

0

4
2

0 0

20 








 






















 




 


D . 
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Діаграма спрямованості інших елементарних випромінювачів:  sin) ,(F .       

5,1

d3sin
4

1
sin

4

3

2

dsind

4

0

2

0 0

3
0 


















 
 

D . 

Відповідь: для елементу Гюйгенса D0 = 3; для інших елементарних 

випромінювачів D0 = 1,5. 

Задача 9.4. Опір випромінювання — це опір, потужність втрат якого 

дорівнює потужності випромінювання антени. Вивести формули для опору 

випромінювання диполя Герца, елементарного рамкового випромінювача, 

елементарного щілинного випромінювача, розміщених у повітрі. 

Розв’язок 

Поля диполя Герца в дальній зоні: c

2

sin
r

i

e
r

lIi
H










 ;  EEr

 ; c

2

sin
r

i

Ze
r

lIi
E










 . 

r

r
i

r
i

e
r

ZlI
eee

r

lIi
Ze

r

lIi
HE


22

222

c

*

c

8

sin
)(

2

sin

2

sin
Re

2

1
)Re(

2

1





























 




. 

Потужність випромінювання: 




S

SP


d  



  

2

0 0

2

22

222

ddsin
8

sin
r

r

ZlI
 

































  R

IlIZlIZlI

2
Ом 80

23

4
2

8
dsind

8

2
2

2

2

2

22

0

3
2

0
2

22 
. 

 Для диполя Герца Ом 80

2

2












l
R . 

Поля елементарного рамкового випромінювача в дальній зоні: 

c

2

е sin
r

i

Ze
r

SI
E










 ;      HH r

 ;     c

2

е sin
r

i

e
r

SI
H










 . 

Середнє значення вектора Пойнтинга: 
r

e
e

r

ZSI
HE


42

2222

2

sin
)Re(

2

1








. 
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Потужність випромінювання: 



  







2

0 0

2

42

2222

ddsin
2

sin
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