 5. ОЦIНКА ТА ФIЛЬТРАЦIЯ ПАРАМЕТРIВ СИГНАЛIВ

5. 1. ОСНОВНI  ПОНЯТТЯ ТА ВИЗНАЧЕННЯ

Прийнятий радiотехнiчною системою сигнал несе важливу для одержувача (абонента, використовувача РТС) iнформацiю, яка мiститься в значеннях тих чи iнших параметрiв сигналу: в амплiтудi, частотi, у фазi, в часi запiзнення, напрямку приходу сигналу, кутах повороту площини поляризацiї  тощо.

Принцип побудови системи визначає, який саме параметр необхiдно вимiрювати. Оцiнивши параметри сигналу, можна визначити вiддаль, рiзницю вiддалей, кутовi координати, радіальну і кутову швидкостi об'єкта.

Для забезпечення найвищої точностi вимiрювання координат необхiдно оцiнювати параметри прийнятих радiосигналiв в найоптимальніший спосіб. Як i задача виявлення сигналiв, задача оцiнювання їх параметрiв є статистичною, i її оптимальний розв'язок можна одержати шляхом використання роздiлу теорiї статистичних розв'язкiв —теорiю оцiнювання параметрiв.

Статистична задача оцiнювання параметрiв сигналу формулюється в такий спосіб. Нехай протягом деякого часу ведеться спостереження за випадковим процесом y(t) - сумiшшю корисного сигналу i шуму. Корисний сигнал залежить вiд невiдомих парамет-рiв, значення яких не змiнюються на iнтервалi спостереження. 

Параметри сигналу можна роздiлити на iнформацiйнi та неiнформацiйнi.

Iнформацiйнi параметри Q = (Q1,Q2,,Q3,...,Qn) несуть корисну iнформацiю про координати та параметри руху об'єкта i їх необхiдно оцiнювати. Прикладом iнформацiйного параметра є час запiзнення вiдбитого вiд об'єкта радiосигналу, за яким в активнiй радiолокацiї визначається вiддаль до об'єкта.

Неiнформацiйнi параметри J = (J1,J2,J3,...,Jm) - це параметри, якi перешкоджають точному оцiнюванню iнформацiйних параметрiв,  i їх оцiнка не проводиться. Прикладом неiнформацiй-ного параметра може бути початкова фаза високочастотного заповнення радiоiмпульсiв.

Оцiнювання параметрiв та виявлення сигналу часто злива-ються в один процес. Однак за початкового теоретичного аналiзу зручнiше розглядати їх окремо. При цьому вважається, що в результатi виявлення встановлюється факт наявностi об'єкта або його вiдсутностi в певних дiлянках простору, грубо заданих значеннями параметрa b, за яких iснує розв'язок L″[y(t)/b]=1. Тут L{.} – деякий оператор, дія якого на прийняту реалізацію y(t) забезпечує одержання  необхідного результату.
У результатi вимiрювання значень параметрiв Q повиннi одержуватися точнiші  оцiнки вiддалi, радiальної швидкостi, кутових координат за допущення, що об'єкт знаходиться в певнiй дiлянцi простору достовiрно.

Параметр Q може бути неперервною величиною або ж приймати дискретну множину значень. У  результатi  спостереження на  вiдрiзку часу  [0, Tc]   реалiзацiї  y ={y(t), 0 < t< Tc} випадкового процесу y(t) приймається рiшення b٭=L{y(t)} , яке i використову-ється як невiдоме значення параметра Q. При цьому розв'язок b٭  називається точковою оцiнкою (або просто оцiнкою) параметра Q.

Оцiнка називається точковою, якщо для кожної скалярної складової параметра (вiддалi, кутової координати тощо) дається одне оцiнкове значення. При цьому оцiнка b٭  характеризується точкою простору параметрiв.

Оцiнка називається iнтервальною, якщо вказується дiлянка простору параметрiв (вiдрiзок прямої), iмовiрнiсть попадання iстинного значення параметра в цю дiлянку повинна знаходитися в допустимих межах.

Спостереження за реалiзацiєю y(t) ведеться неперервно або у дискретнi моменти часу. Неперервнi випадковi величини {y(t) =Yi, i=1, 2, 3,...,k} описуються m+n —вимiрною щільністю розподiлу iмовiрностей p(y/Q, J) ( тут i надалі y ={Y1, Y2, ...Yk}), яка залежить як вiд iнформацiйних, так i вiд неiнформацiйних параметрiв сигналу. Оскільки неiнформацiйнi параметри є шкiдливими, то доцiльно їх вплив на р(y/Q) усунути. Найпростiше це реалiзувати за бейєсiвськiй постановки задачi, коли J ={J1, J2, ... Jm} — вектор випадкових величин, щільність розподiлу iмовiрностей якого (апрiорна щільність)  є вiдома.

 Тодi за правилами теорiї iмовiрностей можна обчислити
   ∫…∫ p(y/Q,J) p(J) dJ1....dJm= ∫...∫ p(y,J/Q) dJ1...dJm =p(y/Q)     (5.01)

    M                                             M
У результатi щільність розподiлу iмовiрностей p(y/Q) стає залежною лише вiд iнформацiйних параметрiв; залежнiсть вiд неiнформацiйних параметрiв усувається. Отже, статистична задача оцiнювання параметрiв сигналу зводиться до оцiнювання параметрiв розподiлу iмовiрностей реалiзацiї y(t).
5. 2. КРИТЕРIЇ ЕФЕКТИВНОСТI ОЦIНЮВАННЯ ПАРАМЕТРIВ СИГНАЛIВ

За узагальнений критерiй ефективностi точкового оцiнювання приймають середнiй ризик помилок вимiрювання.

                       _

                       r = r сер = M[r]= ∫ ∫ r(b,b٭)p(b,b٭) db db٭.               (5.02)

                                                (b,b٭)

Тут p(b, b٭) — сумiсна щільність розподiлу iмовiрностей параметра сигналу b та його оцiнки b٭; r (b, b٭) — функцiя вартостi, яка характеризує плату за помилку в ситуацiї (b,b٭).

Середнiй ризик (5.02) вводиться за аналогiєю до середнього ризику помилок виявлення з врахуванням неперервного розподiлу параметра b.
Оптимiзацiя вибору оцiнки b٭   (як i  оператора L{y(t)} ) в теорiї оцiнювання зводиться до мiнiмiзацiї середнього ризику.

Мiнiмiзацiя пов'язана із  зiставленням великої кількості ситуацiй. Щоб зменшити цю кількість, зiставлення проводять за одного з двох альтернативних спрощувальних допущень:

а) оцiнювана величина b в статистичному розумiннi не випадкова, але невiдома;

б) оцiнювана величина b випадкова, тобто вiдома щільність розподiлу iмовiрностей p(b) можливих її значень.

Перший пiдхiд вiдповiдає  небейєсiвськiй (класичнiй) , а другий — бейєсiвськiй теорiї оцiнювання. Результати оцiнювання за цими теорiями вiдрiзняються лише за малого обсягу вихiдних (початкових) даних.

Класичний пiдхiд виключає турботу про вибiр апроксимацiї додослiдної щільності розподiлу p(b), абстрагуючись фактично вiд випадкового, в пiзнавальному розумiннi, характеру невiдомого параметра b. При цьому жертвують можливiстю синтезу оцiнок, у тому числi і за критерiєм середнього ризику. Натомiсть вводять свої критерiї побудови оцiнок, наприклад, за критерiєм незмiщеностi оцiнки, коли M[Δb] = 0 (усунення систематичної помилки без мiнiмiзацiї флуктуацiй).

Бейєсiвський пiдхiд залишає елементи довiльностi у виборi додослiдного розподiлу p(b), зате дає можливiсть чiткого вибору єдиного шляху синтезу оцiнок для вибраного додослiдного розподiлу p( b)  i функцiї вартостi r (b, b٭). В задачах оцiнки параметрiв використовуються такi функцiї вартостi:

1. Проста функцiя вартостi

                     r (b, b٭) =  C - δ(b‑b٭), C ‑ const.                               (5.03)

За її використання усiм правильним розв'язкам приписується вартiсть, яка дорівнює  ∞, а усiм неправильним розв'язкам, незалеж-но вiд величини помилки, приписують постiйну вартiсть C. 

2. Допустима функцiя вартостi

     
                                            0 коли (b‑b٭) < bo; 

             r (b,b٭) =                            (5.04)                                                                                      .                                           C коли (b‑b٭) > bo   

За використання допустимої функцiї вартостi усiм розв'язкам, абсолютна величина яких не перевищує bo, приписується нульова вартicть, а розв'язкам з помилкою, бiльшою за bo , — постiйна вартiсть C. 

3. Лiнiйна функцiя вартостi
r (b, b٭) = [b‑b٭]                                  (5.05)
приписує правильному розв'язку нульову вартiсть, а усiм непра-вильним розв'язкам — вартiсть, що збiльшується за лiнiйним законом з ростом модуля абсолютної помилки розв'язку.

4. Квадратична функцiя вартостi
r (b, b٭)= (b‑b٭)2                                  (5.06)
приписує усiм неправильним розв'язкам вартiсть, що змiнюється за квадратичним законом з ростом помилки розв'язку.

Оскiльки функцiя вартостi є випадковою, то за критерiй якостi оцiнки вибирається середня вартiсть (середнiй ризик), яка визнача-ється як математичне сподівання випадкової величини r (b, b٭)

_ 
rсер =∫  ∫ r (b, b٭) p(b, b٭) db db٭,                     (5.07)

                                       B,B٭

де   B, B٭—дiлянки iснування вимiрюваного параметра i оцiнок.
5.3. МЕТОД  МАКСИМАЛЬНО –ПРАВДОПОДIБНОГО  ОЦIНЮВАННЯ

Для одержання найкращої оцiнки параметра оптимальний вимiрювач (оцiнювач) повинен мiнiмiзувати середiй ризик. Тому задачу вимiрювання параметра сигналу розв'язують у такій послiдовностi:

1.За критерiєм мiнiмального середнього ризику розшукується оптимальне правило розв'язку задачi оцiнки параметрiв сигналу (алгоритм).

2. На основi одержаного алгоритму розробляється структурна схема оптимального вимiрника.

3. Структурна схема вимiрника реалiзується радiотехнiчними засобами.

4. Визначаються якiснi показники роботи вимiрника шляхом порiвняння роботи оптимального та реального вимiрникiв.

Для обчислення середнього ризику необхiдно знайти апостерiорний розподiл вимiрюваного параметра та задатися функцiєю  вартостi.
         p(b/y) = p(b) p(y/b)/p(y) =k p(b) p(y/b) = k p(b) L(y/b).      (5.08)
Знаючи в загальному випадку p(b/y) i задавшись r (b, b٭), мiнiмiзуємо середнiй ризик. Розглянемо для прикладу два випадки:
1. Як функцiю вартостi використаємо просту функцiю вартостi (5.03). Тодi мiнiмум середнього ризику визначиться з рiвняння
dr/db = 0, rmin = C - ∫ p(b/y)dy.                               (5.09)

                                   B
      Очевидно, що мiнiмум середнього ризику еквiвалентний максимуму iнтеграла в правiй частинi (5.09).

Iншими словами, оптимальна оцiнка вiдповiдає максимуму апостерiорної iмовiрностi. Для визначення максимуму p(b/y) необхiдно, щоб виконувалась умова
  dp(b/y)/db = 0                                                    (5.10)
Корiнь рiвняння (5.10) є оптимальною оцiнкою вимiрюваного параметра.

2. Як функцiю вартостi виберемо квадратичну функцiю (5.06). Тодi середнiй ризик 

            rсер = ∫  ∫ (b‑b٭)2 p(b/y) dy db                                  (5.11)

                                    B Y

є усередненою  по b i по y дисперсiєю помилки вимiрювань, а оптимiзацiя вимiрювання зводиться до досягнення мiнiмальної середньоквадратичної помилки.

Рiвняння для знаходження оптимальної оцiнки записується у такому виглядi _ 
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Розв'язком (5.12) є умовне математичне сподівання апостерiорного розподiлу. У той час, як за простої функцiї вартостi необхідно знати лише максимум апостерiорного розподiлу, то тут потрібно знати увесь розподiл в цiлому.

За симетричного апостерiорного розподiлу оцiнки для простої i квадратичної функцiй вартостей є однаковi, оскiльки центр ваги (математичне сподівання) i максимум симетричних функцiй збiгаються.

З лiтературних джерел вiдомо, що за симетрiї апостерiорного розподiлу і будь - якої симетричної функцiї вартостi одержується одна i та сама оптимальна оцiнка. Тому для її визначення най прос-тiше користуватися критерiєм максимуму апостерiорного розподiлу.

Задача ще бiльше спрощується, якщо прийняти апрiорну щільність розподiлу p(b) широкою. Тодi максимум апостерiорного розподiлу збiгається з максимумом функцiї правдоподiбностi. Тому при знаходженнi оптимальних оцiнок можна користуватися функцiєю правдоподiбностi, тобто розв'язувати рiвняння
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Корiнь цього рiвняння є оптимальною оцiнкою для тих випадкiв, коли розподіл p(b) приймається широким, а апостерiорна щільність розподiлу i функцiя вартостi є симетричними. Тому надалi використовуватимемо критерiй максимуму функцiї правдоподiб-ностi або монотонно зв'язаної з нею функцiї кореляцiї для вiдшу-кування оптимальних правил розв'язку задач оцiнки параметрiв сигналу, тобто розв'язуватимемо рiвняння
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Корiнь цього рiвняння є оптимальною оцiнкою параметра сигналу за критерiєм максимуму функцiї  правдоподiбностi.

Для нормального бiлого шуму БГШ i детермiнованого сигналу s(t)  функцiя правдоподiбностi 

          p(y/b٭)=
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        —  кореляцiйний iнтеграл.                  
Оскiльки значення вимiрюваного параметра b змiнюється в деяких межах, реалiзацiя алгоритму оптимального оцiнювання вимагає обчислення континiумуму значень Z(y/b٭). Реалiзувати такий алгоритм можна шляхом застосування корелятора з безмежно великою кількістю каналiв, або ж шляхом перестроювання одноканальної схеми вимiрювача. Тому можливими структурними схемами вимiрникiв можуть бути багатоканальнi корелятори, в яких кожний канал обчислює кореляцiйний iнтеграл Z(y/b٭) для одного значення вимiрюваного параметра.
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Рис.5.1. Структурна схема оптимального оцінювача параметрів сигналу.
  Практично кількість каналiв обмежується скiнченнiстю iнтервалiв невизначеностi на осях τ i fд функцiї невизначеностi реальних зондуючих сигналiв. Iнтервал невизначеностi характеризує роздiльну здатнiсть системи за вимiрюваними параметрами. Тому число каналiв визначається спiввiдношенням

n = (bmax —bmin)/Δb ,                                (5.16)

де bmax i bmin —максимальне i мiнiмальне значення вимiрюваного параметра;

     Δb —iнтервал невизначеностi для вимiрюваного параметра.
     Структурна схема оптимального оцiнювача зображена на рис.5.1, 
5. 4. ОЦIНКА МАКСИМАЛЬНОЇ ПРАВДОПОДIБНОСТI.  НЕРIВНIСТЬ  КРAМЕРА-РАО.

Практична помилка вимiрювання параметра сигналу i тим самим координат та параметрiв руху об'єкта в будь - якiй системi вимiрювання виникає внаслідок:

а) флуктуацiй напруги на входi приймача, викликаних шумом та завадами, якi є на входi приймача разом з корисним сигналом;

б) змiни оцiнюваного параметра протягом iнтервалу спостереження;

г) недосконалості вимiрювальної апаратури.

Перша причина зумовлює флуктуацiйну помилку, мiнiмум якої обмежується помилкою через власні шуми вимiрника. Ця помилка називається потенцiйною помилкою.

Помилка через другу причину називається динамiчною.  

 Помилка через недосконалість вимiрювальної апаратури називається iнструментальною.

У зв'язку iз зростанням вимог до точностi вимірювання, насамперед цiкавляться системами, в яких досягається найменша потенцiйна помилка. Про такi системи кажуть, що вони забезпечують потенцiйну точнiсть. Під час  визначення потенцiйних оцiнок параметрiв сигналiв вважають, що вимiрюваний параметр b протягом iнтервалу спостереження i оцiнки Tc залишається сталим.
   На входi приймача в цей час дiє сумiш сигналу з шумом     y(t) = s(t,b) + n(t). Присутнiсть сигналу iз вимiрюваним параметром b є достовiрною подiєю, а вiдношення сигнал/шум  q2 >> 1.
Нехай b٭=L(y) ‑ оцiнка невипадкового параметра b, математичне сподівання якого може бути змiщеним (тут оператором дії L(.) є функція правдоподібності того, що параметр сигналу в прийнятій реалізації y(t) дорівнює  b).

M[L(y)] = ∫ L(y)p(y/b)dy = b + Δb,                     (5.17)

                                            Y

де Δb - змiщення оцiнки.

Якщо Δb = 0, тобто у разі M[L(y)] = b оцiнку b٭ називають незмiщеною.

З  (5.17) випливає, що

 ∫ [L(y) – b - Δb] p(y/b) dy = 0.                             (5.18)

Y

Диференцiюючи (5.18) по b , одержуємо
∫ [L(y)-b-Δb](dp(y/b)/db)dy= ∫ (1‑Δ'b) p(y/b) dy=1-Δ'b, (5.19)

    Y                                               Y
де Δ'b=dΔb/db.
Перепишемо рівняння  (5.19), враховуючи спiввiдношення
dp(y/b)/db = p(y/b) d[ln p(y/b)]/db   ,                            (5.20)

у такому виглядi  
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Застосовуючи до цього спiввiдношення нерiвнiсть Коші -Буняковського,одержимо 
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       Перший iнтеграл у цьому виразi дорiвнює дисперсiї оцiнки L(y)
                   M[L(y)-b-Δb]2 = M{L(y)-M[L(y)]}2 =D[L(y)].           (5.21)

Отже, одержимо нерiвнiсть
     D[L(y)] ≥ {[1+Δ'b]2}/M[(d ln p(y/b)/db)2] ,                (5.22)

яка називається нерiвнiстю Крамера -Рао.

Якщо оцiнка незмiщена, нерiвнiсть Крамера —Рао набуває вигляду
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Нерiвностi (5.22) та (5.23) визначають мiнiмально можливi або нижнi границi дисперсiї будь-яких змiщених i незмiщених оцiнок. Цi границi, тобто правi частини вказаних нерiвностей, називаються границями Крамера - Рао. Їх значення залежать вiд обсягу вибiрки Y={Y1,Y2,Y3,...,Yk} i щільності розподiлу iмовiрностей p(y/b).
Дисперсiя оцiнки —це мiра її розкиду щодо середнього значення оцiнки. Під час добуваня iнформацiї iз прийнятого сигналу бажано використовувати методи оцiнювання з мiнiмальною дисперсiєю i найменшим (найкраще нульовим) змiщенням. Найкращою, очевидно, буде незмiщена оцiнка, дисперсiя якої дорiвнює границi Крамера - Рао. Таку оцiнку називають найефективнішою i позначають L(y)неф.
5.5. ПОТЕНЦIЙНА ТОЧНIСТЬ ВИМIРЮВАННЯ ПАРАМЕТРА

При розробцi радiотехнiчних систем найчастiше за оцiку параметра b приймається рiшення  b = L(y).   Очевидно,  що  при  цьому  виникає   помилка 

Δb = L(y) - b. Досить загальною i в той же час зручною мiрою якостi оцiнювання є середнє значення квадрата помилки:

M[Δb2] = M{[L(y)-b]2}                                            (5.24)

Ця мiра використовується як при бейєсiвських, так i при небейєсiвських оцiнках. Слiд лише пам'ятати, що математичне сподівання в (5.24) для вказаних оцiнок обчислюється по-рiзному.

При бейєсiвському пiдходi b —випадкова величина. Тому усереднення проводиться як за  y, так i за b:

[L(y)-b]2}= ∫ ∫ [L(y)-b]2 p(y/b) p(b) dy db,

                         B Y

де p(b) - апрiорна щільність розподiлу iмовiрностей параметра b.

При небейєсiвськiй оцiнцi параметр b невипадковий i тому усереднення проводиться тiльки за y:

M{[L(y)-b]2}= ∫ [L(y)-b]2p(y/b) dy .

                              Y

Вiд мiри (5.24) завжди можна перейти до величини
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яка має таку ж розмiрнiсть як i оцiнюваний параметр. Якщо              b ‑ невипадковий параметр, а L(y) —його незмiщена оцiнка (Δb = 0), то мiра (5.25) є середньоквадратичною помилкою оцiнювання. При Δb = 0 мiра точностi оцiнювання (5.25) є повною помилкою, яка враховує також змiщення оцiнки.

Зауважимо, що коли змiщення оцiнки L(y) вiдоме спостерiгачевi, а це  можливе лише тодi, коли змiщення не залежить вiд невiдомого параметра b , то шляхом вiднiмання змiщення оцiнки можна перейти до незмiщеної оцiнки   L(y) — М[Δb] .

Якщо оцiнка L(y) оптимальна, то величина (5.25) визначає потенцiйну точнiсть вимiрювання параметра, тобто точнiсть вимiрювання, яка досягається тiльки при оптимальнiй побудовi вимiрювача.

Оскiльки оцiнка може бути оптимальною за рiзними критерiями, то i потенцiйна точнiсть , визначена в середньоквадратичному розумiнi (5.25), буде рiзною.

В класi бейєсiвських оцiнок найвищу потенцiйну точнiсть забезпечує бейєсiвська середньоквадратична оцiнка. В класi небейєсiвських оцiнок найвищу точнiсть забезпечуватимуть оцiнки максимальної правдоподiбностi, якщо iснує найбiльш ефективна оцiнка. Крiм цього, як випливає з асимптотичних властивостей оцiнки максимальної правдоподiбностi, ця оцiнка майже завжди асимптотично має найвищу потенцiйну точнiсть.

Виникає запитання, яку з можливих оцiнок необхiдно використовувати при розв'язуванні практичних задач вимiрювання параметрiв радiосигналiв. Якщо невiдомий параметр сигналу є випадковою величиною з вiдомим розподiлом iмовiрностей (або наближено його можна вважати таким), то доцiльно використати бейєсiвську оцiнку i зокрема бейєсiвську середньоквадратичну оцiнку, яка забезпечує найвищу потенцiйну точнiсть.

     Однак невiдомий параметр не завжди можна розглядати як випадкову величину з вiдомим розподiлом iмовiрностей. Особливо при вiдсутностi необхiдної апрiорної iнформацiї бiльш адекватним є представлення невiдомого параметра сигналу у виглядi дiйсної невипадкової величини. При цьому доцiльно використовувати небейєсiвськi оцiнки i, зокрема, оцiнку максимальної правдоподiбностi. Слiд враховувати, що при збiльшенi об'єму вибiрки (k > 4) байдуже, яку з розглянутих оцiнок застосовувати, бо, як доказується в математичнiй статистицi, бейєсiвськi оцiнки i оцiнки максимальної правдоподiбностi асимптотично еквiвалентнi.

Для виявлення взаємозв'язку бейєсiвської оцiнки i оцiнки максимальної правдоподiбностi при будь-якому обмеженому об'ємi вибiрки використаєм формулу Бейєса. Пiдставивши її в рiвняння

d[ln p(b/y)]/db =0 ,

одержимо

                    d[ln p(b/y)]/db=d[ln p(y/b)]/db + d[ln p(b)]/db =0,

де     p(b) - апрiорна щільність розподiлу iмовiрностей параметра b.

З цього спiввiдношення видно, що коли dp(b)/db = 0, то бейєсiвська оцiнка за критерiєм максимуму апостерiорної щільності розподiлу iмовiрностей i оцiнка максимальної правдоподiбностi збiгаються.

Останню залежнiсть iнтерпретують як умову, при якiй кiлькiсть апрiорної iнформацiї про оцiнюваний параметр дорiвнює  нулю.

Пiд потенцiйною точнiстю вимiрювання невипадкового параметра b радiосигналу вважатимемо найменше значення середньоквадратичної похибки σb, яке визначається границею Крамера -Рао:

                           D= σ2=1/M{[dln p(y/b)/db]2}                                 (5.26)
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Розрахунок потенцiйної точностi за цими формулами спрощується, якщо скористатися спiввiдношенням

                       M{[dln p(y/b)/db]2} = —M[d2ln p(y/b)/d2b]             (5.28)

5.5.1. ОЦIНКА  ПОЧАТКОВОЇ  ФАЗИ  РАДIОIМПУЛЬСА

Алгоритм роботи оптимального вимiрника початкової фази радiоiмпульса, заданого спiввiдношенням
s(t,φ) = So(t) cos[ωot+Ψ(t)+φ],   0 < t < Tc,       (5.29)
спостереження над яким ведеться протягом часу Tc на фонi бiлого гаусiвського шуму n(t) з енергетичним спектром No/2, можна визначити методом максимуму функцiї правдоподiбностi.   Для цього треба знати умовне вiдношення правдоподiбностi L[y(t)]= p(y/φ)/p(o). Згiдно з попереднiми викладками (2.50,2.51,2.52) для процесу y(t)=s(t,φ)+n(t), який надходить на вхiд оцiнювача, це умовне вiдношення правдоподiбностi набуває вигляду

                          Tc                                                 Tc 
               L[y(t)] = exp{(2/No) ∫ y(t)s(t,φ) dt — (1/No) ∫ s2(t,φ)dt}. (5.30)

       0                                     0 

Оскільки початкова фаза радiоiмпульса є неенергетичним параметром, а енергiя сигналу не залежить вiд початкової фази                     ( неенергетичного параметра), то друга складова пiд знаком експоненти в (5.30) є константа, тому умовне вiдношення правдоподiбностi при неенергетичному параметрi — початковiй фазi визначається рiвнянням                          Tc 
           L[y(t)]= exp{- Es/No} exp{(2/No) ∫ y(t)s(t,φ)dt}=L(φ).         (5.31)

                                      0 

Рiвняння оцiнки в цьому випадку набуває вигляду: 

                                           Тс 

{[dlnL(φ)]/dφ}=d{(2/No)∫y(t)So(t)cos[ωot+Ψ(t)+φ]dt}/dφ = 0 ,                                                                                      .                                                  0                                        при φ=φ٭   ,                                                         

де φ٭— оцiнка початкової фази радiоiмпульса.

Виконуючи операцiю диференцiювання , можна звести це рiвняння до вигляду 
                         Tc 
                         ∫ y(t)So(t) sin[ω0t+Ψ(t)+φ٭]dt = 0.                           (5.32)

                       0 

Використавши формулу для синуса суми кутiв , одержуємо
 Tc 
cos(φ٭) ∫ y(t)So(t)sin[ωot+ψ(t)]dt +

                         0                                       Tc 
                         + sin(φ٭) ∫ y(t)So(t)cos[ωot+ψ(t)]dt = 0.

                                          0 

Звiдси    

                 φ٭= — arctg 
[image: image11.wmf].
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Структурна схема оцiнювача початкової фази радiоiмпульса, що вiдповiдає одержаному вище алгоритму, має вигляд



       y(t)    

                       S0(t)sin[ω0t+ψ(t)]                                                                        
                                                                                                        φ٭




                       S0(t)cos[ω0t+ψ(t)]
Рис.5.2. Структурна схема оцінювача початкової фази сигналу.

Вiдповiдно з (5.15) кореляцiйний iнтеграл (сигнальна функцiя) Zс(φ) дорiвнює

Zc(φ)= (2Es/No)cos(φ - φ٭).                                    (5.34)

Звiдси

                                d2Zc(φ)/dφ2    =  ‑  2Es/No, ( при  φ = φ٭) ,  

a дисперсiя оцiнки фази

Dφ = σφ2 = No/2Es = 1/q2                                          (5.35)

Дисперсiя оцiки початкової фази радiоiмпульса залежить обернено пропорцiйно вiд вiдношення сигнал/шум на входi оцiнювача i не залежить вiд форми сигналу.

5. 5. 2. ОЦIНКА ЧАСУ ЗАПIЗНЕННЯ  РАДIОIМПУЛЬСА З ВИПАДКОВИМИ  ПОЧАТКОВОЮ ФАЗОЮ ТА АМПЛIТУДОЮ

Радiолокацiйнi та радiонавiгацiйнi сигнали крiм iнформацiйних параметрiв мiстять у собi i неiнформацiйнi. До останнiх найчастiше належать початкова фаза високочастотного заповнення радiосигналу (у випадках, коли координати вимiрюються нефазовими методами ) та амплiтуда.

Тому практично дуже важливу задачу оцiнювання часу запiзнення сигналу розглядаємо, використовуючи модель сигналу з випадковою початковою фазою та флуктуючою амплiтудою:

s(t,tз,φ,A)= ASo(t‑tз)cos[ωo(t‑tз)+ψ(t‑tз)+φ],  0 < t‑tз< Tс.  (5.36)

Закони амплiтудної So(t‑tз) та фазової ψ(t‑tз) модуляцiй залежать вiд iнформацiйного параметра tз — часу запiзнення сигналу, за допомогою якого визначається вiддаль до об'єкта. Слiд звернути увагу на те, що в такiй постановцi задачi iнформацiйний параметр tз є невiдомою невипадковою величиною, а неiнформацiйнi параметри φ i А‑ випадковi величини. При цьому, як i у випадку виявлення сигналiв, вважаємо, що амплiтуда розподiлена за релеєвським законом, а початкова фаза —за рiвномiрним. Для визначення функцiї правдоподiбностi p(y/tз) необхiдно шляхом усереднення усунути залежнiсть умовного закону розподiлу вiд випадкових параматрiв А i φ.

Використовуючи вираз для вiдношення правдоподiбностi, одержаний ранiше при розв'язуваннi задачi виявлення сигналiв з випадковою початковою фазою та флуктуючою амплiтудою, запишемо

L(y/tз)=[No/(No+Es)]exp{[2 Zo2(tз)Da]/[No(No+Es)]},              (5.37)
                    ____________

де Zo(tз)=√Z12(tз)+Z22(tз) — огинаюча кореляцiйного iнтеграла, квадратурнi складовi   якого

Tc 
Z1(tз) =   ∫ y(t)S(t‑tз)cos[ωo(t‑tз)+ψ(t‑tз)] dt;                           (5.38)

                        0 Tc 
Z2(tз)    =  ∫   y(t)S(t‑tз)sin[ωo(t‑tз)+ψ(t‑tз)] dt.                        (5.39)

                         0 

Тут Es - усереднена енергiя сигналу.

Максимально правдоподiбна оцiнка часу запiзнення tз є розв'язком рiвняння

dZo2(tз)/dtз2 = 0.

Схема багатоканального фільтрового оцiнювача часу запiзнення сигналу зображена на рис.5.3. 

Схема порiвняння визначає номер каналу, на виходi якого є максимальне значення канальної напруги.

Оцiнювач часу запiзнення сигналу tз можна реалiзувати, замiнивши погодженi фiльтри в каналах схеми, зображеної на      рис. 5.3, кореляторами, якi шляхом квадратурної обробки принятої реалiзацiї y(t), забезпечують визначення модуля кореляцiйного iнтеграла для значень tз = iΔt,  i =0, 1, 2,.....
Специфiка величини tз, яка оцiнюється, i яка є часовим iнтервалом, дозволяє в фiльтровому варiантi схеми обмежитися лише одним каналом  (  як  i  в задачi виявлення) , на виходi якого за ходом часу послiдовно формується Z0(tз) для всiх можливих значень часу запiзнення tз. Необхiднiсть амплiтудних детекторiв в каналах, якi видiляють огинаючу кореляцiйного iнтеграла, обумовлена незнанням початкової фази сигналу. Оскiльки величина Z0(tз) максимальна при тому ж значенi tз, що i будь-яка монотонна функцiя f{Z0(tз)}, то детектор може мати будь-яку монотонну на iнтервалi Zo > 0 амплiтудну характеристику, тобто амплiтудний детектор може бути лiнiйним, квадратичним, логарифмiчним.



        y(t)


tз٭


                                                                             tз٭




Рис.5.3. Структурна схема фільтрового оцінювача часу запізнення сигналу.

Максимум Z0(tз) визначається наступним чином. Сигнал з виходу детектора обмежується знизу на рiвнi  Zо,  щоб  вiдсiкти  шумовi  викиди (рис. 5. 4, а). Після цього сигнал диференцiюється     ( рис.5. 4, б), пiдсилюється, обмежується (рис.5. 4, в) i запускає генератор, що формує iмпульс, переднiй фронт якого збiгається з положенням максимуму сигналу (рис.5.4, г).


а)                                                                                     Z0
                                                                                       t                     


б)                                                                                                     t


в)                                                                                                     t

                         tз
г)                                                                                                     t
Рис.5.4. Часові діаграми процесів у схемі порівняння.

Як показують розрахунки, проведенi за цiєю методикою, потенцiйна помилка оцiнювання часу запiзнення сигналу

Dtз= 1/(q2Fеф2),                                                (5.40)

σtз= 1/(qFеф) ,                                                   (5.41)

де Dtз, σtз —дисперсiя та середньоквадратична помилка оцiнювання;

Fеф  — ефективна ширина спектра огинаючої сигналу;

q2   —  усереднене значення вiдношення сигнал/шум.

Таким чином, середньоквадратична помилка , яка характеризує потенцiйну точнiсть оцiнювання часу запiзнення радiосигналу, є обернено пропорцiйною до ефективної ширини спектра огинаючої радiосигналу i усередненого значення вiдношення сигнал/шум.

Потенцiйна помилка вимiрювання вiддаллi σr пов'язана з потенцiйною помилкою вимiрювання часу запiзнення радiосигналу спiввiдношенням

                σr = сσtз/2 .                                               (5.42)

5. 5. 3 . ОЦIНКА ЗСУВУ ЧАСТОТИ  РАДIОСИГНАЛУ

Радiосигнал, зсув частоти ωд якого  викликаний ефектом Доплера, подамо у виглядi

s(t,ωд) = C A(t)cos[(ω+ωд)t + ψ(t) - φ],   0 < t < Tc ,         (5.43) 

де C  i  φ — неiнформацiйнi випадковi параметри, з такими ж  законами розподiлу , як i у випадку (5.36).

Тодi вiдношення правдоподiбностi запишеться аналогiчно (5.37) в такому виглядi
             L(y/ωд) =[No/(No+Es)] exp{2DaZo(ωд)/[No(No+Es)]} ,     (5.44)

де    Zo= ‌ ∫ Y(t) A(t) exp{- jωдt)}dt ‌  — модуль комплексного кореляцiйного iнтеграла;

          A(t)= A(t) exp{jψ(t)} — комплексна огинаюча радiосигналу;

         Y(t) — комплексна огинаюча процесу спостереження.

Оцiнювач частотного зcуву реалiзується у виглядi багатоканальної фiльтрової чи кореляцiйної схеми, аналогiчної до схеми, зображеної на рис.5.3,  однак фільтри повинні бути погодженими з сигналами, які мають певний зсув за частотою щодо зондуючого сигналу.

Як показують розрахунки, проведенi за наведеною вище методикою, потенцiйна помилка оцiнювання зсуву частоти радiосигналу

Dωд= 1/(q2t2еф),                                        (5.45)

σωд= 1/q tta ,                                                                      (5.46) 

де      Dωд , σωд —дисперсiя та середньоквадратична помилка оцiнювання зсуву частоти радiосигналу;

tеф —ефективна тривалiсть радiосигналу;

q2 —усереднене значення вiдношення сигнал/шум.

З співвідношення (5.46) видно, що  середньоквадратична помилка оцінювання  зсуву частоти є обернено пропорційною до ефективної тривалості сигналу та відношення сигнал/шум на вході  схеми порівняння.
5.6. ФІЛЬТРАЦІЯ ПАРАМЕТРІВ СИГНАЛІВ.

      Фільтрацією параметрів сигналів називають вимірювання  поточних значень параметрів сигналів, які змінюються в процесі спостереження.Таким чином , метою фільтрації є формування оцінки λ*(t) значення залежної від часу величини λ(t), яка є параметром сигналу s(t,λ(t)).  Сигнал спостерігають в суміші з завадою, на основі якої необхідно одержати шукану оцінку λ*(t)  з співвідношення

              y(t) =F[s(t,λ(t)), n(t)]  ,                                            (5.47)
яке називається рівнянням спостереження.
     Поточна оцінка  λ*(t) в процесі фільтрації формується на основі інформації, одержаної протягом  всього  часу  спостереження до моменту t, тобто  з врахуванням значень вхідної реалізації y(ξ)  при всіх ξ < t.
      До задачі фільтрації зводяться багато класичних радіотехнічних задач. Так, в традиційних системах передачі  неперервної  інформації (радіомовлення, телебачення, радіозв’язок) повідомлення, яке передається, модулює той чи інший параметр (амплітуду, частоту або фазу) випромінених передавачем високочастотних коливань, а на приймальній стороні  для відновлення повідомлення  здійснюють демодуляцію, завданням якої є неперервне відслідковування амплітуди, частоти або фази ( в залежності від виду модуляції) коливань, тобто фільтрацію названих параметрів.
     На алгоритми формування оцінки λ*(t) дуже великий вплив має вигляд залежності  s(t, λ (t)) від λ(t). Якщо s(t,λ(t))  є лінійною функцією λ(t) (а в цьому випадку до залежності s(t, λ(t)) від λ(t) можна застосовувати принцип суперпозиції) , то фільтрацію параметра називають лінійною. В інших випадках фільтрацію параметра називають нелінійною.
     Поряд з неперервною фільтрацією, коли ведеться спостереження за  неперервним вхідним сигналом y(t) ,  можна розглядати і дискретну фільтрацію  або фільтрацію послідовностей. При дискретній фільтрації  вхідний сигнал подається у вигляді  послідовності відліків, взятих в певні моменти часу tі. Тоді рівняння спостереження набуває вигляду
                      yi=si(ti) +ni ,
                                                                                                    (5.48)

де yi = y(ti);  si(λi) = s(ti; λ(ti)); ni = n(ti).

     При дискретній фільтрації метою є одержання оцінки і-го елемента λі  послідовності λ 1, λ2,  λ3,......,  λі, ....... на основі спостережень  y1, y2, y3,…., yi,….  

Головною проблемою цієї області статистичної  теорії радіотехнічних систем є оптимальна фільтрація, тобто розшукування найкращих за деяким критерієм правил формування поточної оцінки λ(t). При цьому за основу можна взяти бейєсівський підхід, загальні положення якого без особливих труднощів переносяться  із випадку незмінного в часі параметра  на  випадок змінного параметра сигналу. Не викликає труднощів  встановити , що для формування бейєсівської оцінки поточного значення параметра  λ (t)  треба визначити поточну апостеріорну щільність розподілу  p(λ(t)/y(ξ)),      ξ ≤ t, і тоді вибрати деяку характерну точку цього розподілу ( центр ваги, моду, середнє значення і т.д.  – в залежності від вибраної функції втрат) за оцінку параметра. Звернемо увагу на те, що записана  додаткова умова  у виразі щільності розподілу імовірностей y(ξ)  на обмеження  ξ ( ξ ≤ t) враховує залежність апостеріорних  (обчислених за результатами спостережень) імовірностей тих або інших значень λ(t) від всього, що вдається визначити спостерігачу до моменту часу t.
При проведені досліджень бажано враховувати те, що апріорним                 ( до початку спостереження) знанням   можливої поведінки параметра λ(t) в теорії оптимальної фільтрації надається велике значення. В той же час  спроби застосувати до вимірювань змінних параметрів методику максимальної правдоподібності, широко використовувану для одержання оцінок постійних параметрів,часто веде до розв’язків, які не мають ніякої практичної цінності. На підтвердження цього розглянемо простий випадок скалярних спостережень y(t)=λ(t)+n(t), в яких n(t) – стаціонарний білий шум. За результатами спостереження y(t) необхідно оцінити поточне значення скаляра λ(t). Це задача лінійної фільтрації, в якій сигнал s(t, λ(t)) = λ(t) збігається з фільтрованою величиною. Функція правдоподібності  λ(t) в цьому випадку збігається з  функціоналом щільності розподілу імовірностей для n(t) при  n(t) = y(t) -λ (t), тобто
максимально правдоподібною оцінкою є залежність λ(t), яка повністю збігається з реалізацією y(t)  на відтинку часу [0,T]. При цьому будь-яка обробка даних   відсутня і фільтрація як “очищення”  результатів спостереження від шкідливого впливу завад не відбувається. Для реалізації же дійсного “очищення” необхідно погоджувати дані спостережень y(t) із зазделегідь відомими даними про можливий характер зміни параметру  . Власне в цьому і суть  процедур фільтрації.

     Таким чином для синтезу алгоритмів фільтрації необхідно перш за все мати апріорні дані про можливу поведінку λ(t),  тобто мати модель повідомлення λ(t).     

      Простою моделлю λ(t) є стандартна детермінована функція часу, яка залежить від деякого обмеженого числа постійних протягом певного інтервалу часу параметрів – найчастіше у вигляді полінома фіксованої степені з невідомими коефіцієнтами. Вимірювання при цьому зводиться до оцінки констант (коефіцієнтів полінома).
     Дуже зручною та адекватною до багатьох реальних ситуацій є модель λ(t) у вигляді  марковського процесу. Така модель дає можливість прийти до рекурентних правил фільтрації, коли оцінку λ(t)  вдається формувати послідовно шляхом поступових наближень, коректуючи та уточнюючи раніше одержані дані з допомогою тих даних, які надходять пізніше. Взявши за основу марковську модель повідомлення, всю увагу зосереджуємо на проблемі дискретної фільтрації, враховуючи, що : по-перше, для сучасної радіоелектроніки  з її  орієнтацією на цифрову  схемотехніку важливими є алгоритми дискретної обробки сигналів, а по-друге, неперервні алгоритми фільтрації з достатньою для інженерних задач точністю можна одержати з дискретних використавши граничні переходи.

     Розглянемо фільтрацію випадкової марковської послідовності λ1,  λ2,....,  λі,...

     Ця послідовність задовільняє властивості залежності умовної щільності розподілу імовірностей і – го елемента  λі при умові задання  попередніх і-1 елементів  тільки  від  значення  останнього,  (і - 1) - го  елемента   λі-1: p(λi / λ1i-1) = p(λi / λi-1). Тут і далі  символи  λ1k,  y1k   є скороченим представленням послідовностей  {λ1, λ2,…,  λ k} ,  {y1, y2,…,yk} і т.д. Будемо вважати відліки завади  nі, nк в рівнянні спостереження незалежними між собою при і≠к та з відліками вимірюваного параметра λі .

     Виходячи зі  законів розподілу сумісних випадкових величин  запишемо сумісну апостеріорну щільність розподілу імовірностей всіх  і відліків λ1, λ2,...,λі  вимірюваного параметра  після одержання  і – го  спостереження y1, y2, …..,yi  :

                           p(λi1/y1i) = ki p0(λ1i) p(yii/λ1i), 

де 

          кі–залежний від результатів спостережень y1i коефіцієнт (але незалежний від λ1і);
           p0(λ1i) – апріорна щільність  розподілу імовірностей λ1і;

           p(y1i/λ1i) – функція правдоподібності  λ1і    при заданій послідовності спостережень y1i.

     Оскільки   p0(λ1i)   можна  розглядати   як  сумісну   щільність   розподілу імовірностей λ1і-1 та   λ1і то, використавши теорему множення імовірностей і властивості марковських послідовностей , одержимо
        p0(λ1i) = p0(λ1i-1) p(λs / λ1i-1) = p0(λ1i-1) p(λi / λi-1),                      (5.49)

де       p0(λ1i-1) – апріорна   щільність   розподілу   імовірностей   послідовності  λ1,  λ2,....... , λі-1 .

Крім цього 
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Надавши першому множнику  такого вигляду 
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(фіксації  λ1,  λ2,.....,  λі-1)  “імовірність” послідовності y1i-1  визначається ( і-1) відліком завади n1і-1  (5.48) і не залежить від λі. 
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     З рівності 
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 та з (5.48)  можна зробити висновок , що після фіксації λі імовірності тих чи інших значень yі збігаються з імовірностями відліків завади  ni=yi-si(λi). 
     Так як останні незалежні між собою і незалежні від λк , то 
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 Тому, замість(5.50) одержимо рівняння 
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 підставляючи яке 
разом з (5.49)   в   (5.48), одержуємо
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/

(

)

/

(

)

/

(

)

(

)

/

(

1

1

1

1

1

1

1

1

0

1

1

-

-

-

-

-

=

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

y

p

p

y

p

p

k

y

p

l

l

l

l

l

l

              (5.51)

В той же час з (5.48)  випливає , що
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а тому  
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де c0i = ki/ki-1   не залежать від 
[image: image22.wmf]i
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      Проінтегруємо обидві частини (5.52)  за всіма значеннями аргументів λ1,  λ2,  ......, λi-1 . За умовою погодженості багатомірних щільностей розподілу імовірностей зліва одержуємо апостеріорну щільність розподілу імовірностей і-го відліку вимірюваного параметра λі , обчислену за всіма спостереженнями 
[image: image23.wmf]).
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  Інтегрування співмножника правої частини 
[image: image24.wmf])
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λ1,  λ2,......,  λі-2  ( останні  від тих змінних не залежать)  дає щільність розподілу імовірностей   (і-1) – го відліку λі-1  після спостереження y1, y2,…..,yi-1 .Таким чином 


[image: image25.wmf])

/

(

)

/

(

)

/

(

1

1

0

1

i

i

i

i

i

i

i

y

p

y

p

c

y

p

l

l

l

-

=

,                            (5.53)

де
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є  щільністю  розподілу імовірностей і-го відліку, передбаченої         ( екстрапольованої) на і-й крок за результатами спостережень на попередньому (і-1) – му кроці.   Щільність розподілу імовірностей 
[image: image27.wmf])

/

(

1

1

-

i

i

y

p

l

 є апріорною (по відношенню до і-го спостереження yi ) щільністю розподілу імовірностей відліку λі , що враховує всі дані про λі , які містяться в усій серії спостережень
[image: image28.wmf],
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 попередніх до yi. Цю величину можна розрахувати на основі  апостеріорної  щільності розподілу імовірностей значення  вимірюваного параметра на (і-1) - му кроці 
[image: image29.wmf])
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 та  відомій  перехідній щільності розподілу імовірностей  
[image: image30.wmf])
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 марковської   послідовності  λ1,  λ2,  λ3,........

Таким чином марковський характер змін вимірюваного параметра та незалежність відліків  завади в  (5.48) дозволяє будувати апостеріорний розподіл   
[image: image31.wmf])
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  рекурентно, тобто крок за кроком : з допомогою апріорної щільності розподілу λ1, спостереження y1   та за допомогою відомої щільності розподілу імовірностей p(y1/λ 1)  будується p(λ1/y1)  а тоді на основі одержаної величини  та перехідної щільності розподілу імовірностей p(λ2/λ 1)  будується  p(λ2/y12) тощо. Зауважимо, що будь-яка вибрана як оцінка λі характерна точка щільності розподілу імовірностейr  
[image: image32.wmf])
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, а власне мода, центр ваги чи інше, не буде залежати від значення с0і , обчислювати яке нема необхідності. Можливими є ще більш значні спрощення , які дозволяють  уникнути  формування  апостеріорної щільність розподілу імовірностей на кожному кроці  і визначати оцінку на і-му кроці при відомій оцінці на (і-1)-му . При цьому рекурентно будують вже не апостеріорну щільність розподілу імовірностей, а саму оцінку. Власне такі алгоритми одержуються як результат розв’язку задачі лінійної фільтрації марковської послідовності, яка базується на такому варіанті рівняння спостереження
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де   Hi – прямокутна  N×r  –  матриця,  за  допомогою   якої   значення   λі перераховуються в сигнальний вектор   si = Hi λi;
nі – відліки вектора завад, які вважатимемо не тільки незалежними , а і такими, що мають нульове середнє значення і розподілені за нормальним законом. Введемо також кореляційну матрицю вектора nі , яка враховує можливі залежності між його компонентами         n1i,  n2i, …..,nNi: Kni=M[niniT].

     Вважатимемо, що послідовність  λ1,  λ2,  λ 3 ...... утворюється відповідно до наступного рівняння повідомлення
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де     Bi – детермінована r × r – матриця;                   

        υі – незалежні відліки шуму, які надають послідовності 
 λ1,  λ2,  λ3,......  випадкового характеру.

      Кожний з відліків υі  вважається   r – мірним  нормальним вектором з нульовим середнім значенням та кореляційною матрицею      Kυi= M[ υi υiT] , незалежними від усіх ni. Очевидно, що така послідовність – марковська.

З метою спрощення викладок розглядатимемо алгоритм  оптимальної лінійної фільтрації для скалярного параметра при скалярному спостереженні, а тоді результати узагальнимо на випадок векторних величин.

Для скалярних величин  λі, yі  рівняння спостереження та повідомлення перепишемо в такому вигляді
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де    hі ,bі  - детерміновані коефіцієнти, залежні від  вибору індекса і ;

       ni ,υi  - нормальні випадкові величини з нульовими середніми значеннями та з дисперсіями, які позначимо  відповідно  Dni   і   Dυi , при цьому  ni  та   nк       (υi та   υ к)  при   і ≠ к , а також ni  з усіма υк  статистично  незалежні.
      Нехай λ0 , яка формально з’являється справа у виразі (5.58)  при   і = 1 ,  є нормальною випадковою величиною з середнім значенням  mλ0  та дисперсією  Dλ0. Вважаємо, що апостеріорна щільність розподілу імовірностей 
[image: image37.wmf])
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 нормальна для деякого і ≥ 1 з середнім значенням ms-1 та дисперсією Dλі-1. При цьому скористаємось наслідком з (5.58), що перехідна (умовна при фіксованому значені λі-1) щільність розподілу імовірностей 
[image: image38.wmf])
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 є нормальною, можна доказати нормальність щільності розподілу імовірностей 
[image: image39.wmf])
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 для фіксованої совокупності вибірок  спостережень y1i-1.  Дійсно, все, що можна передбачити  про імовірні значення вимірюваного параметра на і-му кроці за спостереженнями на всіх попередніх кроках, базується на рівнянні (5.57) з  врахуванням того, що відповідно до допущення за даними спостережень
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 величина λі-1  є нормальною з середнім значенням  mλ-1 та дисперсією Dλі-1 .Тоді за даними тих же (і-1) спостережень, величина λі як результат лінійного перетворення λі-1 з додаванням незалежнї нормальнї складової υі є також нормальною з середнім значенням bsmλi-1  та дисперсією 
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                     (5.59)
де в с1і  враховані всі співмножники, незалежні від λі.

Відповідно до (5.57) , щільність розподілу імовірностенй yі при фіксованому     значенні   λі   нормальна  з   середнім   значенням  та дисперсією ( умовними по відношенню до λі)   hiλі  та  Dni , так що  щільність розподілу імовірностей (с2і не залежить від λі)    
[image: image43.wmf])}
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Підставивши цей вираз разом з (5.59) в (5.54) та провівши певні математичні перетворення, одержуємо вираз апостеріорної щільності розподілу імовірностей λі , обчисленої на основі послідовності з  і спостережень 
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де в сі   об’єднані всі  співмножники, незалежні від λі .

Порівнюючи це співвідношення зі стандартним виразом одномірного нормального закону розподілу  
[image: image46.wmf](
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переконуємося , що апостеріорна щільність розподілу імовірностей 
[image: image47.wmf])
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 є нормальною з дисперсією 
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та з середнім значенням


[image: image49.wmf].
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      Таким чином, з нормальності апостеріорної щільності розподілу імовірностей  на (і-1) –му кроці випливає нормальність її на і-му кроці, що при допущеннях про нормальність λ0  індуктивно  доказує нормальність апостеріорної щільності розподілу імовірностей при будь-якому значені і. При  квадратичній або при простій функціях втрат  оптимальними (бейєсівськими) оцінками  є оцінки за центром ваги (апостеріорним середнім значенням) .Так як для нормальної апостеріорної щільності розподілу імовірностей  середнє значення та мода  збігаються, то за оптимальну оцінку  скалярного вимірюваного параметра  доцільно взяти апостеріорне середнє значення. 
Тоді
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де 
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      Співвідношення (5.61, 5.62 , 5,63)  називаються рівняннями фільтра Калмана. Як видно з (5.61) , при відомій  оцінці mλi-1 на попередньому, (і-1) –му кроці , фільтр Калмана, базуючись на рівнянні спостереження (5.58) , прогнозує значення оцінки bimλi-1  на і-й крок. Після одержання і-го спостереження yi  прогнозована оцінка  уточнюється з врахуванням значень, пропорціональних неув’язці (обновлюючому процесу) , тобто  відхиленню прогнозованої складової hibimλi-1  і-го спостереження в   (5.57)  від одержаного відліку yi . Коефіцієнт пропорційності, який регулює вагу нових даних (неув’язки)  в λі  порівняно з прогнозом  bimλi-1 називається коефіцієнтом підсилення фільтра Калмана. Ця величина разом з коефіцієнтом  hі  в рівнянні спостереження та дисперсії шуму спостереження  Dni  визначається ще і апостеріорною дисперсією Dλi  параметра λі  і збігається  з квадратом різниці оцінки mλi та істинного значення λі , усередненого за всіма можливими шумами спостереження і, таким чином , характеризує точність оцінювання параметра на і-му кроці.Структурна схема фільтра Калмана, яка реалізує  алгоритм    (5.61), (5.62), зображена на рисунку 5.5.
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Рис.5.5. Структурна схема фільтра Калмана.
Наведені вище алгоритми та структурна схема рис.5.5. показують, що фільтр Калмана є характерним прикладом лінійної дискретної замкнутої  астатичної системи  регулювання із змінними параметрами. ЇЇ  чутливий пристрій (дискримінатор) виробляє сигнал розузгодження (неув’язки) вхідних даних yi  та даних, які надходять з  мережі зворотнього зв’язку  hibimλi-1 . Після зважування розузгодження додається до раніше накопичених результатів, що еквівалентно введеню в замкнутий контур інтегратора, який виключає статичну помилку.

     Рекурентний ( крок за кроком) характер  алгоритму  Калмана, який дозволяє одержати поточну оцінку  коректуванням її попереднього значення з врахуванням  лише  чергового (і-го)  спостереження, дуже зручний при реалізації його з домомогою пристроїв цифрової техніки, особливо при необхідності фільтрації в реальному масштабі часу, тобто в одному темпі з надходженням нових даних.

5.7. КОНТРОЛЬНІ ПИТАННЯ ТА ЗАДАЧІ

          1.Що таке потенційна точність оцінки параметра сигналу і як вона пов’язана з точністю вимірювання координати?

          2.Від чого залежить потенційна точність оцінки кутової
координати?

3. Від чого залежить  потенційна точність оцінки початкової фази сигналу?

4. Вiд чого залежить потенцiйна точнiсть оцiнки часу запiзнення сигналу ?

5. Вiд чого залежить потенцiйна точнiсть оцiнки частоти (доплерiвського зсуву   частоти) сигналу ?

6. Як впливає рiвень шумiв, на фонi яких приймається вiдбитий сигнал, на середньоквадратичну помилку вимiрювання вiддалi?

7. Як залежить потенцiйна точнiсть вимiрювання вiддалi вiд форми сигналу?

8. Який сигнал забезпечує максимально можливу точнiсть вимiрювання часу запізнення  сигналу?   Якi недолiки має такий сигнал ?

9. Як залежить потенцiйна точнiсть вимiрювання радiальної швидкостi вiд форми сигналу ?

10. Який сигнал забезпечує максимально можливу точнiсть вимiрювання радiальної швидкостi ?
      Якi недолiки має такий сигнал ?

11. Вiд чого залежить потенцiйна точнiсть вимiрювання кутової координати ? 
        Яким чином можна збiльшити цю точнiсть ?

12. Чи пов'язанi мiж собою точнiсть вимiрювання параметра сигналу з роздiльною здатнiстю системи за таким же параметром ?

13. Чи можна стверджувати, що система, яка забезпечує високу точнiсть вимiрювання параметра, має високу роздiльну здатнiсть за цим параметром ? 

     Чи є справедливим зворотнє твердження ?

14. Наведiть приклад системи, яка дозволяє вимiрювати з високою точнiстю вiддаль до цiлi, але не забезпечує роздiльної здатностi системи за вiддаллю.

15. Як змiниться точнiсть вимiрювання вiддалi, якщо сигнал у виглядi радiоiмпульса з внутрiшньоiмпульсною ЛЧМ ( тривалiсть iмпульса 10 мкс, девiацiя частоти 20 МГц ) замiнити радiоiмпульсом без ЛЧМ з гаусiвською огинаючою при тiй же тривалостi та енергiї iмпульса ?

16. Як змiниться точнiсть вимiрювання доплерiвського зсуву частоти при збiльшенi в 10 разiв тривалостi сигналу та збереженi його енергiї ?

17. Яка оцінка називається незміщеною оцінкою?

18. Яка оцінка називається ефективною?

19. Чому виникають інструментальні помилки оцінювання параметрів сигналів і які шляхи їх зменшення.

20.Який зміст поняття   “фільтрація параметрів сигналу” ?

21. Яку роль грають апріорні дані в задачах фільтрації ?

22. Яку послідовність називають марковською і чим зручна марковська модель повідомлень для задач фільтрації ?

23. Детермінованими чи випадковими функціями параметра є апріорна щільність розподілу імовірностей , апостеріорна щільність розподілу імовірностей, функція правдоподібності ?

Яка принципіальна різниця апріорної та апостеріорної щільностей розподілів імовірностей?
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