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Статья посвящена разработке компью-
терной модели динамики гетерогенной сре-
ды жидкость-твердое тело в технологическом 
аппарате с барботажем. В гетерогенной сре-
де барботажного аппарата известные мето-
ды контроля среды являются труднореализуе-
мыми и практически непригодны для контроля  
в потоке среды, поэтому необходимы новые под-
ходы к реализации программно-аппаратного 
комплекса информационных систем. 

Существующие математические не учи-
тывают изменения концентрации жидкости 
вследствие образования суспензий твердых 
включений при барботаже жидкости дымовыми 
газами и динамики поведения газовых пузырьков 
в вибрационном поле аппарата. Вибрационные 
средства измерений могли бы решить постав-
ленную задачу путем учёта изменений плот-
нос ти и вязкости составляющих среды.

В основе разработанной математической 
модели гетерогенной среды жидкость-твердое 
тело, обеспечивающей достоверность инфор-
мации в информационных системах, — мо-
дель виброчастотного метода контроля кон-
центрации твёрдой фракции суспензий, осно-
ванная на использовании особенностей пове-
дения твердой фазы суспензии в вибрационном  
поле. 

На основании уравнения движения частицы 
в вибрационном поле для случая сферической 
формы частицы, которая находится в свобод-
ных условиях при ламинарном режиме движения, 
с учетом зависимости плотности суспензии 
от плотности твердой фазы и жидкости, вяз-
кости суспензии от вязкости жидкости и плот-
ности твёрдой фазы, получено новое дифферен-
циальное уравнение. 

Полученное уравнение динамики гетероген-
ной среды жидкость-твердое тело в техноло-
гическом аппарате с барботажем решено про-

граммно в среде Рython, с использованием биб-
лиотеки sympy, с применением комплексного со-
пряжение и упрощения. 

Получены соотношения для контроля кон-
центрации суспензии, образуемой в техноло-
гическом аппарате после барботирования ды-
мовых газов через слой жидкости. Приведенные 
результаты программной реализации моде-
ли подтверждают, что с увеличением часто-
ты вибрационного поля уменьшается относи-
тельная амплитуда твердой фазы, а следова-
тельно, и её эффективная масса, участвующая 
в колебаниях среды.

Стаття присвячена розробленню комп’ю-
терної моделі динаміки гетерогенного середо-
вища рідина-тверде тіло в технологічному апа-
раті з барботажем. У гетерогенному середо-
вищі барботажного апарата відомі методи 
конт ролю середовища важко реалізувати, і во-
ни практично непридатні для контролю в по-
тоці середовища; тому необхідні нові підходи до 
реалізації програмно-апаратного комплексу ін-
формаційних систем.

Наявні математичні не враховують зміни 
концентрації рідини внаслідок утворення сус-
пензій твердих включень за барботажу ріди-
ни димовими газами і динаміки поведінки га-
зових бульбашок у вібраційному полі апарата. 
Вібраційні засоби вимірювань могли б вирішити 
поставлену задачу шляхом обліку змін щільнос-
ті й в’язкості складових середовища.

В основі розробленої математичної моде-
лі гетерогенного середовища рідина-тверде ті-

-
формаційних системах, — модель віброчастот-
ного методу контролю концентрації твердої 
фракції суспензій, заснована на використанні 
особливостей поведінки твердої фази суспензії 
у вібраційному полі.

УДК 621.3

Ю. К. Тараненко

О. Ю. Олейник

DOI: 10.33955/2307-2180(2)2020.51-56

O. Yu. Oliynyk, candidate of technical sciences, 
associate professor of the department  
of computer�integrated technologies and metrology,
е�mail: oleinik_o@ukr.net
Yu. K. Taranenko, doctor of technical sciences, professor, 
head of the department,
е�mail: taranen@rambler.ru
Ukrainian state chemical�technology 
university, Dnipro

КОМПЬЮТЕРНАЯ МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ 
ГЕТЕРОГЕННОЙ СРЕДЫ ЖИДКОСТЬ-
ТВЕРДОЕ ТЕЛО В ТЕХНОЛОГИЧЕСКОМ 
АППАРАТЕ С БАРБОТАЖЕМ



52

2’2020 • МЕТРОЛОГІЯ ТА ПРИЛАДИ • ISSN 2307-2180МОДЕЛІ ТА МОДЕЛЮВАННЯ

Сложность внедрения информационных техно-
логий в производство, прежде всего, связана 

с трудностями разработки программно-технических 
средств автоматизированных систем сложных тех-
нологических объектов. К таким объектам можно, 
бесспорно, отнести и теплообменные аппараты бар-
ботажного типа. Наличие гетерогенных сред в та-
ких аппаратах требует особых подходов к реализа-
ции программно-аппаратного комплекса информа-
ционных систем. 

Задача усложняется тем, что в гетерогенной сре-
де барботажного аппарата известные методы кон-
троля среды (оптический, ультразвуковой, счёта воз-
душных пузырей, радиационный) являются трудно-
реализуемыми и практически непригодны для кон-
троля в потоке среды. Исключение могли бы соста-
вить вибрационные средства измерений, однако, без 
учёта изменений плотности и вязкости составляю-
щих среды, вибрационный метод не может обеспе-
чить достоверности информации; и поэтому такие 
информационные системы не получили широкого 
применения на производстве, а литературные дан-
ные немногочисленны и имеют экспериментальный 
характер. 

Дымовые газы представляют собой продукты 
сгорания топлива, возникающие в результате сжи-
гания газов любого типа в камере горения. Для по-
вышения эффективности производства большинство 
предприятий применяет дымовые газы для рекупе-

рации тепловой энергии. В ряде технологических 
аппаратов рекуперация сводится к барботажу ды-
мовых газов через жидкость. В работах, посвящен-
ных исследованию таких процессов и сред, авторы 
не учитывают изменения концентрации жидкости 
за счет образования суспензий твердых включений 
при барботаже жидкости дымовыми газами. Не учи-
тывается и динамика поведения газовых пузырьков 
в вибрационном поле аппарата. 

Основой математической модели гетерогенной 
среды жидкость-твердое тело, обеспечивающей до-
стоверность информации в ИС, является модель виб
рочастотного метода контроля концентрации твёр-
дой фракции суспензий, использующая особенности 
поведения твердой фазы суспензии в вибрационном 
поле  [1].

Известно, что в вибрационном поле резонатора 
дисперсионная фаза (жидкость) ведет себя как твер-
дое тело, жестко связанное с резонатором, а дис-
персная фаза (твердые частицы), вследствие инер-
ции и действия сил трения, движутся со сдвигом 
по фазе и имеют амплитуду колебаний, отличаю-
щуюся от амплитуды колебаний жидкости  [2].

В условиях, когда среда в аппарате представляет 
собой гетерогенную систему типа жидкость-твердое 
тело или жидкость-газ, реакция в виде изменения 
частоты или амплитуды колебаний среды датчика 
не несет достоверной информации о составе и свой-
ствах контролируемого вещества  [3].
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На основі рівняння руху частинки у вібраційному полі для 
випадку сферичної форми частинки, яка перебуває за віль­
них умов за ламінарного режиму руху, з урахуванням залеж­
ності густини суспензії від щільності твердої фази і рідини, 
в’язкості суспензії від в’язкості рідини і густини твердої фа­
зи, отримано нове диференціальне рівняння.

Отримане рівняння динаміки гетерогенного середовища 
рідина-тверде тіло в технологічному апараті з барботажем 
розв’язано програмно у середовищі Рython з використанням 
бібліотеки sympy, із застосуванням комплексного пари та 
спрощення.

Отримано співвідношення для контролю концентрації 
суспензії, утвореної в технологічному апараті після барботу­
вання димових газів через шар рідини. Наведені результати 
програмної реалізації моделі підтверджують, що зі збільшен­
ням частоти вібраційного поля, зменшується відносна амплі­
туда твердої фази, а отже, й її ефективна маса бере участь 
у коливаннях середовища.

The article is devoted to the development of a computer model 
of the dynamics of a heterogeneous liquid-solid medium in a techno­
logical apparatus with bubbling. In a heterogeneous bubbler medi­
um, the known methods of environmental control are difficult to im­
plement and practically unsuitable for control in the flow of the me­
dium; therefore, new approaches to the implementation of the soft­
ware and hardware complex of information systems are necessary.

Existing mathematical not take into account the change in the 
concentration of the liquid due to the formation of solid suspensions 
included in the bubbling of the liquid by flue gases and the dyna­

mics of the behavior of gas bubbles in the vibration field of the ap­
paratus. Vibration measuring instruments could solve the problem 
by taking into account changes in the density and viscosity of the 
components of the medium.

The developed mathematical model of a heterogeneous liquid-
solid medium, which ensures the accuracy of information in infor­
mation systems, is based on the model of vibration frequency me­
thods for monitoring the concentration of the solid fraction of sus­
pensions, based on the use of the behavior of the solid phase of the 
suspension in a vibration field.

Based on the equation of motion of a particle in a vibrational 
field for the case of a spherical shape of the particle, which is in free 
conditions under a laminar regime of motion, taking into account 
the dependence of the density of the suspension on the density of 
the solid phase and liquid, the viscosity of the suspension on the vis­
cosity of the liquid and density of the solid phase, a new differen­
tial equation is obtained.

The obtained equation of dynamics of a heterogeneous li­
quid-solid medium in a technological apparatus with bubbling is 
solved by a software solution in the Python environment, with the 
introduction of the sympy library using complex Conjugation and 
simplification.

Relations are obtained for controlling the concentration of the 
suspension formed in the technological apparatus after bubbling 
flue gases through a liquid layer. The presented results of the soft­
ware implementation of the model confirm that with an increase in 
the frequency of the vibrational field, the relative amplitude of the 
solid phase decreases, and therefore its effective mass participating 
in the vibrations of the medium.
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Немногочисленные публикации на тему реали-
зации вибрационного метода контроля, в информа-
ционных системах сложных объектов в производ-
ственных условиях, посвящены применимости к го-
могенным средам при решении измерительных за-
дач контроля плотности или вязкости  [4,  5]. В ра-
боте  [5] представлена общая информация и анализ 
математических моделей устройств виброзащиты, 
реализуемых на основе магнитореологической сус
пензии. Отмечено, что применимость той или иной 
реологической модели заключается в замене истин-
ной реологической зависимости некоторым уравне-
нием, которое достаточно точно отображает экспе-
риментальную кривую в выбранном диапазоне ско-
ростей сдвига.

Таким образом, внедрение информационных сис
тем с использованием виброчастотных средств из-
мерения ограничено в связи с отсутствием науч-
ных основ методологии виброчастотного контроля 
в условиях гетерогенной среды. Решение этой проб
лемы является актуальной научно-прикладной зада-
чей и позволит расширить внедрение информацион-
ных технологий в производство.

Целью данной работы является разработ-
ка компьютерной модели динамики гетероген-
ной среды жидкость-твердое тело в технологи-
ческом аппарате с барботажем, на основе усовер-
шенствования известной модели вибрационно-
частотного метода контроля путем учёта плот-
ности и вязкости гетерогенной среды типа жид-
кость — твёрдое тело, с теоретическим анали-
зом среды для условий естественного возникно-
вения вибрационного поля при барботаже дымо-
вых газов через жидкость для рекуперации теп
ловой энергии.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
В УСЛОВИЯХ ГЕТЕРОГЕННОЙ СРЕДЫ:  
ЖИДКОСТЬ — ТВЕРДЫЕ ЧАСТИЦЫ
Воспользовавшись предположением, приведен-

ным в работе [6], согласно которому «эффектив-
ная масса»  дисперсной фазы суспензии в виб
рационном поле пропорциональна отношению ам-
плитуд колебаний дисперсной и дисперсионной фаз, 
получим:
	   ,	 (1)
где  — масса твердой фазы.

Соотношение для θ можно получить из уравне-
ния движения частицы в вибрационном поле [7, 8] 
для случая сферической формы частицы, которая 
находится в свободных условиях при ламинарном 
режиме движения:

,	 (2)

где  — скорость колебательно-
го движения жидкости; v XT = ⋅ ⋅ ⋅ −( )θ ω τ ϑmax sin – 
скорость колебательного движения частицы; ϑ — 
угол сдвига фаз колебаний частицы относительно 
жидкости; Xmax =1 — амплитуда колебаний жид-
кости; ω — кругова частота колебаний вибрацион-
ного поля; ′ = ⋅ ( ) ⋅mT Tπ δ ρ3 6/  — масса твёрдой час
тицы;  — масса жидкости в объё-
ме твёрдой частицы; δ — радиус твёрдой частицы; 

 — динамическая вязкость жидкости;  — плот-
ность жидкости; τ — координата времени.

В реальных стеснённых условиях движения 
твёрдых частиц средняя скорость движения жидкос
ти увеличивается вследствие вытеснения жидкости 
твердыми частицами [9] до значення:

	   ,	 (3)

де ′′vp — скорость колебательного движения жидкос
ти без твёрдых частиц; C  — концентрация твёрдой 
фазы в суспензии; ρc — плотность суспензии.

Для реализации виброчастотного метода контро-
ля узкой фракции твердой фазы коллективом с авто-
ром статьи было предложено, для повышения досто-
верности контроля, учесть зависимость плотности 
суспензии от плотности твердой фазы и жидкос
ти  [10], а также вязкости суспензии µc  от вязкости 
жидкости и плотности твёрдой фазы [11] согласно 
соотношениям:
	 ,	 (4)

	 .	 (5)

Подставляя (3), (4), (5) в дифференци-
альное уравнение (2), с учётом соотношения 

, получим новое диффе-
ренциальное уравнение:

	 (6)

Получить аналитическое решение уравнения (6) 
возможно только с использованием преобразования 
Лапласа. Для этого разделим все члены уравнения 
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на 9 4 1( ) ⋅ ⋅ ⋅ +( )ω β β  и введём следующие обозна-
чения:

	 (7)

С учётом введенных обозначений (7) дифферен-
циальное уравнение (6) в операторной форме пере-
пишется в виде: 
	 .	 (8)

Решая (8) относительно отношения   , по-
лучим:
	 .	 (9)

Для решения (9) в аналитической форме пос
ле подстановки p i= ⋅ω нужно определить модуль 
и аргумент от этого комплексного соотношения. 
Программное решение получено в среде Рython, 
с использованием библиотеки sympy с применени-
ем комплексного сопряжение и упрощения. 

Получаем следующие решения в аналитической 
форме:

Полученные решения в аналитической форме 
перепишем согласно (7):

,	(8)

	 .	 (9)

Результаты, полученные в других публикациях, 
не противоречат результатам, полученным автора-
ми данной статьи; например, в работе  [11] получе-
но соотношение для θ, которое не учитывает попра-

вок  (4),  (5), повышающих достоверность контроля 
в среднем на 20  %.

Полученные соотношения (8), (9) можно исполь-
зовать для контроля концентрации суспензии, об-
разуемой в технологическом аппарате после бар-
ботирования дымовых газов через слой жидкости. 
Главной задачей контроля в этом случае является 
контроль концентрации твердой фракции при задан-
ной концентрации водной суспензии. Приведенные 

Рис. 2. Зависимость фазового сдвига твердых 
частиц по отношению к жидкости от частоты 

вибрационного поля и радиуса твёрдых частиц при 
концентрации водной суспензии известняка 100 кг/м3

Fig. 2. The dependence of the phase shift of solid 
particles with respect to liquid on the frequency 

of  the vibration field and the radius of the solid particles 
at a  concentration of an aqueous suspension of limestone 

of 100 kg/m3

Рис. 1. Зависимость относительной амплитуды 
твердой фазы от частоты вибрационного поля 

и радиуса твёрдых частиц при концентрации водной 
суспензии известняка  100 кг/м3 

Fig. 1. The dependence of the relative amplitude 
of  the  solid phase on the frequency of the vibration field 
and the radius of the solid particles at a concentration 
of an aqueous suspension of limestone of 100 kg/m3
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на рис. 1, 2 зависимости подтверждают, что с увели-
чением частоты fi вибрационного поля уменьшается 
относительная амплитуда твердой фазы θ, а следова-
тельно, и её эффективная масса, участвующая в ко-
лебаниях среды, согласно соотношению  (1).

При реализации информационной системы тех-
нически возможно организовать автоматическое 
изменение частоты вибрационного поля при помо-
щи механического полого проточного резонатора, 
установленного в потоке суспензии на трубопрово-
де, согласно рис.  3  [13]. В качестве такого резона-
тора можно использовать трубку, цилиндр или пла-
стину, снабженные системой возбуждения колеба-
ний, как показано на рис.  3.

Обобщённая характеристика трубчатых, цилин-
дрических и пластинчатых резонаторов определя-
ется соотношением  [12]:
	 f f A A= +( )0 ρ ,	 (10)
где f A0 , , ρ — частота пустого резонатора; постоян-
ная, определяемая экспериментально, и плотность 
среды, заполняющей резонатор.

Определим плотность суспензии ρ, протекающей 
через резонатор:
	 ,	 (11)

где  — массы единицы длины жидкости, 
твердых частиц и проходное сечение резонатора.

Часть площади  проточного канала резо-
натора F  будет занята твердой фазой, поэтому мас-
су жидкости, на единицу длинны резонатора с учё-
том , определим из соотношения:
	 .	 (12)

Подставляя (12) в (11), с учётом , 
из соотношения (10) получим уравнение для обоб-
щённой градуировочной характеристики резонато-
ра в гетерогенной системе жидкость-твердое тело: 

	 ,	 (13)

где  — средняя амплитуда колебаний твёрдых ча-
стиц заданной фракции.

Известно, что эффективная работа шаровых 
мельниц известняка определяется процентом содер-
жания заданной фракции, в нашем методе массовой 
концентрацией. Фракционный состав суспензии  
подчиняется распределению Розина-Раммлера:

,
де q, m — параметры распределения.

Тогда средняя амплитуда колебаний твёрдых ча-
стиц заданной фракции определяется из уравнения:

.

ВЫВОДЫ
Получена компьютерная математическая модель 

динамики гетерогенной среды жидкость-твердое 
тело в технологическом аппарате с барботажем 
на основе усовершенствования известной модели 
вследствие учета общей вязкости и плотности среды. 
Модель позволяет получать информацию путем из-
мерения концентрации пульп и суспензий с приме-
нением проточного механического резонатора лю-
бого из использованных в виброплотномерах типов, 
что значительно расширяет область их применения.

Полученная зависимость применяется для рас-
чета критерия эффективности процесса и опреде-
ления режима, обеспечивающего наиболее эффек-
тивный теплообмен между жидкостью и газом при 
его барботаже.

Рис. 3. Автоколебательный режим 
для автоматического изменения частоты 

вибрационного поля при помощи цилиндрического 
резонатора: а  — технологический трубопровод; 

б — немагнитный корпус; 1 — вибрирующий 
цилиндр: 2 — фланцы со сквозными отверстиями; 
3 — эластичные элементы крепления; 4  — опоры; 

5 — резиновые манжеты: 6 — резонатор; 
7,  8 — электромагнитные системы возбуждения 

окружных и меридиальных колебаний
Fig. 3. Self-oscillating mode for automatically changing 
the frequency of the vibration field using a cylindrical 

resonator: a — process pipeline; b — non-magnetic 
housing; 1 — vibrating cylinder: 2 — flanges with 

through holes; 3 — elastic fasteners; 4 — supports; 
5 — rubber cuffs: 6 — resonator; 7,  8 — electromagnetic 

excitation systems of circumferential and meridial 
oscillations
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